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FORMES LINÉAIRES SUR UN ANNEAU D'OPÉRATEURS ;

PAR J. DiXMIER

(Dijon).

INTRODUCTION.

Des analogies de plus en plus nombreuses se manifestent entre la théorie de
l'intégration et la théorie des anneaux d'opérateurs. Aussi certains auteurs
parlent-ils d' « intégration non commutative ». Dans le présent article, je
démontre les inégalités de Hôlder et de Minkowski et j'établis la dualité de ce que
l'on peut appeler les espaces IA Le caractère non commutatifde la situation est
naturellement la seule difficulté à vaincre.

Les résultats en question, qui occupent les paragraphes 2 et 3, supposent
donnée une trace normale sur l'anneau d'opérateurs étudié M, et deviennent sans
intérêt si M est purement infini. Au paragraphe 1, j'établis des résultats valables
pour des anneaux d'opérateurs quelconques, indépendants de la notion de trace.
Soit, dans le dual de l'espace de Banach M, M, le sous-espace engendré par les
formes linéaires normales; alors, M est le dual de M». Des théorèmes variés dus
à divers auteurs découlent aisément de ce fait.

On aurait pu abréger le paragraphe 1 en faisant usage des résultats de [3]. Mais
j'ai évité autant que possible de m'appuyer sur d'autres Mémoires. Les théorèmes
utilisés peuvent être considérés presque toujours comme relevant de la théorie
générale des opérateurs (c'est seulement pour des points de détail qu'il est parfois
fait appel à des résultats profonds sur les anneaux d'opérateurs). En particulier,
tous les points essentiels de [3] sont retrouvés ici, par une voie plus rapide et
sous une forme plus générale. Certains résultats de [3] sont cependant spéciaux
aux facteurs de tvpej (de même que l'intégration sur un espace discret donne
lieu à des propriétés spéciales).

Soit N un sous-anneau d'opérateurs de M. Comme conséquence des théorèmes
des paragraphes 1 à 3, on établit au paragraphe 4 l'cx^lencc d'une application
de M sur N qui, lorsque M est de classe finie et lorsque N est le centre de M,
se réduit à l'application ^ canonique.

Dans tout le travail, Bf désigne un anneau d'opérateurs dans un espace
hilberticn complexe H. Si AeM, on appelle décomposition polaire de A la

décomposition A = U | A [, au | A [ = (A*A)7 € M et où U € M^ est partiellement
isométrique et admet pour sous-espace initial l'adhérence de |A | (H) .
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•Soient N un autre anneau d'opérateurs, in un idéal (bilatère) de M, 0 une
application linéaire de Dt dans N. On dit que 0 est positive si A^.o entraîne
0(A) ̂  o. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que 0 est normale si, ̂  étant un ensemble
filtrant croissant d'opérateurs ̂ o de Ht de borne supérieure AelU, O^) [qui est
filtrant croissant et majoré par 0(A)] admet 0(A) pour borne supérieure. On
définit de façon analogue les formes linéaires positives normales.

Soient 1U un idéal de M et a un nombre réel, o<;a<<4-oo. Lorsque A
parcourt 111 ,̂ A" parcourt la partie positive d'un idéal désigné par lll^ Les pro-
priétés de lit31, étudiées dans [5], ne sont utilisées qu'aux paragraphes 3 et 4-.
Dans [4],. on a désigné par W l'idéal restreint associé à llî, c'est-à-dire l'idéal
engendré par les projecteurs de 111; celle notation risquerait ici d'engendrer des
confusions; d'ailleurs, il semble tout à fait indiqué de désigner cet idéal restreint
par ttt06, et c'est celle notation qui sera désormais utilisée. D'autre part, l'adhé-
rence forte de lit, désignée par in dans [4], sera désormais désignée par m» : on
verra que c'est là une notation logique. On a alors lit" c lll'3 pour o ̂  (3 ̂  a ̂  + oo .

Pour éviter d'avoir à uliliser aux paragraphes 1 et 2 les propriélés des Hl" qui,
pour o << oc. <<+cîo, sont un peu longues à démonirer, nous allons établir directe-
ment le lemmc suivant :

LE MME i. — Soit 111 un idéal de M.

a. U ensemble des A € M tels que AA* € ttl est un idéal il de M. Si A € il et
B e n, on a AB e m.

b. Si 0 est une application linéaire de lll dans un espace vectoriel telle que
{î(BA)==(î(\B)pour Açmet B€M, on a 0(BA) == Q(AB) pour A en ^Ben.

1° Si U csl un opérateur unitaire de M, la relation A €11 eniraînc AUcîl et
UAeil. En effet,

( A U ) . ( A U ) * = A U U * A * = = A A * e m ,

et
( U A ) ( U A ) * = U ( A A * ) U * e m .

2° Si A e il et B e n, on a A 4- B e il. En effet ,

(A -+-B) (A - + - B ) * ^ - 2 A A * - 4 - 2 B B * € m ,

donc on est ramené à prouver ceci : si o^Cçill e t s io^D^C, on a D € ttl.
Or (cf. [4-], lemme 3.6) on a, pour tout a'eH,

I I D^ ||2 = < D^, x > ̂  < G^-, x > = II àx ||2,
1 1

donc D2^: TC^ avec un TçM, donc

D = D^D^)* == TC^C^T* = TOT* e m.

Les deux propriétés précédentes entraînent que II est un idéal bilatère de M,
puisque tout opérateur de M est combinaison linéaire d'opérateurs unitaires de M.



— \\ —

3° Si Aen, on a
A* A == W(AA*)W*, W* W A A * == AA*,

avec un W € M. Donc

9 ( A * A ) = e ( W A A * W * ) = = 9 ( W * W A A * ) = 0 ( A A * ) .

4" Si A € H et Ben, on a

4 A B = = ( A - h B * ) ( A - h B * ) * — ( A — B * ) ( A — B * ) *
- ^ / ( A + i B * ) ( A - < - t ' B * ) * — ( f A — ( B * ) ( A — t B * ) * ,

.i B A == ( A 4-B * ) * ( A-4-B * ) — ( A — B * )* ( À — B * )
-h Ï( A -4- î'B* )* ( A -+- i B* ) - i{ A — t'B*)* ( A — /B* ),

donc AB en, BA^n et 0(AB)==0(BA), d'après la propriété 3°.
j_

L'idéal 11 n'est a litre que in2.

1. Formes linéaires normales. — Soit B l'algèbre de tous les opérateurs sur H.
Indépendamment de la topologie uniforme, déduite de la norme, trois topologies
localement convexes sont utilisées classiquement sur B :

i" La topologie forte, définie par les semi-normes

A->|1A^| | ,

où x est un élément fixe quelconque de H.

2° La topologiefaible^ définie par les semi-normes

A - > | < Â ^ , y > ! ,

où x et y sont des éléments fixes quelconques de H. Les semi-normes

A-^ |<A.c ,^> |

Miffiseni également a définir celte topologie. La topologie faible est la moins fine
des topologies pour lesquelles les formes linéaires continues soient les formes

A - > ^ L i < A ^ , r , - > .

3" La lopologie uhruforte^ définie par les semi-normes

A-^cs^ii iA^ir^,
où ( x i ) est une suite quelconque de vecteurs fixes de H tels que

^J|^||2<4-x.

Pour clarifier h situation-) il est utile d'introduire la lopologie localement
convexe suivante :
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4° La topologie ultra faible ( 4 ) , définie par les semi-normes

A-^ lS^ i< A^-,^>|,

un (an), (y/) soni deux suites quelconques de vecteurs fixes de H tels que

Les semi-normes

[^•|i°<+oo, ^i !| y i V-< -+- ̂

A->|^ .<A^,^>|

suffisent également à définir celte topologie. La topologie ultrafaible est la moins
fine des topologies pour lesquelles les formes linéaires continues soient les formes

A->^, < A ^ - , r f > .

On a immédiatement le tableau suivant, où le signe <C signifie « plus fine que » :

ïopologie ullraforte < Topologie forte,
A A

Topologie ultrafaible < Topologie faible.

11 est clair que les topologies forte et ultraforle coïncident sur les parties
bornées de B. De même, les topologies faible et ultrafaible.

Soit V un voisinage de o dans B pour la topologic faible. Alors, l'ensemble W
des A € B tels que A*AçV est un voisinage fort de o. Et, quand V parcourt un
système fondamental de voisinages de o pour la lopologic faible, W parcourt un
système fondamental de voisinages de o pour la topologie forte. On a la même
relation entre topologies ultrafaible et ultrafortc.

LEMME 2. — Sou Bi la boule unité de B. Toute forme linéaire sur B, dont
la restriction a Bi est ultrafortement continue^ est ultra faiblement continue.

Soit Œ> une forme linéaire sur B dont la restriction à Bi est ultraforlement
continue. Soient 1 et J l'ensemble des opérateurs complètement continus et
l'ensemble des opérateurs d'Hilbert-Schmidt, qui sont des sous-espacos vectoriels
de B. On a J c I. On sait que J est muni d'une structure liilbcrtienne et la
restriction de © à J est évidemment continue pour la topologie correspondante.
D'après la décomposition polaire des éléments de B et la décomposition spectrale
des éléments auto-adjoints de J, il existe deux suites orthonormales (^c/), ( y / )
dans H, et une suite (^ / ) de nombres ^o, avec

^.^<-+-^,

tels (lue, pour tout A ç J ,

?(A ) == ̂ ,, < A^-, \iy-i > = ̂ _ i A ,< A^., n >.

( 1 ) En fai t - , cette topologie est ident ique 9 la topologie désignée dans [ 3 j par 7(08, J'). Ceci
serait facile à montrer directement et résultera en tout cas de ce qui suit.
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En particulier, si Aa?,== ayi pour i == i , 2, . . . , n et AA' == o pour a? orthogonal
à .ri, a"2, . . • , Xn (auquel cas AçJ), on a

?(A)==^L,A,C,

Mais, d'autre part, 9 est évidemment continue au sens de la norme dans B; il
existe donc une constante k ̂  o telle que

1 ^?=i^iCi\ ̂  Â r m a x j c ; j .

Il en résulte que
2^iA/<d-oO.

(La démonstration précédente est due à Naimark [14]). Posons

On a
x'i=\'}xi, r'== >.?y/.

sr=i n^ir^-hoo, s^. ijy;.i|2<-+-oo
et, pour tout A € J,

Posons, pour tout A e B,

?(A)=Sr=i<A;r;.,y,>.

^(A)==5;r=i<A^,J;->.

Les formes linéaires 9 et ^ sont ultra fortement continues sur Bi et coïncident
sur J. D'autre part, il est immédiat que JnBi est ultrafortement.dense dans Bi.
Donc <p =. ^p, ce qui prouve le lemme.

THÉORÈME 1. — Soit M* le dual de Panneau d'opérateurs M (considéré
comme espace de Banach complexe). Soit M, c M* U ensemble des formes
linéaires ultra faiblement continues sur M, c'est-à-dire l } ensemble des formes

A-^sr=i<A.y,,y,>,

où (a?,), (y/) sont deux suites de vecteurs fixes de H tels que

sr==lll^ll2<-+-oo, s^=ll!.n|lî<-^-oo (2)-
Alors, M, est un sous-espace vectoriel fermé de M* {au sens de la norme
dans M*). La forme bilinéaire canonique sur M x M* induit sur M x M»
une forme bilinéaire pour laquelle M est le dual de M, (en tant qù'espace
vectoriel norme). Enfin, M« est aussi ^ensemble des formes linéaires ultra-
fortement continues sur M.

Supposons d'abord M == B. Si une suite (9/1) de formes linéaires ultrafai-
blement continues sur B converge au sens de la norme dans B* vers une forme
linéaire cp e B*, <p est limite uniforme sur Bi des cpn, donc la restriction de 9 à Bi
est ultrafaible ment continue, donc cpçB, (lemme 2). Autrement dit, B, est un

(') On utilise ici le fait qu'une forme linéaire ullrafaiblement continue sur M peut se prolonger
en une forme linéaire ultrafaiblement continue sur B.
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sous-espace vectoriel de B* fermé au sens de la norme. La topologie (7(B, B») (:1),
c'est-à-dire la topologie ultra faible, coïncide avec la topologte faible sur Bi, de
sorte que Bj est compacte pour o"(B, B,). Nous allons en déduire que B s'iden-
tifie au dual de B, (pour la forme bilinéaire induite par la forme bilinéaire
canonique sur B x B*) (4). SoitE le dual de B,. Il existe une application linéaire
canonique 0 de B dans E, et l'on a | |6(A)|[^|[A[| pour tout A €B. Il est, d'autre
part, évident que 0 est continue pour les topologies o-(B, B,) et o-(E, B,); donc
0(Bi) est compacte pour o-(E, B») et contenue dans la boule unité Ei de E.
Enfin, si un élément cpeB, est tel que | 9 (A) | ̂  i pour toutAeB,, on a || q)||^i,
donc |< cp, x)\ ̂  i pour tout a-çEi; par suite, ô(Bi) est partout dense dans Ei
pour o"(E, B»), desorte que 6(Bi)==Ei. Ainsi, 0 est une application linéaire
isométrique de B sur E qui permet d'identifier B au dual de B».

Considérons maintenant un anneau d'opérateurs McB et soit M^cB,
l'ensemble des éléments de B, orthogonaux à M; c'est un sous-espace vectoriel
de B, ferme au sens de la norme. Comme M est fermé pour o-(B, B»), M est le
sous-espace de B orthogonal à M1. On sait que l'espace de Banach M s'identifie
alors au dual de l'espace de Banach B,/M1. Il existe un isomorphisme canonique
de B,/M1 sur un sôus-espace M, du dual M* de M et les formes linéaires de M,
sont celles qui peuvent se prolonger en formes linéaires ultra faible ment continues
sur B.

Enfin, si une forme linéaire sur M est ultrafortement continue, elle est prolon-
geable en une forme linéaire sur B ultrafortement continue, donc ultrafaiblemeni
continue (lemmc 2).

PROPOSITION 1. — Soit K une partie convexe de M. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (a) [resp. (^)J, K est ultrafortement (resp. ultrafaible-
ment) fermée; (c) [resp. (d), (e), (/)], pour toute boule fermée S de M,
KnS est ultrafortement (resp. ultra faiblement^ fortement^ faiblement)
fermée.

On a les équivalences (a)<^>(6) , (c)Q(â?), puisque les formes linéaires
continues sur M sont les mêmes pour les lopologies ultrafaible et ultraforte (th. 1).
L'équivalence (b)<^>(d) résulte du théorème 1 et d'une propriété classique des
espaces de Banach. Enfin, l'équivalence (c) <=>(<?) [resp. (â?)<^>(/)] résulte de
l'identité des topologies induites sur S par les topologies forte et ultra forte (resp.
faible et ultrafaible). /

THÉORÈME 2. — Pour une forme linéaire 9 sur M, les conditions suivantes
sont équivalentes : (a) [resp. (6)], 9 est ultrafortement (resp. ultra faible-
ment) continue; (c) [resp. (d), (e), (/)], la restriction de 9 à la boule
unité Mi de M est ultrafortement (resp. ultra faiblement, fortement^
faiblement) continue.

(3) Si E, E' désignent deux espaces vectoriels complexes et si B(a*, x ' ) est une forme bilinéaire
sur E x E', la topologie la moins une sur E rendant continues les formes linéaires x ->• B( a", x ' }
est désignée par <r(E, E'). Cette notation est employée dans tout le travail.

(*) On pourrait utiliser ici le théorème 19 de [2J .
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Les implications (b) ==> (d) ==> (c), (6) => (a) =^> (c) |et les équivalences (c)o(e),
(à?) <=>(/) sont claires. Soit enfin cp une forme linéaire sur M dont la restriction
à Mi est ultrafortement continue, et soit K c M l'hjperplan d'équation cp(A) == o ;
l'ensemble Mi n R est ultrafortement fermé, donc (prop. 4 ) K est ultrafaiblement
fermé; on a ainsi (<? )=>(&) , ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 3. — Toute forme linéaire <?eM, est combinaison linéaire de
formes linéaires positives de M». Une forme linéaire positive sur'SS. appartient
à M, si et seulement si elle est normale.

A cause de l'identité

4 < A ^ , r > = <AOr+y),^y>
— < A(;r —y), x —y > -+-(•< A.(J? -+- iy\ x + iy > — t < A(.r — (>•), a- — ly >,

toute forme linéaire de M, est combinaison linéaire de formes linéaires positives
de M,. Soit 9 une forme linéaire positive de M, et soit ^ un ensemble filtrant
croissant dans M^- de borne supérieure AeM^; on a 9(^)^y(A); comme A
est fortement adhérent à 5F et que cp est fortement continue sur les parties bornées
de M, cp (A) est la borne supérieure de <p(^) , de sorte que 9 est normale. Enfin,
soit cp une forme linéaire positive normale sur M et montrons d'abord que, pour
tout projecteur E^o de M, il existe un projecteur F de M, F ̂  o, F^E, tel
que la forme linéaire A -> cp(AF) sur M soit fortement continue. Soit z un vecteur
tel que cp(E)^<(E^, ^)>. Supposons que, pour tout projecteur non nul F^E
de M, il existe un projecteur non nul G^F de M tel que <p(G) > <(G^, ^)>;
considérons une famille maximale (Ga) de projecteurs de M non nuls, deux à
deux orthogonaux, ^E, tels que 9(Ga)><^Ga^, z^ pour tout a; d'après notre
hypothèse, E == laGa, donc

?(E) == Saîp(Ga) > Sa< Ga3, z > = < Ez, z :

ce qui est contradictoire. Donc il existe un projecteur non nul F^E tel que
?(G)^<^G^, z^ pour tout projecteur de M non nul G^F. Grâce au théorème
spectral on en déduit 9 (A) ^<^ A z, z^ pour toutAeM^ tel que FAF = A( B ) .
Pour tout AçM, on a alors, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

| <p(AF) |9^ 9(1) cp(FA*AF) ̂  <p(i)< A-A^, z >= <p(i) |[ A^ ||2.

ce qui prouve bien que la forme linéaire A -> <p(AF) est fortement continue. Ceci
posé, considérons une famille maximale (Fi)^ de projecteurs de M non nuls,
deux à deux orthogonaux, tels que 9(AFi) soit fortement continue pour tout i.
Diaprés le résultat précédent, on a ^1^1== i. Posons Fj=== .S^jFi pour toute partie J
de I. Pour tout s > o, il existe une partie finie Ii de 1 telle que, posant Ia== 1_ Ii,
on ait <p ( Fj^ ) ̂  e ; alors, pour tout A e M, on a

|<p(AFi.)i^£<p(A*A)

( s) Le raisonnement précédent est essentiellement la démonstration du théorème 1 de [7]; son
principe remonte à [10]. La suite de la démonstration est aussi inspirée de [7].
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et y(AF^) est fortement continue; il en résulte aussitôt que la restriction de cp à
la boule unité Mi de M est fortement continue (6).

Remarque. — II serait intéressant de savoir si toute forme linéaire positive
de M, est du type

A -^S^< kxi, xi >, avec S^i || ̂  |[2<-+-oc.

Il en est bien ainsi lorsque M == B.

Le théorème 3 fournit une définition purement algébrique du sous-espace M,
de M*, donc de la topologie ultrafaible, donc de la topologie ultraforte. Au con-
traire, les topologies faible et forte ne sont pas susceptibles en général d'une telle
définition (cf. plus loin). C'est ce qui fait l'intérêt des topologies ultrafaible et
ullraforte, et explique les résultats suivants.

COROLLAIRE 1. — Soient M, N deux anneaux d^ opérateurs. SoitQ une appli-
cation linéaire positive normale de M dans N. Alors 9 est ultra faiblement con-
tinue, donc la restriction de 9 aux parties bornées de M est faiblement continue.
Si, déplus, il existe une constante k ̂  o telle que 9 (A)* 9 (A) ̂  À: 9 (A* A), 9 est
ultra fortement continue, donc la restriction de 9 aux parties bornées de West
fortement continue.

En effet, soit <p une forme linéaire positive normale sur N. Posons

^ ( A ) = ç ( 6 ( A ) ) pour AeM.

Alors, ^ est une forme linéaire positive normale sur M. Donc l'image d'un voisi-
nage ultrafaible de zéro dans N par^9 est un voisinage ultrafaible de zéro dans M,
c'est-à-dire que 9 est ultra faiblement continue. Maintenant supposons que

6(A/e (A)^Â:6 (A*A) pour A e M

et considérons un voisinage ultrafort V de zéro dans N, que l'on peut supposer
défini par la relation <p(B*B) ̂  i. On a

?(8(A) *6 (A) )^Â-7 (9 (A*A) )==Â^(A*A) .

Par conséquent, l'ensemble W des AeM tels que Â:^(A*A)^I est contenu

dans 9(V); or, W est un voisinage ultrafort de zéro dans M, ce qui prouve que 9
est ultrafortement continue.

COROLLAIRE 2. — Soient M, N deux anneaux d^opérateurs et 9 un *-isomor-
phisme de M sur N. Alors, 9 est ultafortement et ultra faiblement bicontinu,
donc la restriction de 9 aux parties bornées est fortement et faiblement
bicontinue.

(•) En fait, les hypothèses nécessaires sur y pour assurer la démonstration sont les suivantes :
ç est linéaire positive et, pour toute famille (EJ de projecteurs de M deux à deux orthogonaux,
on a

<p(S.E.)==S.<p(EJ.
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En effet, 0 est isomorphisme pour la structure (Tordre, donc positif et normal.
En outre,

9(A)*6(A)==6(A*A).

Ce corollaire est dû à H. A. Dye [7] lorsque M est fini, à R. Pallu de la
Barrière [16] lorsque M est semi-fini (c'est-à-dire sans projecteurs purement
infinis), à E. L. Griffin [8] dans le cas général.

Remarque. — II n'est pas vrai qu'un *-homomorphisme de M sur N soit
toujours ultrafortement ou ultrafaiblement continu.

COROLLAIRE 3. — La notion de sous-anneau d^ opérateurs de M est purètnent
algébrique dans M.

En effet, un sous-anneau d'opérateurs de M est une sous-*algèbre ultrafortement
fermée de M.

Ce corollaire avait été établi dans [3] lorsque H est séparable.

COROLLAIRE 4. — Soient M, N deux anneaux d^ opérateurs et 6 un *-homo-
fnorphisme normal de M dans N. Alors, 9(M) est un anneau d^ opérateurs.

En effet, si A e M'4', on a A === B*B, avec un B € M, donc

e(A)=0(B)*9(B)€N + ,

de sorte que 0 est positif. D'après le corollaire 1, Ô est ultrafaiblement continu.
D'après l'étude élémentaire faite dans [A] des idéaux bilatères de M, il existe
doux projecteurs centraux E, F de M tels que

EF=o, E - + - F = i , 6 (MF)==o,

la restriction de 6 à ME étant biunivoque. On est donc ramené au cas où 6 est
un *-isomorphisme normal.

La boule unité Mi de M est ultrafaiblement compacte, donc 0(Mi) est ultra-
faiblement compacte. On va voir que 0(Mi) n'est autre que la boule unité
de 9(M); il en résultera, d'après la proposition 1, que 9(M) est ultrafaiblement
fermé dans N, donc que Ô(M) est un anneau d'opérateurs.

Pour prouver notre assertion, il suffît de prouver que ^ est isométrique. Ceci
résulte de théorèmes classiques sur les *-algébres normées. Mais voici une démons-
tration directe qui généralise légèrement celle de [13]. Soit AeM, A 72^0.
Si a ̂ || A [I, onaa^A^A^o, donc ^-^(A^A^o/donca^H^A)]];
par suite, || 0(A) j[ ̂  [ IA[ | . Si O ^ Œ < [ | A I [ , il existe unEcM tel que

E==E*=E^ EA*A=A*AE,
ECA'A—a'^o , E(A*A--a»)^o,

en appliquant 0 à ces relations, on voit que a <^ |[ 9 (A) |], par suite, ||Q(A)||^||Aj|
et le corollaire est démontré.

Ce corollaire généralise le corollaire 5.4 de [7].
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COROLLAIRE 5. — Soit 9 une forme linéaire positive normale sur M. Soit Oç
la représentation canonique de M définie par <p. Alors, 0<p(M) ̂  M/I anneau
d'1 opérateur s.

D'après le corollaire. 4, il suffit de prouver que Oy est normale. Or, soit ̂  C M"^
un ensemble filtrant croissant de borne supérieure BeM"*". Pour tout Ce M;
C*BC est la borne supérieure de l'ensemble filtrant croissant C*^C, donc <p(C*BC)
est la borne supérieure de <p(C*^C). Il en résulte aussitôt que ôç(B) est la borne
supérieure de 9<p(^) dans F-algèbre des opérateurs continus sur l'espace de la
représentation.

COROLLAIRE 6. — Si M est un facteur de classe II ou III, aucune forme
linéaire positive normale n^ est pure.

Soient 9 une forme linéaire positive normale sur M et Oy la représentation cano-
nique définie par 9 dans un espace hilberticn Hy. Le noyau de 9ç est un idéal
bilatère ultrafaiblement fermé de M; comme M est un fadeur, ce noyau est zéro
ou M; si 9 -yé. o, 9y est donc.un *-isomorphisme de M sur un anneau d'opérateurs
dans Hç (cor. 5). Si 9 est pure, ôç(M) est irréductible, donc est nécessairement
l'anneau de tous les opérateurs dans Hy. Ainsi, M est de classe I.

Les corollaires 5 et 6 généralisent la remarque 5.2 de [7].

COROLLAIRE 7. —: Soit 0 une application ̂  normale définie sur V idéale deW..
Soit A € nt. L'application B -^ 0(AB) def&. dans le centre M? de M est ultra-
fortement et ultrafaiblement continue^ donc sa restriction aux parties bornées
de M est fortement et faiblement continue.

Comme tout élément de W est combinaison linéaire d'éléments de m^, on peut
supposer A ̂  o. Posons, pour BeM, Yî (B)==0(AB) et montrons que Y} satisfait
aux conditions du corollaire 1. D'abord, YÎ est linéaire. Ensuite, Y} est positif, car,
si B ̂  o, on a

6 (AB)= (^B^AB^^o, puisque B^AB^o.

D'autre part, on a, pour B € M,

(i) o^[Bri(i)-ri(B)]*[B7i(i)-^(B)]
==B*B-n(i)2-B*7i(B)-n(i)-BTi(B)^(i)-+-Ti(B)^(B),

donc, on remarquant que,'pour C €M^, on a

7 l (BC)=6(ABC)== 6 ( A B ) C = ^ ( B ) C ,
(1) entraîne

(2) o^-ri(B*B)Ti(i)'--ri(B*.)Ti(B)ïi(i)-Ti(B)Ti(B)*-n(l)-hTi(B)^(B)^(i)

= ri(B*B)T,(i)2-iri(B)*-n(B)Ti(i).

Soit E le plus grand projecteur de M^ tel que EYî(i);z±:o et soit F = i—E.
L'inégalité (2) entraîne d'abord

F(Ti(B*B)Ti(i)--n(ByTi(B))^o.
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Ensuite, l'égalité Y î ( E ) = = E y î ( i ) = = o entraîne, pour tout BeM tel que o^B-^E,

O ^ T I ( B ) ^ O , donc T I ( B ) = = O ;

par suite, pour tout B e M,
T I ( B ) E = = T I ( B E ) = O ,

car BE est combinaison linéaire d'opérateurs B'eM tels que o^B'^E. Donc

E(Ti (B*B) -n ( i ) - -q (B)*-n (B) )=o
et finalement

7l(Byiri(B)^-q(i)Ti(B*B)^Â:Ti(B*B).

Reste à montrer que Y] est normal. Soit ̂  c M-»- un ensemble filtrant croissant
i l i i

de borne supérieure B. Alors, A'^A'2 est filtrant croissant, majoré par A^BA2

i l i l i i
et A'BA2 est fortement adhérent à A^A", donc A^BA'^est la borne supérieure

l l l/ l\*
de A2 ̂ A2. Observons que A2 { A . ' ' ) == A € W, et que, pour C € M,

(CA^) (CA^V^ CAC*€m.

Alors (lemmel), A^A^cm, A^BA^emet

• r l (B)==e(AB)=e(A Ï BA' î )

est la borne supérieure de

6(A Î^A Î) = O(A^) =-q(^).

COROLLAIRE 8. — Sou 9 une trace normale définie sur l'idéal W de M.
Soit Aeîlt. L'application B->(p(AB) est ultra faiblement continue, donc sa
restriction aux parties bornées de M est faiblement continue.

11 suffit de transposer, en la Simplifiant légèrement, la démonstration du corol-
laire 7..

Les corollaires 7 et 8 généralisent certains résultats de [5], [15] et [16].
Nous avons signalé qu'en général les topologies faible et forte ne sont pas

susceptibles d'une définition algébrique. Nous allons ma intenant préciser ce point.

PROPOSITION 2. — Soit M un anneau d^ opérateurs. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a. Toute forme linéaire du type ï^, <^Aa*f, y,^>, où

Sjl, ||.r<[|2<-+-oo, ^ ll^ll^-^

est égale sur M à une forme linéaire du type 2^ <( Aa?^, y\ )> ;
b. Les topologies faible et ultra faible coïncident sur M.
c. Les topologies forte et ultra forte coïncident sur M

L'équivalence de a et b est immédiate. D'autre part, si les topologies forte et



nllraforle coïncident sur M, toute forme linéaire ultrafaiblement continue sur M
est fortement continue, donc faiblement continue d'après un résultat élémentaire
de [3], de sorte que les topologies faible et ultrafaible coïncident sur M. Enfin.
si les topologies faible et ultrafaible coïncident sur M, considérons un voisinage
ultrafort de zéro dans M; il contient un voisinage W défini par la relation <p (A*A) ̂  i .
où <p est une forme linéaire ultrafaiblement continue sur M; mais 9 est alors
faiblement continue, de sorte que W est un voisinage fort de zéro; ainsi, les topo-
logies forte et ultra forte coïncident sur M.

Soit W le commutant de M. Utilisant la théorie de réduction globale ([9] et [6]),
on sait qu'il existe deux projecteurs E et F dans le centre 'M.^ de M et M', unique-
ment déterminés par les conditions suivantes : i° EF==o, E+F== i; 2° E est
proprement infini pour M', F est fini pour M'. Pour éviter un énoncé compliqué,
nous envisagerons seulement les cas E = o et F == o. Mais il serait facile de
déduire de là un énoncé relatif au cas général.

PROPOSITION 3. — Si F == o, c'est-à-dire si W! est un anneau d^ opérateurs
proprement infini {en particulier, si W est un facteur de classe infinie}, les
topologies forte et ultra for te coïncident sur M.

D'après [6], lemme 1.3, il existe, pour tout entier /i>o, une suite (E',, E',,..., E;, »
de projecteurs de M/ deux à deux orthogonaux, tels que

S^,E;==i (tr^E\^ E,^...~E^).

La démonstration du lemme prouve, avec de minimes modifications, qu'il existe
aussi une suite infinie (E^, E'g, ...) de projecteurs de M' deux à deux ortho-
gonaux, tels que

S^i E:== i (i ~ E'i ~ E, ~...).

Soit, d'autre part, (E;̂ .) la suite (E',, E,, ...) réindexée en suite double ( '̂ = i, 2,... ;
y==i, 2, ...),. Ceci posé, soit (x,.) une suite de vecteurs de H tels que îr \\ Xr ||2 < 4-00
et soit V le voisinage ultrafort de zéro dans M défini par la relation

SrIlA.TrII^-h».

Posons, pour r == i, 2, ..., x,.i•= E;a?,.. On a

j|^|p=2fi[^|[2 et HA^II^S^IlEîA^lj^S/IIA^IJ2 pour AeM.

Soit U',.( un opérateur de W tel que

U;.ÎU;,=E;, U,,U;.Î=E;,

et posons y/-/== U^a',./. On a

\\yn I I = I I xri I I , I I Ayri |i = I I ^nxri \\ = |i U^A^ || - |( A^i (1.

Soit y == 2,./y,./ qui existe, car les y/.; sont deux à deux orthogonaux et tels que

^rl \\}'rl lî  2r( || Xri [J2 = S,.|| Xr \\î<^-^.
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On a
Sr|| A^.11^ ï^jl A^/ji^ 2r<|| A^jl^ SrdI AE'̂ y ||2= S^j| E^ Ay lp== || Ayjl-.

Donc V est l'ensemble des AçM tels que ||Ay||^i, ce qui prouve la propo-
sition.

La proposition suivante est la seule dont la démonstration exige, scmble-t-il,
des résultats profonds sur les anneaux d'opérateurs. Elle résulte aisément du
corollaire 5.2 de [7], dont nous utilisons les notations sans explications. La
démonstration détaillée est laissée au lecteur.

PROPOSITION 4. — Si E===o, c'est-à-dire si M' est fini, les topologies forte
et ultraforte coïncident sur W. si et seulement si, pour toute décomposition
de M en somme directe centrale d^ anneaux d^ opérateurs v-finis (M(), l'unité
de chaque M» est somme finie de projecteurs cycliques de M(. En particulier,
si M est un facteur {tel que M' soit fini), cette condition est remplie si et seu-
lement si M est fini.

2. Les espaces L* et L". — Dans tout ce paragraphe et le suivant, cp désigne
une trace normale définie sur l'idéal Ht de M.

LEMNE 3. — Soient A e M, B e m. On a

|y(AB)|^[y(|A*|.|B|)ç(|A|.|B*|)]21.

Soient A = U | A |, B == V | B [ les décompositions polaires de A ctB. On a | B | € m,
| B ̂ em3', donc, en vertu du lemme 1,

y(AB) = ?(| B pU | A | V| B |^) = ç[(| B |^U [ A |")(| B ^V*! A ff].

Comme I B l ' U l A l ' e W ' et |B ^V^AI 5 em7, l'inégalité de Cauchy-Schwarz
s'applique sans aucune difficulté et donne

'^^^^^IBpUIAnAF^IBI^çdBFV^iAnA^VlB^)
= ? ( U | A | U * j B j ) , p ( | A | V | B | V * ) ;

or,
| A * | = = U | A | U * et |B* |=V |B |V* ,

d'où le lemme.

THÉORÈME 4. — Soient A e M, B € Ht. On a

| 9 (AB) |^ç ( |AB| )^ | |A | | o ( |B[ ) .

Supposons d'abord A^ ô et B ̂  o. On a

B ^ A B ^ H A H B , donc î (AB)==y(B^AB Î )^ | |A[ |ç(B) .

Si maintenant A € Bff et B e ttt sont quelconques, on a

<?(( A*|.| B \\^ H | A*| ||<p(| B |) = |[ A |[ <p(| B |),
ç(|A|. |B*l)^| | |A|| |ç([B*|)=|[A|[<p(|B|),
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d'où, en vertu du lemme 3,
i y ( A B ) | ^ | | A l | ç ( | B | ) .

Par conséquent,
| < p ( A B ) | = [ ç ( A B i ) | ^ | l i | | . p ( | A B | ) = y ( | A B | ) ,

ce qui est la première inégalité du théorème. D'autre part, il existe un opérateur
partiellement isométrique W € M tel que [ AB | === WAB. Donc

9 (| AB |) = 9(WAB)^ H WA || ç(| B |)^ || A || cp(| B |),

ce qui est la deuxième inégalité du théorème.
Le théorème 4 et le corollaire à ci-dessous sont aussi prouvés dans [17],

lemme 5. i4, dans le cas de la trace usuelle sur l'algèbre de tous les opérateurs.
Les démonstrations de [17] s'étendent d'elles-mêmes au cas général, mais sont un
peu moins rapides que les démonstrations ci-dessus. Le lemme 3 présente aussi
quelque intérêt propre.

COROLLAIRE 1. — Soit Betll. Le nombre <p([B|) est la borné supérieure des
nombres |cp(AB)[ quand A parcourt V ensemble des opérateurs de ni0 tels
que II A II ̂  i ; cette borne supérieure est atteinte.

En effet,
i ç ( V * B ) j = = ç ( | B | ) et ||V*H^i, V*€mo.

COROLLAIRE i2. — La fonction B->9( |B[) , définie sur W, est une semi-
norme.

En effet, cette l'onction est enveloppe supérieure de semi-normes d'après le
corollaire 1.

COROLLAIRE 3. — Si <p est fidèle et si A€IH°, le nombre |(A|| est la borne
supérieure des nombres \ <p(AB) | quand ̂ parcourt l f ensemble des opérateurs
de m tels que (p(|B|)^i.

En effet, posons a == || A [| et soite > o. D'après la théorie Spectrale, il existe un
projecteur spectral non nul de |A*[, soit E, tel que (a—e)E^ |A*|E^û?E.
Puisque 9 est fidèle et que Aettt0, donc Eeill0, il existe un projecteur F^E tel
queFe ine t6==<p(F)>o . Soit B ̂ é^U^F. On a ( p ( | B | ) = = i , et

|<p(AB) |==é- i | 9 (AU*F) |=6- i<p( |A*iF)=6- i9 (F[A*!F)^6-»(a -6 )ç (F)=a-e ,

d'où le corollaire.

Remarque. — La borne supérieure du corollaire 3 n'est pas nécessairement
atteinte.

Supposons désormais (p fidèle. L'espacent, muni de la norme B->-<]p(|B|), est
un espace vectoriel complexe norme. Nous désignons l'espace de Banach complexe
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obtenu par complétion de cet espace norme par L1 ( cp ), ou plus brièvement par L* ;
m sera identifié à un sous-espace partout dense de L1. La norme d'un élé-
ment/eL* sera désignée par ||/[|i,<p ou par ||/[|i.

D'autre part, l'espace vectoriel Complexe mo, muni de la norme A-^ ||A||, est
un espace de Banach complexe qui sera désigné aussi par L^cp) ou L30. On
posera

I|A||=||A![. pour A€TOO.

Soit A e m. La forme linéaire B ->- 9 (AB) sur W0 est une forme linéaire F^ ultra-
faiblement continue (cor. 8 du th. 3), donc F^ € (Wo) î en outre

| |FA| i=<p( |A | )= ! jA | | i (cor. 1 du th. 4).

SiBçmo est tel que FA(B) == <p(AB) pour tout A cm, on a B==o(cor . 3 du
th. 4); donc, compte tenu du théorème 1, l'image de W dans (m°)^ par l'appli-
cation A->>FA est un sous-espace vectoriel partout dense dans (tll0)^ au .sens de la
norme. Par conséquent, l'application A->¥^ se prolonge en un isomorphisme de
l'espace norme L1 sur (îît0),. Nous identifierons désormais L* à (tno)^ par cet
isomorphisme et nous avons donc le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Si cp est fidèle, L" est le dual de L1.

Par contre, (L30)*, c'est-à-dire (ttl0)*, n'est pasL4 en général. Toutefois, d'après
le théorème 2, L4 est le dual de L°° muni de la topologie ultra forte, ou de la topo-
logie ultrafaible.

Les résultats de ce paragraphe sont en rapports étroits avec des résultats
de I. E. Segal qui doivent paraître très prochainement.

3. Les espaces L/\ — Posons, pour A e ltl^(/? ̂  i),

I I A !|̂ =|| A ||^= [ç y A 1̂ .

Cette notation sera justifiée par la suite.

THÉORÈME 6 (« inégalité de Ifôlder»). — Soient /?, y, . . . , / • des nombres
appartenant à tinterval(e [i, -i-oo ], tels que

-1^9^. ..^I^.
p i r

Soient A€W^, Bein?, . . . , G€ nf. On a AB. . .G ew e^

| <p(AB. ..C)| ̂  y(| AB.. .C |) ̂  I I A ||̂  1| B ||^..-. || C \\r.

En effet, d'après le lemme 4.5 de [4], on peut d'abord se limiter au cas où ©est
fidèle et où m" == M, ce que nous supposerons désormais. La relation AB.. . G € W
résulte de la proposition 2 de [5].

Soit (Ei, Ea, ..., EA) un système de projecteurs fixes de W, non nuls, deux à
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deux orthogonaux;; soit (Ai , As, . . . , ^A) un système de nombre complexes
variables; soit

A° = Xi Ei-4- XïEï-h. . .+ X A Ë A ;

soit U un opérateur partiellement isométrique fixe de M dont le sous-espace
initial contient (EI+Éa-+-. . .4-EA) (H). Posons A == UA°. On a

1 A [== |X, |E»-h . . . -< - |XA|E/ , ;

si p< +00,
i

|A[^=|X^Ei-h...-»-[X/^EA et l |A||^=f|X»|^9(EO-h.. .-+-|XAJ^ç(EA)^;

si /?==+oo,
||A||^=sup(|^|, . . . , | X A J ) .

Considérons de même des systèmes de projecteurs fixes (Fi, Fa, ..., Fi),...,
(Gi, Ga, . . . » G^), de nombres complexes variables (^i, ^3, ..., p.i), ...,
(^i» ^î • • • i T^-)» d'opérateurs partiellement isométriques fixes V, . . . , W, avec
des propriétés analogues ; soient

B<>=={jiiFi-4-...4-^F<, ..., C°==viGi-h...+vAGA,
B=VB®, ..., C=WCo.

Nous allons démontrer Finégalité

|ç(AB...G)|^||AM|B||y...|lC||r

pour les opérateurs A, B, . . . , G précédents.
On a

y(AB...C)==/((X«),(^),...,(v^)),

oùyestmultilinéaire. Si/est identiquement nulle, Pinégalité est évidente. Sinon,
soient (pii q^i ..., ri) des nombres ;> o. La borne supérieure M(/?i, ^i, ..., ri )
de |/| lorsque les Àa, ^p, . . . , Vy varient de, telle sorte que

^_ \ i
sâ^IXar^Ea)^!, S^|^|^y(Fp)^i, ..., S^ [ Vv p?(Gv)^ l

est >o, et finie [notamment parce que les nombres <p(Ea), <p(Fp), . . . , 9(Gy)
sont > o]. D'après un théorème de Thorin [18]? logM(/?i, ^i, .. « , ri) est une
fonction convexe de (/?i, yi, ..., J'i). Il est clair, d'autre part, que la fonction
M(/?i, Ci, ..., ri) a une limite ;> o quand certaines des variables (/?i, ^i, ..., ri)
tendent vers zéro; la fonction ainsi prolongée par continuité, que nous désignerons
encore par M(/?i, ^i, . . . , ri), est dans tous les cas la borne supérieure de |/|
lorsque les ̂  V^i - • ' ? ̂  varient de telle sorte que

||A||̂ :i, |iB||^i, ..., 1|C||^i
/»i yi '•»

et logM(^Oi, gi, ..., ri) est encore convexe.
Or, si ^1=1, yi==o, . . . , F i = = o , les conditions ||A||i^i, j|B|[.^i, ...,

I l C [|^ ̂  i entraînent^] ̂ (AB.. . G) | ̂  i, d'après le théorème 4. On a donc
logM(i, o, ..., o)^o.
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De même,
logM(o, i, ...,o)^o, ..., logM(o, o, ..., 1)^0.

Donc, si /?i + ̂  4-. . . + Fi == i, on a

logM(jt?i, q^, ..., ri)^o,

c'est-à-dire que les conditions

||A||p^i, H B H î, ..., ||C||^i,

où -1 + -1 -{- . . . -|- -1 == i, entraînent | <p(AB. . . G) | ̂  i. Par linéarité, on en

déduit
|<p(AB.. .C) |^ | |A| | / , | |Bl |^ . . . | !C| | .

pour des opérateurs A, B, . . ., G de la forme indiquée.
i i i

Maintenant, supposons Açtll^, Bçtti^, ..., CçW quelconques. Utilisant la
décomposition polaire de A et la décomposition spectrale de [A [, on voit qu'il
existe une suite A/ d'opérateurs de M auto-adjoints permutables à | A [ tels que :
i° o ̂  A/^ i ; 2° A/ tend fortement vers i ; 3° AA/ est du type considéré précé-
demment. Soient (Bm), .. ., (C/i) des suites possédant des propriétés analogues
relativement à B et G. On a

| ç(AA/BB^. . .CCn) | é= I I A A / I I ^ H BB^.. .|| CC»||,..

Si l -> + oo ,
9(AA/BB^.. .CC,0 == 9(BB^.. .GC/zAA/)

tend vers
?(BB^. . .CCnA) = ç (ABB/n. . .CCn)

(cor. 8 du th..3), puisque
^4-...-^l+-t

KBm ..CCnAein7 / p == m.

D^autre part, | AA/| == [ A | A/, donc | AA/[^== [ A |/'Af et A^ tend fortement vers i ,
avec o ̂  Af^ i , donc || AA/j|p tend.vers || A ||p. A la limite, on a donc

iy(ABB^...CC^|^||A|[p|[BB/n||y... | |CCn||,..

Un deuxième passage à la limite montre, de même, que

|9(AB...CCn)|^| |A| | / ,! |B| |y. . .[ |CCn| |r .

De proche en proçj^e, on arrive ainsi à l'inégalité

|9(AB...C)|^||A||^||B|ly...l |C||r.

D'autre part, il existe un opérateur partiellement isométrique X e M tel
que | AB.. .G | == XAB.. .G. Donc, d'après ce qui précède,

ç(|AB...C|)=|9(XAB...C)|^!|X|[.!|A||^[|B^...||C||^||A||^|B||y...||C!l..



Ceci est l'une des inégalités du théorème 6. Quand à l'inégalité

! < p ( A B . . . C ) | ^ < p ( | A B . . . C | ) ,

elle est contenue dans le théorème 4.

COROLLAIRE 1. — Soit AetT(i^<+oo). Le nombre \\^\\p est la borne
supérieure des nombres \ <p(AB) [quand ^parcourt l'ensemble des opérateurs

de nt7 ( - + - = ij tels que \\ B ||̂  i ; cette borne supérieure est atteinte.

Si^== i , il suffît d'appliquer le corollaire 1 du théorème 4. Supposons

i</?<-4-».

En vertu du théorème 6, il suffît de prouver qu'il existe un opérateur B€W^ tel
que

|.IBj|^i et |<p(AB.) |= | |A|^ .

Or, soit A = = U | A | la décomposition polaire de A. Posons B = AU*) A*|^-1,
avec À > o. On a

AB = | A* | U X U*| A*|P-I = X | A* \P,
donc

y ( A B ) = ç ( A J A * | / ' ) = X 9 ( | A | / » )
et, d'autre part,

|B|==X|A*|^- i , donc ç(| B j'7) == ®(X7 | A*|/») = ̂ (( A \P);
i

si (p(| A |^)^o, on a, en prenant À = 9(| A |^) ^,

ç ( | B | 7 ) = = i et 9 (AB)= | |A | | p ;

si 9(| A \P) == o, le corollaire est immédiat.

COROLLAIRE 2. — (« inégalité de Minkowski »). — Pour i^jo^+oo, la
i

fonction A -^ II A ||p est une semi-norme sur W^.

En effet, celte fonction est enveloppe supérieure de semi-normes d'après le
corollaire 1.

COROLLAIRE 3. — Soient p^ q, ...,/ ' , s des nombres appartenant à Vinter-

valle\\, +oo], teisque^ ^+...4-^=^. Soient Aem^, B em^, ..., Cein^.

On a AB. . .Ce 11̂  et
l|AB...C||^||A|^|[B|jy...| |C||,.

Soit, eu effet, s' le nombre de l'intervalle [i, +oo] tel que
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On a
i l i l
--1--4-...4---+--7 == I,p q r s '

donc, en vertu du théorème 6, pour tout D e m5' tel que || D \\s^ i, on a

|i A B . . .CD l|t^ I I A ||/,|| B 11^.. .|| G II, 11 D |!̂  || A ||_|| B ̂ .. .|| C ||,.

11 suffit alors d'appliquer le corollaire 4.

Remarques. — \. Lorsque tll == M, les raisonnements peuvent être adaptés
facilement au cas où cp n'est plus supposée normale.

2. Les résultats qui précèdent peuvent être étendus sans peine aux appli-
cations ^.

3. Si <p est une forme linéaire positive définie sur un idéal tll de M, mais non
nécessairement centrale, les inégalités

i i 1 1 1
j ? ( A B ) | ^ [ 9 ( j A W [ 9 ( i B W et [<p( | A -t- B \P)f ̂  [ç(| A W-4- [ < p ( j B \P)}P

sont classiquement valables pour p === q === 2 ; mais elles ne le sont plus pour
p quelconque, et ceci déjà si H est un espace à deux dimensions Ceci montre
que l'inégalité de Hôlder est, par opposition à l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
une propriété « abélienne ».

Si la trace normale © est fidèle, la semi-norme ||A|[/, est une norme. L'espace
i

de Banach complexe obtenu en complétant l'espace vectoriel complexe ttl^ muni
i

de la norme ||A[[^ sera désigné par L/'(<p) ou, plus brièvement, par L^; W sera
identifié à un sous-espace partout dense de L/\ La norme d'un élément y € L^ sera

désignée encore par [|y |[p. L'espace W2, muni du produit scalaire <(A, B^>=cp(B*A),
est un espace préhilbertien ; l'espace hilbertien obtenu par complétion n'est autre
que L2.

i i
Soit AeW^. La forme linéaire B -> <p(AB) sur m'7(- + ^ == i ) est continue et

de norme || A \\p (cor. 1 du th. 6). Elle se prolonge en une forme linéaire F^ continue
et de même norme sur L^. L'application A^F^est une application linéaire et

i
isométrique de ttt^ dans le dual'(Ly)* de L^; cette application se prolonge de
manière unique en une application linéaire et isométrique de L^ dans (L^)*, par
laquelle nous identifions désormais \f à un sous-espace de (L^)*.

THÉORÈME 7.— Pour i </?<+oo, L^ est le dual de L^-1 + î- === iV
\P î /

En effet, soit y un élément de L^. On a

(|/||y=supj</,A>i,

1

quand A parcourt l'ensemble des opérateurs de ttt^ tels que || A \\p^ i ; ceci résulte
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du corollaire 1 du théorème 6 quandycitï^, et l'on passe de là au cas général par
i

continuité. Il en résulte que lll7', et par suite L^y sont faiblement denses dans (L^)*.
Nous allons montrer, appliquant la méthode de [i], que, si ^^a, L^ est uni-
formément convexe. Il en résultera que L^ et (L^)* sont réflexifs, donc que \f
est fortement dense dans (L^)* et, par suite, identique à (L^)*, donc aussi
que L^== (LP)* et le théorème sera démontré. Pour établir notre assertion, nous
prouverons d'abord les lemmes suivants :

• i l i
LEMME 4. —Soient q ̂ 2, ^ + ^ = = = 1 , Aew^, Benr7, Cent7', DçW.

Alors, ( A + B ) C + ( A - — B ) D € W , et l'on a

| <p((A -4- B)C + (A - B)D) | ̂  2q|| A 1|̂  I I B [|̂ [1| C \fp+ \\ D ̂ f.

(072CO^^y^[||A|^+[|B||^=sup(||A||,,||B||,)^

En effet, si q == + oo et/? == i, on a, en vertu du théorème 4,

| ç((A + B)C-h (A - B)D)| ̂  | y((A + B)C) | + | <?((A - B)D) |
^||A-+-Bi|J|C|[i+|jA-B|L||D||.
^(l|A|L-+-||B|L)(||C|ji-4-|jD||i)
^2sup(||A||^,|[Bl|.)(||C|!.+||D[|0.

Si p == q == 2, on a, en vertu du théorème 6,

| < p ( ( A + B ) C + ( A - B ) D ) | ^ [ ç ( ( A - + - B ) C ) | - + - | ç ( ( A - B ) D ) |
^ H A + B |[,|| C ||,4-j| A - B 11.11 D |[,
^[||A-<-B|lî-h||A-B||j^[||C||J+||D||J]7

=24[||A||j+||B|||H||C||i-+-||D||î^.

Ceci posé, procédons comme dans la démonstration du théorème 6, en suppo-
sant 9 fidèle et w= M. Soient (E,).^^, (E^a'^', (Fp)i^?^ ÇF^\^^ des
systèmes de projecteurs non nuls de ttl deux à deux orthogonaux ; soient (^a)i^a^A»
(^)i^v^h'î (^^i^M^ ̂ l\^'^i' ^es ^ternes de nombres complexes variables;
soient

AO= Sa^aEa, BO= Sa'X^E,., Co= Sp^Fp, DO= Sp^F'p,;

soient U, U^, V, V des opérateurs partiellement isométriques de M, tels que le
sous-espace initial de U (resp. U', V, V) contienne (^aE«) (H) [resp. (5,,E,,) (H),
(2pFp)(H),(^Fp,)(H)].Posons

A == UAO, B = U'BO, C = VCo, D == V'DO.
On a

! A | = S a l A a | E a , | B.[ == S»'| ̂ , | E^,,
| C | = = S p | ^ [ F p , [ D I ^ S ^ I ^ I P ^ I ;

i i
[|[ A ||̂  |[ B [|^== [S« [ Xa |7 ?(Ea) + ïa.l X^ |y ?(E,,)]y si y <-*-oo



et
sup(||A|j,, ||B|j,)=sup(|Aa|, 1 ^ 1 ) ;

enfin,
i i

1 I I G |1?+ [| D ||gr=[Sp 1 ̂  \P ?(F?) -+- Sp' | ̂  \P ?(Fp.)]^.

Nous allons démontrer l'inégalité

| y ( (A -+- B)C + (A - B) D) ! ̂  2q|| A ||^+ || B ||̂ [|1 C (|g4- H D \^Y

pour les opérateurs A, B, C, D précédents.
On a

ç ( (A+B)C- t - (A-B)D)=/ ( (Aa) , (A , , ) , ( ^ ) , (^ ) ) ,

où/est multilinéaire. Si/est identiquement nulle, l'inégalité est évidente. Sinon,
soient (7/1, ^i) des nombres > o. La borne supérieure M(/?i, qi) de |/| lorsque
les ?ia, ?4,, ^jip, /JL^ varient de telle sorte que

i i
S, | Aa [^(Ea) -+- Sa' | >4' |71 ? (Ea') ̂  ̂

-L j

Sp | {xp ^©(Fp) + Sp. | ̂  r*?(Fp') ̂  i

est > o et finie; et la fonction logM(/?i, ^i) est convexe. La fonction M(joi, yi)
a une limite >o quand ^pi ou q^ tendent vers zéro; la fonction ainsi prolongée
par continuité, que nous désignons encore par M(/?i, yi), est dans tous les cas la
borne supérieure de | /1 quand les ̂  ^a'» ̂  /4' varient de telle sorte que

[ J i-|y. r i i-|̂ .
||A||^|iB|i^ ^i, !|C||^-t-liD||^ ^i;

yi 7iJ L ^ ^ïJ

et logM(/^i, ci) est encore convexe.
Or, d'après ce qu'on a vu au débul de la démonstration,

M(o, 1)^2 et M f i , ^^2Î.
\2 2/ —

Donc, si q^2 et -^-(-^r^, on a, observant que -I == 1 1 — ^ o - ^ - 2 1 - etP 9 l q \ q ) q 2
i / 2\ 2 i
^V-,)14-^

M(^^)^M(o?I ) l~'M(^0^21-^==^
ce qui établit l'inégalité annoncée. On passe ensuite au cas où AeW7 , Bem^,

i i
G €111̂ , Deitt^ sont quelconques exactement comme dans la démonstration du
théorème 6.

LEMME 5. — Soient y ̂  2, 2 + 2 = i, A € m^, Bçv^. On a

I I A -+- B ||̂  + H A - B |,̂  2^[ i| A ||%+ I I B j|%].
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En effet, soit e>o. Il existe des nombres c^oetd^o tels que (^4-^)^.^ i et

l II A + B |l;;-h 1 1 A - B 11^^ I; A + B ||yc -h II A - B \\yd+ e.

D'autre part, il existe un C e llt^ tel que

\\C\\p=c et | |A-hB| ;J |C | |^ |®(A-hB)C) | -+-£

(cor. 1 du th. 6); en multipliant G par un nombre complexe de module 1, on

peut de plus supposer 9 ((A-h B)C) ̂ o. De même, il existe un Dem^ tel que

i| D H,, = d. I I A — B ||y j l D \\p^ \ ?((A - B) D) | -h e, ®((A - B) D)^ o.

Alors, compte tenu du lemme 4,
i

[ I I A + B 1^-h i ) A - B 11^^ 1) A -h B H y l i G \\p^ 1| A - B ||yj| D \\p-^ e
^ w ( ( A - t - B ) C ) - + - £ - ( - ? ( ( A — B ) D ) - + . e - h î
= ^ œ ( ( A - < - B ) C 4 - ( A — B ) D ) - + - 3 £

ï- L l^ 2q|l A H',-4- i l B i l^nil C|i^ i l D H^-4-3.

^2^[|lA||^||B|lîp+3Î

et, comme £ > o est arbitraire, le lemme est démontré.
Nous pouvons maintenant démontrer que L^ est uniformément convexe pour

c/ ^2. En effet, si /eL^ et ^-eL^, on déduit du lemme 8 par passage à la limite
l'inégalité

il/-+-^ll?+ll/-<?ll^^[|l/l|?+i|^!l^.

^ll/l|y=^ll^lk==Iet||/-^||^£,ona

î+i
i| f^r-g ||̂  2^ — £ y = ^ / — g y ,

d'où

l̂ -i- [-(;)•]'•
ce qui établit notre assertion.

Remarque. — Nous n'avons pu décider si L/" est uniformément convexe
pour ï ^- p <^ 2.

Nous allons maintenant compléter l'élude des espaces L/" par quelques
propositions.

PROPOSITION 5. —Soit ncw un idéal de'M. tel que ll̂ în0. Pour i^/?<+ oo ,
n est partout dense dans LP au sens de la norme \\ \\p. U intersection de n
avec la boule unité de L°° est partout dense dans cette boule pour la topo-
logiev{lT, L1).
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Soit \^.P<^-\-<X) et montrons que tl est partout dense dans L^ au sens de la

norme || \\p. Il suffit de prouver que îT4- est partout dense dans (m^) . Or,
l'adhérence de 11̂  contient d'abord tous les projecteurs de W; en effet, si E est un
projecteur de W, il existe ([4], lemme 3.11) une famille filtrante croissante (E;)
de projecteurs de U dont la borne supérieure estE; donc <p(E) est la borne
supérieure des <p(E(), donc les <p(E—E() ont pour borne inférieure zéro, donc

| |E-EJ |^=y((E-E^)=ç(E-E,)

peut être rendu arbitrairement petit. Ensuite, si A est un élément de (w) , il
existe, d'après la théorie spectrale, une suite (An) d'opérateurs de M auto-adjoints
permutables à A tels que : i° o^An^i ; 2° An tend fortement vers i ;

3° AA« est combinaison linéaire finie de projecteurs de m'0, donc de m. D'après
ce qui précède, AA,i appartient à l'adhérence de n pour || \\p et

i| A - AA^ jlg = ç[(A(i - A^y] = 9(A/^i - An)/»)

tend vers zéro, parce que A^çtn et que (i—A/^ tend fortement vers zéro en
restant borjié.

Pour p == + oo, la propriété précédente n'est pas exacte en général; autrement
dit, H n'est pas partout dense dans Ht0 pour [| [|^. Mais, si AçWo est tel que
[|A||^^i, on a |(EA||^^i pour tout projecteur Eeti, et EA€ÎI; et EA peut
converger fortement vers A, donc converger vers A au sens de o-(L'°, L1).

PROPOSITION 6. — Soient p et q des nombres de V intervalle [i, -)- oo] tels que
- + - = i. Soit U c W un idéal de M tel que n° == W. Supposons 9 maximale.

i
Alors, si A cm0 est tel que \^(BA)\^k\\B\\q pourBçn, onaAçWP et\\A.\\p^k.

Soit A == U | A | la décomposition polaire de A. Pour tout B e tl, on a

| y(B | A |) = | ç( BU* A) | ̂  k \\ BU* ||y^ k \\ B \\,.

On est donc ramené au cas où A^o, ce que nous supposerons désormais. Soit

/,+«
A = / WEx,

^o

la décomposition spectrale de A. Pour ^ > o, on a E^ = A>,A, avec || A\ |L^^-1.
Soit F un projecteur quelconque de lit tel que F^E^; on a, pour Beîl,
i9(BF)|=|(p(BFE),)|==|<p(BFA,A)|^||BFA,!|, | |A||^^/fÀ-^||B||,;d'aprèsla

i
propositions, on a donc | <p(BF) [ ̂  /:À-1 | j B \\q pour tout Bem^; alors, d'après
le corollaire 1 du théorème 6, [| F \\p ̂  kl-1, c'ést-à-dirp. <o(F) ̂  k^-P-, comme 9
est maximale, on en déduit que E\ € lît. On a d'ailleurs

9(BE5 ,A) | ^Â: | |BE , ! | y^Â: j |B | [< ,
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pour Bon, et le même raisonnement prouve que IJE^A[|^Â-, c'est-à-dire
9(E).A^)^^, pour tout À>o. Mais A.P est la borne supérieure des opéra-
leurs E^A^(À>o); comme © est normale maximale, on en déduit que A^elîl et
que œ(A^) ̂  kï\ ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE. — Soit îp l'ensemble des AÇWP tels que ||A|,lp^i. Dans les
hypothèses de la proposition 6, lp est ultra faiblement fermé dans M.

En effet, la relation Açîp est équivalente, d'après la proposition 6, à la
relation « Aewo et | (p(AB) [ ̂ ||B [|y pour Bew ». Donc lp est l'intersection
de W° et des ensembles définis par les inégalités | <p(AB)|^ || B \\y quand B
parcourt Ht. Ces ensembles sont ultrafaiblement fermés puisque, pour Béni.
l'application A -> cp(AB) est ultrafaiblement continue.

Nous désignerons par Wo, ou par L^, l'adhérence de W dans L" pour la topo-
logie uniforme. C'est aussi, comme on le voit aussitôt, l'adhérence de tout
m» (a > o) dans M pour la topologie uniforme.

PROPOSITION 7. — Soient p et q des nombres de l'intervalle [i, -i-oo] tels
que --+--== i. Supposons cp maximale :

a. Sur îpf\ïi^ la topologie faible est une topologie d'espace compact; elle
est identique à la topologie v^, Lv) pour p>î, à la topologie o-(L1, L »
pour p=ï. Donc "Lp n 2, est fermé dans IA

b. Sur îp n ̂ , la topologie définie par la norme || \\p est plus fine que la
topologie forte; ces deux topologies sont identiques (sur Ip n 2.) lorsque W== M.

En eflet, 2^ est faiblement compacte, donc IpU^, qui est faiblement fermé
dans .2^ (cor. de la prop. 6), est faiblement compacte.

Si Béni, l'application A->- <p(AB) est ultrafniblement continue. Donc, sur 2-
la topologie faible est plus fine que la topologie o^L60, m). D'autre part, sur 2^,, îa

topologie (7(ni^, m) est identique à a(LP, Lv) si p > i (prop. 5) et à <r(Li, LJ
si /?==i . Donc, sur 2,,nl^, la topologie faible est plus fine que <5-(lA L^)
[resp. <7(L1, L^) si^==i] . Comme ^nl., est faiblement compacte, et séparée
pour a(LP, Lv) [resp. <r(L1, L^)], on obtient l'identité de la topologie faible et
decr^, L^) [resp. a(U, LJ] sur^ni..

^Si I I A ||̂ o et I I A ||^i, on a ||A*A^-^o, puisque ||A*A||̂  ||A* ||J|A||,,
D'après ce qui précède, A*A tend vers zéro faiblement, c'est-à-dire que A tend vers
zéro fortement. Donc, surïp n î^ la topologie définie parla norme || \\p est plus fine
que la topologie forte. Enfin, supposons ni = M. Si A tend fortement vers zéro
avec I I A |[^i, [ A [ tend fortement vers zéro, donc aussi [ A \P, en restant borné,
donc I I A [1^ ==. 9 ( ; A \P i ) tend vers zéro, ce qui prouve que, sur î^, la topologie forte
est plus fine que la topologie définie par la norme |[ [^."[On a d'ailleurs,
si 9(1) ==i , ̂  clp.]
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Remarque. — Lorsque M est l'anneau B de tous les opérateurs et que 9 est la
trace usuelle, il est immédiat que |[ A ||^ ̂  || A ||i pour A e W. Donc 2i n ̂  === 2i.
Comme lini, est fermé dans L1, on voit d'abord que W==L1 . Comme ^i est
compacte pour la topologie o'(L1, L^), on voit, en raisonnant comme dans le
théorème 1, que L1 est dual de L^. Comme ici L^ n'est autre que l'ensemble des
opérateurs complètement continus, on a retrouvé un résultat de [31 (dû à
R. Schatten et J. von Neumann).

Enfin, la proposition suivante complète l'inégalité de Hôlder :

PROPOSITION 8. — Soit (o une trace normale fidèle définie sur l } idéal VK, de'SU.
i i

Soient A et B des opérateurs auto-adjoints ^o tels que Acttt^, Beill̂

(i<^<+oo,^ 4-^=1). Si 9(AB)==||A||^||B||,, AP et B^ sont propor-
tionnels.

Le lemme suivant présente un certain intérêt propre.

LEMME 6. — Soit 9 une trace normale fidèle définie sur Vidéal W de M.
i j

Soient A et B des opérateurs auto-adjoints tels que AeW, Bçiîl^
( i -=p ̂ + oo, -I + î- = iV 6ï<p(AB)^(p(AUBU-1) [resp. 9(AB)^y(AUBU--1)]
pour tout opérateur unitaire UeM, A et B sont permutables.

En effet, soit H un opérateur auto-adjoint quelconque de M. La fonction de
variable réelle f(t) = ̂ (Ae^B e-1111) est dérivable. En effet, on a

ei(t-^k}\\^ e""-4- /-(l'H e^"-h K),

avec I I R I I —^ o quand k —>• o. Donc

^~' [/(^ + A-) -/(<)] = ç (AiH <^"B e-tt») -t- œ(A e^"B(— i)H e-^") d- ç(AKB e-«")
4-o(A^"BK*)^-Â-ç(A((He"H-hK)B(—iHe-""-»-K*)) .

Or,
| ç(AKB e-i^) | ̂  I I AK ||^|i B e-^ ||̂  i| K ||.|| A \\, || B \\^

donc ^(ARBe-'^-^o quand Â:-^O. En raisonnant de façon analogue pour les
derniers termes, on voit que f ' ( t ) existe et vaut

ç(/AH e""B e-"»— l'A tf""BH e-"").

En particulier, comme y est maximum ou minimum pour t == o, on a

o =/'(o) = ç(i'AHB — iABH) = ç[i(BA — AB)HJ.

L'opérateur ('(BA—AB) est auto-adjoint. Prenant H ==/(BA—AB), il vient
s)(H2) == o, donc H == o, puisque cp est fidèle, c'est-à-dire BA == AB.

Ceci établi, abordons la démonstration'de la proposition 8. Si

y (AB)=J |A |^ | [B | [ ^
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on a
y(AB)^îp(AUBU-^

pour tout opérateur unitaire V € M d'après le théorème 6, donc A et B sont
permutables, et nous sommes ramenés à un problème « d'intégration commu-
tative ». Soit t2 le spectre de la C*-algèbre commutative engendrée par A, B, i;
soient A(Ç), B(Ç) les fonctions ^o associées à A et B sur û; soit p. la mesure
positive de support i2 correspondant à 9. On a

i i

y'A(OB(0^<0=^A(^^(oj^yB(0^^a(oT.

donc A(çy et B (^)i sont proportionnelles, ce qui prouva la proposition.

4. Applications d'un anneau d^opérateurs dans un sous-anneau. — Soit © une
trace définie sur l'idéal m de M. Soit N un sous-anneau d'opérateurs de M.
Soit P l'ensemble des opérateurs de M permutables à N. La trace 9 induit surN
une trace 4'» àont l'idéal de définition est î l==ninN. Il est immédiat que
U* === m» n N pour o < a ̂  + oo.

Si 9 est normale (resp. fidèle, maximale), il est immédiat que ^ est normale
(resp. fidèle, maximale). Par contre, 9 peut être essentielle sans que ^ soit
essentielle; autrement dit, on peut avoir m^== M et tl®^ N; soit Eç le projecteur
central maximum de N tel que ^ induise sur EçN == U° une trace essentielle,.

THÉORÈME 8. — Soit 9 une trace normale, fidèle, essentielle et maximale,
définie sur U idéal m de M. Soit N un sous-anneau d'opérateurs de M dans
lequel 9 induit une trace ̂  définie sur l'idéal n == mn N. Soit NI l'ensemble
des A e M tels que 9 (AB ) === opour B € n..

i° La somme EyN + NI est directe et égale à M. Soit A -^ A '̂ le projecteur
de M sur EyN correspondant.

2° JW'AçMJIA^L^IIAIL.
3° P(w<A€M,A*v=AV*.
4° Si A ̂  o, on a A^ o ; si, déplus, A^ o, on a EyAEy= o.
5° Si AeM, BeN et B'eN, on a (BAB^)^ BA^B'. En particulier,

(EçAEç^A^
6° ^'AeM^^BeP, (AB^^BA)^
7° L'application A-^A^ est ultra faiblement et ultra fortement continue.

l ^V J i-8° Poî r i^j»^4-oo, o/i a [m^) == n ,̂ û?e wr^ que W est somme directe
\ 1 1 l

de TO^nEyN=n^^ de m^nNi. Po^rAeni^, o/i a HA^I^HAI^, et P^est le

seul élément de EçN tel que 9((A—A^B) == o pour Bçnv( ï- -4- -I == iV

En effet, soit A e M == m°. Pour B ê tt, on a

[?(AB)|^|iA||J|B.!|,,ç=||A|Li!B|i^,
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donc (th. a) il existe un élément et un seul A^no^: E<pN tel que

? ( A B ) = ^ ( A V B ) = < ? ( A V B )

pour tout Ben, c'est-à-dire tel que A-A^NI. Donc M est la somme directe
de EyN et de NI : la propriété i° est démontrée. Comme \\AV\\ est la borne
supérieure de <

^ (AVB) |= : |<? (AB) | ^ | |A |L | |B | J^ ,

quand B varie dans N de telle sorte que [| B ||, ^ ^.i, on voit que || Av H ^ || A 11
ce qui est la propriété 2°.

Pour A e M et B e H, on a

? ( A * V B ) = y ( A * B ) = < p ( B A * ) = ^ A B ^ = ^ A ^ B 7 - ) = = ç ( B A V * ) = y ( A V * B ) ,
donc A^== A^, ce qui est la propriété 3°.

Si^A ̂  o, on a d'abord A^== A^' diaprés la propriété 3°. En outre, pour B e n-,
9(A B) === 9(AB) ̂  o. Ceci posé, soient A^ o et A^ o les parties positive et
native de A^, de telle sorte que A^AÏ-AL Si A^o, il existe, puisque
A _ € H°, un projecteur E e n tel que

A V E = = O , EAYE^o .

Comme © est fidèle, on a

?(AVE) == - < p ( A V E ) = - ;p(EAVE) < o,

ce qui est contradictoire. Donc, A^ o, ce qui est la première partie dp la
propriété 4°-

S i A e M . B ç N . B ' e N e t G e n . o n a

9 ( ( B A B ' ) V C ) = = 9 ( B A B / C ) = 9 ( A B / C B ) = s ( A V B / C B ) = ç ( ( B A V B ' ) C ) ,

donc (BAB^= BA^'. En particulier, (E,JAE,)V== E^E^ Av : la propriété 5°
est démontrée.

Si A e M et si B € P, on a, pour C ç H

? ( ( A B ) V C ) = = ç ( A B C ) = ? ( A C B ) = 9 ( B A C ) = ç ( ( B A ) V C ) ,

donc (BA)^ (AB)'', ce qui est la propriété 6°.
Pour tout Ben, ^(A^^AB) est une fonction ultrafaiblemcnt continue

de A (cor. 8 du th. 3). Observons que, quand || A ||, est borné, || Av [| est borné
(propriété 2°) et que, sur les parties bornées de M (resp. n°=EyN) la topo-
logie ^(M,W) [resp. a(n0, H)] est identique à la topologie ultrafaible. Ainsi,
1 application linéaire positive A-^A^ restreinte aux parties bornées de M est
faiblement continue; donc A-^ est normale et, par suite, ultrafaiblement
continue d'après le corollaire 1 du théorème 3. D'après le même corollaire, cette
application est ultrafortement continue; en effet, on a

o^(A - Avy<A - AV) =A*A - A *AV- AV*A -f- AV* AV
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donc
o^ (A*A) v —A* V A V -—A V *A V -+ -A V *A V =(A*A) v - -A V *A V

et la propriété 7" est démontrée.
i

Maintenant, supposons A e llt^. Pour B € 11, on a

| < K A V B ) | = = ! Ç ( A B ) | ^ | | A | | ^ | ! B I | ^ .

donc (proposition 6)
i

AV€^ et ||AV||^{|A||^

(en vertu de la maximalité de 9 qui intervient seulement ici). Si A'çEyN est tel
i

que 9 ( ( A — A ' ) B ) = = o pour Bçll^, donc pour Beil, on a A—A'çN1 , donc
i

A'^A^ Réciproquement, on a 9 ( (A—A V )B)==opourB€ l l , donc pour B € n^
(diaprés la proposition 5 pour ç-<+oo et diaprés le corollaire 8 du théorème 3
pour q == 4- oc;). La propriété 8° est démontrée.

Reste à prouver la deuxième moitié de la propriété 4°- Supposons donc A e M
et ^==0. Si EyAEç^o, il existe un A'€W^ tel que A'^E^AEy (donc
EmA'Ey:^ A') et 9(A^ ;> o (parce que 9 est fidèle et essentielle). On a

o ̂  A '̂ (EçAE?^^ Av= o,

donc, comme A' e W et faisant usage de la propriété 8°

o == çCA^Eç) = œ( A'Ey) = <p(EçA'E<p) = ç(A'),

ce qui est contradictoire. Donc E<pAEy===o. ce qui achève de démontrer le
théorème.

Remarque. — En combinant les propositions 1 et 7 et lé théorème 8, on
retrouve en particulier le théorème 1 de [11].

Supposons maintenant que, sans changer N, on remplace 9 par une autre trace
normale fidèle essentielle et maximale 9'. Des exemples simples montrent que, en
général, Eç^ Ey; même si E^== Ey, l'application A -> Av est en général modifiée.
Nous allons voir toutefois que, dans un cas important, Eç et l'application A->-AV

ne dépendent que de N (et de M).

PROPOSITION 8. — Soient 9 et 9' deux traces normales fidèles essentielles et
maximales sur M. Supposons que N contienne le centre 'SBfl de M. Alors,
Ey== E<p/, et les applications A -> A^ définies par o et 9' sont identiques.

En eflet, soient 9* et 9'* les pseudo-traces associées à 9 et 9^ ([4], prop. 7).
D'après le théorème 3 de [4 ], il existe une suite croissante de projecteurs E^ € M^,
tendant fortement vers i , telle que, pour toutAçM-4-,

^(AE^^^AE,,) (o^^<-hoo);
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on en déduit que En m 3 EnW' (W et W' désignant les idéaux de définition de 9 et <?');
en outre, encore diaprés le théorème 3 de [4], il existe un opérateur K^eM^
tel que, pour A€tH/, on ait

y(AE»)=<p'(AE»K,0.

Ceci posé, soient n === m n N, n'== m' n N et B' e n'. On a
B'E^eE^m'cE^mcm,

et B'EneN (parce que EnCM^cN); donc B^eil. Or, B'E/, tend fortement
vers B' quand n -> 4- oo, donc B' e n®. Ainsi, U' C n®, donc H'0 c H0 et, par symétrie,
n /o== no, c'est-à-dire Eç== E<p/.

Maintenant, soit A e M tel que (p^AB') == o pour B' e îl\ On »

<p(AB'E») = ^(AB'E,, K,<) = o,

car B'E,,Kw en'. Comme
(E/,i0<»= E^= E^n«=(E^n)" ,

Enn' est partout dense dans E^tt au sens de la norme || ||i,(p. Donc 9(AE/»B) == o
pour tout Ben. Enfin, pour Bçn fixé, Fapplication A-^9(AB) est ultrafor-
iement continue, donc ^(AB) == o pour tout B ett. Par symétrie, on voit que les
conditions « o^AB') == o pour B' e U1 » et « cp(AB) == o pour B € tl » sont équiva-
lentes, de sorte que Ni est le môme pour <p et 9' et aussi, par conséquent,
l'application A —>- A^

PROPOSITION 9. — Soit Pu ^ensemble des opérateurs unitaires de P. Pour
A€M, soit Â'A F ensemble convexe engendré par les UAU"1, UePu. Soit
KA cM l'1 adhérence faible {ou forte) de k^.

i ^
a. Si Aem^(i^/?^-h-oo), on a RACW^.

i
b. Si AeW^(i <.p <+oo), RA est aussi Vadhérence de k^ dans L/9 pour la

topologie de la norme \\ \\p, ou pour la topologie a(V\ ̂ <ï)(, + - = i )•
c. Si N est l'ensemble des éléments de M permutables à P et si

A€în^(i ̂ //<-j-oo), RA rencontre EçN en un point unique qui n^est autre
que A^

Pour tout U € PU, on a

I I UAU- |L = |! A ||< et I I UAU-' ||,, ==.H A ||,,.

Supposons, ce qui est évidemment loisible,

i|A|L^i et !|A||^i.

Alors, avec les notations de la proposition 7, on a k^ C ̂ p n ̂ . C^mme l/, n 1̂ , est
i

faiblement compacte (prop. 7), on a K^ C ̂  n 2^, donc en particulier R^ C V^'.
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Dans lp n 1^ la topologie faible coïncide, si p > i, avec la topologie <7(L^, L^).
L'adhérence de k^ dans L^ pour o-(I^, L^) est donc K,. D'autre part, pour
'</?<+ oo , l'adhérence de ÂA dans ]> pour (r(L^, L^) coïncide avec l'adhérence
de ÂA dans L^ pour la topologie de la norme |[ \\p, d'après le théorème 7.

Pour UçPu, on a
(UAU-i )v == ( U-i UA )v = AV,

d'après la propriété 6° du théorème 8. Donc BV==AV pour tout BÇÂ-A. Comme
l'application A ->- Av est ultrafaiblement continue, on a Bv== M pour tout B eK^
S i B e K v n E ç N , onaB^B^^A^

i
Enfin, prouvons que, pour A€II^(I ̂ p <.+oo), K^ contient un élément

permutable a P, c'est-à-dire un point fixe pour le groupe G de transformations
A-^UAU-' , Le Pu. L'ensemble k^ donc l'ensemble K^, sont stables pour G.

On peut se limiter au cas où/^a (puisque lll^cm^ po\irp'^p), auquel cas L/'
est uniformément convexe. Alors, le raisonnement classique de G. BirkhofT
s'applique : le point BeK^ qui rend |[ B \\p minimum est invariant par G. On a
donc B e N si N est l'ensemble des éléments de M permutables a P ; d'autre part.

1 1
Bem^, donc Ben^cii°=E<pN.

Remarques. — 1. Lorsque P est abélien, les symétries de P forment un
groupe et l'on peut substituer ce groupe à Pu dans le raisonnement précédent.
D'autre pari, si S -= aE— i est une symétrie de P (où E est un projecteur de. P).
on a

^-(SAS--i-<-A)== I - [ (2E—I)A(2E—I)-^ -A]

= = a E A E - 4 - A — E A — A E = EAE -+- ( i — E) A ( i — E};

cette remarque permet de retrouver alors aisément les résultats du chapitre II
de [42].

2. Ce qui précède conduit à formuler le problème suivant. Soit P un sous-
anneau d'opérateurs de M; soit N l'ensemble des opérateurs de M permutables
a P. Alors, pour AçM, R^nN est-il non vide? Il en est bien ainsi, d'après le
théorème de Markoff-Rakutani, lorsque P est abélien. On sait aussi que K^nN
est non vide lorsque P == M, auquel cas N est le centre de M (dans ce cas, on
peut même remplacer K^ par l'adhérence de k^ pour la topologie uniforme').
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