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FORMES LINEAIRES SUR UN ANNEAU D'OPERATEURS ;

Par J. Dixmier

(Dijon).

“INTRODUCTION.

Des analogies de plus en plus nombreuses .se manifestent entre la théorie de
Iintégration et la théoric des anneaux d’opérateurs. Aussi certains auteurs
parlent-ils d’ « intégration non commutative ». Dans le présent article, je
démontre les inégalités de Holder et de Minkowski et j’établis la dualité de ce que
Pon peut appeler les espaces L#. Le caractére non commutatif de la situation est
naturellement la seule difficulté a vaincre.

Les résultats en question, qui occupent les paragraphes 2 ct 3, supposent
donnée une trace normale sur I'anneau d’opérateurs é¢tudié M, et deviennent sans
intérét si M est purement infini. Au paragraphe 1, j’établis des résultats valables
pour des anneaux d’opérateurs quelconques, indépendants de la notion de trace.
Soit, dans le dual de I'espace de Banach M, M, le sous-espace engendré par les
formes linéaires normales; alors, M est le dual de M. Des théorémes variés dus
a divers auteurs découlent aisément de ce fait.

On aurait pu abréger le paragraphe 1 ¢n faisant usage des résultats de [3]. Mais
J'al évité autant que possible de m’appuyer sur d’autres Mémoires. Les théorémes
utilisés peuvent étre considérés presque toujours -comme relevant de la théorie
générale des opérateurs (c’est seulement pour des points de détail qu’il est parfois
fait appel a des résultats profonds sur les anneaux d’opérateurs). En particulier,
tous les points essenticls de [3] sont retrouvés ici, par une voie plus rapide et
sous une forme plus générale. Certains résultats de [3] sont cependant spéciaux
aux facteurs de type I (de méme que lintégration sur un espace discret donne
licu a des propriétés spéciales).

Soit N un sous-anneau d’opérateurs de M. Comme conséquence des théorémes
des paragraphes 1 a 3, on dtablit au paragraphe 4 I'exigtence d’une application
de M sur N qui, lorsque M est de classe finie et lorsque N est le centre de M,
se réduit a Vapplication 4 canonique.

Dans tout le travail, M désigne un anncau d’opéralenrs dans un espace
hilberticn complexe H. Si AeM, on appelle décomposition polaire de A la

décomposition A =U|A|, ot |[A|=(A'A)"€M ct ot Ue M est partiellement
isométrique et admet pour sous-espace initial 'adhérence de | A|(H):
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‘Soient N un autre anneau d'opérateurs, m un idéal (bilatere) de M, 0 une
application linéaire de m dans N. On dit que 0 est positive si A o entraine
0(A)> o. Lorsqu’il en est ainsi, on dit que 0 est normale si, & étant un ensemble
filtrant croissant d’opéraleurs > o de W de horne supérieure A € m, 0(F ) [qui est
filtrant croissant et majoré par 0(A)] admet 0(A) pour borne supéricure. On
définit de facon analogue les formes lindaires positives normales.

Soient m un idéal d¢c M ¢t « un nombre réel, 0 < @ <<+ . Lorsque A
parcourt W+, A® parcourt la partic positive d’un idéal désigné par m*. Les pro-
priétés de m*, étudies dans [8], ne sont utilisées quaux paragraphes 3 et 4.
Dans [4], on a désigné par mr I'idéal restreinl associé a W, c’est-a-dire I'idéal
engendré par les projecteurs de W; cetle notation risquerait ici d’engendrer des
confusions; d’ailleurs, il semble tout a fait indiqué de désigner cet idéal restreint
par m=, et c’est celle nolalion qui sera désormais utilisée. D’autre part, 'adhé-
rence forte de m, désignée par W dans [4], sera désormais désignée par mo : on
verra que c’cst la unc notation logique. On a alors m= cmdpouroLPBLa L+ .

Pour éviter d’avoir a utiliser aux paragraphes 1 ct 2 les propriciés des m* qui,
pour o < @ <<+, sonl un peu longues & démontrer, nous allons élablir directe-
ment le lemme suivant :

Lenne 1. — Sodit W un idéal de M.

a. L'ensemble des Ae M tels que AN e est un idéalwde M. Si Aenet
Ben,ona ABem.

b. Si 0 est une application linéaire de W dans un espace vectoriel telle que

V(BA) = 0(AB) pour Aemet Be M, on a 0(BA) =0(AB) pour AenetBen.

1 Si U est-un opérateur unitaire de M, la relation A€t entraine AUen el
UA eu. En effet,
(AU)(AU)* = AUU*A* = AA*em,

el
(UAY(UA)* = U(AA*)U*em.

2° SiAenctBen, ona A+ Ben. En effel,
(A+B)(A+B)*<£2AA"+2BB*emn,

donc on est ramené a prbuver ceci tsioLCemetsioD<C,onaDem.
Or (¢f. [4], lemme 3.6) on a, pour tout z€ H,

el =¢pa, 252 cay oy =l ctal,
donc Dl': TGL" avec un T e M, donc -

EEAY 1
D =07 (1%) = TCTCIT = TCT* em.

Les deux propriétés précédentes entrainent que W est un idéal bilatére de M,
puisque tout opérateur de M est combinaison linéaire d’opérateurs unitaires de M.
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3° SiAen, ona
A*A=W(AA)W*,  W*WAA*=AA*,
avec un W e M. Donc
B(A*A)=B(WAA*W*)=H(W* WAA*) = 0(AA").
4" StAenectBen, ona

4AB=(A+B*)(A+B*)*—(A—B*)(A—B*)
+i(A +iB*)(A+iB*)* — (A —iB*)(A —iB*),
iBA =(A+B*")*(A+B*)—(A—B*)"(A—B*) i
+i(A+iB*)"(A+iB*) —i(A —iB*)" (A—iB*),

donc ABen, BA € ct 0(AB) = ((BA), d’aprés la propriété 3°.

L’idéal % n’est autre que wm®. -

1. Formes linéaires normales. — Soil B I'algebre de tous les opérateurs sur H.
[ndépendamment de la topologie uniforme, déduite de la norme, trois topologies
localement convexes sont ulilisées classiquement sur B :

1* La topologie forte, définie par les semi-normes
A—>|lAz],
ot z est un élément fixe quelconque de H.
2° La topologie faible, définie par les semi-normes
A |(Az ),
oit z et ) sont des éléments fixes quelconques de H. Les semi-normes
A->|CAz, x|

suffisent également a définir cetie topologic. La topologie faible est la moins fine
des topologics pour lesquelles les formes lindaires continues soient les formes

A—>S Ay 1)

3* La topologie ultraforte, définie par les semi-normes
A>[Z2 A I]']%,

ou (zi) est une suite quelcongne de vecteurs fixes de H tels que

Dha ” Zi “2 <+

Pour clarifier la situation, il est utile d’introduire la topologic localement
convexe suivante : :
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4° La topologie ultrafaible (*), définic par les semi-normes

A |2, Az, i >,

ot (z:), (y:) sonl deux suites quelconques de vecleurs fixes de H tels que
SR llalr<+wo,  EZ i<+

Les semi-normes
A>3 Ay, )|

suffisent également a définir cette topologie. La topologie ultrafaible est la moins
fine des topologies pour lesquelles les formes lindaires continues soient les formes

A->37 Az, 3 ).
On a immédiatement le 1ableau suivant, o le signe << signifie « plus fine que » :

Topologie ultraforte < Topologie forte,
AN A

Topologie ultrafaible <2 Topologie faible.

1l est clair que les topologies forte ct ultraforte coincident sur les parties
bornées de B. De méme, les topologies faible et ultrafaible.

Soit V un voisinage de o dans B pour la topologic faible. Alors, ensemble W
des AeB tels que A"A €V est un voisinage fort de o. Et, qnand V parcourt un
systeme fondamental de voisinages de o pour la topologie faible, W parcourt un
systeme fondamental de voisinages de o pour la topologie forte. On a la méme
relation entre topologics ultrafaible et ultraforte.

Lenne 2. — Soit By la boule unité de B. Toute forme linéaire sur B, dont
la restriction a By est ultrafortement continue, est ultrafaiblement continue.

Soit ¢ une forme linéaire sur B dont la restriction i By est ultrafortement
continue. Soient I et J 'ensemble des opérateurs complétement continus et
I'ensemble des opératcurs d’Hilbert-Schmidt, qui sont des sous-cspaces vectoriels
de B. On a Jcl. On sait que J est muni d’une siructure hilbertienne et la
restriction de o a J est évidemment continue pour la topologie correspondante.
D’apres la décomposition polaire des ¢léments de B et la décomposition spectrale
des éléments auto-adjoints de J, il existe deux suiles orthonormales (z;), (yi)
dans H, et une suite (2;) de nombres > o, avec

L:: 1 )‘t? <+,
tels que, pour tout A e,

P(A)=32 0 Axy, My > =32 i Ay 3 e

(*) En fait, cette topologic est identique 3 la topologie désignée dans [3] par s(®, J). Ceci
serait facile a2 montrer direclement et résultera en tout cas de ce qui suit.
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En particulier, si Az;=¢;y; pour =1, 2, ..., n et Az = o pour z orthogonal
A &y, Za, ..., z, (auquel cas A€J), on a

o(A) = ZL, er

Mais, d’autre part, ¢ est évidemment continue au sens de la norme dans B; il
existe donc une constante & > o telle que

| 2y hjer | £ kmax|c;|.

Il en résalte que
I <A+ oo

(La démonstration précédente est due a Naimark [14]). Posons

;= )\l.%x,, = )\%_}'.-.
On a
g w4+, B2 |lyilP<+w
et, pour tout A€,
) $(A)=2%, ( Az, yi )
Posons, pour tout A €B,
Y(A) =2 Az, i)

Les formes lindaires ¢ et ¢ sont ultrafortement continues sur By et coincident
sur J. D’autre part, il est immédiat que J n B, est ultrafortement dense dans B,.
Donc ¢ = ¢, ce qui prouve le lemme.

Turorene 1. — Soit M le dual de l'anneau d’opérateurs M (considéré
comme espace de Banach complexe). Soit M, cM" l'ensemble des formes
linéaires ultrafaiblement continues sur M, c’est-a-dire I’ensemble des formes

A>Z2, < Axi; Yi >’
ou (xi), (yi) sont deux suites de vecteurs fixes de H tels que
I P<+w, B inf<+w ()

Alors, M, est un sous-espace vectoriel fermé de M* (au sens de la norme
dans M*). La forme.bilinéaire canonique sur M < M" induit sur M < M,
une forme bilinéaire pour laquelle M est le dual de M, (en tant qu'espace
vectoriel normé). Enfin, M, est aussi l'ensemble des formes linéaires ultra-
Jortement continues sur M.

Supposons d'abord M = B. Si une suite (9,) de formes linéaires ultrafai-
blement continues sur B converge au sens de la norme dans B* vers une forme
linéaire 9 € B*, 9 est limite uniforme sur B, des ¢,, donc la restriction de ¢ a4 B,
est ultrafaiblement continue, donc ¢ € B, (lemme 2). Autrement dit, B, est un

(?) On utilise ici le fait qu’une forme linéaire ultrafaiblement continue sur M peut se prolonger
en une forme linéaire ultrafaiblement continue sur B.



-— 14—

sous-espace vectoriel de B* fermé au sens de la norme. La topologie ¢(B, B,) (*),
c’est-a-dire la topologie ultrafaible, coincide avec la topologte faible sur B,, de
sorte que B, est compacte pour o(B, B, ). Nous allons en déduire que B s’iden-
tifie au dual de B, (pour la forme bilinéaire induite par la forme bilinéaire
canonique sur B < B*) (*). SoitE le dual de B,. Il existe une application linéaire
canonique 0 de B dans E, et 'on a ||§(A)|| < || A|| pourtout A € B. Il est, d’autre
part, évident que 0 est continue pour les topologies ¢(B, B.) ct ¢(E, B.); donc
§(B,) est compacle pour o(E, B,) ct contenuc dans la boule uni¢ E, de E.
Enfin, si un élément ¢ € B, est tel que | o(A)]| <1 pour toutAeB,,ona|jo| L1,
donc |< g, z >| < 1 pour tout z € E,; par suite, §(B,) est partout dense dans E,
pour o(E, B,), de sorte que 0(B,)=E,. Ainsi, 0 est une application linéaire
isométrique de B sur E qui‘'permet d’identifier B au dual de B.,. '

Considérons maintenant un annecau -d’opératcurs M c B et soit M!cB.
I'ensemble des éléments de B, orthogonaux a M; c’est un sous-espace vectoriel
de B, fermé au sens de la norme. Comme M est fermé pour o(B, B,), M est le
sous-espace de B orthogonal 8 M. On sait que I'espace de Banach M s’identifie
alors au dual de 'espace de Banach B,/M<. 1l existe un isomorphisme canonique
de B,/M* sur un sous-espace M., du dua} M’ de M et les formeslinéaires de M,
sont celles qui pcuvent se prolonger en formes linéaires ultrafaiblement continues
sur B.

Enfin, si une forme linéaire sur M est ultrafortement continue, clle est prolon-
geable en une forme linéaire sur B ultrafortement continue, donc ultrafaiblement
continue (lemnie 2)..

Prorosition 1. — Soit K une partie convexe de M. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (a) [resp. (b)], K est ultrafortement. (resp. ultrafaible-
ment) fermée; (c) [resp. (d), (e), (f)], pour toute boule fermée S de M,
KnS est ultrafortement (resp. ultrafaiblement, Jortement, JSaiblement)
JSfermée.

On a les équivalences (a)& (b), (¢)&(d), puisque les formes lindaires
continues sur M sont les mémes pour les topologies ultrafaible et ultraforte (th. 1).
L’équivalence (b)< (d) résulte du théoréme 1 et d’une propriéié classique des
espaces de Banach. Enfin, I'équivalence (¢)< (e) [resp. (d) < (f)] résulte de
I'identité des topologies induites sur S par les topologies forte et ultraforte (resp.
faible et ultrafaible). ©

Tatorems 2. — Pour une forme linéaire ¢ sur M, les conditions suivantes
sont équivalentes : (a) [resp. (b)], ¢ est ultrafortement (resp. ultrafaible-
ment) continue; (c) [resp. (d), (e), (f)], la restriction de ¢ a la boule
unité M, de M est ultrafortement (resp. ultrafaiblement, fortement,
JSaiblement) continue. :

(3) Si E, E’ désignent deux espaces vectoriels complexes et si B(z, ') est une forme bilinéaire
sur E x E’, la topologie 1a moins fine sur E rendant continues les formes linéaires z > B(z, z')
est désignée par o(E, E'). Cette notation est employée dans tout le travail.

(*) On pourrait utiliser ici le théoréme 19 de [2].
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Les implications ()= (d)=>(c), (b)=>(a)=>(c) Jet les équivalences (c)< (e),
(d)< (f) sont claires. Soit enfin ¢ une forme linéaire sur M dont la restriction
a M, est ulirafortement continue, et soit K ¢ M I’hyperplan d’équation ¢ (A)=o;
I'ensemble M n K est ultrafortement fermé, donc (prop. 1) K cst ultrafaiblement
fermé; on a ainsi (¢)= (&), ce qui acheéve la démonstration.

Tutoreme 3. — Toute forme linéaire o € M, est combinaison linéaire de
JSormes linéaires positives de ML,. Une forme linéaire positive sur M appartient
a M., si et seulement si elle est normale.

A cause de P'identité

<Az, vy >= (A(@+y)hz+y)

— Az =y)hz—yd>+il{ Alx+iy)z+iy D—i{ A(x—iy),z—1iy),
toule forme linéaire de M, est combinaison linéaire de formes linéaires positives
de M.,. Soit ¢ une forme linéaire positive de M, et soit F un ensemble filtrant
croissant dans M+ de borne supériecure A€ M+; on a ¢(F) <L ¢(A); comme A
est fortement adhérent a F et que g est fortement continue sur les parties bornées
de M, ¢(A) est la borne supérieure de ¢(F ), de sorte que ¢ est normale. Enfin,
soit ¢ une forme linéaire positive normale sur M et montrons d’abord que, pour
tout projecteur E 3£ 0 de M, il existe un projecteur F de M, F 320, F ZE, tel
que la forme linéaire A — o (AF) sur M soit fortement continue. Soit 5 un vecteur
tel que ¢(E) < {Ez, 5. Supposons que, pour tout projectcur non nul F ZE
de M, il existe un projecteur non nul G <F de M tel que ¢(G) > Gz, 5);
considérons une famille maximale (G,) de piojecteurs de M non nuls, deux a
deux orthogonaux, < E, tels que ¢(Gy)><{Gyz, 2> pour tout «; d’aprés notre
hypothese, E = 2, G,, donc '

#(E)=249(Ga)> Za( Gaz,2 > =< Ez,3),

ce qui est contradictoire. Donc il existe un projecteur non nul F ZE tel que
¢(G) << Gz, 2 pour tout projecteur de M non nul G < F. Grice au théoréme
spectral on en déduit ¢ (A) = Az, z) pour tout A€ M+ tel que FAF = A(%). .
Pour tout A € M, on a alors, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

[e(AF) P<o(1) o(FA'AF) < o(1){AAz, 2 > =¢(1) [| Az |2,

ce qui prouve bien que la forme linéaire A — ¢ (AF) est fortement continue. Ceci
posé, considérons une famille maximale (F,),g de projecteurs de M non nuls,
deux a deux orthogonaux, tels que ¢(AF,) soit fortement continue pour tout t.
D’aprés le résultat précédent, ona Z,F = 1. Posons F;= 2,¢,F, pour toute partie J
de I. Pour tout ¢ > o, il existe une partie finie I, de I telle que, posant I, =1—1,,
on ait 9(F, ) <L ¢; alors, pour tout AeM, on a

le(AFL) < ep(A*A)

(*) Le raisonnement précédent est essentiellement la démonstration du théoréme 1 de [7]; son
principe remonte & [10]. La suite de la démonstration est aussi inspirée de [7].
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et ¢(AF,) est fortement continue; il en résulte aussitot que la restriction de ¢ a
la boule unité M; de M est fortement continue (¢).

Remarque. — 1l serait inléressant de savoir si toute forme linéaire positive
de M, est du type

A—>3SE Az, 2D, avee IZ || @2+ =.
Il en est bien ainsi lorsque M = B.

Le théortme 3 fournit une définition purement algébrique du sous-espace M,
de M’, donc de la topologic ultrafaible; donc de la topologie ultraforte. Au con-
traire, les topologies faible et forte ne sont pas susceptibles en géndral d’une telle
définition (¢f. plus loin). Clest ce qui fait I'intérét des Lopologies ultrafaible et
ultraforte, et explique les résultats suivants.

Cororrare 1. — Soient M, N deux anneauz d’opérateurs. Soit 0 une appli-
cation linéaire positive normale de M dans N. Alors 8 est ultrafarblement con-
tinue, donc la restriction de § auz parties bornées de M est faiblement continue.
Si, de plus, il existe une constante k> o telle que 0(A)"0(A) Z k8(AA), 0 est
ultrafortement continue, donc la restriction de 0 aux parties bornées de M est
Sfortement continue.

En effet, soit ¢ une forme linéaire positive normale sur N. Posons
Y(A)=109(8(A)) pour AeM.

Alors, ¢ est une forme linéaire positive normale sur M. Donc l'image d’un voisi-

1 )
nage ultrafaible de zéro dans N par 0 est un voisinage ultrafaible de zéro dans M,
c’est-a-dire que 0 est ultrafaiblement continue. Maintenant supposons que

B(A)O0(A)<kO(A*A) pour AeM
et considérons un voisinage ultrafort V de zéro dans N, que I'on peul supposer
défini par la relation ¢(B*B) < 1. On a
2(0(A)0(A)) < ko(0(A"A)) =kY(A*A).
Par conséquent I'ensemble W des AeM tels que AY(A"A) =1 est contenu

dans O(V), or, W est un voisinage ultrafort de zéro dans M, ce qui prouve que 0
est ultrafortement continue.

CoroLLaire 2. — Soient M, N deux anneaux d ’opératedrs et 8 un *~isomor-
phisme de M sur N. Alors, 0 est ultafortement et ultrafaiblement bicontinu,
donc la restriction de 0 aux parties bornées est fOl tement et faiblement
bicontinue.

(*) En fait, les hypothéses nécessaires sur ¢ pour assurer la démonstration sont les suivantes :
¢ est linéaire positive et, pour toute famille (E,) de-projecteurs dc M deux A deux orthogonaux,

on a
' (X,E) =2 ¢(E,).
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En effet, 0 est isomorphisme pour la structure d’ordre, donc positif et normal.
En outre,
0(A)0(A)=b(A*A).

Ce corollaire est da a H. A. Dye [7] lorsque M est fini, a R. Pallu de la
Barriére [16] lorsque M est semi-fini (c’est-a-dire sans projecteurs purement
infinis), a E. L. Griffin [8] dans le cas général.

Remarque. — 11 n’est pas vrai qu'un *-homomorphisme de M sur N soit
toujours ultrafortement ou ultrafaiblement continu.

CororLare 3. — La notion de sous-anneau d’opérateurs de M est purément
algébrique dans M.

En effet, un sous-anneau d’opérateurs de M est une sous-"algébre ultrafortement
fermée de M.
Ce corollaire avait été établi dans [3] lorsque H est séparable.

Cororrairg 4. — Soient M, N deux anneaux d’opérateurs et § un *-homo-
morphisme normal de M dans N. Alors, 0(M) est un anneau d’opérateurs.

En effet, si Ae M+, on a A= B"B, avec un BeM, donc
8(A)=0(B)*0(B)e N+,

de sorte que 0 est positif. D’apres le corollaire 1, 6 est ultrafaiblement continu.
D’apres I'étude é¢élémentaire faite dans [4] des idéaux bilateres de M, il existe
deux projecteurs centraux E, F de M tels que

EF =0, E+F=1, 6MF)=o,

la restriction de 6 4 ME étant biunivoque. On est donc ramené au cas ou § est
un *-isomorphisme normal.

La boule unité M, de M est ultrafaiblement compacte, donc 6(M,) est ultra-
faiblement compacte. On va voir que 0(M,) n’est autre que la boule unité
de 6(M); il en résultera, d’aprés la proposition 1, que 8 (M) est ultrafaiblement
fermé dans N, donc que 6(M) est un anneau d’opérateurs.

Pour prouver notre assertion, il suffit de prouver que 9 est isométrique. Ceci
résulte de théorémes classiques sur les *-algébres normées. Mais voici une démons-
tration directe qui généralise légérement celle de [13]. Soit AeM, Az£o.
Siax||A|l, onaa*—A*A> o, donc a?>—0(A)"0(A)> o0, donc a ||6(A)||;
par suite, ||0(A){| Z||A]- Sio<Za<<]|A||, il existe un E € M tel que

E=E'=E:, EA'A=A"AE,
E(A*A —a*)>o, E(A*A —a*) o,
en appliquant 6 a ces relations, on voit que @ << || 8(A) ||; par suite, ||0(A) ]| > ||A]|

et le corollaire est démontré.
Ce corollaire généralise le corollaire 3.4 de [7].
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CoroLLaire B. — Soit ¢ une forme linéaire positive normale sur M. Soit O,
la représentation canonique de M définie par ¢. Alors, 0,( M) est un anneau
d’opérateurs.

D’apres le corollaire 4, il suffit de proixver que 0y est normale. Or, soit F c M+
un ensemble filtrant croissant de borne supérieure B € M+. Pour tout Ce M,
'C"BC est la borne supérieure de I'ensemble filtrant croissant C* & C, donc ¢ (C*BC)
est la borne supérieure de ¢(C*&F C). 1l en résulte aussitot que 0,(B) est la borne
supérieure de 0,(F ) dans I"-algébre des opérateurs continus sur I'espace de la
représentation.

CororLaire 6. — S¢ M est un facteur de classe 1l ou 1ll, aucune forme
linéaire positive normale n’est pure.

Soient ¢ une forme linéaire positive normale sur M et ) la représentation cano-
nique définie par ¢ dans un espace hilbertien H,. Le noyau de 0, est un idéal
bilatere ultrafaiblement fermé de M ; comme M est un facleur, ce noyau est zéro
ou M; si ¢ 5% 0, Oy est donc.un *-isomorphisme de M sur un anneau d’opérateurs
dans Hy (cor. B). Si ¢ est pure, 0,(M) est irréductible, donc est nécessairement
I'anneau de tous les opérateurs dans H,. Ainsi, M est de classe I.

Les corollaires 5 et 6 généralisent la remarque 5.2 de [7].

CorovrLaire 7. — Soit 0 une application % normale définie sur l’idéal m de M.
Soit Aem. L'application B — 0(AB) de M dans le centre MY de M est ultra-
Sortement et ultrafaiblement continue, donc sa restriction aux parties bornées
de M est fortement et faiblement continue.

Comme tout élément de m est-combinaison linéaire d’éléments de m+, on peut
supposer A > o, Posons, pour Be M, »n(B)=0(AB) et montrons que n satisfait
aux conditions du corollaire 1. D’abord, = est linéaire. Ensuite, n est positif, car,
siB>o,0na

1 1 R 1
0(AB)=0(B’AB*)>0, puisque BZABZX o.

D’autre part, on a, pour Be M,
(1) o< [Bn(1) —n(B)J*[Bn(1) —n(B)]
= B*Bn(1)*— B*n(B) n(1) — Bn(B)'n(1) + n(B)"'n(B),
donc, on remarquant que, pour C €M% ona
n(BC) = 6(ABC) = 6(AB)C = 1(B)C,
(1) entraine
(2) o= n(B*B)n(1)*— n(B*) n(B) n(1) — n(B) n(B)* n(1) +n(B)*n(B) n(1)
= n(B*B) (12— 0(B)*n(B) n(1).

Soit E le plus grand projecteur de M# tel que En(1)=o0 et soit F=1—E,
L’inégalité (2) entraine d’abord

F(n(B*B)n(1) —n(B)'n(B))>o.
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Ensuite, I'égalit¢ n(E) =Ex (1) = o entraine, pour tout Be M tel que o =B <E,
ozn(B)Zo, donc n(B)=o;
par suite, pour tout Be M,
n(B)E =n(BE)=o,
car BE est combinaison linéaire d’opérateurs B'e M tels que o < B'< E. Donc

) E(n(B*B)n(1) —n(B)'n(B)) =0
et finalement
1(B) n(B) < (1) n(B*B) < kn(B*B).

Reste a montrer que n est normal. Soit & ¢ M+ un ensemble filtrant croissant

L1 . . L1

de borne supérieure B. Alors, A*F A* est filtrant croissant, majoré par A*BA*
Lo IR L] )

ct A7BA? est fortement adhérent a A*F A*, donc A*BA* est la borne supérieure

de Al" {’37AL*. Observons que A%(A%)‘ =Aem, et que, pour Ce M,
(orf) (or') = cacrem

Alors (lemme 1), ATF AT cm, A“BA* em et
n(B)=0(AB) = 6(ATBAT)
est la borne supérieure de
8(ATFAT) = 0(AF) = n(F).
CororLairg 8. — Soit ¢ une trace normale définie sur l'idéal m de M.

Soit Aewm. Lapplication B ¢(AB) est ultrafaiblement continue, donc sa
restriction aux parties bornées de M est faiblement continue.

1l suffit de transposer, en la simplifiant légérement, la démonstration du corol-
laire 7.

Les corollaires 7 et 8 généralisent certains résultats de [B], [15] et [16].

Nous avons signalé qu’en général les topologies faible et forte ne sont pas
susceptibles d’une définition algébrique. Nous allons maintenant préciser ce point.

Prorosition 2. — Soit M un anneau d’opérateurs. Les conditions sutvantes
sont équivalentes :

a. Toute forme linéaire du type 37, { Az, yi >, ou
i lelr<4+eo, B l7ilP<+

est égale sur M a une forme linéaire du type 27 { Az}, y;>;
b. Les topologies farble et ultrafaible coincident sur M.
c. Les topologies forte et ultraforte coincident sur M.

L’équivalence de¢ a et b est immédiate. D’autre part, si les topologies forte et
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ultraforte coincident sur M, toute forme linéaire ultrafaiblement continue sur M
est fortement continue, donc faiblement continue d’aprés un résultat élémentaire
de [3], de sorte que les topologies faible et ultrafaible coincident sur M. Enfin,
si les topologies faible et ultrafaible coincident sur M, considérons un voisinage
ultrafort de zéro dans Mj; il contient un voisinage W défini parla relation ¢ (A*A) <1,
ot ¢ est une forme linéaire ultrafaiblement continue sur M; mais ¢ est alors
faiblement continue, de sorte que W est un voisinage fort de zéro; ainsi, les topo-
logies forte et ultraforte coincident sur M.

Soit M’ le commutant de M. Utilisant la théorie de réduction globale ([9] et [6]),
on sait qu’il existe deux projecteurs E et F dans le centre M¥ de M et M/, unique-
ment déterminés par les conditions suivantes : 1° EF =o0, E4F=1; 2° E est
proprement infini pour M/, F est-fini pour M. Pour éviter un énoncé compliqué,
nous envisagerons seulement les cas E=o0 et F=o0. Mais il serait facile de
déduire de la un énoncé relatif au cas général.

Prorosimion 3. — Si F = o, c'est-a-dire si M' est un anneau d’opérateurs
proprement infini (en particulier, si M' est un facteur de classe infinie), les
topologies forte et ultraforte coincident sur M.

D’apres [6], lemme 1.3, il existe, pour tout entier n>>0, une suite (E}, E),....E,,
de projecteurs de M’ deux a deux orthogonaux, tels que
2, Ei=1 (1~ E\~Ej~. .~ E).
La démonstration du lemme prouve, avec de minimes modifications, qu’il existe
aussi une suite infinie (E|, E), ...) de projecteurs de M’ deux a deux ortho-

gonaux, tels que

22, E=1 (~Ej~vEy~L ).

Soit, d’autre part, (Ej) la suite (E|, E), ...) réindexée en suite double (! =1, 2, ...;
J=1,2,...). Ceci posé, soit (z,) une suite de vecteurs de H tels que 2, || z, [|* << 4o
et soit V le voisinage ultrafort de zéro dans M défini par la relation

| Az |2 <+ oo

Posons, pour r=1, 2, ..., z,;=E/z,. On a

Nzrll=2]l2zn]* et Az |?=2||EjAzr|?=Z/|[Azn|* pour AeM.
Soit U;,; un opérateur de M’ tel que

AUn=E, U,Uji=E,

et posons y,i= U, z,i. On a

| Worll=lzrll, WNAynli=||AUL2n || = UnAzr| = || Azl
Soit y = 2,y qui existe, car les y,; sont deux a deux orthogonaux et tels que

Zrjlyrlit=Znll2rlit= Er|| 2r |2 <+ .
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Ona

Il Azr|l*= 2| AZrifi*= Zr|| A¥rill*= Enl| ABLy |2 = Enl[ B Ay (2= [[Ay |
Donc V est ensemble des A€ M tels que [[Ay| <1, ce qui prouve la propo-
sition.

La proposition suivante est la seule dont la démonstration exige, semble-t-il,
des résultats profonds sur les anneaux d’opérateurs. Elle résulte aisément du

corollaire 5.2 de [7], dont nous utilisons les notations sans explications. La
démonstration détaillée est laissée au lecteur.

Proeosition 4. — Si E=o, c’est-a-dire si M' est fini, les topologies forte
et ultraforte coincident sur M si et seulement si, pour toute décomposition
de M en somme directe centrale d’anneauz d’opérateurs o-finis (M,), U'unité
de chaque M, est somme finie de projecteurs cycliques de M,. En particulier,
si M est un facteur (tel que M soit fini), cette condition est remplie si et seu-
lement st M est fini.

-2. Les espaces L et L. — Dans tout ce paragraphe et le suivant, ¢ désigne
une trace normale définié sur I'idéal m de M.
Leune 3. — Soient AeM,Bem. On a
1
H

[e(AB) < [o(| A*[-[B[)o(| A|.| B*])]?.
Soient A=U|A|, B=V|B|les décompositions polaires de A ¢ctB. Ona |B| e ur,
|B |*em%, donc, en vertu du lemme 1,

o(ABY=o(IBFUIA|VIB[F) =o[(|BFUIAFE) (1B A E)].

1 1 1 1 1
Comme |B[*U|A[*em® et |B*V'|A |; en®, linégalité de Cauchy-Schwarz
s’applique sans aucune difficulté et donne

1 1 1 1 1
teABP<e(i gy aff|afusB)e(|BEVIAF AFV|BF)
= 2(U[A[U[B{)e(|A[VIB|V*);

or,
|A*|=UJA|U" et |B*|=V|B|V*,

d’ou le lemme.
Treorene 4. — Soient AeM,Bewm. On a
[e(AB)[<o(|AB[)<|[A |l 2(|B]).
Supposons d’abord A0 et B> 0. On a
BEABTZ([A[|B, done 9(AB)= (B} ABT)<| A |I9(B).
Si maintenant A € M et B €t sont quelconques, on a

e(lA*LIB <[l {A*[ [fe(IBD) ="l Ale(|B),
eUALIBDZITA[Ile(IB*D=1All¢(B])
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d’ou, en vertu du lemme 3,
ie(AB)| < || Alle(IB])
Par conséquent,

[2(AB)|={eo(AB1)|<|1ll¢(|AB[)=29(|AB]),

ce qui est la premiére inégalité du théoréme. D’autre part, il existe un opérateur
partiellement isométrique W € M tel que | AB|= WAB. Donc

?(|AB)=9(WAB)< [ WA [lo(|B)<|[Alle(|B])

ce qui est la deuxi¢me inégalité du théoréme.

Le théoréme 4 et le corollaire 2 ci-dessous sont aussi prouvés dans [17],
lemme 5. 14, dans le cas de la trace usuelle sur 'algébre de tous les opérateurs.
Les démonstrations de [17] s’étendent d’elles-mémes au cas général, mais sont un
peu moins rapides que les démonstrations ci-dessus. Le lemme 3 présente aussi
quelque intérét propre. -

Cororratre 1. — Soit Bem. Le nombre ¢(|B|) est la borné supérieure des
nombres |9(AB)| quand A parcourt U’ensemble des opérateurs de m° tels
que | A || £ 1; cette borne supérieure est atteinte.

En effet,
[e(V'B)[=9(|B]) e [IV]<1, Vem.
CorouLaire 2. — La fonction B—9(|B|), définie sur m, est une semi-
norme.

En effet, cette fonction est enveloppe supérieure de semi-normes d’aprés le
corollaire 1.

CororLaire 3. — 87 ¢ est fidéle et si Aem®, le nombre ||A || est la borne
supérieure des nombres |9(AB)| quand B parcourt l'ensemble des opérateurs
de m tels que ¢(|B|) < 1.

En effet, posons a=|| A || et soite > 0. D’aprés la théorie spectrale, il existe un
projecteur spectral non nul de |A*|, soit E, tel que (a—¢)E<|A*|E <aE.
Puisque ¢ est fidele et que A e m®, donc E em?, il existe un projecteur F < E tel
queFemet b=¢(F)>o. Soit B=56-1U"F. Ona ¢(|B|)=1, et

|9(AB)| =b-1|9(AU*F) | =b"19(|A*|{F)=b"1¢(F|A*|F)x b1 (a—¢)p(F)=a—s¢,
d’oui le corollaire.

Remarque. — La borne supérieure du corollaire 3 n’est pas nécessairement
atteinte. ”

Supposons désormais ¢ fidéle. L'espace i, muni de la norme B— ¢(|B|), est
un espace vectoriel complexe normé. Nous désignons I'espace de Banach complexe
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obtenu par complétion de cet espace normié par L!(¢), ou plus briévement par Lt;
m sera identifié & un sous-espace partout dense de L!. La norme d’un élé-
ment f'€ L sera désignée par || f||1,o ou par || f]|1-

D’autre part, I'espace vectoriel complexe mo, muni de la norme A — || A ||, est
un espace de Banach complexe qui sera désigné aussi par L*(¢) ou L=. On
posera

IAll=]lAlla  pour Aeme.

Soit A e m. La forme linéaire B — ¢ (AB) sur m° est une forme linéaire F, ultra-
faiblement continue (cor. 8 du th. 3), donc F, € (,),; en outre

IFall=9(|A|)=1jA|ls (cor:.1 du th. 4).

SiBemo cst tel que F,(B) =¢(AB) pour tout Aem, on a B=o0 (cor. 3 du
th. 4); donc, compte tenu du théoréme 4, I'image de m dans (m®), par appli-
cation A — F, est un sous-espace vectoriel partout dense dans (m°), au sens de la
norme. Par conséquent, I'application A — F, se prolonge en un isomorphisme de
I'espace normé L! sur (mo) . Nous identifierons désormais L! a (mo) par cet
isomorphisme et nous avons donc le théoréme suivant :

Tueoreus 8. — Si o est fidele, L est le dual de Lt.

Par contre, (L=)*, c’est-a-dire (m°)*, n’est pas Lt en général. Toutefois, d’aprés
le théoréme 2, L! est le dual de L* muni de la topologie ultraforte, ou de la topo-
logie ultrafaible.

Les résultats de ce paragraphe sont en rapports étroits avec des résultats
de I. E. Segal qui doivent paraitre trés prochainement.

1
3. Les espaces L7. — Posons, pour Ae W’ (p1),
1
7 A llpe=IIAll,=[e¢/ A7)}
Cette notation sera justiﬁée par la suite.

TueoreMe 6 (« inégalité de Holder »). — Soient p, q, ..., r des nombres
appartenant & Uintervalle [1, + ], tels que

1 1
Soient Aew’, Bem?, ..., Cew’. Ona AB...Cemel
|9(AB...C)| < o(|AB...CZ||Alpl| Bllg- . || Gl

En effet, d’aprés le lemme 4.5 de [4], on peut d’abord se limiter au cas o g est
fidele et ot m*= M, ce que nous supposerons désormais. La relation AB...Cem
résulte de la proposition 2 de [5]. _ ’

Soit (Ey, E,, ..., E;) un systtme de projecteurs fixcs de W, non nuls, deux a
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deux orthogonaux; soit (A;, As, ..., Ax) un systtme de nombre complexes

variables; soit
A= Ey+ AsEs+...+ AsEs;

soit U un opérateur Partiellement isométrique fixe de M dont le sous-espace
initial contient (E;+ Ey+...+4E;)(H). Posons A = UA®. Ona
A= |M|Ei+...4+ | 22| Ep;
si p<-—+o,
1
[AlP=|MPEi+...4 | [2Ex et [[Alp=[|M|? 9(E)) +.. .+ Xa|? 9(E)]?;
st p—=-+w,
| Allp=sap(| 2, -5 | Aa])-

Considérons de méme des systémes de projecteurs fixes (Fy,Fa, ..., Fi),...,
(G1, Ga, ..., Gi), de nombres complexes variables (p4, pa, ...y i)y -« -,
(v1, vay ..., vg), d’opérateurs partiellement isométriques fixes V, ..., W, avec
des propriétés analogues ; soient

Bo= u Fi+...4+ wFy, ey CO= vs Gy +...+ v Gy,
B = VBe, vy C = WCo.

Nous allons démontrer I'inégalité
[¢(AB...C)[ <[l AllplIBllg..-lIClIr

pour les opérateurs A, B, ..., G précédents.
Ona
?(AB...C)=f((Xa), (1B); - -5 (¥y))

ou f est multilinéaire. Si f est identiquement nulle, I'inégalit¢ est évidente. Sinon,
soient (p4, g4, - . ., 1) des nombres > o. La borne supérieure M(ps, g1, - .., T'1)

de | f| lorsque les A4, g8, .. ., vy varient de.telle sorte que
1 1 1
Soihao(Ea) <1, Zhalupl™e(Fe) £, ..., Bha|w["e(Gy)<£1
est > o, et finie [notamment parce que les nombres ¢(E,), ¢(Fg), ..., ¢(Gy)

sont > o0]. D’aprés un théoréme de Thorin [18], logM(p4, q1, - .., 1) est une
fonction convexe de (pi1, 1, ..., r1). Il est clair, d’autre part, que la fonction
M(p1, q1, ..., 1) a une limite > o quand certaines des variables (p1, g1, - .., 1)
tendent vers zéro; la fonction ainsi prolongée par continuité, que nous désignerons
encore par M(py, q1, - .., I'1), est dans tous les cas la borne supérieure de | f|
lorsque les A,, pg, ..., vy varient de telle sorte que
A<t [(Bllign, -y {IClli£1
Ps LA ry

et logM(py, q1, - - ., 1) est encore-convexe.

Or, si py=1, gy=o, ..., Fy=0, les conditions ||Al|,<1, ||B|,<1, ...,
[Clle£Lt entrainenﬂ 9(AB...C)| <1, d’'apres le théoréme 4. On a donc

logM(1, 0, ..., 0) <Lo.



De méme,
logM(o, 1, ...,0) Lo, SN logM(o, 0, ..., 1) L 0.

Donc, si py+¢qi+...+ry=1,0na
lOgM(Piy g1y ooy rl)éoy
c’est-d-dire que les conditions

TAll<r,  |IBllg=r, ooy lIGllr£T,

01‘1;’—1—;—*—...—}—;:1, entrainent |9(AB...C)| < 1. Par linéarité, on en

déduit
lo(AB...C)[<|[[AllplIBllg---II Gl

pour des opérateurs A, B, ..., C de la forme indiquée.
1

1 1
Maintenant, supposons Aem?, Bem’, ..., Cem" quelconques. Utilisant la
décomposition polaire de A et la décomposition spectrale de |A |, on voit qu'il
existe une suitc A; d’opérateurs de M auto-adjoints permutables a | A | tels que :
1°0 L A;<1; 2° A; tend fortement vers 1; 3° AA; est du type considéré précé-
demment. Soient (By,), ..., (C,) des suites possédant des propriétés analogues
relativement 4 B et G. On a

|9(AA/BBp...CCh) | < || AAlpll BBallg- - - || CCal|r-

Sil>+w,
9(AA/BB;,...CC,) = ¢(BB,,...CC,AA,)

tend vers
2(BBs...CCrA) = 0(ABB,...CC,)

(cor. 8 du th..3), puisque
PR S
BB,, ..CC,Aem’ ToP=m.

D’autre part, |AA;|=|A|A;, donc |AA,P=|A|PA} et A tend fortement vers 1,
avec 0 £ Af £ 1, donc || AAj|, tend vers | A||,. A la limite, on a donc

{9(ABBp...CCr)| < | Ajlp || BBamllg- - - || CCallr-
Un deuxiéme passage a la limite montre, de méme, ‘que
19(AB...CCa) | || A llp!| Bllg- [l CCn i
De proche en proche, on arrive ainsi & I'inégalité
[e(AB...CY[ <[l AllallBllg-- -l Gl

D’autre part, il existe un opérateur partiellemeht isométrique X e M. tel
que |AB...C|=XAB...C. Donc, d’aprés ce qui précede,

?(|AB...C])=|9(XAB...C)[ I X|l{| AllplI Bllg---ICll-< [ Alloll Bllg- - -[| C Ir-
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Ceci est l'une des inégalités du théoreme 6. Quand 2 I'inégalité
[9(AB...C)| <9 (| AB...C]),

elle est contenue dans le théoréme 4.

1
CoroLLaire 1. — Soit A€W (1 Zp <+o). Le nombre ||A|, est la borne
supérieure des nombres | ¢(AB)| quand B parcourt I’ensemble des opérateurs

1 .
de m7 (;} + é = 1) tels que||B||q< 1; cette borne supérieure est atteinte. .
Si p =1, il suffit d’appliquer le corollaire 1 du théoréme 4. Supposons
1< p<+2.

1
En vertu du théoréme 6, il suffit de prouver qu'il existe un opérateur B e m’ tel
que
IBilg£r et |¢(AB)| =] A{lp.

Or, soit A= U | A| la décomposition polaire de A. Posons B=21U"| A’
avec A >o0. On a )
AB = | A*| UNU*|A*jp—1= X | A*]r,

donc
2(AB)=g(h|A*IP)=)o(jAP)

et, d’autre part,
[Bi=2Xx[A%P=1t,  donc 3(|Bi7)=o(M|A*P)=272(|Alr);
si9(]A}?)5% 0, on a, en prenant A = ¢(| A|P)—’1’,
2(BIN=1 e  3(AB)=IlAl;

st 9(|A|r) = o, le corollaire est immédiat.

CoroLLaire 2. — (« inégalité de Minkowski »). — Pour 1 £p £+», la

1

Sonction A — || A ||, est une semi-norme sur w.
En effet, cette fonction est enveloppe supéricure de semi-normes d’apreés le

corollaire 1.

Cororrairg 3. — Soient p, q, ..., r, s des nombres appartenant a Uinter-

. 1 o1 1

1 1 1 1 . > b s
valle [1, + o], tels que 5 + 7 Fod = Soient Aew’, Bew’,...,Cem".
1

Ona AB...Cew et ,
IAB...Clle< [[Allpll Bllg-- -l Cllr

Soit, en effet, s’ le nombre de l'intervalle [1, + o] tel que

1
s

-+

=1

DR



On a

1 1 1 1
—+ -4+ -+ 5 =1
P q r s

1
donc, en vertu du théoréme 6, pour tout D em* tel que || D ||s<1, on a

[{AB...CD [l < |l AllplI Bllg-- -l Cll- I D i < | A [I5lI B lig- - -] Gl

Il suffit alors d’appliquer le corollaire 1.

Remarques. — |. Lorsque m = M, les raisonnements peuvent étre adaptés
facilement au cas ou ¢ n’est plus supposée normale.

2. Les résultats qui précédent peuvent étre étendus sans peine aux appli-
cations §.

3. Si § est une forme linéaire positive définie sur un idéal m de M, mais non
nécessairement centrale, les inégalités '

1 H 1 1 1
i2(AB)| < [2({ AINFIe(iBIN) et [e(|A+B)Y<[e({AIP)F+[e(IBiP)Y

sont classiquement valables pour p =g =2; mais elles ne le sont plus pour
p quelconque, et ceci déja si H est un espace a deux dimensions Ceci montre
que l'inégalité de Holder est, par vpposition a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
une propriété « abélienne ».

Si la trace normale ¢ est fidele, la semi-norme || A ||, est une norme. L’espace
1

de Banach complexe obtenu en complétant 'espace vectoriel complexe W’ muni

1
de la norme || A ||, sera désigné par L”(¢) ou, plus briévement, par L”; m” sera
identifié 4 un sous-espate partout dense de L. La norme d’un élément f€ L” sera

1
désignée encore par || f||,. L’espace #t*, muni du produit scalaire (A, B >=0(B*A),
est un espace préhilbertien ; 'espace hilbertien obtenu par complétion n’est autre
que L2.

1 1
Soit Aem?. La forme linéaire B— ¢(AB) sur m7 (;- + ;l = 1) -est continue el

de norme || A ||, (cor. 1 du th. 6). Elle se prolonge en une forme linéaire F, continuc
et de méme norme sur L9. L’application A — F, est une application linéairc et

1
isométrique de W” dans le dual-(L¢)" de L¢; cette application se prolonge de
maniére unique en une application linéaire et isométrique de L? dans (L?)*, par
laquelle nous identifions désormais L” & un sous-espace de (L7)".

TakoreMe 7. — Pour 1 << p <+, L? est le dual de L’l(l—lj -+ é = x>.
En effet, soit f un élément de Le. On a
Ifllg=supilfy A D

1
quand A parcourt I'ensemble des opérateurs de W tels que || A |[,< 1; ceci résulte
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1
du corollaire 1 du théoréme 6 quand f€m7, et 'on passe de la au cas général par
X .

continuité. I1 en résulte que W, et par suite L, sont faiblement denses dans (L7)".
Nous allons montrer, appliquant la méthode de [1], que, si ¢ 2, L? est uni-
formément convexe. Il en résultera que L9 et (L?7)" sont réflexifs, donc que L»
est fortement dense dans (L7)" et, par suite, identique & (L?)", donc aussi
que Le=(Lr)" et le théoréme sera démontré. Pour établir notre assertion, nous
prouverons d’abord les lemmes suivants : -

[ 1 1

! 1
Lexus 4. — Soient ¢> 2, -;-—|— é =1, Aem?, Bem’, Cenw’, Dew
Alors, (A+B)C+ (A—B)Dem, et l'ona

|¢((A +B)C (A —B)D)| < 2”[|| All§~+ | BI§17[}l C[ig+ I D B
1
(On convient que [|| Allg+ || B[77=sup (|| Ally [ Bll)) s¢ g =-+20).

En effet, si g =+ et p =1, on a, en vertu du théoréme 4,

[9((A+B)C+ (A —B)D)|<|¢((A +B)C)|+]|o((A—B)D)|
) <[|A+Bl.[IClli+[A =Bl D]l
Z(IAlla+IBIDAIClls+ 1 Dl)
< 28up(|| A [l [ Bll) (I Clle+ 1 D {lo)-

Si p =g =12, on a, en vertu du théoréme 6,

le((A+B)C+(A—B)D)|<|e((A+B)C)|+]|e((A—B)D)|
Z|[A+BL||Clls+{[A—B]:]| D]l

1 1

Z[[A+Bli+|A—=B[3F[[ClE+ D[]
1 : -1 , 1

=2[||AllF+-IBIRTLICll3=+ (1D I3 7%

Ceci posé, procédons comme dans la démonstration du théoréme 6, en suppo-
sant ¢ fidele et mo = M. Soient (E,), 2o i (Ba)icarcwr (Fg)iz8zn (Fa)iog 2o des
systemes de projecteurs non nuls de m deux a deux orthogonaux; soient (A), - o 4
(M icarcms (PB)1 B2t (M8 )12p v des systetmes de nombres complexes variables;
soient

Ao= 3,0 E;, - Bo=Z2,/204 Ey,, Co= ZgugFg, Do = 2g.pg Fg,;

soient U, U', V, V' des opérateurs partiellement isométriques de M, tels que le
sous-espace initial de U (resp. U', V, V') contienne (2, E,) (H) [resp. (3. E.) (H),
(5Fs) (H), (25 F) (H)]. Posons
A=UA", B=UB), C=VC, D=VDo.
On a
|A|=2qa|%a|Ea, [ B| = Zar| Ay | By,
|Cl=2g|pg|Fs, [D|=Zg|pa|Fa|;

[ A+ BI§T7=[Zalral? 9(Ea) + Ear| Mo |7 0(E2)]7  si g <+
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et
sup(|[A [, | Blo) =sup(| 2al, | 26 ]);
enfin,

LICIIp+|IDIBYP=[Zg| 187 9(Fg) + g | . | 9(Fg.) Y.

Nous allons démontrer I'inégalité
1

|9((A+B)C+(A—B)D)| Z2”[||A|l§+ I BlIgV(IIClI5+ || D s

pour les opérateurs A, B, G, D précédents.
Ona }
o((A+B)C+ (A —B)D) = f((ka); (Mar), (1B)) (15)):

ou f est multilinéaire. Si f est identiquement nulle, 'in¢galité est évidente. Sinon,
soient (py, ¢1) des nombres > o. La horne supérieure M( ps, ¢4) de | f | lorsque
les Xy, Xy, pg, g, varient de telle sorte que

1 1
Za | ha | 2(Eq) + Zar| My [T (Ef) <1,

1
=g | ug 1P1o(Fg) + g | g, P19 (Fp ) <1

est > o et finie; et la fonction logM( ps, 1) est convexe. La fonction M( py, ¢4)
a une limite > o quand p, ou ¢ tendent vers zéro; la fonction ainsi prolongée
par continuité, que nous désignons encore par M( p1, g1), est dans tous les cas la
borne supérieure d’e | f| quand les Ao, X5, pg, pp. varient de telle sorte que

1 179 1 I
NAly+iBIT | v NCiE o | <1,
7 = 7 7

et logM( p1, g1) est encore convexe.
Or, d’apres ce qu’on a vu au début de la démonstration,

11 Ay
M(o, 1) <2 et M(E’ 5)422.

Donc, si g2 et ’-;—i-é:l, on a, observant que é:<l——~)0+—% el
1 2 21
—=(1—Z)14+ 2=
P ( q) e
_‘l 1
;

-2 q 21 1
(—l-y l)éM(o, 1)‘ "M(l,l> ézl 799 = oF
q pP

2 2

2

=

1 1
ce qui établit I'inégalité annoncée. On passe ensuite au cas ou Aem?, Bem?,

1 1
Cew’, D e sont quelconques exactement comme dans la démonstration du
théoréme 6.

1 1
Leune 8. — Soient q52,}—; +q1=1, Aem’, Bem’. On a

7
1A +Bf+]| A—Bjig<2P[i| A+ BlIF].
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. _ » .
En effet, soit e>> 0. Il existe des nombres ¢ > o et d >0 tels que (c? +dP)P <1 et

’ 1
LA +Bj-+[|A—BgF < || A+Blgc+||A—Bll,d+:e.

1
D’autre part, il existe un C € m” tel que
ICllp=c et [JA+B[g||Cllp<|2(A+B)C)|+:
(cor. 1 du th. 6); en multipliant C par un nombre complexe de module 1, on

1
peut de plus supposer ¢((A + B)C) > 0. De méme, il existe un D e m” tel que
iIDllp=d, [|A—BJgilD|p<|s((A—B)D){+¢, 9((A—B)D)>o.

Alors, comple tenu du lemme 4,

1
LIA+Blf+1]A—Bf7<||A+Blgli Cllp+ || A —Bllgl| D lp+
Z3((A+B)C)+ec+39((A—B)D)+e~+:
=o((A+B)C+ (A —B)D)+3¢
1

1 1
Z [ A NG+ BUGFLIClE—+ I DIgY + 3:
1 1
< [l AfIg+ || BlIF)+ 3¢

¢l, comme & >> 0 est arbitraire, le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant démontrer que L? est uniformément ¢onvexe pour
¢> 2. En effet, si feL? et.g€L?, on déduit du lemme B par passage a la limite
'inégalité

q
NWf+sllg+IlS—sl§g< TN NG+ 11 & 1G]
Sif|flli=1,lglly=1ret|| f—glls=¢, ona

44y
Nf+gllf<g2l —ev=v1—2e,

d’ou
1

1 e\779
|ser+al=[-E)T
ce qui établit notre assertion.

Hemarque. — Nous n’avons pu décider si L* est uniformément convexe
pour 1 £ p < 2. ‘

Nous allons maintenant. compléter 1’étude des espaces L# par quelques
propositions.

ProrosiTion 5. — Soit n c M un idéal de M tel que n® =m°. Pour 1 £ p<<—+w,
W est partout dense dans 1 au sens de la norme || |,. L'intersection de
avec la boule unité de L” est partout dense dans cette boule pour la topo-
logie o (L™, Lt).
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Soit 1 £ p <<+ et montrons que W est partout dense dans L” au sens de la

. 1
norme | |[[,- Il suffit de prouver que n+ est partout dense dans (mf_’>+. Or,
I'adhérence de n+ contient d’abord tous les projecteurs de m; en effet, si E est un
projecteur de m, il existe ([4], lemme 3.11) une famille filtrante croissante (E.)
de projecteurs de 1 dont la borne supérieure est E; donc ¢(E) est la borne -
supérieure des ¢(E,), donc les 9(E —E,) ont pour borne inférieure zéro, donc

E—E|f=¢((E—E))=¢(E—E)

. : N+
peut étre rendu arbitrairement petit. Ensuite, si A est un élément de (m”) , il
existe, d’apres la théorie spectrale, une suite (A,) d’opérateurs de M auto-adjoints
permutables a A tels que : 1°0=ZA,<1; 2° A, tend fortement vers 1;

1
3° AA, est combinaison lindaire finie de projecteurs de m?, donc de m. D’apres
ce qui précede, AA, appartient a 'adhérence de % pour || 1lp et

A — AAnllp=5[(A(1— An)P] = (AP (1 — An))

tend vers zéro, parce que A” €W et que (1—A,)” tend fortement vers zéro en
restant borné.

Pour p =+, la propriété précédente n’est pas exacte en général; autrement
dit, n n’est pas partout dense dans m® pour || ||.. Mais, si Aem, est tel que -
|A||l,< 1, on a ||[EA|| <1 pour tout projecteur E€n, et EAen; et EA peut
converger fortement vers A; donc converger vers A au sens de o(L~, Lt).

Prorosition 6. — Soient p et q des nombres de Uintervalle [1, + ] tels que

: ;; —+ Z'I =1. Soit wem un idéal de M tel que W =mo. Supposons ¢ mazimale.
. 1
Alors, si Aem® est tel que |¢(BA)| <L k||B|lg pourBen,onaAewet||A|, <L k.

Soit A=TU|A| la décomposition polaire de A. Pour tout Bet, on a
[#(B[A])=|9(BU*A)| < k|| BU" ||g< k|| Bls.

On est donc ramené au cas o0 A 0, ce que nous supposerons désormais. Soit

+w
A =f NdEy,
0

la décomposition spectrale de A. Pour A > 0, on a E; = A, A, avec|| A; ||, < A1,
Soit F un projecteur quelconque de m tel que F <E,; on a, pour Bem,
{9(BF)|=|9(BFE,\) |=|¢(BFAA) | < || BFA,l|y|| Allp < k2| B|l;; d’aprés la

1
proposition B, on a donc | ¢(BF)| < kA-1||B ||, pour tout B em?; alors, d’apres
le corollaire 1 du théoréme 6, || F ||, < k)1, c’ést-a-dire o (F) < k?}-P; comme ¢
est maximale, on en déduit que Ey em. Ona d’ailleurs

|9(BEyA)| < k|| BEyllg < & || B [l
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pour Ben, et le méme raisonnement prouve que [[E A|,< k, c’est-a-dire
9(EyA?) < k», pour tout A >o. Mais A? est la borne supérieure des opéra-
teurs EyA?() > 0); comme ¢ est normale maximale, on en déduit que A? € m et
que ¢(A?) = k”, ce qui démontre la proposition.

1
Corovrare. — Soit %, Uensemble des Aew tels que ||A|l,< 1. Dans les
hypothéses de la proposition 6, 2, est ultrafaiblement fermé dans M.

En effet, la relation A €ZX, est équivalente, d’aprés la proposition 6, a la
relation « Aeme et |9(AB)| < ||B||, pour Beut ». Donc 3, est intersection
de m® et des ensembles définis par les inégalités |9(AB)|<| B|, quand B
parcourt M. Ces ensembles sont ultrafaiblement fermés puisque, pour B em,
'application A — ¢(AB) est ultrafaiblement continue.

Nous désignerons par My, ou par L_, 'adhérence de m dans L* pour la topo-
logie uniforme. C’est aussi, comme on le voit aussitot, 'adhérence de tout
me (a2 > o) dans M pour la topologie uniforme.

Prorosition 7. — Solent p et q des nombres de lintervalle [1, + o] tels

que}—: + é =1. Supposons ¢ mazximale :

a. Sur 2,n2_ la topologie faible est une topologie d’espace compact; ell:
est identique a la topologie o(L7, L) pour p>1, a la topologie (14, L_)
pour p=1. Donc 2,n 2 _ est fermé dans 1».

b. Sur 2,n32_, la topologie définie par la norme || |, est plus fine que la
topologie forte; ces deux topologies sont identiques (sur £, n 3_) lorsquem=M.

En effet, 2_ est faiblement compacte, donc 2,n 2, qui est faiblement fermeé
dans 2_ (cor. de la prop. 6), est faiblement compacte.

Si B em, 'application A - ¢(AB) est ultrafaiblement continue. Donc, sur 2_.
la topologie faible est plus fine que la topologie o(L”, m). D’autre part, sur 3,, la

1
topologie cr(lit;’, m) est identique a o(L”, L?) si p>1 (prop. B) et a o(L,, L)
si p=1. Donc, sur 2,n2Z_, la topologie faible est plus fine que ¢(L7, L7)
[resp. o(Lt, L_) si p=1]. Comme 3,n 2 _ est faiblement compacte, et séparée
pour. ¢(L?, L¢) [resp. o(L*, L_)], on obtient I'identit¢ de la topologic faible et
de o (L7, L9) [resp. o(L*, L_)] sur 2,0 2.

Sif|Ally>o et ]| All.<1, on a | A"Al,>o, puisque [|A*A[,<[| A" [LL]| A
1)’apreés ce qui préceéde, A* A tend vers zéro faiblement, c’est-a-dire que A tend vers
zéro fortement. Donc, sur 2, n 2 _, latopologie définie parlanorme|| ||, est plus fine
que la topologie forte. Enfin, supposons it = M. Si A tend fortement vers zéro
avec ||A|[<1, |A] tend fortement vers zéro, donc aussi |AJ?, en restant borné,
donc || A ||f=¢(j A7 1) tend vers zéro, ce qui prouve que, sur 2_, la topologie forte
est plus fine que la topologie définie par la norme || ||,. [On a dailleurs,
sio(1)=1, 2_cZ,]
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Remarque. — Lorsque M est 'anneau B de tous les opérateurs et que ¢ est la
trace usuelle, il est immédiat que [[A ]| < | A||; pour Aem. Donc 2,n2_=3,.
Comme 2;n2_ est fermé dans L, on voit d’abord que m = L*. Comme 3, est
compacte pour la topologie ¢(L!, L_), on voit, en raisonnant comme dans le
théoreme 1, que Lt est dual de L_. Comme ici L_ n’est autre que 'ensemble des
opérateurs complétement continus, on a retrouvé un résultat de [3] (da a
R. Schatten et J. von Neumann).

Enfin, la proposition suivante complete I'inégalité de Holder :

Prorosition 8. — Soit ¢ une trace normale fidéle définie sur I’idéalm de M.

1 1
Soient A et B des opérateurs auto-adjoints > o tels que Aew’, Bem?
(l<p<+oo,;)- -+ ; :l). Si o(AB)=||A|l,||B|lq, A? et B? sont propor-

tionnels.

IL.e lemme suivant présente un certain intérét propre.

LeuMe 6. — Soit ¢ une trace normale fidéle définie sur U'idéal m de M.
1 1
Soient A et B des opérateurs auto-adjoints tels que Aew’, Bem?

(. Zp£L+w 1‘, + é = .). Si 0(AB) o (AUBU—1) [resp. ¢(AB) < o (AUBU-1)]
pour tout opérateur unitaire Ue M, A et B sont permutables.
En effet, soit H un opérateur auto-adjoint quelconque de M. La fonction de
variable réelle £(¢) = ¢ (A "B e¢~"!) est dérivable. En effet, on a
ellt+k = gith o k(i H eltH4 K),
avec | K || - o quand £ — 0. Donc

A= f(t+ k) — f(£)] = o(AiH elBB e—ith) 4 g (A etMB(— i)H e—til) 4 o( AKB e—icH)
+ o(A e!MBK*) 4 kp(A({H et K)B(— i H e—itH4- K*)).

Or,
|p(AKB e—ith) | < || AK ||p|| Be=itH|lg <X | K[| Alln [ Bllgs
donc ¢(AKB =) > 0 quand k- o. En raisonnant de fagon analogue pour les

derniers termes, on voit que f'(¢) existe et vaut
9(iAH el B e—1tH_ j A eltl BH e—ithl),
En particulier, comme f est maximum ou minimum pour =0, on a
o= f'(0)=9¢(iAHB — iABH) = ¢[i(BA — AB)H].

L’opérateur {(BA — AB) est auto-adjoint. Prenant H = /(BA — AB), il vient
9(H?) = o, donc H = o, puisque ¢ est fidele, c’est-a-dire BA = AB.
Ceci établi, abordons la démonstration ‘de la proposition 8. Si

9(AB)= || A [[,[| B[l,,
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on a
$(AB)x p(AUBU-1

pour tout opérateur unitaire J€M d’aprés le théoreme 6, donc A et B sont
permutables, et nous sommes ramenés i un probléme « d’intégration commu-
tative ». Soit & le spectre de la C*-algébre commutative engendrée par A, B, 1;
soient A(Z), B(Z) les fonctions > o associées & A et B sur ; soit p. la mesure
positive de support  correspondant 4 ¢. On a ‘

: .
Sros@duo=[ facra ]| fBerawo]’

donc A (%)~ et B (£)7 sont proportionnelles, ce qui prouvé la proposition.

4. Applications d'un anneau d’opérateurs dans un sous-anneau. — Soit ¢ une
trace définie sur I'idéal m de M. Soit N un sous-anneau d’opérateurs de M.
Soit P I'ensemble des opérateurs de M permutables a N. La trace ¢ induit sur N
une trace ¢, dont l'idéal de définition est n=mnN. Il est immédiat que
m=m*NN pouro<<a<L—+wo. ‘ '

Si ¢ est normale (resp. fidele, maximale), il est immédiat que ¢ est normale
(resp. fidele, maximale). Par contre, ¢ peut étre essentielle sans que ¢ soit
cssentielle; autrement dit, on peut avoir m®*= M et 195£ N ; soit Eg le projecteur
central maximum de N tel que ¢ induise sur E;N = 1° une trace essentielle;

TueorkMe 8. — Soit ¢ une trace normale, fidéle, essentielle et maximale,
définie sur Uidéal w de M. Soit N un sous-anneau d’ opérateurs de M dans
lequel o induit une trace ¢ définie sur l'idéal n =mnN. Soit N1 ’ensemble
des Ae M tels que 9(AB) = o pour Ben, '

1° La somme E;N + N1 est directe et égale a M. Soit A — AY le projecteur
de M sur E;N correspondant.

2¢ Pour AeM lAY]l. 4||A||

3° Pour AeM, A=

4° Si A> o, on aA">o si, de plus, A¥=o0, on a E,AE,= o.

5S¢ AeM, BeN et B'eN, on a (BAB'\Y=BAYB'. En particulier,
(EqAE,)V=A".

6° Si AeMetsiBeP, (AB)'=(BA)".

7° L'application A — AY est ultrafaiblement et ultrafortement continue.

8 Pour i Zp<Z—+w,ona (m’_:)v: n;’, de sorte que nt;; est somme directe
de m71’nE N = n7; et de mﬁan Pour Aem’é ona ||A"‘||,,4||A||P, et AY est le
seul élément de E,N tel que ¢((A— AY)B) = o pour Beu"( + - = l)

En effet, soit Ae M =m°. Pour Ben, on a

T5AB) [ 2 AllaliBllio=lAllail Bliy
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donc (th. 5) il existe un élément et un seul A¥ e no=E,N tel que
9(AB) = ¢(AVB) = 9(AYB)
pour tout B €, c’est-a-dire tel que A— AV e NL. Donc M est la somme directe
de E;N et de NL : la propriété 1° est démontrée. Comme || AV, est la borne

supérieure de
[Y(AYB) | = | o(AB) | < || A, [[ B iy,

quand B varic dans N de telle sorte que || B||1,4 <=1, on voit que ||AY{|_<|[A]|,,
ce qui est la propriété 2°.

Pour AeMetBen,ona

9(A*VB)=9(A"B)=9(BA*) = ¢(AB") = 9(AVB*) = ¢(BAY") = ¢(AV*B),

donc A*Y¥=A"", ce qui est la propriété 3°.

Si A> 0, 0n a d’abord AY"= AY d’aprés la propriété 3°. En outre, pour Ben-,
9(AVB) = ¢(AB) > o. Ceci posé, soient AY> 0 et AY> o les parties positive el

négative de AV, de telle sorte que AV=Al—AY. Si AY5£o0, il existe, puisque
AYen’, un projecteur E €t tel que

AYVE=o, FEAYEw=o.
Comme o est fidele, on a
9(AYE) = — ¢(AYE)=— 3(EAYE) <o,

ce qui est contradictoire. Donc AV 0, ce qui est la premiere partie de la
propriété 4°.

SiAeM,BeN,BeNeCet,ona

9((BAB')VC) = o(BAB'C) = 9(AB'CB) = 5(AVB'CB) = o((BAYB')C),

donc (BAB')Y= BAYB'. En particulier, (Ej/AE, )Y = E,AYE,= A" : la propriété 5°
est démontrée.

SiAeMetsiBeP, ona, pour Cen

9((AB)VC) = 3(ABC) = 2(ACB) = (BAC) = 3((BA)VC),

donc (BA)Y=(AB)", ce qui est la propriété 6°.

Pour tout Ben, ¢(AYB)=¢(AB) est une fonction ultrafaiblement continue |
de A (cor. 8 du th. 3). Observons que, quand || A ||, est borné, || AY||_ est borné
(propriété 2°) ct que, sur les parties bornées de M (resp. 1°=E;N), la topo-
logie o(M, m) [resp. a(u?, #)] est identique & la topologie ultrafaible. Ainsi,
'application linéaire positive A — AY, restreinte aux parties bornées de M, est
faiblement continue; donc A — AV est normale et, par suite, ultrafaiblement

continue d’aprés le corollaire 1 du théoreme 3. D’aprés le méme corollaire, cette
application est ultrafortement continue; en effet, on a

0L (A—AY)*(A—AV)=A*A — A*AV— AV*A - AV*AY,
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done
02 {A*AW = A*VAV__AVAAV L AVFAV— (A*A)V— AV*AY
et la propriété 7° est démontrée.
Maintenant, supposons Aem’z’. Pour Bew, on a
[$(AVB)|=|9(AB)| < || All, I Blg, -
donc (proposition 6)

1
Avew et [IAVIp<iAll
(en vertu de la maximalité de ¢ qui intervient seulement ici). Si A'€ E;N est tel
1
que 9((A—A'")By=o0 pour Ben’, donc pour Ben, on a A—A'eN1L, donc

A’=A". Réciproquement, on a ¢((A —A")B) = o pour B e #, donc pour Ben?
(d’apres la proposition B pour ¢ <<+ et d’apres le corollaire 8 du théoréme 3
pour g ==+ ). La propriété 8° est démontrée.

Reste a prouver la deuxi®me moitié de la propriété 4°. Supposons donc Ae M
et AY=o0. Si E;AE,520, il existe un A’em* tel que A'<E,AE, (donc
E,A'E;=A') et ¢(A’) > o (parce que ¢ est fidele ct essentielle). On a

0L AV (EQAE,)V=AV=0o,

donc, comme A’ € et faisant usage de la propriété 8°
0= 9(AVEg) = 3(A'E;) = 9(EgA’Eo) = 5(A"),

cc qui est contradictoire. Donc E;AE,=o0. ce qui achéve de démontrer le
théoréme.

Remarque. — En combinant les propositions 1 et 7 et lé théoréme 8, on
retrouve en particulier le théoréme 1 de [11].

Supposons maintenant que, sans changer N, on remplace ¢ par une autre trace
normale fidele essentielle et maximale ¢'. Des exemples simples montrent que, en
général, Eg. =~ Eo; méme si E;; = E,, I'application A —> AY est en général modifiée.
Nous allons voir toutefois que, dans un cas important, E; et 'application A — AY
ne dépendent que de N (et de M).

Prorosition 8. — Soient ¢ et ¢' deux traces normales fidéles essentielles et
mazximales sur M. Supposons que N contienne le centre M? de M. Alors,
E,=Ey, et les applications A — A" définies par ¢ et ¢ sont identiques.

En effet, soient 9" et ¢ les pseudo-lraces associées a ¢ et ¢’ ([4], prop. 7).
D’aprés le théoréme 3 de [4], il existe une suite croissante de projecteurs E, € M4,
tendant fortement vers 1, telle que, pour tout A € M+,

?'(AEn)ékn?l'(AEn) (oékn<+=’°);
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on en déduit que E,m>E,n (m et W' désignant les idéaux de définiition de ¢ et ?');
en outre, encore d’aprés le théoreme 3 de [4], il existe un opérateur K, € M%*
tel que, pour A e, on ait

?(AE,) = ¢'(AE,K,).
Ceci posé, soientn =mnAN, wW=m'nNetB'et'. Ona
B'E,€eE,w'cE,mcm,
et BE,e N (parce que E,eMicN); donc B'E,en. Or, BE, tend fortement
vers B’ quand n -+ 0, donc B’ e #e. Ainsi, ' cne, donc W0 c 1 ct, par symétric,
wWo=1o, c’est-d-dire E;= E,.
Maintenant, soit A € M tel que ¢'(AB') = o pour B'en’. On a
?(ABE,) = ¢'(AB'E,K,) = o,
car B'E,K, ew. Comme
(EawP=E,n"°=E, n'=(E,n),
Ean’ est partout dense dans E,% au sens de la norme || [|1,¢- Donc ¢(AE,.B) =0
pour tout Ben. Enfin, pour Ben fixé, 'application A — ¢(AB) est ultrafor-
tement continue, donc ¢(AB) = o pour tout B €. Par symétric, on voit que les
conditions « ¢'(AB') = o pour B'e®’ » et « ¢(AB) = o pour B et » sont équiva-

lentes, de sorte que N'L est le méme pour ¢ et ¢ et aussi, par conséquent,
'application A — AY.

Prorosition 9. — Soit Py Uensemble des opérateurs unitaires de P. Pour
AeM, soit k, U’ensemble convexe engendré par les UAU—!, UePy. Soit
K.cM Uadhérence faible (ou forte) de k,.

a. St Aem;l'(lép_é—t—co), on a KAcmf’l.

b. Si Ae m;:(l < p<+w), K, est aussi Uadhérence de k, dans L pour la
topologie de la norme|| |, ou pour la topologie o (L, L‘I)(}E + é = l)-

c. Si N est l'ensemble des éléments de M permutables ¢ P et si

1
Aew(1£p<+w), K, rencontre E,N en un point unique qui n'est autre
que AY.

Pour tout Ue Py, on a
VAUt jlo=[All. et [[UAU= [l =] Al
Supposons, ce qui est évidemment loisible,
TAllect et [[A][p<t.
Alors, avec les notations de la proposition 7,0n a ki, c2,n2X_. Comme X, n X est

1
faiblement compacte (prop. 7),on a K,c2,nZ_, donc en particulier K, cm”.
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Dans 2,n X _, la topologie faible coincide, si P >>1,avec la topologie o(L?, L7).
L’adhérence de k, dans L” pour ¢(L”, L) est donc K,. D’autre part, pour
1 < p <+ o, 'adhérence de k, dans L» pour ¢(L”, L?) coincide avec 'adhérence
de k, dans L” pour la topologic de la norme || |[|,, d’aprés le théoréme 7.

Pour U e Py, on a

(UAU—1)¥= (G—1UA )" = AY,

d’apres la propriété 6° du théoréme 8. Donc BY= A" pour tout B € £,. Comme
'application A — A" est ultrafaiblement continue, on a BY= A* pour tout BeK,.
SiBeK,nE,N, onaB=B"=A".

1
Enfin, prouvons que, pour Aemﬁ(lép <+»), K, contient un élément
permutable a P, c’est-d-dire un point fixe pour le groupe G de transformations
\ - UAU~', UePy. L'ensemble k,, donc I'ensemble K,, sont stables pour G.
1 1
On peul se limiter au cas ot p> 2 <puisque w cw”’ pourp’ép), auquel cas L»
est uniformément convexe. Alors, le raisonnement classique de G. Birkhoff
s'applique : le point BeK, qui rend ||B||, minimum est invariant par G. On a
donc B €N si N est 'ensemble des éléments de M permutables a P; d’autre part,

1 1
Bew, donc Bewcne=E,N.

Remarques. — 1. Lorsque P est abélien, les symétries de P forment un
groupe et I'on peut substituer ce groupe a Py dans le raisonnement précédent.
D’autre part, si S = 2E — 1t est une symétrie de P (ol E est un projecteur de P),
on

L(SAS—1--A)= ;[(2E—I)A(2E—l)+A]
=2EAE+A —EA—AE=EAE+ (1—E)A(1—E);

cette remarque permet de retrouver alors aisément les résultats du chapitre Il

de [12].

2. Ge qui précede conduit a formuler le probléme suivant. Soit P un sous-
anncau d'opérateurs de M; soit N I'ecnsemble des opérateurs de M permutables
a P. Alors, pour AeM, K, nN est-il non vide? Tl en est bien ainsi, d’apres le
théoréme de Markoff-Kakutani, lorsque P est abélien. On sait aussi que K,n N
est non vide lorsque P = M, auquel cas N est le centre de M (dans ce cas, on
peut méme remplacer K, par I'adhérence de k, pour la topologie uniforme).
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