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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

QUELQUES CLASSES DE PROBLEMES EXTREMAUX (*).

PAR PAauL C. ROSENBLOOM,

Syracuse - New-York (U. S. A.).

Introduction et résumé des résultats.

Depuis 'introduction des espaces abstraits par Fréchet [23] dans son Mémoire
célébre, on a fait de grands progrés dans leur étude, et dans celle de leurs appli-
cations. Il suffit de rappeler le réle fondamental que joue ce point de vue dans les
théories modernes des équations intégrales, du calcul des variations, des fonctions
de variables réelles, et des équations différentielles, pour voir a quel degré
Uinfluence de ces conceptions ouvelles a pénétré dans presque tous les domaines
mathématiques. Le traité de Bourbaki [10] montre d’'une maniére frappante
Pexactitude du mot de Weyl [71] : « In these days the angel of topology and the
devil of abstract algebra fight for the soul of each individual mathematical
domain ».

La puissance de l'analyse générale provient, d’une part, de ce qu’en synthéti-
sant des théories assez diverses elle nous fait mieux comprendre leurs relations
mutuelles, d’aulre part de son langage géométrique, qui guide notre intuition par
I'analogie entre des faits bien connus dans I'espace ordinaire et des faits nouveaux
dans I'analyse, c’est-a-dire dans les espaces fonctionnels.

Malgré les grands succés de l'analyse générale, bien des mathématiciens dis-
tingués s’en méfient.

Hardy a mis ces objections en pleine lumiére en parlant de la « functiontheory
of the hard, sharp, narrow kind as opposed to the soft, large, vague kind ».
La petite polémique entre M"* Cartwright [75] et M. Newman [77] au sujet de
I'analyse « dure » et I’analyse « molle », publiée dans la revue Eureka il y a
quelques années, fait un bon exposé de ces points de vue différents.

Est-ce que I'analyse générale est ainsi bornée a des théorémes d’existence et de

() La matiére de ce Mémoire est en partie le résultat du travail exécuté sous le contrat N6 ONR,
Task Order avec le Bureau des Recherches de la Marine américaine (Qffice of Naval Research).
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structure ? Est-ce que les résultats précis des cas concrets lui échappent ? Est-ce
qu’elle n’est qu'une fagon de traduire en langage prétentieux ce qu'on a déja
découvert par d’autres moyens dans des cas spéciaux ? Le but de ce travail est de
montrer comment on peut obtenir par la considération des relations géométriques
dans les espaces & un nombre infini de dimensions des conclusions trés précises
et concrétes dans le cadre de « Panalyse dure ». Dans ce résumé nous simplifions
souvent les énoncés en faisant des hypothéses plus restreintes.

Nous partons du fait banal qu'un plan d’appui d’un polyédre convexe contient
au moins un sommet du polyédre. Cela signifie qu'une fonction linéaire atteint
son maximum sur un polyédre convexe en un sommet, au moins, c’est-d-dire en
un point qui ne se trouve pas entre deux points du polyédre. Ce sommet est uni-
quement déterminé si aucune aréte du polyédre n’est paralléle au plan d’appui.
Ce sont « le principe du sommet » et « le principe de I'aréte ». Si les faces du
polyédre et le plan d’appui se déplacent continiiment de fagon qu’une aréte ne
devienne jamais paralléle au plan d’appui, le sommet commun se déplace conti-
niment aussi. Imaginons qu’on numérote les faces du polyédre, et qu’on attache
a chaque sommet, comme étiquette, les indices des faces qui s’y rencontrent.
Alors, c'est toujours le méme sommel qui est commun au polyédre et au plan.
Voila ce que nous appelons « le principe de déformation ».

Le principe du sommet sert a caractériser les solutions d’une grande classe de
problémes extrémaux. Le principe de 'aréte donne un critére simple pour l'uni-
cité des solutions. Le principe de déformation explique I'observation que la
solution d’un probléme extrémal posséde souvent beaucoup d’autres propriétés
extrémales. La formulation et la démonstration rigoureuses du dernier principe
ne semblent pas étre trés simples, mais nous n’avons pas réussi a les améliorer.
Notre démonstration s’appuie sur le lemme suivant qui ‘ présente, peut-éire,
quelque intérét en lui-méme.

Soient a'), pour 1 Zi<s, et x des vecteurs de longueur 1 dans Uespace
euclidien & n dimensions. Soit K le cone convexe défini par les conditions

[ab, y]=0, 1Zicr,
[a y]1>0, r<igs,

(1)

ot [a, b] signifie le produit scalaire des vecteurs a et b. Si le point z satisfait
aux inégalités
ilah, z]l< & 1gicr,
[af @] > —e, r<igs,

ily a un point y dans K & une distance de x qui ne dépasse pas 2{, outestle
s

minimum de la longueur du vecteur 2 cia'¥) sous les conditions

=1

P
2'01':[ et >0 pour r<i<s.
i=1



—3—

La condition que 7340 est nécessaire et suffisante pour que la représenta-
tion (1) du cone K soit normalisée dans le sens de Reidemeister [52] et Weyl [70].
Donc la quantité = est une mesure de la non-dégénérescence du céne K. Notre
théoréme signifie qu'une solution approchée des équations et inégalités (1) ne
s’écarte pas trop d’une solution exacte. A un facteur numérique prés, la borne g;
ne peut pas étre améliorée.

Pour éclaircir ces principes, nous donnons d’abord quelques applications él¢é-
mentaires.

Dans le troisiéme chapitre nous démontrons que ces principes s’étendent d’une
maniére naturelle I'espace (1) des suites @ = { @, } de nombres réels tels que

lall=Yla] <=+x=

n=o0

Soit A I'ensemble des points de espace (/) aux coordonnées non négatives.
Notre résultat fondamental est le suivant :

Soit § 'ensemble des points appartenant & X qui satisfont aux conditions

-
w0 (a) =2 MWian=c, 1£i<h,

n=0

ou les suites {2} sont réelles et bornées pour 1 ¢ < k. Si ¥ n’est pas vide, il
contient au moins un point dont tout au plus k& coordonnées sont différentes de
zéro.

Un point d’un ensemble convexe s’appelle point extréme s’il ne se trouve pas
entre deux autres points de 'ensemble. C’est une généralisation de la notion d’un
sommet.

Soit ¥’ 'ensemble des points appartenant a A qui satisfont aux conditions

( wi(a)=cy, 1<iLm,
1 wil(a) £ ey m<iZLk.

(2)

Alors un point extréme de ' n’a qu’au plus & coordonnées différentes de zéro.
S’il n'est pas vide, 'ensemble ' contient au moins un point extréme. Il s’ensuit

que si { 2, | est ung suite bornée de termes réels, et si la fonction 2(a) =2 Anan
n=0

atteint son maximum sur §7, elle I’atteint en un point extréme, au moins. C’est le
principe du sommet dans une forme adaptée a I'espace ().

Soit 891 ={d¥}, ou 3% est le symbole & de Kronecker (valant 1 si i=n;
o sinon). Si J est un ensemble fini de nombres entiers, nous désignons par E(J3)
I’espace lindaire formé par les combinaisons linéaires de ces 6“/ dont l'indice
appartient a 3. Nous disons que le systéeme {A, ..., A% | est completement
régulier si pour chaque sous-ensemble, A%, ..., A%, d’eux, ot 1 £ i) <... i £k,
et pour chaque ensemble 3 du méme nombre r de nombres entiers, les At») sont
linéairement indépendants sur I'espace E(J).

Si {A, ..., AW 3} est complétement régulier, le maximum de A(a) sur ki
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n’est atteint qu’en un point, au plus. C’est une généralisation du principe de
Paréte.

1l nous faut chercher maintenant des conditions pour que le maximum ou le
minimum de A(a) sur #’ soit atteint. Comme toujours en pareil cas, les clefs du
probléme sont la notion d’ensemble compact, introduite par Fréchet, et celle de
fonction semi-continue, introduite par Baire [4]. Mais ensemble §' n'est pas, en
général, compact par rapport a la topologie forte, celle qui correspond a la norme
de Pespace (). Cette difficulté sera évitée si 'on utilise le fait que cet espace est
Pespace conjugué de I'espace (¢,) des suites réelles convergentes vers zéro, avec
la norme A

IIE]l = sup|&al.
Alors on a dans (!) aussi une topologie faible, par rapport a laquelle un ensemble
borné et fermé est toujours compact. En se servant de quelques critéres simples
pour fa continuité et la semi-continuité par rapport a cette topologie, on arrivera
au théoréme suivant :

Soit §' borné et non vide. Soit \') € (¢co) pour 1 Li < m, et soit

lim inf2 ¥ > 0 pour m<iZLk,
et ”

llm inf), > o.
ny>=»

Alors A(a) atteint son minimum sur $'. S’il y a une constante positive h telle
quer,>. h >0 pourn=o0, 1, ..., on peut se passer de la supposition que ¥' soit
‘borné.

Nous renvoyons le lecteur au texte du troisiéme chapitre pour1’énoncé de notre
extension du principe de déformation a I'espace (1), parce qu’il est assez compliqué
bien qu’intuitivement clair.

Comme application de cette théorie générale, qui jusqu’ici fait semblant
d’appartenir plutét a « Panalyse molle », envisageons les fonctions f représentées
par des séries de la forme

©) f@) =Y anea(@)  (anxo),
n=0

aux coefficients non négatifs, ou les fonctions ¢, constituent une suite donnée de
fonctions continues sur l'intervalle o <<z < 1; nous exigeons que

lim p,(z)=0 pour o<z <1

n>w
et

on(1)=1 pour n=o0,1, ....

Soit 0o <z, <...< ZkL 1, soient ﬁ, £et3 une répartition des nombres
entiers 1, ..., k en trois classes, et soit § I'ensemble de celles des fonctions (3)
qui satisfont aux conditions :

f(mi)=ct (i€€),
(4) fle)<e (i€f),
f(z,);c; (ie&).
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L’ensemble £ correspond & un ensemble convexe dans l'espace (/) défini par des
conditions de la forme (2). Par conséquent, si & n’est pas vide, il contient au
moins un ¢-néme, c’est-i-dire une combinaison linéaire d’un nombre fini des ¢,
ayant au plus k coefficients différents de zéro. Le minimum de f(1) pour fe &
est atteint pour un tel g-néme. Si x4 =1, ke £ eto< z,<1, le maximum et le
minimum de f(z,) pour f € ¥ sont aussi atteints pour de tels g-ndmes.

Pour que le principe de I'aréte s’applique, quel que soit le choix des points z;
dans lintervalle, il faut et il suffit que le systéme {9.} soit completement
Tchebyscheffien, c’est-a-dire qu’une combinaison linéaire de r des 9, ne s’annule
qu’au plus r — 1 fois dans l'intervalle, & moins que tous les coefficients ne soient
égaux a zéro. C’est une modification légére de la notion d’un systéme de
Tchebyscheff (¢f. Bernstein [7]). Done, si cette condition est satisfaite, les
¢-ndmes extrémaux, dont 'existence est assurée dans le dernier paragraphe, sont
uniques.

Si le systéme { 9, ] est complétement Tchebyscheffien, et 24 <<1, le ¢-néme P,
pour lequel le minimum de f(1) sur & est atteint, est appelé la fonction princi-

pale de £. Soit B Vensemble des nombres entiers i tels que P(xi)=ci, soit
o<z, < ... <Tyy1 <1, et soit F' ensemble des fonctions f de la forme (3) qui
satisfont aux conditions

f(z)=¢ (1e€nBd),

flzp)£e;  (iefnd),

flg)y=¢, (ieInB),

ouc, = P(x,) pour 1 < i< k. Donc P est aussi la fonction principale de 7, et
le minimum de f(z).,) sur $' est aussi atteint pour f=P. C’est une con'séquence
du principe de déformation.

Si les ensembles £ et J sont vides, et 5i g est une fonction quelconque de la
forme (3) et différente de P, la différence g — P s'annule & fois au plus. Il
s’ensuit que la fonction principale P réalise le minimum de f(=) sur £ pour z
dans les intervalles (zx, 1), (Zk—a, Zk—1), ..., €t le maximum dans les intervalles
(Zk—1y @k), (Zr—3, Zj_a), . ... Ces résultats montrent la puissance du principe de
déformation.

Nous définissons l'ordre d’'un ¢-néme P comme le maximum du nombre des
zéros de f — P pour f de la forme (3), f = P. Nous concluons que, sous 'hypo-
thése que les ensembles £ et J sont vides, la fonction principale de & est d’ordre
k au plus. Pour que son ordre soit inférieur a k, il faut et il suffit qu'elle soit la
seule fonction de £.

Suivant Bernstein [7], nous disons que les fonctions ¢, forment un systéme de
Descartes si le nombre de racines d’'un ¢-néme dans Pintervalle 0 <<z <1 ne
peut dépasser le nombre de variations de signe de ses coefficients. En utilisant
une réciproque de la régle de Descartes, nous démontrons que l'ordre d'un
9-n6me P est égal au nombre maximum des variations de signe des coefficients
de f— P, lorsque f parcourt les fonctions de la forme (3). Moycnnant ce résultat
nous trouvons un procédé, sous ’hypothése que { 9, } est un systéme dc Descartes,
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pour déterminer, pas a pas, la fonction principale de £ en réduisant le probléme
a un pareil 8 £k —1 conditions.

D’une telle fagon nous déterminons explicitement la fonction principale pour de
petites valeurs de &, k=1, 2, 3. Il serait facile de le faire aussi pour k =4, 5

L’étude des fonctions absolument monotones dans un intervalle fini remonte au
cas 9, (2 )= z". Nous retrouvons les résultats de Bernstein [8] pour cette classe de
fonctions. La détermination de la fonction principale pour k£ = 2 nous donne unc
inégalité de Carlson [14] pour la moyenne quadratique d’une fonction analytique,
analogue au théoréme des trois cercles de Hadamard [28]. De la méme maniére,
nous tirons du cas K = 3 un théoréme de quatre cercles pour la moyenne quadra-
tique. Dans le cas le plus simple, celui ou les rayons forment une progression
géométrique I'énoncé peut se mettre dans la forme suivante :

Supposons que f(z) est analytique dans le cercle | 5| < R et posons

M2<’>={ﬁf "I.f(re"'))l’dﬁ}i ;?Janl’r’"}?’

n=0

et

F(I)=[Mz(\/i)]2=2|a"|zzn_

Soit p > 1, 0 << 2p* < R?, el soit n le nombre entier déterminé par

F(p?z)—F(pr)

F(pz)—F(z) =F

o<

Alors
1 1 I F(z)
1 pr pntt F(pz)
1 pzn Pzn+2 F(Pzz-)
1 P.’in P:xu+£\ F(Psz)

Ktant donné. les valeurs de p, F(z), F(pz) et F(p?z), cette inégalité donne la
plus petite valeur possible de F(p3z).

L’énoncé général du théoréme de quatre cercles n’est qu’un peu plus compliqué.
A l’aide de la méme méthode nous arrivons a la forme générale du théoréme
de k cercles, et nous pourrions déterminer cette forme explicitement aussi
pour k=35, 6.

Les méthodes de Bernstein [8] ne s’appliquent qu’a des problemes dont les
fonctions extrémales sont d’ordre k& au plus. Du point de viue géométrique, ce
sont des problémes correspondant aux plans d’appui du « polyédre » § qui le
rencontrent en un « sommet » particulier. En effet, la fonction principale de § en
est la seule qui soit d’ordre < k. D’autres plans d’appui correspondront a des
problémes dont les fonctions extrémales seront d’autres sommets de §.

Quand on aborde les problémes analogues pour les fonctions absolument
monotones de plusieurs variables, on rencontre de nouveaux phénoménes et des
difficultés qui n’ont pas été surmontées jusqu’a présent. On est conduit a des
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problémes d’approximation diophantienne dont I'étude serait intéressante égale-
ment pour d’autres buts.

Nous traitons dans le cinquiéme chapitre une généralisation aux espaces de
Banach d’une partie des résultats déja obtenus pour I'espace (/). Nous ne jugeons
pas cette généralisation assez importante pour en discuter les détails ici.

Ily a, cependant, une autre maniére, de plus grande conséquence, de généraliscr -
la théorie des chapitres précédents. Suivant Alexandroff [2] nous appelons charge
une fonction d’ensemble qui est additive dans le sens restreint. (Cf. De La Vallée
Poussin [7].)

Alexandroff a développé la théorie d’intégration par rapport a une charge,
théorie que nous résumons dans le sixiéme chapitre. Puisque les charges sur un
ensemble S sont en correspondance biunivoque avec les éléments de l'espace B*
conjugué a l'espace B des fonctions réelles et bornédes sur S, avec la norme

lf 1l = sup | f(2)],
*€S

on a le droit de les identifier avec les éléments de B*.

Envisageons maintenant un espace S ol sont données k& —+ 1 fonctions réelles et
bornées, fi, ..., fi+, et considérons ’ensemble | des charges non négatives
(jui satisfont aux conditions

ff;dp:c,, 1<LiZm,
(3)
ffldp.éc,, m<iczhk,

et cherchons la charge 1 de 3 pour laquelle l'intégrale ff"*" dp. atteint sa

plus grande valeur. L’cnsemble M est défini par les conditions linéaires (5) et les
inégalités lindaires

#(E)> o,

ou E parcourt tous les sous-ensembles de S. Par conséquent, 3l est analogue a
un polyédre convexe dans un espace a un nombre fini de dimensions. Mais c’est
un « polyédre » d’une espéce spéciale qui a été introduite par Krein et
Smulian [42], a savoir, c’est un ensemble convexe dans I’espace conjugué d’un
espace de Banach, dont lintersection avec une sphére fermée quelconque est
compacte par rapport a la topologie faible. Ces auteurs appellent un tel ensemble
régulierement conveze.

Quels sont les « sommets » de 3, en d’autres termes, ses points extrémes ?
Pour répondre a cette question, il faut diriger notre attention sur ces charges qui
ne prennent que les valeurs o et 1. Une telle charge s’appelle charge premiere.
Un point extréme de M est une combinaison lindaire, aux coefficignts non
négatifs, d’au plus k charges premiéres. Les charges premiéres sont en corres-
pondance biunivoque avec les idéaux premiers dans I'algébre Booléenne des sous-
ensembles de S. Une distribution qui consiste en une ‘charge discréte de +1
placée en un point particulier est une charge premiére d’une sorte triviale; nous
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Pappelons charge atomique. D’aprés les recherches de Tarski et Ulam, il existe
beaucoup plus de charges premiéres non triviales que de charges atomiques.
Néanmoins si P'espace S est un espace topologique compact, chaque charge
premiére est équivalente 2 une charge atomique en ce qui concerne I'intégration
des fonclions continues.

Nous employons des propriéiés des ensembles réguliérement convexes décou-
vertes par Krein, Smulian et Milman, [41],[42], en premier lieu pour démontrer
que si le maximum de l'intégrale est atteint sur 3, il I'est en un point extréme
au moins, et en second lieu pour obtenir des condilions simples pour que ce
maximum soit atteint. Si S est un espace topologique compact, si les fonctions
données f; y sont continues et si nous comptons comme égales deux charges p,

et i, telles que ffdpu: ffdp.,, quelle que soit la fonction continue f, alors la

condition géométrique du principe de I'aréte se traduit par la condition que le
systéme { fi, ..., fxsa] est complétement Tchebyscheffien. Cela n’est possible
que si 'espace S est homéomorphe a un ensemble linéaire. Il est facile d’étendre
aussi le principe de déformation a cette situation générale.

Comme application de notre théorie, envisageons les fonctions représentables
par la formule

(6) /<z)=fsx<z, 5) du(s),

ou K est un noyau donné et p est une charge non négative sur 'espace S. Nous
considérons l'ensemble des fonctions de cette classe qui satisfont aux condi-
tions (4), ot les z; sont des points distincts donnés et nous cherchons l'une d’elles
pour laquelle la valeur de f(z,) est la plus grande ou la plus petite possible. Si
espace S’est compact et le noyau est continu pour chaque point z, ces valeurs
extrémes sont atteintes par des fonctions de la forme

k
f(@)= Y ak(z,s), axo, 1<iZh,
i=1

ce que nous appelons un K-néme, aux coefficients non négatifs. A l'aide du
principe de 'aréte, nous distinguons une classe générale de noyaux, celle des
noyaux Tchebyscheffiens, pour lesquels la fonclion extrémale est toujours
uniquement déterminée.

Quand le domaine de variation de = est un intervalle et le noyau est ausst
continu en z, on peut encore appliquer le principe de déformation, et l'on
retrouve les propriétés que nous avons démontrées déja pour les fonctions de la
forme (3). Pour une classe de noyaux, a savoir les noyaux Cartésiens, il y a un
procédé trivial pour déterminer l'ordre de K-ndme aux coefficients non négatifs.

Le cas K(z, s) = €%, o0 —oo <2z L0, 0 L s <+ o, nous donne les résultats
principaux de Bernstein [8] sur'les fonctions absolument monotones sur une
demi-droite. En posant K(z, s) égal au noyau de Poisson, on obtient des résultats
sur Pinterpolation des fonctions harmoniques et non négatives dans un cercle.
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Le cas ou les points z; se confondent & l'origine est le probléme classique de
Carathéodory et Fejér [11], [12], sur les coefficients de Fourier d’une fonction
positive. Si K(z, s) est la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur

K(.t,s):(éﬂ:t)—'l-'exp—(Eé—ls)?, z=(§t), t>o, —w0 < E< +m,
ou S est I’axe réel, nous obtenons des résultats sur les solutions non négatives de-
cette ¢quation (¢f. Widder [73]). Un de nos éléves, M. Resch [83], en a trouvé
d’analogues des théorémes de Harnack sur les fonctions harmoniques. Le cas
K(z,s)=(z+s)™, >0, s>o0, donne des propriélés nouvelles de trans-
formées de Stieltjes (cf. Widder[72]). Le probléme des moments, en particulier
les généralisations de Wald [68] de I'inégalité de Tchebyscheff dans la théorie de
probabilité, fournissent d’autres applications de la théorie générale.

Dans 'appendice nous discutons quelques compléments au théoréme des lrons
cercles de Hadamard. D’abord nous traitons un probléme dans I’espace de Hilbert :
parmi les éléments f tels que || f||=1et (Af, f) =1, oi A est une opération
hermitienne bornée et non négative, quels sont ceux qui réalisent le maximum du
module du produit scalaire (f, f,) avec I’élément donné f,? Pour répondre nous-
introduisons la fonction

F(z)=[(zl =AY fo, fol,
ou I est l'identité. Si C est la borne supérieure de 'opération A, I'équation

F(z)

T F(a)

=T

a, en général, une solution unique z, hors de U'intervalle [O, C], et le maximum
de | (f, fo)] est égal a
|F(z)| |
V—F'(20)

Cette valeur est atteinte pour f = 2%, ou g, = (2, —A)-' f, et |a| =1.

IIg h
Comme application, nous considérons les fonctions analytiques dans |z]| <1

dont les valeurs de My(r) et My( 1) sont données, et nous cherchons la plus grande
valeur possible du maximum M(p) du module de la fonction sur un cercle inter-
médiaire | 5| =p, ot rr £ p << 1. Nous obtenons
e 5
M(p) < Ki(r, p)Ma(r)\ 8" Ma(1)' 57, pour r<p <1,
et
M,(;)

M(r) < Ke(r)Ms(r) log x’f‘r;, si Ma(r) =< 22
ou K, et K, sont des constantes qui ne dépendent que des rayons des cercles. A
I'aide de telles inégalités on peut obtenir, en partant des inégalités du quatriéme
chapitre pour la moyenne quadratique, de pareilles inégalités pour le maximur
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du module M(r). Les inégalités qu’on obtient par ce raisonnement ne sont pas les
meilleures possibles, mais elles sont a peu prés de 'ordre de grandeur correct.
Dans une remarque finale nous signalons un phénoméne nouveau qui apparait
dans la recherche d’une inégalité de quatre cercles pour le maximum du module,
a savoir, que la fonction extrémale a beaucoup de zéros dans chaque direction.
Voici un contraste avec le cas de trois cercles, ou la fonction extrémale est ¢ 5"
M(x)
pour des valeurs données de M(r) et M(1), si log ) est un ‘nombre entier, ce
Og;
M(1),
M(ry
Nous avons commencé ces recherches sous influence du regretté Professeur
J. D. Tamarkin, et nous voudrions dire combien nous avons profité de nos discus-
sions avec lui ¢t combien étaient utiles aux mathématiciens américains ses vastes
conhaissances, dont il faisait part si généreusement aux jeunes, avec tant de gout
et de charme.
Les quatre premiers chapitres sont écrits sans faire usage dela théorie générale
des espaces de Banach de fagon qu’un lecteur, qui s’intéresse plutét aux appli-
cations, puisse les comprendre sans difficulté.

"qui a lieu pour des valeurs arbitrairement grandes de =

I. — Les principes du sommet et de déformation.

Soit E, l'espace affine a n dimensions. Un corps conveze dans E, est un
ensemble convexe, fermé, et borné. Si E' est le plus petit sous-espace linéaire
de E, qui contient le corps convexe K, alors comme sous-ensemble de I'espace E’
le corps K contient des points intérieurs. Un point de K est appelé point extréme
de K, s’il n’est intérieur & aucun segment contenu en K, c’est-a-dire qu’il ne se
trouve pas entre deux autres points de K. Si K est un corps convexe quelconque,
il posséde au moins un point extréme; en effet, K est 'enveloppe convexe de
I’ensemble de ses points extrémes (¢f. [9], p- 15). Un trongon dans E, est l'inter-
section non vide d’'un nombre fini d’hyperplans et de demi-espaces (Raumstiick
en [3]). Un polyédre convewe est un trongon borné. Les points extrémes d’un
trongon sont ses sommets; c’est-a-dire, les intersections de n faces linéairement
indépendantes. Un hyperplan d’appui de K est un hyperplan H tel que tous les
points de K se trouvent sur H ou d’un méme coté de H, et tel que la distance de K
4 H est égal a zéro. Dans la suite de ce chapitre, nous désignons par K un trongon
{ou un polyédre convexe) dans E,.

Tutorkme 1. — Chaque hyperplan d’appui du corps conveze K contient au
moins un point extréme de K.

"Démonstration. — Soit H un hyperplan d’appui de K. Alors HnK est un
corps convexe et posséde donc au moins un point extréme P. Si P n’était pas un
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point extréme de K, il y aurait des points Q et R dans K tels que le point P se
trouve entre Q et R. Si 'un des points Q et R appartient a H, il en est de méme
pour 'autre, de sorte que P ne serait pas un point extréme de Hn K. Il s’ensuit
que les points Q et R se trouvent sur des cotés opposés de H, ce qui est contraire
a ’hypothése que H est un hyperplan d’appui.

Cororrare 1 a. — Si K est un troncon dans E,, et H est un hyperplan
d’apput, et st HnK est borné, alors H.contient un sommet de K.

Cororraire 1 b. — Soit f une fonction linéaire sur E,, et soit K un trongon.
Supposons que pour une valeur de la constante C Uintersection de K avec le
demi-espace f(z) > C soit non vide et bornée. Alors Uensemble des points x
ou f atteint son mazximum sur K contient au moins un sommet.

Le principe simple énoncé au corollaire 15 est tout a fait évident, et il est cer-
tainement bien connu; néanmoins, nous n’avons pas réussi a trouver une formu-
lation explicite dans la littérature. Sa puissance dans les applications ne semble
guére étre reconnue. ’

Le théoréme suivant donne un critére, que nous appelons le « principe de
’aréte », pour que le sommet extrémal soit uniquement déterminé.

Tutonime 2. — Soient K un trongon et H un hyperplan d’appui de K, et soit P
un sommet de K contenu en H; pour que P, soit le seul point de HnK, ¢l faut
et il suﬁt qu’aucune aréte de K issue de P soit contenue dans H.

Cororraire 2a. — Pour que la fonction linéaire f atteigne son mazimum
sur K en un sommet unique, il suffit qu’aucune aréte de K ne soit parallele

au hyperplan f(z) = o.

Dans les applications ce corollaire est plus utile que le théoréme 2, parce qu’on
ne sait pas ordinairement quel sommet est le.sommet extrémal.

Passons maintenant & la formulation analytique de ces résultats. Supposons
que K est I'intersection des demi-espaces et hyperplans

(1) W(z)=b;,, 1£igr,
(2) W(z)S b, r<iLs, - oLrLnLs,
ou

li(z)=2a¢,-x/.

j=1

Alors les sommets de K sont les points ou il y a égalité dans (1) et (2) pour n fonc-
tions lindairement indépendantes parmi les /;. Le maximum d’une fonction
lindaire f sur K, telle que l'intersection de K avec le demi-espace f(z)>xC est
non vide et bornée, est atteint en un tel point, de sorte qu’au plus s — n relations
d’inégalité y sont valables.
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La condition du corollaire 2a résulte de la suivante :

2728 «es  Qn
3 e cee as o
®) L L Ay ?
™ P

n
ou f(x) —_-—27\,-.2';, quel que'soit I'ensemble de » — 1 fonctions linéairement indé-
i=1
pendantes choisies parmi les /;. Si la condition (3) est satisfaite, nous disons que
le systeme (K, f) ou (4, ..., &, f) est régulier. Si chaque ensemble de n des
fonctions I, ..., L, f est linéairement indépendant, alors nous diséns que le
systéme (ly, ..., I, f) est completement régulier (abrégé c. r.).
Un complément utile au principe du sommet est celui- que nous appelons le
« principe de déformation ». Pour sa démonstration nous avons besoin de
quelques lemmes. Nous désignerons la longueur euclidienne du vecteur z de

n A

coordonnées 4, ..., Z,par|| x| = <2xf) , et le produit scalaire des vecteurs

i=1

et y parzy.
Lemue 3. — Si||a¥)||=||z||=1,1LiLs, e >0, etsi
%[a(l)z[ée, 1 LiZLr,
“ allz > —e¢, r<i<Ls,

et si K est le cone convexe défini par

allly =o 1LiLr
(5) % y =0, ZLiLr,

ally > o, rliLs,

alors il y a un point y dans K dont la distance & z ne dépasse 28, et tel
T
s

i=1

lorsque les c; parcourent toutes les valeurs satisfaisant auz conditions

que ||y || < 1. La grandeur t est définie comme le minimum de s

(6) ¢i> o0, r<iZLs et 2[c,|=1.
i=1
Démonstration. — Soit K, Pintersection de K avec la sphére ||y || < 1, et soit

(7) H(u)=;nea;ﬂ’(lky)

la fonction d’appui (« Stiitzfunction », cf. [9]) de K,. Etablissons d’abord que

s
H(z)=min ||z +201 ald) || = H,(u),

i=1
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ou les ¢; parcourent loutes les valeurs telles que ¢;> 0 pour r <<i<s. Cette
formule a €16 suggérée par une remarque de M. F. Riesz sur le travail de
M. Lannér [43], que celui-ci a fait connaitre dans une conférence a 1'Université
de Lund.

Evidemment, siyeKyete;>o0pourr<<i<s,ona

[u +2¢,a“)] Zc,[amy]é u+Zc¢a(U

i=1 =1 i=1

de sorte que H(u) < H,(u).
Chonstssons maintenant ¢;, t << s, de maniére que ¢;> o0 pour r<i s
s
=H,(u) et posons s =u +Zc,-a“). Or,sit<iZr,
i=1

u—l—‘ cialh

1=|

et

|| 3+ taldljjz= |z |2+ 2t[alllz] + 2 || 2 ||2
uel que soit ¢; il en résulte que
quel q ’ q

alllz =o, 1LiZLr.

De fagon analogue,.on démontre que

alz > o, r<i<s.

Le poini z est donc dans K, et €K,. Par conséquent, on a

2
=1l

uz < H(u)llz|.
Mais

u—+ tz ciall)

i=1

o

=flu+t(z—u) x|z P+2(t —1)a(z —u)+ (-1 || 2 — u|2x || 5|2

pour £ > 0. On déduit que (5 —u)= o, ou ce qui est équivalent,
uz=|z|?2
d’ou
Hy(u) = 3| < H(n),
ce qui achéve la démonstration de notre formule.

Considérons maintenant le point y de K, le plus prés du point z. Or, quel que
soit Y dans K,, on a

”z—tY—(l—t)y”’;”x-.—y“’ pour o<Lt<LI.
Par le méme raisonnement nous obtenons

(2—=y)Y<(z—y)y;
donc
H(z—y)=(z—y)y.
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Nous avons démontré plus haut qu’il existe des constantes ¢; telles que ¢;> 0

pour r <i<s,

R YT T,

i=1

et
w=x—y +2c,a“‘)el(.
i=1
11 en résulte que
s 3
r(x—y)=aw —Zci[a“‘)z] Z||lw]|l + 52 lei]
i=1 i=1
s

S

i=1

<liwli+ e llwil+te(lwll +llz—x i)

zH(@—y)+2ee|le—yll<y(z—y)+2vtellz—y |,

d’odI'on déduit aussitét I'inégalité cherchée. Nous avons utilisé ici le fait évident
que H(u) < | u|| pour tous les u.

La grandeur 7 posséde une interprétation Lrés simple. Un trongon dans E,
a n—r dimensions avec k faces & n—r —1 dimensions peut étre représenté
d’une maniére essentiellement unique comme Iintersection de r hyperplans
et k demi-espaces, et le nombre s =r + k des équations et inégalités dans une
telle représentation « normalisée » de K est minimal. Si 7= o, alors la représen-
tation (5) de K n’est pas normalisée, et réciproquement, de sorte que la gran-
deur 7 est une mesure de la « normalité » de cette représentation de K (cf.

Reidemeister [52], Weyl [T1]).
Lemme 4. — Supposons que le trongon défini par les conditions

l =alllg = b Ll L
(8) { i(z)=alllz 1 1£iLr,

li(z)=allz> b, r<iLs,

n’est pas vide, que (ly, ..., ;) estc. r., et que

[| @) |2+ b =1, 1ZLiLs.
Soit
s 2 s 2
1'2=min|: Zc,a“) +<2c,b,\’ ]
1=1 1=1 /

ou les ¢; parcourent toutes les valeurs telles que

¢i> o0, r<i<s,

s
et
=1
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et c;="0 avec n exceptions au plus, et soit 0 = 2¢e <. Si

(9)

[li(z)—b:| <e, 1Zizr
l(z)—b; >—¢, r<ics,

alors il y a un point y dans K tel que

2e(1+[|af)

— vl
he < 20202

Démonstration — Dans E,.,, soit A= (a,0, ..., @), —&;), 1LiLs

et X=R"* (24, ..., Za, 1), 0u R*=1+||2|?. Soit ¢ un ensemble de n entiers
dans lintervalle 1 < i < 5. En vertu de (g9), on a

|AGX |

IN

Il résulte donc du lemme 3 qu'il existe un point Y, tel que

ADYg=o, 1£LiLr (i€o),
ADYs> o, r<iLs (ieq),
et ’

, 2€
IIX—YG||é'E'

Posons Yo= (¥4, + -y Ynt1)y 3= (15 + - 5 ¥n), Alors

! Rtz ||* R
s — Rz [P+ [ya— R 22 oo
d’ou
IRyn—1< X <1,
et
2€
'(R}’n—m)’_‘——-llér_ze.
Posons
_ ¥4
Yo Yn+1
Alors .
W(ys)=bi, 1ZLigr (ieo),
W(ye)> by, r<igs  (ieo),
et
R-tz —z
le—yalléﬂ-——-ﬂ+||x|[.|l_myw)—.l
Yn+1
e lZN
= T—2¢ '

Choisissons un point u de K et supposons que S; est I'intersection de I';**™° hyper-
plan ou demi-espace dans (8) avec la sphére de rayon ||u — || + ¢, et centre u.
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Ces spheéres S; et la sphére S,.4 de rayon & et centre z forment un systéme
de s + 1 corps convexes dans E,, tel que tout sous-ensemble de n -1 de ceux-ci
a une intersection non vide, contenant y, ou u selon que la sphére S,,, y est
<omprise ou non. Notre conclusion résulte maintenant du théoréme de Helly [36].

Cororraike 4a. — Soit K(¢) le trongon défini par

(10)

Uiz, t) = by(t), 1Zi<r,
Uz, )= by(2), r<igs,

ou li(z, t) =Z aij(t)zj, 1ZLi =s, et les fonctions ai;j(t) et bi(t) sont définies
j=1 )
-dans un voisinage U de t = o et continues pour t = o. Supposons que (I, ..., ;)
est c. r. pourt=o, que K(t) n'est pas vide pour t €U, et que P €K (o).
Alors il existe une fonction P(t), définie dans un voisinage U, de t = o,
telle que P(8) €K (t) pour teU, etlimP(¢t)=P(0) =P.
>0

Démonstration. — On peut supposer gque

n

Zaij(t)‘-’+b,(t)==x, 11 L s.

j=1

Posons a¥(t) =[ai(t), ..., ain()]. En'vertu de la continuité des a;; et b;, le
systéme (I, ..., L) est'c. r. et la grandeur 7(¢) est bornée inférieurement,
7(¢)> h > o, dans un voisinage de t =o. Or, pour 1 L i< 7, on a

[L(P, t) — b, ()| = |[al®)(¢) — ali)(0)]P + by(0) — by(2) |
Z || a? () —all () |[.[| P+ [bi(8) — bi(o) | = e(t) < g,
et, de pareille maniére,
1P, ) — b)) S —e(t) > —

pour rr << i < s, et pour ¢ dans un voisinage U, de £ = 0.1l y a donc un point P(¢)
dans K () tel que

\ 1+ || P
[|P(e)—P| é“(’)',%;(‘ll‘)
pour
teU,, o &(t)= max g(?).
1<I<s
Cororraire 4 b. — Si, dans le corollaire 4 a, le point P est un sommet

de K (o) et K(t) est un polyedre pour t €U, alors on peut choisir pour P(t)
un sommet de K (t).

Démonstration. — Supposons que le nombre de dimensions de K (o) est égal
a k. Donc, il en est de méme pour le cone des normales a P dans I’enveloppe
linéaire de K (o). Par conséquent, il existe un vecteur A dans l'intérieur de ce
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coéne qui n’est perpendiculaire a aucune aréte de K(¢) pour ¢ dans un voisinage U,
suffisamment petit de ¢ =o0. Alors la fonction f(x) =1z atleint son maximum
sur K(¢) en un sommet unique P(¢) et P(0) = P. Vu le corollaire, il existe une
fonction Q(¢) telle que Q(t)eK(¢) pour teU et imQ(¢)=Q(0o)=P. Ona
donc o

lim inf/[P(0)] = lim /[Q(8)] = f(P).
>0 >0

1l s’ensuit que le seul point d’accumulation de P(¢)lorsque ¢ tend vers zéro est P.

Si P est un sommet du polyédre défini par (10), nous définissons son étiquette
comme l'ensemble des entiers ¢ pour lesquels (P, ¢) > b;(¢). Le sommet
d’étiquette o sera désigné par P,. Remarquons que le nombre d’entiers cons-
tituant'c est au plus s — n. Si o, et o, sont des sous-ensembles de {1, ..., s}, si
le nombre d’entiers constituant ¢, Ua, est au plus s —n, si (4, ..., L) estc. 1.y
et si les sommets P, et Pg, existent, alors ils doivent coincider et oy =0,

Tutorime 5, — Soit K(¢) un polyédre convexe défini par (10), et soit
EHED RIGE
i=1

ou les fonctions a;j(t), bi(t) et ;(t) sont continues dans Uintervalle o <t <1,
et le systéme (L, ..., I, f) est c. r. dans cet intervalle. Soit P(t) le point
de K(t) o f(=, t) atteint son mazximum- et soit a(t) son étiquette. Alors
P(¢) est continu et o(t) est semi-continu inférieurement dans l'intervalle.
| Cest-a-dire que si 0o <t <1, il y a un voisinage U de t tel que o(t) co(ty)
pour t, €U.]

Démonstration. — Par le corollaire 2a, nous savons déja que le maximum
de f sur K(¢) est atteint en un sommet P(¢) uniquement déterminé. Soit
0 Lt L1, ty—t,. Nous allons montrer que P(&)— P(¢). Puisqu’il n’y a qu’un
nombre fini de possibilités pour 'ensemble ¢(#), on peut supposer, sans res-
triction de généralité, que I'dtiquette o (&) = ne dépend pas de k. Choisissons

n eutiers iy, ..., i, de l'intervalle qui n’appartiennent pas a I’ensemble o.
Le point Q(¢) défini par les équations
L (z, t) =0y (2), 1£Lv£Ln,

est uniquement déterminé et est une fonction continue de ¢ par suite de I'hypo-
theése de la régularité compléte, et Q(¢) =P (&) (k=1, 2, ...). Le point P(#)
tend donc vers Q(¢,). Mais il existe, vu le lemme 4a, une fonction R(¢) définie
dans un voisinage U de ¢, telle que R(z) e K(¢) pour teU et

lim R(¢) = R(%)= P(t).
>l

Aussitot que k dépasse une certaine valeur ;€ U, on a

FIR(0), 8] <SP (), 1],
d’ou
SI[P(20), 8] < f[Q(%), ta].

BULL. 80C. MATH. — T, 79. FASC. I-IV. 2
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Puisque le maximum de f(z, ¢,) sur K(¢) est atteint au seul point P(¢,), il
s’ensuil que P(¢0) = Q(¢) ==1limP(z), ce qui est la conclusion désirée. 1l en
k>

cst de méme pour une suite de nombres ¢ tendant vers ¢, d’'une maniére quel-
conque, parce que ce résultat s’applique a chacune des sous-suites, en nombre
fini, correspondant a des valeurs constantes de 'étiquette o(¢;). Le théoréme
s’ensuil maintenant par un raisonnement trivial.

CoroLLawe Ba. — Sous les hypothéses du théoréme B, si (o) =0 et si P5(t)
existe et se trouve dans K(¢t) pour o Lt <1, alors o(t) =0 et P(t) =Py(¢t)
pour o =t 1.

Démonstration. — Soil t, la borne inférieure des valeurs de ¢, s'il en existe,
telles que P(¢) 3£ Py(¢). Si ty<<1, il y a un h >0 tel que o(¢,)co(t) pour
lt—ty| <<h,0LtZ1. Puisque Pg(t)=P(t) pour o < tLty, alors Py(t,) =P(to)
¢t o(ty) = o. Mais en vertu des remarques ci-dessus, si ¢ Co (), alors

Ps(t) = Po((t) = P(2),

ct alors ¢ = o (¢) aussi pour £, < t < t,+ h, ce qui contredit la définition de ¢,.
Cela montre que si les hyperplans et demi-espaces qui définissent K et la fonc-
tion f dont le maximum est recherché varient contindment de fagon que le sys-
téme reste complétement régulier et le point P, reste dans K, alors 'étiquette du
sommet ou le maximum est atteint reste constante. Ce principe de déformation
est fondamental dans la suite.
Il sera utile de considérer quelques exemples simples. Soit n = 2, et prenons

al) = (sinb, cosh),
alt) = (sin0, —cosb), 0<0< 7,

z=(—1,0).

Alors
allx = a?)xr =—sinl =—¢
et
= min |[cialtl+ ¢c;al® |
=1
& s 20

= min /sin?0 + (1— 2¢;)* cos?6 = sin 6.’
0<e <1

Le point du secteur angulaire K (0) défini par

11(}’, 0)= u“)}’.é o,
bL(y, 8)=aly>o,

qui est le plus proche de z est 'origine. On a donc dans le lemme 3, y =o et

c=1=|l@—y||, ce qui montre qu’au facteur numérique 2 prés, la conclusion

ne peut pas élre améliorée.
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Concernant le corollaire 4@, nous voyons que z€K (o), mais que z ne se

trouve proche d’aucun point de K () pour o << 0 < E Bien entendu, (I, l,)n’est
pas complétement régulier pour 0 = o.
Considérons maintenant le polygone K (¢) défini par

li(z, t)=x21—22:> 0,

Iz, t) =21+ 22> 0,

Uz, t)=— x4+ 22— 1,
[ 1
5 ;b o <{t.= 5
2Zy— X2 3
L(z, t)=1{ (4—4t)z1+ (8t —5)z, (éb;(t)= 0, ;:/,té7a
X1+ Xz 3 ; '
t— Zy 3 ZtL,
et posons f(#, t) =—x, pour 0 = (1. Alors le point P(¢) ou la fonction f
atteint son maximum sur K(¢) est
2/1 1/1 1
(-0 2(-9] ozect
P(t)= PO
()" (0;0)1 2'_: _Z’
2 3\ 1 3 3
Gl=2)s(=0)] g=e=
L’étiquette du sommet P (¢) est
1
{1,3}, 0Lt L 3!
‘1 3
= (3} 1 2
o(2)= 3 sE= D
. 3
{2,3}, R =t<1
La variation de o(¢) provient de ce que Py, ;) n’existe pas pour %é t < g
4

II. — Systémes Tchebyscheffiens et Cartésiens de fonctions.

Soit ¢z, 0 < n <N, unensemble deN + 1 fonctions linéairement indépendantes
sur Pintervalle (1) I = (o, a). Nous étudicrons les combinaisons linéaires

N
P(x) =Z anon(x)

n=0

(') Nous nous servons des notations (&, &) pour l'intervalle ouvert a < z < b, (a, 6] pour l'inter-
valle demi-ouvert & gauche a<<z <L¥b, .... .
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aux coefficients non négatifs. Une telle fonction sera appelée ¢-ndme. L’ensemble
de ces fonctions est en correspondance biunivoque avec les points du premier
« quadrant » de Ey,,. Soit 6,(P) =a,, 0 <n <N,et L(P,z)=P(z) pourzel.
Ces fonctions 8, et L(P, z) sont des fonctions lindaires sur Ey,,. Notre premiére
tiche est de déterminer les conditions pour que le systéme [3y, ..., oy, L(P, z1),
..., L(P, z)] soit complétement régulier sur Ey,.

Tatorime 6. — Pour que le systeme 3, .. , oy, L(P, 24), ..., L(P, x;)] soit
c. r., il faut et il suffit que pour 1 Zr <=k aucune combinaison linéaire de r
des fonctions ¢, ..., ¢y ne s’annule en plus de r — 1 des points z,, ..., x
sans qu'elle sannule identiquement.

CoroLLAtre 6a. — Pour que le systeme (3o, ..., 0y, L(P, z,), ..., L(P, z)]
soit ¢. r. pour chaque choiz de k(<N + 1) points distincts de intervalle I,
il fapt et il suffit qu’aucune combinaison linéaire de r des fonctions ¢,, ..., ¢y
n’ait plus de r — 1 zéros dans [ sans qu’clle s'annule identiquement.

Ces propositions sont des conséquences immédiates de (3).

Le systéme go, ..., ¢y est appelé T'chebyscheffien (systéme T) sur I si aucune
combinaison linéaire de ces fonctions n’admet plus de N zéros dans I, sans que
tous les coefficients sont nuls a la fois. Le systéme estappelé complétement T'che-
byscheffien (c.T.) si chaque sous-systéme est Tchebyscheffien. La suite { ¢o, ...,
¢n}, ou les fonctions sont rangées dans cet ordre déterminé, est appelée carté-
sienne (systéme D) sur Isi le nombre de zéros d’une combinaison linéaire quel-

N.

conque, Ea,, @n, ne dépasse pas le nombre des varialions des signes de ses

n=0
coefficients. Un systéme D sur I est évidemment complétement Tchebyscheffien.
Le corollaire 6a dit qu’il est nécessaire et suffisant que le systéme (qo, ..., 9x)

soit ¢. T. pour que le systéme [, ..., dy, L(P, z1), ..., L(P, )] soit c. r.,
quel gue soit ensemble d’au plus N + 1 points zy, ..., 24 dans 1.

Tutorime 7. — Le systéme (g, - - -, ¢x) est un systéme T sur 1 si, et seule-
ment si le déterminant

Doty «oy N(@oy ..., 2N) = dét[p;(2)] # o,
quels que soient les N+ 1 points dustincts, z,, ..., zy, dans I (Bernstein [7]).
CoroLLAIRE Ta. — Pour que le systéme (9o, - . ., ¢x)soit c.T. sur 1, il faut et

il suffit que le déterminant
Dy tp(Z1y ooy ) = dé!.[q),r(.r.‘)] #o,

quel que soit Pensemble de k (é N 1) pointsdans1et de k fonctions distinctes
Pus -+ -1 9y, Arbitrairement choisies du systeme.

Le déterminant D, ., (21, ..., Zx) a un signe constant ¢, , pour

ol <. .. <z < a.
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CororLare Tb. — Pour que la suite { g, ..., oy} soit cartésienne sur1, il
Jaut et il suffit quee, (0 ZLiy<<...<i<<N) ne dépende que dek.

En effet, si
k£N,oLi) <. .. <imLN, o< <. . <o <

alors
k+1

Dipocate @1y -y @k @)= P (= DDt i (5 <o @) 91,(2)

i=1

s’annule enzy, ..., zx, de sorte qu’il y a k variations des signes des coefficients.
On en conclut donc que e, , , , . doitétre indépendant de j.

’ seeesli g g iy
La démonstration dc la réciproque est aussi trés simple.

Tatortme 8. — Si les fonctions o, ..., ¢y sont de la classe CY dans 1, alors
une condition suffisante pour que le systéme (,, ..., oy) soit c. T. sur I est
que les wronskiens W (¢, ..., ¢,), pour o L1, <<...<iy<N, ne s’arnnulent
pas dans 1. Si les zéros des combinaisons linéaires des fonctions ¢, sont comp-
tés selon leurs multiplicités, alors cette condition est aussi nécessaire.

CorovrrLaire 8a. — Sous les mémes hypotheses, une condition suffisante pour
que le systeme soit cartésien sur 1 est que le signe de W (9, ....¢,), pour
0L <...<i«N, ne dépend que de k. Si les zéros sont comptés selon leurs
multiplicités, cette condition est aussi nécessaire.

Le corollaire 8a est essentiellement contenu dans les probléemes 87 et 90 (P6lya-
Szego [51], vol. IL, p. 52-53). On démontre le théoréme 8 de la méme maniére.
Sil’on ne compte que des zéros distincts, alors les wronskiens ne peuvent jamais
changer de signe, mais il est possible qu’ils s’annulent. (Bien entendu, ils ne
peuvent pas s’annuler identiquement, parce que les fonctions ¢, ..., ysont linéai-
rement indépendantes. ) Par exemple, soit go=1, gy=2+2*, I=(—1, +1).
Alors (9o, ¢1) est ¢. T. sur I, mais W (¢, ¢1) = 32* s’annule a zéro.

Tatorime 9. — Soit 9, (z, t), o< n LN, continue sur 1< S, ot S est un
espace topologique avec une base dénombrable de voisinages; soit[ 9o (z, t,), ..\,
on(z, ty)] un systtme c. T. sur 1, quels que soient les points ¢, ...,
ty€S, et soit pn, 0 Zn <N, une mesure sur S telle que o < pn (S) <<oo. Si

Yn(x) =fq;,.(x, t) dpn('t), alors (Yo, ..., $y) est-aussi c. T. sur 1.
S
Démonstration. — Evidemment, si 0 £ iy <...< k<N, et zy, ..., x4 sont

des points distincts de I, alors on a

_Puisque D, ., (¢) (@4, - .., z«) est continu et différent de zéro sur S, il ne
change pas de signe. Il y a un point ¢, dans S tel que pour chaque voisinage U de
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t, la mesure p, (U) > 0. En effet, s’il n’en était pas ainsi, chaque point aurait un
voisinage dont la p,-mesure est égale a zéro. Il y aurait donc un ensemble dénom-
brable de voisinages { U, | tels que

S=DUn e  p(Unr)=o0

pour tout r, et par conséquent
P-n(s) éz F-n( Un,r) = 0.
Soit U, un voisinage de ¢, tel que |D, ., (¢) (&1, ..., Zx)|> A > 0 pour tous
les points de Uy ><. .. >< Uy. Alors
[Dicosu($)(@1; ooy @) [ > 2ppi(Ur) -y (Ui) > 0.

D’une manié¢re semblable on peut démontrer le

CoroLraire 9 a. — Sous les mémes hypothéses, si {go(2z, ty), - .., ox (2, ty)}
est un systéme D sur 1, quels que solent les points ¢y, ..., ty dans S, alors
{$oy - .., Iy} est aussi un systeme D sur 1.

Tutorkme 10. — Si (9o, ..., 0y) est ¢. T. sur |0, ©) et 9, €Ly(0, ) pour

oLn<N, et si F,(z) :fcp,.(t) extdt, alors (Fo, ..., Fy) est aussi ¢. T.

sur [o, ).

C’est une conséquence immédiate du probléeme 80 (Pdlya-Szegd [51], Vol. I,
p- 50). :

On obtient un pareil résultat si { ¢4, ..., oy} est cartésien.

On trouve quelques exemples importants de systémes D dans Pélya-Szego (op.
cit., p. 52).

Si (9o, ....py)est c. T. sar I, alors aucune des fonctions ¢, ne s’annuledans I,
de sorte que 'on peut supposer que ¢,>> o sur I, sans restriction de généralité.
On voit aussi que ¢ — A9, admet au plus une racine dans I, quel que soit le

nombre réel X, d’ou I'on conclut que %ﬂ
n

est monotone sur I. 1l s’ensuit que I'on
Pn

n—1i

est -une fonction croissante dans I

peut ranger les fonctions 9, de fagon que ;

pour 1= n <N. Un tel systéme scra appel¢ normal (abrégé n. c. T.). Un sys-
téme peut étre normal sans étre cariésien. Par exemple, on peut vérifier sans peine

par le théoréme 8 et son corollaire que si g, =1, g4 = €%, 9, = €22, ¢, = €%/ z, alors

(90, 91, @2, ¢3) estn. ¢. T. sur (0, %) sans y étre cartésien. En effet,

W(go, 31, 92) =2€3%> 0,
3

W(%0, 91, 93) =__1;_:7311.t

(1—4a)
4 t

. ; 1
tandis qu’aucun des autres wronskiens ne s’annule dans (o, Z).
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Soit (9o, -+ -y o) 0. ¢. T. sur [=(o0, al. soit o<y <. .. << a, k<N,
€, £, & des sous-ensembles sans élément commun de {74, ..., 2} tels que
CuluB ={zi, ..., 2k} et €uf o,

etsoientmy, ..., my des constantes positives données. Soit Py { €, £, & ; my, ..., m;!
N

P’ensemble des combinaisons linéaires P — 2 a, ¢. qui satisfont aux conditions

n=0

(11) a,> o, o<n<N,

(12) L(P,z,))=P(x;)=m;, €€,
(13) L(P, z;) < my, z€f,
(14) L(P, z;) > my, z,€®.

SiPePy,zic€uf, ona

i ~Zn 2 N.

(15 0 apL — 0.Zn=
) s ‘?n(z‘t)’

Il y a une correspondance biunivoque entre les fonctions P etles points (a, ...,
ay) de Ey,,. Les conditions (11), (13) et (14) correspondent a un nombre fini
de demi-espaces, tandis que (12) définit un nombre fini d’hyperplans. Les inéga-
lités (15) montrent que I’ensemble qui correspond a Py est borné, de sorte que
Py correspond i un polyédre convexe dans Ey_,, que nous identifierons tout sim-
plement avec Py. Ses sommets sont les points de Py, ou les égalités ont lieu dans
au moins® N+1 de ces conditions, c’est-a-dire qu’ils sont des combinaisons
linéaires dont au plus & coefficients sont différents de zéro. Réciproquement, si
/f = @ =o0, ¢t

k
P(z)= X a,9,(2)
r=1

est ua tel g-néme dans Py, alors P est un sommet de Py. En effet, si

P=)2Q+(1— )R, oA <1, Q, RePy,

N N
Q=2bn‘?n7 R =20n?ln
n=»=0

n=u
alors on a
Lop+(1—R)ep=a, pour n#EJji, ..., Jk
d’ou
bp=c,=o0
pour ces valeurs de n.
Mais D, (x4, ..., 2x) 20, de sorte que Q =R =P en vertu de (12). Nous
avons démontré ainsi le

Tutorime 11. — Chaque sommet. de Py(€, £, &; my, ..., my) est un
g-néme ayant au plus k coefficients di(férents de zéro. Si £ = & = o, alors un
tel 9-nome dans Py est toujours un sommet de Py.
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N
Cororramre 11a. — Si L(P) =ZZ,,0:,. est une fonction linéaire quelconque

n=o
sur By, ,, alors L atteint son maximum sur Pyen un g-néme au moins dont au

plus k coefficients sont différents de zéro. Le 9-néme extrémal est uniquement
déterminé si

CACTD N IR €N
@) o @) |7

Ay l./P

pouro Zj <... <N, 1204, <<... <y £k

CoroLrare 11b. — Si z0€l, 2,2 xi, 1 Zi <k, alors L(P,z,) =P (z,)
atteint son mazximum et son minimum sur Py en des g-némes uniquement
déterminés ayant au plus k coefficients différents de séro.

Si k=1, la fonction extrémale sera de la forme de c¢,. Lorsque € ={=},
cetle fonction extrémale doit étre ‘

P(I)=m,<wn(z))

on (1)

pour une certaine valeur de n, et

max L(P) = m; max (
PEPy

*n )
on(zn)]’
ce qui est, bien entendu, un résultat trivial. ‘
Par exemple, si gn(z) = 2,0 Zn<LN,zy=my=1,0 <z, <1, L(P)=P'(2,),
alors on obtient le résultat suivant :
N

Cororramre 11c. — Si P(z) =Z a,z" est un polynome & coefficients nor
n=o0

négaufs_, alors pour o <<z <<a,ona

P20 (5) 5 o = 2]

a

Siz £ l—‘_lé—’, alors I'égalité n’a lieu que pour le mondome P(z)= cz*+!, mais
si £ = ?i:.s—s’ alors P'égalité a lieu ‘pour un polyn.ome quelconque de la forme

c(Az*+(1—A)z ), 0 LA L1
La méme méthode nous conduil aussi au

N
Conoyumn 11d. — SiP(3) =Z a,z", et

. n=0

[T 1 N '
M, (P, r)={2inf |P(re‘°)|'d0}"= 2|a,,1:r=n}*,

n=0



alors
Mao(P', 1) Z(s+1) rsMa(P, 1),

ous =min[N —1, [I—_'_—r]] s pour oL r <1. L'égalité n’est atteinte que pour
o\ e postd of s . S ) e .

P(z)=cz* si r5£ —» mais pour r= o égalité a lieu pour tous les

polynomes de la forme

P(5) = c(3%cosa + ss+tsina).

Si r =1 c’estI’analogue pour la moyenne quadratique de I'inégalité de Bernstein
(¢f. Bernstein [7], Western [69]).

Ce cas trivial Kk =1 ne montre point la puissance de la méthode.

Pour k=12, £ = @ = o, les sommets de Py sont de la forme

pu(®1) oy(z1) my

eu(z2) 9v(Z2) ma

my Dy (z, 22) + meDyy(z, ) _ u(Z)  9u(x) [
Dyuv(z1, 1) - Dyv(z1, ®2)

(17)  Pu(2)=

Sio<p<v<N, alors Py, e Py(&; m,, m,) si et seulement si

?p(-’ta) > me - ov(Z2)
ou(Z1) = my T 9y(21)

On a l'identité
my ?y.(zl

|
Dy (21, z, 22
ma %‘.(zg) p.lp( 1y ’ )

Dy.v(zl, Zs) Dp.p(zh Zs)

Pw(x)— Puy(z)=

Supposons que D; (@4, 22, 2) > o pour o << O <iy<<iz=ZN,

wipis
o<l < el T3 <L a.
Soit ¢ I’entier défini par la condition

9a(Z2) M ‘?a+1(zx).
va(Z1) T my Pa+1(Z1)

Donc pour z, <<z << ., on'a

Poo+1(2) > Pogia(2)> ... 2 Pon(x),
el
Poy(2) > Pooyy(2) >...> Poy(2) pour o—+1.£v.<N.

I1 en résulte que
Poori(2) > Pyuy(2), oLpLo<vLN,

et I'égalité n’a lieu que si elle a lieu identiquement. De I'identité ci-dessus on
déduit aussi que

Pa,o+l(z.)é Puy(z), ocspLav<LN,

pour z < z; ouz > Z,, avec I'égalité seulement sous les mémes condilions.
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Le méme raisonnement s’applique & une fonction linéaire quelconque telle que
L[Dy., (i, #, 22)] a le méme signe pour toutes les valeurs de y, v et p telles que
oLpLyvpZN.

Tutorime 12. — 87 (95, ...y 9n) estn.c. T. sur o<z <zy<a,siL est
une fonction linéaire telle que LDy, (21, z, 23)] >0 pour oZp<<v<p<LN,
et si Py est Uensemble des g-némes aux coefficients non négatifs tels que

P(zy)=m et P(zy) = m,,

alors
max L(P) = L(Pg0+1),
PEPy

ou g est Uentier défini par

q>0(532)4_ 'Pa'+|(1'2).
9a(@1) = my Po+1(21)

Le 9-néme maximal est uniquement déterminé.

CororLare 12 a. — S (9q, ..., on) est’n.c. T. sur , o<z, < za<< a et si
Dyvp(Z1y @2y 3) >0 pour oLp<v<p<£N, o<z <m<z;<a, alors
pour un g-néme P quelconque auz coefficients non négatifs, on a
P(z1)Dg 6+1(2, 23) + P(22)Dg 611 (21, ‘f)

Do, o+1(21, 22)

rio 2]
selon que z, << z < x, ou non. S'il y a égalité en un point £ z,, z,, on a une
identité.

Si nous posons ¢, (z)=2z""", nous obtenons en faisant M et N tendre vers
Uinfini une inégalité due a Carlson [14], que nous discuterons dans la suite plus
en détail.

Cororrarre 12 b. — Sous les hypothéses du théoréme 12,
min L(P) = L(Pon).
PePy :

CoroLraire 12 ¢. — Sous les hypotheses du corollaire 12 a,

> P(Il)Do N(Z, 22) + P(22)Don(a1, 2)
DoN(zn Z3)

P(z)g

Si nous appliquons ce résultat au cas ¢,(z) = z”, nous obtenons le
N
CoroLratre 12 d. — S P(z) _2 anx™ est un polynome auz coefficients non
n=0
négatifs, alors P(.z"*) est une fonction concave pour z > o0.L mégalzlé obtenue
ainsi ne peut pas étre améliorée.
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On peut aussi démontrer ce résultat directement. Il suffit de montrer que

2 1
—d—zP(zN)éo pour z>o.

Mais on a
1

2 ()= Ferla) — vy (e)

2 —

1
N2z N

et
N

zP"(z)— (N —1)P'(2) =2(n—N)na,,x"—iéo

n=t

pour z>o. Si I’égalité a lieu en un point, alors P =a + 62", et elle vaut
identiquement.

Remarquons que les fonctions extrémales dans les corollaires 12 a et 12 ¢
correspondant a une valeur de z, sont aussi les fonctions extrémales pour d’autres
valeurs de z. Ce phénoméne est assez général, et est une conséquence du principe
de déformation, comme nous le montrerons en détail au chapitre IV.

III. — Les problémes extrémaux dans l'espace ().

Il est naturel de chercher des généralisations des principes du chapitre I aux
espaces 4 un nombre infini de dimensions, afin d’obtenir des résultats analogues
a ceux du chapitre précédent pour des séries et des intégrales. Nos méthodes,
é1ant basées sur la notion de la convexité, sont adaptées a ’'étude des phénoménes
dans les espaces de Banach. Les premiéres applications que nous allons faire
peuvent étre réalisées sans utiliser les techniques de la théorie générale des
espaces de Banach. Comme ces résultats pourraient intéresser ceux qui ne con-
naissent pas cette théorie, nous avons pensé qu'’il serait préférable de pousser ces
applications aussi loin que possible en utilisant des méthodes classiques au lieu
des méthodes plus générales qui sont introduites par la suite. Dans les chapitres V
et VI nous établirons quelques théorémes plus généraux qui contiennent comme
cas spéciaux les faits fondamentaux ulilisés dans ce chapitre-ci.

11 est instructif, quand méme, de se servir de la terminologie de la théorie des
espaces de Banach dans I'étude de ces cas spéciaux, car elle suggére a lesprit des
images géométriques qui nous guident dans ces considérations par 'analogie avec
les espaces a un nombre fini de dimensions; c’est, en effet, par ce chemin que ces
résultats furent découverts.

Nous rappelons d’abord quelques résultats bien connus et quelques définitions
utiles. Des termes définis dans Banach [5] seront utilisés sans autre explication.

Soit E un espace de Banach, et soit E* son espace conjugué. Si f,€E* et 3
est un sous-ensemble fini de la sphére de rayon 1 dans E, et si ¢ > o, alors le
voisinage faible U(f,, 3, ¢) est 'ensemble de tous les éléments f € E* tels que

1 f(2)—fo(z)| <e  pour zef.
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La topolgie faible de E* est celle qui est engendrée par les voisinages faibles. Si
E est séparable, alors cette topologie se confond avec la notion définie par
Banach [5]. Nous désignerons par Ej espace topologique que constitue E* muni
de la topologie faible et nous nous servirons d’expressions telles que « faiblement
continu », « faiblement fermé », et ainsi de suite, pour parler des relations et
notions dans l'espace Ei. Evidemment, pour que f,— f dans Ej, il faut et il suffit
que fa(z) = f(z), quel que soit le point z €E.

Les développements de ce chapitre concernent 'espace (!) des séries absolu-
ment convergentes aux termes réels @ = { @, } avec la norme

[lall =¢2]aul-

n=0

Cet espace est le conjugué de (c,), ’espace de toutes les suites £ =1{%,} qui
tendent vers zéro, avec la norme

HEIl=supi&al-

Cela résulte d’une modification banale de la démonstration donnée dans Banach [5],
p- 65. L'espace conjugué de (1) est (m), celui des suites bornées A = {1,} avec la
norme

121 = sup | %a -

Remarquons que (c¢,) et (I) sont séparables, tandis que (m) ne I’est pas. Nous
désignons par « le « premier quadrant » de (1), c’est-a-dire I'’ensemble de tous les
points @ = { a, } aux coordonnées non négatives.

Pour qu’une suite @™ = {a{™} converge vers a ={a,} dans (¢,); = ({)r, il
faut et il suffit que les normes || @™ || soient bornées et que ai]” — @, pour tout n
(Banach [B], p. 130).

Tutortme 13. — Si A={2,}e(m), et si X, 0 pour tout N> N,, alors

-
i(a) :2 A\.a, est une fonction semi-continue inférieurement sur & par rap-
n=0

port & la topologie faible.

Démeonstration. — Supposons que a™ ={a{/} converge faiblement vers
a={a,}, oi a'™ € a pour tout m. Donc pour N > N, on a

N
2 hnaf™ < A[alm] pour tout m.
n=~0
Alors
N
2 An@n < lim infa[ alm),
my»
n=0
de sorte que
-
R N -
ra)= nan< liminf X[ alm)],
my» =

n=0
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CoroLrame 13 a. — Sid={A,}€(m), et si liminfd, > 0, alors la fonction
n>w

X(a) est semi-continue inférieurement sur & par rapport a (1);.

Démonstration. — Soit X,= min(},, o), A;,= max(},, 0). Alors 2" = {1 } est
une fonction semi-continue inférieurement sur @ relativement a ({);, d’aprés le
théoréme 13. D’ailleurs, ¥=1{X, } € (c,), et est donc une fonction faiblement
continue sur (/). Par conséquent, A=2'+1" est une fonction semi-continue
inférieurement sur X\ par rapport a ({);.

Nous sommes préts maintenant a généraliser les résultats du Chapitre 1.
L’instrument principal est le :

Tutorime 14. — Soient

»

)\“l(a)=27\‘,."‘a” (=1, ..., k),
n=a0
k fonctions linéaires données sur (l), c’est-a-dire 1) e (m) pour 1 Zi < k.
Soit £ lensemble des points a € a tels, que

(18) Miay=c, 12iZh

ot les ¢; sont des constantes données. Si ¥ est borné, alors une condition néces-
saire et suffisante pour que ¥ soit non vide est qu'il contienne un élément a
dont au plus k coodonnées a, sont différentes de zéro.

Démanstration. — Soit
b=1b,) =2 b, 3ine)

s=1

un point de ¥, on 3= {3, | et &, est le symbole-delta de Kronecker, et 4, > o,
s=1, 2, .... Soit r le rang de la matrice [A})]; alors r < k. Sir <k, il yaun
déterminant d’ordre r de [A})] qui n’est pas nul, tandis que tous les déterminants
d’ordre r + 1 s’annulent. Précisément, comme dans le cas des matrices finies, on
trouve que r des vecteurs Al) sont linéairement indépendants sur 'espace S
engendré par les 3\ (s=1, 2, ...) et les autres sont linéairement dépendants
de celles-ci. Si nous ne considérons que les r ‘équations dans (18), qui sont
linéairement indépendantes sur S, et si nous pouvons établir qu’il y a un point a
dans S dont au plus r coordonnées ne s’annulent pas, alors le théoréme est
démontré. On peut numéroter les colonnes de fagon qu’il sutfise de démontrer
I’énoncé suivant :
Soient

A (a) =Z Ma,, —1Zi<k,
n=1
des fonctions linéaires sur (7) telles que

(1
MY L g
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supposons que les équations (18) aient une solution @ ={a,} a coordonnées
positives. Alors elles ont une solution 4 coordonnées non négatives dont & au plus
ne s’annulent pas. )

Soil (pir) la matrice inverse de [A"] (¢, j =1, ..., k) eLsoit a9 = { 4"} une
solution de (18) avec &' > o pour toul n. Soit

k
- .
= : af) a(n), b=al)—a.

n=1
Soit A’ I’ensemble des points B dans A dont les £ premiéres coordonnées
s’annulent, soit
k
K(n:ZH,jxm, 1< iz k,
j=1
et soit

k
al .
c’,=2‘p.ijc,~, 11 <Lk
j=1

Alors sia =2 a, 0" e £, ona

n=1
k
£i(a) =Z 2 @y M0 [2 an s(n)] =c,

s=1 n>k

K)(a) = a;+ KD 2 a3 | =¢, 1zizk,
‘n>k

et 'on en conclut que 3 =2 a,dm e Q' et
n>k
-(19) KO(B) <L ey 1ZLi <Lk

Inversement, si 8 € Q’ satisfait aux conditions (19), et si nous posons

k
(20) o= [ei—KO(B)] 300+,

i=1

alors a appartient a . L'équation établit donc une correspondance biunivoque
entre 'ensemble §' des -éléments de A’ qui satisfont aux conditions (19) et

I'ensemble §. On a, d’ailleurs,
KO{b) = KW [a®W] —a® = c;= ol < o, 1ZiLh
Soit

N
B™ =2a,. 8(n),

k+1
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On a donc
l16—60 =Y an>o,

N+1
d’ou
KO[6M] > K((b), 1=t <L k.

Il s’ensuit qu’a partir d’une valeur Ny de N on a
Koo < ¢, 10 <k

Pour N > N, le point ™ € §”, alors
3
aty =Z(c,~’—K(”[bl"l]) 30 bIN)

i=1

appartient a ¥, et a¥ = o pour n>>N. Soit F 'ensemble des points (ai, ..., ay)

dans.Ey tels que
ap> o, 1£n <N,
k

2)“,:"a,,=c;, 1Zi<k.

i=1
Donc y, est non vide et borné, ce qui entraine le fait qu’il est un polyédre
convexe pour N > N,. D'aprés le corollaire 2a, il contient un point dont au plus &
coordonnées sont différentes de zéro, et par conséquent il en est de méme

pour ¥.

CoroLraire 14 a. — Soient M) et ¢; comme ci-dessus, et soit " l'ensemble
des points a de A tels que

(21)

(AD(a)=c 1 <=1
{ AMi(a) £ ey m <

Si §" est borné, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit non
vide est qu’il contienne un point dont au plus k coordonnées s’annulent.

Démonstration. — Soit a“”e.f”, soit ¢j=Ai[ql0) , 1Z022k, et soit .f.
i =t
I’ensemble des poinls aeq tels que

Mia)=¢], 1L £k

Puisque , c §, cet ensemble est aussi borné et non vide.

La conclusion découle immnédiatement du théoréme 14.

Remarquons que § et " sont des ensembles fermés et convexes dans (1), et
comme des intersections de demi-espaces et d’hyperplans, ils ont des faces
« plates », et ressemblent ainsi a des polyédres convexes dans les espaces a4 un
nombre fini de dimensions.

CoroLratre 14 b. — Chaquc point extréme de $" a au plus k coordonnées
différentes de zéro.
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Soit @ = { @, } un point extréme de 5, et soient a, £ 0 pour n=ny, ..., ng,
ot ny <...< ny, et soit

b =73 apdn #o,

ou la sommation se fait sur les n 3£ ny, ..., n;. Considérons ensemble $ des
points = (T4, - .-, Tis1) dans E;.4 tels que

k
2 28 - g be s,

i=1
Ce sont les points qui satisfont aux conditions
Zi> 0, 1<Li.Zk+1,
. .
ul . o . - .
L;(x) =Zx,->\r/![awj i MNI(B) =cj, 1)< m,
i=1

Lj(x)<cj, m-TjZk

Ceci montre que $ est un trongon et le point (a,, ..., a,, 1) est un sommet
de . Mais 2 un sommet de £ les égalités ont lieu dans au moins & +1 des
conditions ci-dessus, ce qui entraine qu’au moins une coordonnée s’annule. Cette
contradiction conduit au résultat énoncé.

Si 3 est un ensemble fini d’entiers et si E (J) est ’espace engendré par les 619
pour [ €3, alors AY), 1< jk, se réduit a une fonction linéaire ordinaire
lorsqu’on restreint le vecteur sur lequel elle opére a I'espace E(J) qui a un
nombre fini de dimensions. Nous dirons que le systéme {1, ... AR} est
complétement régulier si, quel que soit I'ensemble fini J d’entiers, les fonc-
tions 310, 7€ 3, et 1)) forment un systéme complétement régulier sur E(3). Ceci
st équivalent a la condition algébrique

MW

r

(22) R
) A
4O g
pour un choix arbitraire des indices avec 1 L6y <... <irZk,0 £ <...<n..

Cororraire 14 ¢c. — Si le systeme (A1), ..., A0} est c.,r., alors chaque
élément de & dont au plus k coordonnées s'annulent est un point extréme

de §.

Ceci se déduit par le méme raisonnement que celui de la page 29, en utilisant
les conditions (22).

Cororrare 14d. — Chaque point extréme de §y est un point extréme de 8,
ot $y, est Uensemble des points a = {a,} dans 5" tels que a,= o pour n>N.
Si 5" est borné, alors une condition nécessaire et suffisante pour qu’il ne soit
pas vide est qu'il contienne un point extréme.
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Démonstration. — Si a est un point extréme de £y el sib etc sont dans §", et
sia=1thb-+ (1—t)c, ouo0<<t<{1,alorsona

@y = thy,+ (1—t)cp, b, =0, ¢, =0 pour tout s,

el puisque «, = o pour » >N, on a aussi b,=c¢,= o pour n > \, de sorte que b.
ce€ £ Mais par Ihypothése, a est un point extréme de ¥%, d’ou il suit que
b = ¢ = a. Dans le cours de la démonstration du théoréme 14 nous avons montré
que ¥y n'est pas vide pour N assez grand, et §" conticnt donc des points
extrémes.

Si M e(e,), 120 Lk, alors " est réguliérement convexe, et ce corollaire
est une conséquence d’un théoréme de Krein et Milman [41] (¢f. aussi Yosida et
Fukamiya [74]). L'ensemble 4" n’est pourtant pas réguliérement convexe en
général, de sorte que leurs méthodes ne s’appliquent pas ici.

CoroLLARe lde. — On peut omettre I'hypothése que § soit borné dans le
théoréme 14 et que §" le soit dans les corollaires lh a et 1 d.

Démonstration. — Supposons que F" n'est pas vide, et soit «(") € ¥’. Posons

.
< N f '
M) = Wan,  crn= @ L+

n=0

soit @ 'ensemble des ¢léments a de §” satisfaisant a la condition

(23) ANEH (@) 2 cpat.

et soit @' I'ensemble des éléments a de £ satisfaisant a I'équation

(249) k(@) = ep—1,

de sorte que at?' € @ c @. L'ensemble @ est borné ¢t @' n’est pas vide, ce (qui
entraine que @y, n’est pas vide pour N assez grand. Le minimum de 7!#+1 sur le

polyédre convexe @(N) est atteint a un point b, ou les égalités ont lieu dans au
moins N 4+ 1 des conditions

bux>o, 0.in I\,

(25) wMi(b)y=c¢, 1. .. {.Zm,
M(b). Tey mo i k.
Puisqne %;N, n’est pas vide, il s’ensuit que 2411 (b) -~ ¢/ .y — 1 < ¢ 4. Alors, au
moins N—+1— % des b, s’annulent. Remarquons que & est, en eflet, un point
extréme de . Car si
l)=/A+(l—I)B, A, Bef. o 1,
on a
WhH1(b) = e+ (A ) 4 (1 — £)Nik+1(B),

etA, Be §jy. Si Ae fiy— @y, alors MA+O(AY > ¢4,4, landis que si Be QB(,. ,

BULL. 80C. MATH. — T. 79. FASC. I-IV. 3
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on a 7.tA+1:(B) = h4+1:(b). Il en résulte que si A € £y, — @y, on a
O (A ) 4 (1— £) WEFD(B)  tepys+ (1— £) MEF1(D) = A+ 1(B),

Par conséquent, A, B€ @y, de sorte que A=B =b.
Cette remarque pourrait avoir quelque intérét, parce qu’en général, un ensemble
fermé et convexe ne contient pas des points extrémes s’il n’est pas borné.

Corovrae 14 . — Si la fonction linéaire A € (m) atteint sa borne supée-
rieure sur £', alors elle Uatteint en un point extréme de £'.

Démonstration. — Soit max1(a) =c, et soit @ I'ensemble des points a € £"
ag s

tels que A(a) == c¢. D’aprés le corollaire l4e, si @ n’est pas vide, il conlient un
point extréme. Le raisonnement du théoréme 1 montre que chaque point extréme
de & est aussi un point extréme de £".

CororLAre 14 g. — 8¢ §" est non vide et borné, alors il est U'enveloppe
convexe de U'ensemble S de ses points extrémes, ceci veut dire qu’il est le plus
petit ensemble fermé et convexe qui contient S.

Démonstration. — Considérons d’abord ’ensemble #. Soit e € #. Dans la
démonstration du théoréme 14, nous avons construit une suite d’éléments a™ tels
que

aN e £y pour N > N,
et
& k
z[c,_ KO(b)] o+ b _2[0,_. K0 (50))] 84 — b

i=1 i=1

B ‘
2 | 1+2|; Km;] b — b || > 0.

i=1

la—a® =

I s’ensuit que a™ tend vers a.
Nous revenons maintenant au cas général de I'ensemble £”. Soit @ un point
arbitraire de £, et soit @ I'ensemble des points b de a tels que

Wi(b) =1i(a), 1£Li<Lk,

HesD(B) =Y b= Ab+1)(a).

n=:0

Alors la remarque ci-dessus montre P'existence d’une suite a™ e Gy c £y telle
que |a™—ajl ~o.

Mais £ est un polyédre convexe, et est donc 'enveloppe convexe de 'ensemble
de ses points extrémes (Bonnesen-Fenchel [9], p. 15). En vertu du corollaire 14 d,
chaque point extréme de £y appartient a S, de sorte que a est un point d’accu-



mulation des points ™ dans I'enveloppe convexe de S, ce qui est la conclusion
désirée.

CororLatve 14 h. — Si §" est non vide et borné, alors la borne supéricure
d’une fonction linéaire A € (m) sur §" coincide avec sa borne supérieure sur S.
U'ensemble des points extrémes de §'.

Nous cherchons maintenant des conditions suffisantes pour que la borne supé-
rieure de A sur £ soit effectivement atteinte. Dans le cas d’un espace a un
nombre fini de dimensions, cetle queslion est triviale, parce qu’un ensemble
borné et fermé y est compact. Dans le cas général d'un espace de Banach, il n'y a
pas de propriété analogue et simple; mais dans U'espace conjugué d’un espace de
Banach, tout ensemble borné et faiblement fermé est faiblement compact (voir
Banach [3], p. 123). (Pour certains espaces c’est un théoréme classique de
Helly [33].) On peut oblenir ainsi des théorémes sur I'existence des solutions de
problémes extrémaux dans U'espace (), le conjugué de (¢,), tandis qu’il serait
assez difficile d’obtenir de pareils résultats pour un espace comme (c,).

Notons le résultat de Banach [5], p. 131, qu’'une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’une fonction linéaire A€ (m) soit faiblement continue sur (/) est

que % € (cy), c'esl-a-dire que limd,=o. Le théoréme 13 et son corollaire sont
n> o

aussi utiles dans Pétude de ces problémes.
p

Tutorkvme 15. — Soit £ borné et non vide. Soit MV € (c,) pour 1 -—i-<m,
soit 1\ semi-continue inférieurement sur A relatif & la topologie faible
pour m < i =k, et soit } semi-continue supérieurement sur X par rapport &
la topologie faible. Alors ) atteint son maximum sur £ en un point extréme,
auw moins.

Démonstration. — Les hypothéses entrainent que " est faiblement compact,
de sorte qu'un théoréme classique montre que 2 atteint son maximum sur £*. Alors
elle l'atteint sur S, vu le corollaire-14 /.

CororLratre |3 a. — Si £ est non vide, si W& € (¢) pour 1. i . m, si M
est semi-continue inférieurement sur X par rapport & la topologie faible
pour m<<iZk. 1.=1i1,}€(m), et si \y2xh >>o0 pour tout n, alors A atteint

son minimum sur ¥ & un point extréme de $'", au moins.

Démonstration. — Soil al” € £, ci.y=2r(a'")+1. Soil & I'ensemble des
points a € £ tels que

ra)<Z era.

Siae®,alors { all =2 h~'M(a) =< k™t ¢y, d’ou il suit que @ est borné. D’aprés
le théoréme 13, » est semi-continue inférieurement sur X par rapport a la topo-
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logie faible, de sorte que — A atteint son maximum sur @, vu le théoréme 15. La
fonction } alteint donc son minimum sur @, ce qui est aussi son minimum sur £".
La conclusion découle maintenant du corollaire 14 /.

Le théoréme simple qui suit est parfois utile.

Tatorime 16. — Soit £ (¢) l'ensemble des points a€ A tels que
s Wi (a) = ¢, 120 <L m,

Wi (a) < ey, m i<k,
[ Wh(a)<e.

(26)

Sicle minimum de A sur £"(c¢) est atteint en () et si A% (@) < ¢y, alors il est
atteint en a(® sur £”(¢) pour tout ¢ Ah (a(®)),

Bémonstration. — Si ¢' < ¢', alors £"(¢')c £"(c"); d’ou l'on déduit que
la conclusion est triviale pour ¢ < ¢ On peut donc supposer que ¢ > c;.
Soitae £"(c) — £"(ck), et posons b = ta!”) +(1— t)a, ou

W (a)—cr

t= (@) — B (aor)

est choisi de maniére que A (b) = ¢;. Puisqueo <<t <<1,ona be £'(c), et
M@y = h(b) = th(al) + (1— £)h(a),
et par conséquez{t

A(al)) £ A (a).

Nous obtenons maintenant des généralisations des théorémes 2 et B pour
Pespace ().

Treonkme 17. — S {A0, ..., AR, X est c. r., et si ) atteint son mazimum
sur §”", alors le point ot ce mazximum est atteint est uniquement déterminé.

Démonstration. — Supposons que le maximum de A sur. " est alteint en deux
points distincts, «'" et a(?). Il y a donc un entier v tel que

all # ap.
Soit @(¢ =1, 2), ’ensemble des a € §” tels que
3 (a) = a.

Puisque 2 atteint son maximum sur &;, a savoir en a!l, alors il 'atteint en un
point extréme b9 de @;, vu le corollaire 14 f et ces points, b(1) et b(2!, sont dis-
tincts. D’aprés le corollaire 14 b, on voit de suite qu'il existe un N tel que les
points b'") et b(?) appartiennent ' fy. Mais cet ensemble est un trongon dans Ey_,,
et {810, ..., 8™, X, AKX} y estc.r., de sorte que A atteint son maximum
sur £y en un sommet unique, vu le théoréme 2, ce qui est une contradiction.
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Tutorkme 18. —- Soient M9 (¢) = {210 (L)} et k(L) = {1, (t)| des éléments de
Uespace (m) pour o<t <1, et supposons que les fonctions 2 (¢) et 1.(t)
soient continues dans cet intervalle. Soit c,(t) continue pour o<t<1.
Soit £7(t) l'ensemble des éléments a de A qui satisfont aux conditions

‘ ri(E, a)y= Y WM(t)a,= ci(t), 1=iLm,
(27) ng‘, '

( WL, a) £ ei(t), m < i.Zk.
Faisons aussi Uhypothése que £"(t) est borné et que {A*)(¢), ..., M0(e), A(¢)}
este.r.pouro =t <1. Soitc un ensemble d’éléments 3\ et \V'(t), et soit a'?)(t)
le point ot sont vérifiées les conditions

a(0[alei(2)] 54 o, At alo)(e)] # c;(t),
pour les seuls éléments de a. Nous supposons enfin que a'®(t) est uniquement
déterminé et appartient & §'(t) pour o <t <1, et que le maximum de (o)
sur $§"(0) est atteint au point al®) (o). Alors le mazimum de )(t) sur £'(t)
est atteint en a'®'(t) pour o <t 1.

Démonstration. — D’aprés les corollaires 145 et 14f et le théoréme 17,
I'ensemble ¢ ne contient qu’un nombre fini des éléments &4, Soit N, le plus grand
entier { tel que 1) €c. 1Alors a'%!(¢) € $y(¢t) pour N >Ny, o<t <1. Puisque
le systéme {31, ... 6™, A(¢), ..., A0 (), A(z)}est c. r. pour 0t <1, On
en conclut que le maximum de A(¢) sur £3(¢) est atleint en @'®)(¢) et seulement
en ce point pour 0 < ¢ <1, vu le corollaire 5a. Fixons la valeur de ¢ d’une fagon
quelconque. Si a € §(¢), soit @ I'ensemble des points b € X tels que

MI(t, b)Y = N(t, @), 1ZiZk,
cl
22, b) =% (2, @).
Puisque @ n’est pas vide, il s’ensuit que @y n’est pas vide pour N assez grand.
Soit be @y c Fx(¢). Alors
A2, alo)(2)] < A (2, ) =A(2, @),

d’ou 'on déduit que A(¢) atteint son maximum sur §”(¢) en a'® (¢), et seulement
en ce point, vu le théoréme précédent.

Nous donnons mainlenant un résultat concernant 'existence d’un élément de
Pensemble A qui remplit une infinité de conditions.

Tutorime 19. — Soit { M)} une suite d’éléments de (c,), soit { c;} une suite de

constantes données, et soit ). :Z 3. Soit ¥ U'ensemble des points a€ A tels
n—=o0
que
Mi(a)=¢; pour tout i,
Alors £" est non vide si, et seulement s’il contient un point ow A atteint son
minimum.
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Démonstration. — Supposons que § n’est pas vide, et soil §'# Pensemble des
points qui satisfont aux & premiéres conditions ci-dessus. Alors £ n’est pas
vide, quel que soit k, et contient donc, d’aprés le corollaire 13 @, un élément a'*
ou A atteint son maximum sur 5. Si bl® € £, alors b® € £'* pour tout £, de
sorte que

>(28) K(alk)) Z A(bW) pour tout k.

Or, la suite { «'*' | est bornée, ce qui entraine gu’elle contient une sous-suite fai-
blement convergente vers une limite @'. Puisque toutes les fonctions 24 sont
faiblement continues, il s’ensuit que a’€ % pour lout k et, par consé-
quent, a'€ §. Si b est un poiin quelconque de £, il appartient aussi a £ pour
tout &, de sorte que A(a'*)) < A(b). Mais X est semi-continu inférieurcment par
rapport a Ia topologie faible. On voit donc que A(a') < 1(b), ce qui montre que 7.
atteinl son minimum sur # au point @'

Un ensemble 31 c (m) est appelé total (Banach [B], p- 42), si A(a) = o pour
tout 2 € M entraine que le point @ = o.

Cororrare 19a. — En conservant les notations de la démonstration du
théoréme 19, si la suite {19} est totale, alors § est non vide seulement
lorsque {} (a'")} est bornée, et dans ce cas les points a'X) tendent faiblement
vers l'élément unique de .

Démonstration. — Si § n’est pas vide, alors (28) montre que la suite {1 (a"’)!
est bornée. Soit a ’élément unique de §. Si { al® } n’était pas faiblement conver-
gente vers a, alors il y aurait un élément £ € (c,) tel que {(a!®) ne tendrait pas
vers £(a). Alors nous pourrions choisir une sous-suite des a'® de fagon que £(a!?)
tendrail vers une limite diftérente de £(a), et encore une sous-suite de ceux-la qui
serait faiblement convergente vers une limite . Vula continuité faible de () et ¢,
il s’ensuit que be £ ett(a)2E(b), ce qui est impossible, puisque la suite {39}
est totale. Nous voyons ainsi que a'*) tend faiblement vers a. Inversement,
si{A(a!®)}est bornée. alors {a® } est bornée, et posséde une sous-suite faiblement
convergente. La limite de cetle sous-suite appartient a §, d’aprés le raisonnement
ci-dessus, ct par conséquent la suite entiére { @)} tend faiblement vers ce point,
d’aprés le début de cette démonstration.

IV. — Séries de fonctions appartenant a un systdme Tchebyscheffien ou Cartésien.

Nous donnons maintenant quelques applications de la théorie générale du
chapitre précédent. Soit {9, }(n =0, 1, ...), un systéme T normalisé dans
Pintervalle (o, a], et supposons que pour o <z < a

_ . oa(®)
(27) ety R



39 —
Nous allons considérer des fonctions de la forme
(28) Az)=Za,g.(x)

telles que
Nfil=glan|gn(a)<+ .
La transformation

T(f)=a={an}, ~ = a,9,(a), '

engendre une correspondance biunivoque entre cetle classe de fonctions et
Pespace (). Soit A, =T-!(A) 'ensemble des fonctions (28) aux coefficients non
négatifs. Sio <z, <... <z <L a, et

Wi (@) = V= fla) = )
Mi(2) = M, #1) = f(z0) = 3, T,
alors { M9, .. XM 1 estc. r. On a donc le
Tutorime 20. — Supposons que :
a. lgnfestn.c. T. dans (o, a);
b o< <. << a;
c. €1, ..., Ck sont des constanies données;
d. les ensembles €, £ et & constituent une partition des entiers 1, ..., k;
e. ¥ est l'ensemble des fonctions dans A, telles que

Sf(xi) = e ie@,
(29) c flxi)Le, ief,
[ Fz)me, ic®.

Alors il existe un ¢-nome unique P dans §, dont au plus k coefficients
s’annulent, pour lequel la fonction A(«, a)=f(a) atteint son minimum

sur £.

Sio<zy<a, zeZ zi(i =1, ..., k) ei cxP(a), et £, est I’ensemble des f
dans £ telles que
/(a)éc)

alors il y a un ¢-néme unique Q dans #,, dont au plus &k +1 coefficients ne
s’annulent pas, pour lequel A(a, z,) = f(z,) atteint son maximum sur £,. Il en
est de méme pour le minimum de f(z,) pour f€ £,.

Ceci résulte immédiatement des théoréemes 135 et 17, et des corollaimes 146
et 15a. )

Le ¢o-néme P, dont I'existence et 'unicité sont énoncées dans le théoréme 20,
sera appelé la fonction principale (abrégée f. p.) de £; lorsque nous désirerons
signaler sa dépendance du point @, nous 'appellerons la f. p. de £ au pointa.
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CororLare 20a. — Dans les conditions du théoréme 20, soit 13 l’ensemble
des entiers j dans (1, k) tels que P (z;) = c;, et soit £, ’ensemble des fe A,
telles que

Sz =ci. ie€n®,
(300 f(a;,»)éc,», iefnd.
fl@)>cn  ie®nb.

_Mlors P est aussi la [. p. de £ ..

C’est une conséquence du théoréme 16. On voit ainsi que le nombre des coeffi-
cients non nuls de P ne dépasse pas le nombre d’entiers dans 3.
Le théoréme suivant montre la portée du principe de déformation.

Tutortme 21. — E'n conservant toujours les suppositions et les notations du
théoreme 20 et du corollaire 20a, si

o<y < .. < a ci=Px)(i=1,..., k),
et st §'est U'ensemble des fe X, telles que
./(‘;): ¢y ie€nd,
(30 NACH N iefnd,
f(@))>c.  ie®n®,

alors P est aussi la f. p. de §'au point a.

Démonstration. — Soit z;= min(z;, x;), ¢;=P(x}), 1 £ <L k. Soient

L (. 8) = f(@:), 2=<ik,
L“’(J‘: ) =f[zl+ t(xll,—‘"’“l)]y
L(a. ) =/f(a)
c(t)y=c, 2ZLi<h
cit) =Pl + t(x]—z)].
D’aprés le principe de déformation (le théoréme 18), la fonction P est la f. p.
de £(¢), ensemble des fe A, telles que
Li(a, £) = ci(t), ic€nd,
L) (a, t) < ei(2), iefni,
LiW(o, £) c(2), ie®nB,

pour o = ¢.=Z1. En particulier, P I'est pour t=1, c'est-a-dire que P réalise le
minimum de f(a) sur 'ensemble £ (1) des fe A, telles que

f(®) = ¢, i€€nB—{1],
Sflz) = e, iefnB—{1},
flz) > e ie®nB— {1},
f(z0)§ < pet,

>
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selon que 1 appartient 2 €, £ ou &. Cette derniére condition peut étre omise
si 1 ¢13. Delaméme facon, on montre pas a pas que Pest laf. p. de §”, ensemble
des fe A, telles que

Sf(z) = ¢}, ie€n®,

f(zh) 2, iefnB.

f(®) .  ie®nB.

En appliquant ce procédé d’une maniére symétrique, on arrivera a la conclusion
désirée.

CororLatre 21 a. — Dans les mémes conditions, P est la f. p. de § au point a,
pour < ay < a.

Démonstration. — Soit f, € £, fo(a1) = c,. [l ya doncun y-ndéme f, dont au
plus k + 2 coefficients s’annulent tel que

Si(zi) = fo(x:i), 12202k
Si(a) = fol(a) =,  fi(a) = fo(«).

Soit N, I'indice du dernier coefficient non nul de f;.ou P, et soit #y I’ensemble
des f€ £ tels que a,= o pour n > N. Alors f,, P € £y pour N>N,.
Soient
Lit(a, t) = f(@:), 128 k.
L(a,t) =fla+t(a)—a)].

Alors {Ltt), ..., Ln, L} estL c. r. pour o ¢ 1, et les hypothéses du théo-
réme 12 sont vérifiées. Par conséquent, le minimum de L(x, 1) sur £y est atteint
par la seule fonction P. On a donc

P(ai) Jfi(ar) = co= fo(a),

sauf si fy=P. Mais dans ce cas, f,(a)=/i(a)=P(a), d’ot l'on déduit
que fo=P.

CororrLae 21b. — 8¢ {gn}est n. c. T.sur (o, a) etsio <z <...<wm<la,
et si § est Uensemble des f€ A, telles que

S(zi)=ci, 102k,

"\\

et si P estla f. p. de ¥, alors, quelle que soit la fonction g€ X4, la diffé-
rence g — P n’admet qu'au plus k zéros dans (o, al, sauf si elle s’annule
identiquement.

Démonstration. — Si g — P s’annule aux points z;, 0 < 2 <... <z}, <a,
alors g appartient 4 'ensemble §' des fe A, telles que

f(z})=c;=P(z}), 1.<0.2 k.
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Mais le minimum de f(x}.,) sur § est atteint seulement par la fonction P,
d’aprés le corollaire 21 b, et g ()., ) = P (&}, ,), ce qui entraine que g == P.

ConorLae 21c. — Dans les conditions du corollaire 21 b, P réalise le
minimum de f(z) pour f€ § dans les intervalles (zy, al, (i2y 71—, - - ., €t
le maximum dans les intervalles (Zh-1y ®1)y (Thiesy Tiea), REES

Démonstration. — Soit xy=o0, x;,4=a. Pour k==1, la f. p. de £ est, tout
oy(x)
Fo(r1) ?
quelle que soit fe A,. Supposons que le corollaire est vrai pour A —1, et

posonso<r<rlk,s=k—r.
Soit £’ ensemble des f€ A, telles que

.simplement, ¢, » et énoncé est trivial, car la fonclion ;/— esL croissante,
Yo

(32) f(z)=cy 1.202k (i #s),
(33) (=) [f(zs) —es] >0,

et soit P, la f. p. de £'. Si P,(&,)5£ ¢,, alors Py est la f. p. de 'ensemble £
défini par les conditions (32). Mais nous avons supposé que le corollaire est vrai
pour k — 1, d’on il s’ensuit que P, réalise le minimum de (—1)" /() pour fe £
et 2,y <<z << Z,,1. On en conclut que

(— 1) Py(zs) £ (— 1P (ry) = (—1)ey,

ce qui contredit ’hypothése faite sur Py, a savoir que (—1)"P(u5) > (—1)c..
Par conséquent Py (z,) = c,, de sorte que Py € £, et P(a) < P,(«a). Mais Pe ']
d’ou Py (a) < P(a). Alors P,(a)=P(a), etl'on en déduit que P, =P, d’apres
Punicité de la f. p.

Considérons maintenant ’ensemble £ des fe #” telles que f(a) =P (a), et
soit Q la fonction pour laquelle le maximum de (— 1) f(z;) pour f€ £ est
atteint. On sait, d’apreés le théoréme 20 et le principe de déformation que Q est
un ¢-néme uniquement déterminé, et qu’il réalise le maximum de (— 1) f(x)
sur £ pour z,_y << < Z,,4. On a donc

(—1)ey=(—1)"P(xs) < (—1)"Q(x),

ce qui montre que Q € §'. Il s’ensuit que P(a) = Q(a), etalors P(a)=Q(a).
Mais nous avons montré que P estlaf. p. de £, de sorte que le minimum de f(a)
sur £’ n’est atteint que si f=P. Alors Q = P. Nous appliquons maintenant le
principe de déformation en faisant prendre aux points x,.4, ..., 2%, et a les
positions z,, ..., 4. Le ¢g-néme P réalise donc le maximum de (—1)" f(z)
pour z;_y << x << z, cl f€ £~, ensemble des f€ A, telles que

S@)=e, 1Zi< k
S(@k) £ P(rp) = ey,

et, a fortiori, pour f€ §.
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Nous définissons 'ordre d'un ¢-ndéme I’ comme le nombre maximum de zéros
de f — P lorsque la fonction f parcourt’ensemble X, — { P |, et nous désigncrons
U'ordre de P par o (P). Par le degré d’un 9-néme P nous entendons le plus grand
entier N tel que le coefficient de ¢y dans P est différent de zéro. Nous défi-
nissons wy(P) comme le nombre maximum de zéros de /' — P. Lorsque f parcourt
les o-nomes de degré = N dans A, — ; I’!. Maintenant nous pouvons donner au
corollaire 21 6 la forme suivante :

CororLratre 21d. —~ Dans les conditions du corollaire 216, o(P). f,
St w(P) <k, alors P est la seule fonction de §.

La propriété d’une fonction que son ordre soit au plus A est beaucoup plus
restrictive que celle d’avoir au plus A& coefficients non nuls. On le prouve par le

Tutorime 22. — Si {¢.}, o<n <N est un systtme T dans (o, a] el
N—1
P= 2 a,9n est un g-néme auz coefficients positifs, alors wx(P) = N. En effet,
n=0,

st o<y <...<ay<a, on peut construire un ¢-néme Q aux coefficients
positifs tel que Q — P change de signe lorsque le point z passe par chacune
des valeurs z.

Démonstration. — Posons
N—1
ul
R(a) = D, .., ~x(x1, L N z2) =Dy, xa(x), .. .. xN)@N(’/‘)““‘zcn?n(z),
n=u
et soit Q=P+ tR, ou ¢ est arbitraire si D,, y.(xi, ..., xy)=o0, mais
sgnt =sganD,,  n_.(2i, ..., xy) dans le cas conlraire. Alors, pour des valeurs

assez petites de ¢ les coefficients de Q sont positifs, et Q remplit les conditions de
I’énoncé ci-dessus.

Cororrare 22a. — Si {¢n) est c. T. dans (o, a], et P est un ¢-néme de
degré N dont k coefficients sont non nuls et positifs, alors oy, (P)z A
Sik<N—+4r1, ay(P)> k.

&
Démonstration. — Si P :Ea,-cgnl_, a;>opour1 < j £ k,alors le théoréme 22.
j=1
s’applique au systéme | ¢,, .1. ) Pagy Oxgt fo DA <N +1,ily aun entier <\
tel que n 3£ nj, {éjék. Nous pouvons donc faire la méme construction que
celle. dans la démonstration précédente avec R(z) =D, . . (2, &1, ..., 2.

Si {@a} est cartésien dans (o, a], alors la regle de signe de Descartes nous
donne une borne supérieure pour ordre d’un ¢-néme. La « réciproque » sui-
vante de cetle régle montre que cette borne supérieure est en vérité égale a
Pordre.
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Tukorime 23. — 87 {9, ] est cartésien dans (o, a], et P est un v-nome
dans X4, alors wy(P) est égal au nombre mazitmum de variations des signes
des coefficients de Q — P lorsque Q parcourt les g-némes de degré <N qui
sont contenus dans A,. Si N > degP, alors wy(P) = w(P).

Démonstration. — Soient

” Xyt ky

P=2P‘,. P,= 2 AnPa,

n=0.+1

0l @p> o0 pour a,<n<Lay,+ k, et a,~+ A, < ay,1 pour 1==v < r. Nous ferons
la démonstration dans le cas out N > o, + k.= degP; les modifications exigées
par le cas ou N\ < degP seront évidentes, mais un peu plus compliquées dans
leurs détails.

Soit
ky si o v=1, Ay =—1,
= ky+ L;(—?l dans les autres cas.
,
Alors @ = ) (3, est le nombre maximum de variations des signes des coefficients

v=1

de Q —P pour Qe Ay; méme si Q est resireint aux ¢-némes de degré < N.
On en conclut wy(P) < w(P)<w; notre tiche sera achevée si nous pouvons
trouver un ¢-néme Q € A4 de degré N tel que Q — P posséde w zéros.

Soit 1 la suile qui conticnt I'entier N et les entiers n tels que
(]

ay+ 1+ ky— 8,2 n Zay+ Ky, | R

et soient ny, ..., Ry, N les entiers dans I’ensemble 11 rangés par grandeur crois-
sante. Soit o <y <...<Z,<<a, ou les x; sont des points arbitrairement
choisis dans I'intervalle (o, @), soit

DN,n“,...,m(m, Ly oy Loy)
Ry s 13 ( 1y« o5 Tw)

R(z) =

N
= on(Z) +.. .=Zb,,9,,

n=0

et posons Q =P + ¢R.

Alors Q — P s’annule aux points zy, ..., Zu, et Q € Ay lorsque ¢ est positif et
assez petit. Car si a,+1=n<a,+ k,, le coefficient de ¢, dans Q est égal
dan+thy et a>o0. Si n=N, le coefficient de ¢, est égal a £. Si n=a,, le
signe du coefficient de ¢, est

e

(—=1) "2 =4,

et tous les autres coefficients de Q sont égaux & zéro.
On tire de cette démonstration un peu plus.
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Conorraire 23 a. — 8 P = Zan¢a est un ¢-néme auz coefficients non néga-
N

tifs, et wy(P)=k, et o <z <...-Zaxx<a, alorsil y aun 9-néme Q :2 b

n=o0
dans Ay, avec by> o, tel que Q — P s'annule et change de signe précisément
auz points z,, ..., Ti.

Les propriétés suivantes des g-némes sont souvent utiles.

Tutonkme 24. — Si {ga} est n. c. T dans (0, a] et P est un g-néme dans
A, dordre k, et si £ est Uensemble des fe X, telles que

Slz)=P(a), 1272k,

oo < zy<_...<lxx<< a, alors P réalise, ou le maximum, ou le minimum de
fla) pour fe .

Démonstration. — Supposons que f, € ¥, f, 4 P. Alors f,(a) = P(a). Sup-
posons, pour fixer les idées, que fo(a) > P(a), el choisissons une fonction arbi-
traire f de §. Pour 0 =< ¢ < 1 la fonction ¢f +(1—¢)f, appartienta $ ot, d’aprés
le corollaire 14 .¢, tf+(1—0)fy5#P pour o.=¢<<i. On en déduit que
tf(r+i1—¢)fo(a)ZP(a) pour ot <i1,ettf(a)+ (1—t)fola)>Pla)
pour ¢ = o. Il s’ensuit que f(a) >. P(a), et I'égalité n’a lieu que si /== P.

CoroLLaire 24 a. — Si{gnl est n. c. T dans (0, a]et o<z, < ...< ;<< a.
et si £ est lensemble des fe X, telles que

flx)=ci,- 1£i k.

alors & contient au plus deuz ¢-nomes d’ordre < k. [Si (27) a lieu, alors ¥
en contient au moins un, s'il n’est pas vide).

Cororratre 24 b. — Dans les hypotheses du théoréme 24, si (27) est verifié,
alors P réalise le minimum de f(a) sur £.

Démonstration. — Soit P=2Zangn, ou a,>o0 pour n=ny, ..., n, el
a,= o pour les autres valeurs de n. On a r <k, pai‘ le corollaire 22 «. Sir <</,
et si fy=2b,9, est une fonction dans A, telle que f, — P s’annule exactement
k fois dans U'intervalle (o, @), alors b,>> o pour au moins /g— r valeurs de n dif-
férentes de ny, ..., n,, d’aprés 'hypothése que { .} est complétement tschebys-

f1+P

—— est une fonction dans A, telle qug /,—7P

cheffien. On voit donc que f,:=
posséde précisément A zéros dans (o, a) et dont au moins k coefficients sont
positifs.

Dans tous les cas, il y a donc une fonction f dans A, telle que f — P admet
/ racines dans (o, a) et dont au moins k coefficients sont positifs. Soil f=2b,¢,,
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et soit b, > o pour n =ny, ..., nt. Si N> max(n,, ..., ng) = N,, soit

Doy N (15 - oy Zhy £)

Ven(@r)ox (@) Do @1s ooy 21)

- %
1 O
= ————— (&) + cuon(r)
\/?N(m)?;\-(a)[ e 2‘ ( ]’

n=0

Rn(z) =

ou f'— P s’annule aux points z;, 1 —— i Zheto <<z <...< &< On a main-
tenant ¢, = 0 pour n £ ny, ..., I, et pour n=n;,

Dn.“...//,’ wj ,,H_,n‘.,\'(«bﬁ, R 73]
Do (e ooy k)

leal =

= K“?N(xk)a

ou K est une certaine constante positive. Par conséquent, le module du coefficient

de 9,y dans Ry est
—_%—._".*— =k \/M > 0.
Vox(@r)ex(a) ax(@)

Ceci montre que /' + Ry ed, pour des valeurs assez grandes de ’entier N. On a

aussi
- N, -
. en(@) lenion(a) (@) Cex(xr)
Rl =\/9N<zk)['_§ (@) ]é\/mm—)['—“‘ |

d’ou il résulte que Ry(a) - +o. Puisque Ry(x;) = o0 pour 1 i <k, on a ainsi
construit des fonctions F dans A, telles que

F(z;) = P(x:), JEP 3

et telles que I'(r) est aussi grand qu’on veut.

Conovrratke 24 ¢c. — Dans les hy potheses du corollaire 24 a, si (27) est vérifié,
alors § contient au plus un ¢-néme d'ordre k. Pour que ¥ soit non vide,

il faut et il suffit qu'il contiecnne précisément un o-néme d'ordre 2.
(e g-néme est la f. p. de .

Remarquons que, si Pordre de la f. p.de & est inféricur a 4, alors £ ne

conlient que cette seule fonction.

Tukorime 25. —— S¢ {0, } est cartésien dans (o, a, et si | P, | est une suite
Sfaiblement convergente de p-nomes dans A, (¢f. p. 39). alors

%) ( lim P,,) Zliminfo(P,).
y, ny =

noe

Démonstration. —- Soit P =1limP,, soitw(P) =k, et soito <z, <... << a.
Il'y a donc un 3-néme Q dans A, telle que Q — P change de signe lorsque z
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passe par chaque point z;. Soit 0 < )1 << &1 <y << &a<<...<<yr <& A parlir
d’une certaine valeur de n, on a

sgn[Q(y ) — Pu(y:)l = sgn[Q(¥:) — P (3],

sgn[Q(a) —Py(a)] =sgn[Q(a) —P(a)].

Il s’ensuit que Q — P, admet au moins un zéro dans chacun des intervalles
(¥ir Yisr)s 1220 Zhk—1, et (i, a), ce qui montre que o(P,) > k. On modifiera
facilement cette démonstration si P est une fonction dans A, d’ordre infini.
N
Tukorime 26. — S {¢,.} est cartésien dans (o, a] et si P =Z AnPny Ax> 0,
n==~0

estla f. p. de £, ensemble des f dans X, telles que

Sflx) = ¢y, 121

N

k1

ot o< & <...<xi<_ a,alors § ne contient pas deo-némes de degré inférieur
a N.

Démonstration. — Si ¥ contenait un ¢g-ndme Q de degré << N, alors le nombre
de variations de signe des coefficients de P — Q serait au plus égal a w(P)—1,
ce qui contredirait la supposition que P — Q posséde & zéros dans (o, a).

CoroLratri: 26 a. — Dans les mémes hypotheses, soit $1)) Uensemble des [
dans A, telles que '

fey=er 1=zizk (i#£]))

soit £ Pensemble des ¢ -nomes de degré Zv contenus dans £, et soit m, le
mazimum de (— 1)~/ f(z;) pour fe £). Si £, n'est pas vide, alors

my— < (—1)k~i¢c; < mx.

Démonstration. — 1l est trivial.que (— 1)"~/c; = my. Soit R la f. p. de 1.
Alors, d’aprés le théoréme 26, le degré de R est au plus égal 4 N—1, et par le
corollaire 22 b, le 9-néme R réalise le minimum de (— 1 )¢~/ f(z;) pour f& .
Il s’ensuit que

(=Y (— 1T R(z)).

Si (— 1)k~ ¢j < my_y, soit Q un ¢-nome dans £y, tel que (— 1 )~/ Q(x;)=my_,
Alors, on peut déterminer une valeur de ¢ telle que o<t <Z1ettQ+4(1 —¢)Re £.
ce qui est contraire au théoréme 26.

CororLaire 26 6. — En conservant les notations du corollaire 26 a, on
conclut que le degré de la f. p. de § est le plus petit entier N tel que

(— 1)~/ ej> my.

Le théoréme 26 et ses corollaires sont trés utiles, parce qu’ils nous permettent
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de ramener le probléme i déterminer la f. p. d’'un ensemble § au probléme ana-
logue avec une condition de moins.

Il sera instructif de déterminer la {. p. de 4 explicitement pour des petites
valcurs de k. Nous supposons que le systéme | ¢, | est normalisé et carlésien dans
(0, @] et que 0 <Z &, <...<<.r;<<a, et considérons l'ensemble des fonctions
S e, telles que

i34) ./'(.Ti\:t‘,', LI Py N
Le cas k= ». - Puisque 'ordre de la f. p. de & est au plus égal a 2, alors elle

doit étre de la forme P = a, 9, @y 1901, OO @3> 0, @yiy = 0. Nous trouvons
que

3%) ?n(";‘? s - Tn :~|(-’£2)’
(@) e T sa(an)

condition qui détermine I'entier n, el les coefficients sont déterminés par (34).
Ceci conduit an

Tutoreme 27. — Si feN,, 0 <1, -L 2y Za, el

— f(:L")l),,_,, (2, £a) == f(22) D nan (24, z)’

P(r)
) Dy (@1, @2)

oit n est Uentier déterminé par

Pn(ra) . ./‘(Jv'z) ?n+:(-"«’2)’
() 'f(-’t() Pns1(a1)

alors fix). P(x) dans (z, z.) et f(z) .~ P(x) dans (o, ) et (21, a).
Se Uégalité a lieu pour une valeur de x différente de xy, z,, alors elle a licu

identiquement. Si Uon considére ;’— comme une fonction de ¥, alors la
N

Tn

courbe se trouve au-dessous de la corde dans (24, z,) et au-dessus de la corde
dans les intervalles contigus.

Il ne <'agit. pas d'une propriété de convexité, parce que I'entier  dépend des
pomls xy el xs.

Il est évident que la théorie précédente est valable aussi lorsque {g.} est une
suite qui s’étend dans les deux sens, n =0, ©=1, =2, .... Cette extension se
fait facilement moyennant le théoréme 14, qui raméne les problémes du type
considéré aux problémes analogues pour des sous-systémes finis.

En particulier, si o, (x) =2", n=o0, =1, =2, ..., le théoréme 27 se réduit
i une inégalité de Carlson | 14]. (Cf. aussi Robinson [56].) Il semble que Carlson
ne s’est pas aper¢u que son résultat est contenu dans le travail de Bernstein [8],
sans doute 'parce que Bernstein n’a pas énomncé cette application explicitement.

Si nous considérons ¥y, ensemble des ¢-némes de degré << N contenus dans
£, alors nous Irouvons précisément deux g-ndmes P avec wy(P) < 2. Ce sont les
fonctions indiquées par P, ., et Poya la page 235, ou n est déterminé par (35).
Nous avons déja vu que P, , 4 réalisc le minimum de f(a) pour f€ Fy. lls’ensuit
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que P,y en réalise le maximum. Nous obtenons ainsi une autre démonstration du
corollaire 12 ¢. L'interprétation géométrique est que si f est un 9-ndme de degré

_~ N, alors g— est une fonction concave de 2.
D0 To
Le cas Ak=3. — Un ¢-néme dordre =3 doit étre de la forme

@y 9o+ @nPp—+ AniyPniy. Nous nous servons des notations du théoréme 26 et
ses corollaires. R étant la f. p. de £, on a c;> R(2,) si & n’est pas vide, et
sic,>R(z,), alors la f. p. de & est d’ordre 3, de sorte que >0, a,> o,
(thy1>> 0 et n > 1. Soil my le maximum de f(z,) pour fe £, Alors

c2Dox (@1, #3) — ¢1 Don( 23, wa)’
Don(21, 22)

my = Po,)‘(l‘:x) =
et n est entier déterminé par
my, < C3Z Myya.

Cela démontre le

TheoriME 28, — Si fe i, o<z <z <23 <L @, et

20(Z1) on(®1) @unrr(@1) f(21)
20(22) on(®2) Pnwa(z2) f(22)
So(23) Pu(#3) Pnuwt(@3) Sf(3)
90(Z)  9n(Z)  @pi1(Z) o
Do,zz.r:—i~1(-z't, Xy, Ty)

P(z)=—-
ou n est déteminé par
(36) D(/f; 90, n) (@1, 22, 03) > 0 D(f; 30, $n1) (21, 22, 23),
alors f(x) > P(x) dans (x4, z,) et (z, a], tandis que f(z) <P (z)dans (o, x4)
et (zy, z3). Silon a légalité en un point z différent de z,, ., x., alors on l'a
identiquement.

Cette inégalité peut s’écrire sous la forme

>0 dans (., z2) et (@, «f,

D Tny o N &y, La, L3, T
(g0 #m gt S) (@1, 2y, 2, ) <o dans (0,x,) et (&£, x3).

D’une maniére semblable nous pouvons déterminer explicitement la f. p. de &
pour k = 4 et k =5, mais les conditions analogues a (36) deviennent bientét peu
maniables.

Si ga(z)=a"(n=0,1, 2, ...), alors A4 est la classe des fonctions absolu-
ment monotones dans I'intervalle [0, a]. Nous obtenons ainsi le

CoroLLaine 28 a. — Soit f une fonction absolument monotone dans Uinter-
valle [0, a] et 0o <z < 2s << z,.< a. Posons
o o pntd o
vl ettt f(a)
4 [ ()

AT

p -1
ozt oy

)

P(r)=

1o st

P T

BULL. 80C. MATH. — T. 7Y, FASC. I-IV. i



ot n est déterminé par

) oy [ED @ =t = fl (ot =

it — i+t

Sios) (@t —at) — fla) (a8 — )

Lol —

Alors f(z) > P(z) dans (x4, z,) et (3, a), et f(z)=P(z) dans (o, z,) et
(%2, @3). St Uégalité est valable pour une valeur de x 3£ x,, 74, x,, alors elle
l'est identiquement.

Cet énoncé devient particuliérement simple, siz,, z; et 2, forment une progres-
sion géométrique.

CoroLLatre 28 b. — Soit p >1 ¢t 0 < p*xyZ a, et soit [ absolument mono-
tone dans o, a). Définissons P(z) comme auparavant avec z,=oux.,
L, ==0%zy, et déterminons n par

S T = =

Alors les conclusions du corollaire précédent ont lieu.

Cororraire 28 ¢c. — S¢ f est absolument monotone dans [0, pdx], ot o > 1 et

IS T Re T
alors

[ § 1 S(x)

1o gt f(er)
1o g f(grg) = 0.
{ g gunrn f(odg)

St les valeurs de [(x), f(px) et f(p*x) sont données, cette inégalité déter-
mine la plus petite valeur possible de f(o*x).

Si F est analytique dans | 5' < @, alors la moyenne quadratique

2R _}
Ma(rr= (%f |F (reth) Iz[m)

posséde la propriéié que M.(r)* est une fonction absolument monotone de 1
pouro<r* Za* Le théoréme 27 nous donne le meilleur théoréme possible de
trois cercles, et les corollaires 28 @, 28 4, 28 ¢ donnent des théorémes de quatre
cercles. De la méme maniére, nous tirons de nos résultats antérieurs la forme
générale d'un théoréme de & cercles, el au moyen de cette méthode nous pouvons
obtenir explicitement les inégalités cherchées aussi pour k =5 et k = 6. Dans
Pappendice nous montrerons comment on peut déduire de ces résultats des iné-
galités correspondantes pour le maximum du module. Les derniéres inégalités ne
seront pas, é¢videmment, les meilleures possibles. Les travaux suivant traitent
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aussi du théoréme de trois cercles : Hadamard [ 28], Ilacdy [31 ], Collingwood [ 17],
Teichmiiller [64], Carlson [14], Robinson [33] et [36], et Heins [33] et | 34].

Pour les fonctions presque périodiques et analytiques dans une bande, dont les
exposants appartiennent a une suite donnée, les résultats ci-dessus nous donnent
des théoremes dc /4 lignes pour la moyenne quadratique, (ui précisent les résultats
bien connus de Deetsch [20] et de Thorin [65] pour A = 3.

En utilisant le théoréme 25 nous pouvons étudier sans difficulté le cas ou
(uelques-uns des points donnés coincident. Nous n'entrerons pas pourtant dans
les détails. Ces résultats comprennent le contenu essentiel des théorémes de
Bernstein concernant les fonctions absolument monotones dans un intervalle fini.
Il est curieux de remarquer que ses méthodes sont les plus simples lorsque tous
les points 4, ..., 2; se confondent, tandis (ue nos méthodes le sont dans le eas
extréme contraire.

Signalons que tous les problémes extrémaux traités par les méthodes de
Bernstein ont comme solutions des ¢-némes d’ordre < k. Mais un ensemble §
tel que celui des fonctions fe A, telles que f(zi) = ¢, 1220 <k, posséde plu-
sieurs points extrémes ou « sommels », tandis (u’il ne contient (u’un scul o-néme
d’ordre =k, d’aprés le corollaire 24 c. Les problémes traités par Bernstein
correspondent donc aux hyperplans d’appui 4 un sommet particulier de £, tandis
(ue nos méthodes semblent étre applicables aux probléemes plus généraux. lLe
corollaire 11 ¢ est un exemple simple et naturel d'un probléme extrémal dont la
solution est un g-néme d’ordre 2 avec k =1, et il est probable qu’un tel prohléeme
serait plus difficile a aborder par les méthodes de Bernstein.

[’analogue pour la moyenne quadratique du probléme de Hadamard [29]
(cf. aussi Gorny [27], Cartan [ 15], Kolmogoroff [39], Bang [6], et Rodov [57])
sur Pallure des dérivées successives d’une fonction donnée peut étre résolu pour
(uelques classes de fonctions, par exemple les fonctions périodiques ou les fonc-
tions presque périodiques dont les exposants appartiennent a une suite donnée.
Nous réservons ces questions pour un autre travail.

De nouveaux phénoménes se présentent lorsque nous appliquons nos méthodes
aux fonctions absolument monotones de plusieurs variables. Une fonction f est
appelée absolument monotone dans un domaine D, si f et toutes ses dgrivées sont
non négatives dans D. Pour que la fonction f(z, y) soit absolument monotone
daus le rectangle Rio <z < a, 0.2y < b, il faut et il suffit que f puisse étre
développée dans une série de puissances, Zan.2"y" aux coefficients non négatifs.
C'est une extension facile d’un théoréme de Bernstein [7] (p. 190).

Considérons l'ensemble § des fonctions f absolument monotones dans
Rio <z 1,0=y <1, lelles que

Li(f) = f(zi, yi) = ¢y 1.20£k,

ou (x;, ¥i) sont A points intérieurs donnés de R. Alors d’aprés le théoréme 13, le
minimum de L(f) = f(1, 1) sur £ est atteint pour un polynome P dont au plus
k coefficients s’annulent. GCette fonclion extrémale est uniquement déterminée
s(Ly, ..., Ly, L)estc.r.
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Prenons A =2 et examinons les conditions pour que (L4, L., L) soit ¢. r.
D’aprés (3), p. 4, nous trouvons quc les cenditions nécessaires et suffisantes
sont:

1 1
(37) (1=1, 2
7 IR Mg 10 =1,2)
LV Ly
a g ya
. 1 1 10
(38) # o,
1 1 1
(39) Zhy e &yl 2yl [ £ o,

My 4N i urs U
e ey apy

ou {my, ~y), (M1, ny) el (my, ny) sont des points distincts aux coordonnées

. . .. .. logy
entiéres dans le premier quadrant. Les conditions (37) et (38) signifient que lzo';' )
8T,
logy. V1 . . . \ logyy
fogzs’ et — sont irrationnels. Le point (24, y1) étant donné tel que rralal
g2
Zy

irrationnel, alors ces conditions disent que le point (z3, §») ne se trouve sur
aucune courbe d’un ensemble dénombrable de courbes algébriques. Puisque
chacune de ces courbes est de mesure zéro dans le plan, 'ensemble des points
(21, ¥») pour lesquels (Li, Ly, L) n’est pas complétement régulier est’ partout
dense, mais de mesure zéro. Le polynome extrémal est certainement unique
si (za, ¥2) n’appartient pas a cet ensemble exceptionnel. Nous ne savons pas si le
minimum de f(1, 1) sur # est jamais atteint pour plus d’un polynome, parce que
la condition de régularité compléte est suffisanle, mais n’est pas nécessaire, pour
I'unicité. Remarquons qu’il y a des problémes analogues simples ou les dérivécs
sout données en plusieurs points, et ot la fonction extrémale n’est pas unique
précisément lorsque la condition de régularité compléte est en défaut. Remarquons
aussi que le principe de déformation ne s’applique pas ici, au moins directement,

4]
f

L2
log—
Z1

au cours d’une déformation continue; mais dans ce cas, si (1, ¥1) est fixé, Pautre
point (22, y.) l'est aussi.

logys
log.xs

et

parce que doivent étre irrationnels, et doivent donc rester constantes

Nos études préliminaires indiquent que les développements des nombres irra-
tionnels considérés ci-dessus comme fractions continues jouent un rdle important
dans la détermination explicite des fonctions extrémales. Dans le cas des fonctions
absolument monotones de plus de deux variables, il semble nécessaire d’utiliser
Pune des généralisations de I’algorithme des fractions continues; mais nous ne
savons encore laquelle convient.

Nous espérons étudier dans un autre travail les problémes non résolus que
nous avous rencontrés au cours de ce chapitre.



V. — Une généralisation aux espaces de Banach.

Dans ce chapitre nous introduirons quelques conceptions de la théorie géné-
rale des espaces de Banach qui seront utiles dans la suile, el nous généraliserons
une partie des résultats des chapilres précédents. Les généralisalions dont il
s’agit ici ne sont pas trés profondes, mais elles pourraient posséder quelque
intérét en elles-mémes. Les résultats, lorsqu’ils sont interpréiés dans 'espace (1),
ne comprennent pas tout a fait ceux du Chapitre I1I, car il ne semble pas exister
un théoréme général comme le théoréme 14 sans quelque hypothése additionnelle
sur les fonctions Ly, ..., L;. Dans les chapitres suivants nous généraliserons les
résultats des Chapitres Il et IV d’une autre maniére, qui nous semble étre plus
significative; en particulier, le théoréme 14 s’élend aux espaces de Banach,
qu’envisagent les Chapitres VI et VIL.

Soit E un espace de Banach, et soit E* 'espace conjugué. Un ensemble non
vide K de E” est réguliérement convexe si, quel que soit I'élément f, de E*—K,
il existe un x, dans E tel que

sap J (@) < [o(20).

Celte notion a été introduite par Krein et Smulian [42]. Pour apprécier la
signification de cette propriété, il faut se reporter au théoréme de Mazur {43],
d’apreés lequel si K est un ensemble fermé et convexe dans un espace de Banach E
et si zo€ E—K, alors il y a un f, dans E* tel que

m = sup j},(w) < fol-xo).
ek

Si m <mu<<fo(z,), alors I'hyperplan f,(2)=m, sépare z, de K. Si 'on
appplique le théoréme de Mazur a un ensemble fermé el convexe K dans Pespace
conjugué E* d’un espace E de Banach, on Lrouve que si f, € E*— K, alors f, peut
étre séparé de K par un hyperplan de la forme L(f)= const., ou L appartient
a E”. L’ensemble K est réguliérement conxexe si cette séparation peut toujours
s’accomplir au moyen d’un hyperplan qui correspond a un élément de l’espace E,
c’est-a-dire un hyperplan de la forme f(z,) = const. On voit ainsi que cette
notion ne s’applique qu’aux espaces qui sont les conjugués d’autres. Dans le cas
spécial ou E est réflexif (¢f. Hahn [30], c’est-a-dire que E=E", la convexité
véguliére se confond essentiellement avec la convexité ordinaire. Il en est ainsi en
particulier si E est uniformément convexe; les espaces L?, 1 << p <<, en sont des
exemples. Pour d’autres renseignements sur les relations entre ces notions nous
citons les travaux 'de Clarkson [16], Day [18], Petiis [80], Milman [46], Krein
et Smulian [42], Smulian et Gantmacher [60], Krein et Milman [41]. Les théo-
rémes suivanls sont connus :

Tatorime 29. - - Pour qu'un ensemble K c E* soit réguliérement convexe, il
Jaut et il suffit qu’il soit convexe et faiblement fermé (Krein et Smulian [41],
th. 10).
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Tutorime 30. — Pour qu'un ensemble K c E* sort régulierement convexe. il
Jaut et il suffit qu’il soit convexe et que U'intersection de K avec chaque sphere
Jermée soit fuiblement compacte (Ibid., th. 11).

. % . .
Ces théorémes sont démontrés par Krein et Smulian sous ’hypothése que E est
séparable, mais on montre au moyen de modifications triviales de leurs démons-
trations (cf. Alaoglu [1]) que cette restriction est superflue.

Tueontm: 31. — S KcE' est borné et réguliérement convexe, alors il
contient au moins un point extréme. En effet, K est U'enveloppe régulierement
conveze de I’ensemble de ses points extrémes (Krein et Smulian [41]).

Tutorime 32. — Si Le E** et L(f) est faiblement continue, alors L€E, ¢ est-
a-dire qu’'il y a un x, € Etel que L(f) = f(z,) quel que soit f € E* (Banach [3],
p- 131; Alaoglu [1]).

fividemment, Pintersection d’un nombre quelconque d’ensembles réguliérement
convexes est aussi réguliérement convexe si elle n’est pas vide. Il est trivial
d’ailleurs que pour un point 2, € E est une constante arbitraire m, ’ensemble
des fe E* tels que f(zo) =< m l'est aussi. D'une fagon plus générale, siK est régu-
lierement convexe, L € E*, et L est semi-continue inférieurement sur K dans la
topologie faible, alors 'ensemble K, des f€K tels que L(f) =< m est réguliére-
ment convexe. Les sphéres fermées dans E' fournissent une autre classe
d’ensembles réguliérement convexes.

Les théorémes suivants éclaircissent 'importance des ensembles réguliérement
convexes dans 1'étude des problémes extrémaux. On se sert de leur propriété
locale d’é¢tre faiblement compact (th. 30) pour démontirer que la valeur extréme
est alteinte, puis le théoréme 31 montre que cette valeur est atteinte en un point
extréme.

Tutorime 33. — Soit K c E* un ensemble borné et régulierement convexe, et
soit G une fonction convexe et semi-continue supérieurement sur K dans la

topologie faible. Alors G(f) atteint son mazimum sur K en un point extréme
de K.

Démonstration. — Soit m la borne supérieure de G(f') sur K, ctsoit K(a)
I'ensemble des fek tels que G(f)>. a. Alors, si a<<m, K(a) est faiblement
fermé et non vide. Puisque K est faiblement compact, ces ensembles ont une
intersection non vide K(m), c’est-a-dire que G(f) atteint son maximum sur K.
Mais 'ensemble K (m) est réguliérement convexe et borné, de sorte qu’il posséde
au moins un point extréme f,. Si f, n’était pas un point extréme de K, alorsil y
aurait des éléments f;, f, € K et un nombre ¢ tels que

So=th+ =0/ e o<tZ1, fiFg o,  fiF fo
On aurait donc

m=Gfo)LtG(fy)-- (1—)G(fa)Ltm+(1—t)ym=m,
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d'ou G(fy) =G (fa)=meLf,, fo€K(m), ce qui contredit le fail que f, est un
point extréme de K (m).

Cororratre 32 a. — Quel que soit z €E, f(x) atteint son maximum surK en
un point extréme de K.

Passons maintenant a l’étude des points extrémes de certains ensembles
spéciaux.

Un sous-ensemble £ de E* est appelé total si f(x) ne s’annule pas pour tout
f € £,amoins que z ne soit égal a zéro. £ estdit fondamentalsi £ est tolal, etsi f
n’appartient pas a I'enveloppe linéaire et faiblement fermée de £ —; £, quel que
soit 1'élément f de £, c’est-a-dire si aucun f dans & n’est la limite faible de
combinaisons linéaires d’autres ¢léments de #. Cela revient a dire (c¢f. Banach
[3], p- 122) qu’a chaque f€ £ correspond un z, €E tel que

o pour ge€f. y:£f,
1. pour o=/

L'ensemble £ des ¢léments z, est donc biorthogonal a £, et la correspondance
f <>z est biunivoque.

Soit £ un sous-ensemble total de E* et soit ¢ une fonction réelle définie sur £.
Soit 3 un sous-ensemble fini de E* contenant a éléments, et soit ¢ une fonction
réelle défipie sur $¥. Considérons ’ensemble X = X (o, M, 4) des 2z €E tels
que

(o S(@)=e(f)  pour Jef,
4 g(2)=1V(g) pour gemm.

Evidemment X est convexe et fermé.

Tutorime 34 — Soit z, un point extréme de X, soit £" un ensemble de
béléments de £ ,soit §'=§ — £, et soit c la dimension du sous-espace linéaire
Jfermé E, de E composé des y e E tels que

S(y)=o
pour tous les fe §'.
Alors ¢ <b et f(z,)=09(f) pour tous les fe §', sauf au plus b —a—c
exceptions.

Démonstration. — Soient yy, ..., y, des éléments linéairement indépendants
de E,, et soient fi, ..., fs les éléments de #". Sile rang de la matrice [fi(+;)]
est moindre que 7, alors il y a des nombres oy, ..., «, tels que

al+...+alxo,
et

Naifipp=o0, 1zizb.

J=1
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Alors f(Z cz,},) == o pour tous les f dans §, de sorte que 2 a;yj= o, ce qui

j=1
estabsurde. Par conséquent, le rang de la matrice [f;(y;)] est égal a r; évidemment,
il ne dépasse pas b. Donc r b, ce qui entraine que ¢ < b.

Soit maintenant yi, ..., y. une base de E,. Soit E. I'espace affine a ¢ dimen-
sions, et soit P 'ensemble des points (o4, ..., «.) dans E, tels que
.
&£ +2 ajy;eX.
=1

Alors P est caractérisé par les conditions
c

(42) D)= () —flwo),  1ZiZb,
. j=t

<
(43 Zzgﬂy;):o, pour gef\.
j=1
Ceci montre que P est un tron¢on dans E,, et I’origine est un sommet de P, parce
que 2, est un point extréme de X. Il s’ensuit qu’au moins ¢ égalités ont lieu
pouray=...= 2= o0, et 9 (fi) = fi(x,) pour 1 = { = b, avecau plus b — (c —a)
exceptions.

Supposons maintenant que J est un ensemble fondamental dans E*, et soient $H
et 11 des sous-ensembles de E* tels que 3 U1l £ 0. Supposons aussi que nous
ayons deux fonctions, I'une, ¢, définie sur £ = JuUll, et lautre, ¢, définie sur
M. Soient fi, ..., fs, un choix arbitraire de & éléments distinct, de J.-Alors la
dimension du sous-espace linéaire et fermé E,;, compos¢ des ze€E tels que
f(z)=o pour tous les fe I —{fi, ..., fo}, est précisément égale a b. Car si
x € Ey, posons

b
@ =Y filx)a,

i=t

en écrivant x; pour z,, 1.2 ¢ b. Il s’ensuit que f(2'--z)=o0 pour tous les
f€3, de sorte que #'=x. Et réciproquement, une combinaison linéaire quel-
conque des points xy, ..., 2, appartient a E,.

Cororramer 34a. — S £ =3UMN, ou J est fondamental et W comprend
k éléments, alors dans les mémes conditions qu’auparavant, (40) a lieu avec
au plus a + k exceptions.

Tutortme 358. — Sous I’hypothése du corollaire 34 a, soit 3’ cE Uensemble
biorthogonal i 3 comme ci-dessus. Supposons que pour chaque sous-ensemble
fini | fi, ..., f.ideFonecZa+ ketchaqueensemble{ g, ..., g.}|d’éléments
distincts de 1%! UM, le déterminant det[gi(z,)] # o.
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Alors les points extrémes de X sont précisément les points x, pour lesquels
(40) a lieu avec au plus a + k exceptions.

Démonstration. — Le corollaire 3% a met en évidence que cette condition est
nécessaire pour que z, soit un point extréme de X. Il reste donc & montrer que la
condition est suffisante.

Supposons que z, € X et que (40) est vérifiée avec au plus a + & exceptions.
Si &, n’était pas un point extréme de X, il existerait des points y,, z,€X et 2
tels que

.r0=}..}/u+(l—7\)zu. o< n<I, ZoFE Vo Lo Zo.
Si f'€ £ n’est pas exceptionnel pour z,, alors
() =0(w) =0 (o) +(1—21) [(50) = rs ()+(1—1)e(f)=3(f)

de sorte que

J(yo)=f(z0) =3¢ ()).

Soit §”’ensemble des éléments exceptionnels de 3, s’il en existe, soit £/= § - §”
et £"=1{f,. ..., fu}]. Soient

b b
N o
)'o—ro=2 ETEIN :UJI‘.=2JESMH Zi=xf,
i=1 i=1
et soient gy, ..., g. les éléments non exceptionnels de 3l U I1.
On a donc
b b

2“:‘&'/(~f’)=2fﬂzf’.’/(wi)=o, 1) <e.

i=1 i=1
Alorsle nombre des éléments exceptionnels de [l estégala k — (¢ —a)=A+a-—-c,
d’ou b < c. Les b premiéres ¢quations ci-dessus forment un ensemble d’équations
linéaires et homogénes avec b inconnues, dont le déterminant est différent de zéro,
ce qui entraine que oy =...=a2,=By=...=B3=0, €L 1= 39 = Zy.

Cororraise 35 a. — Soit 3 un ensemble fondamental dans E**, sotent 38 et
Il des sous-ensembles finis de E**, et soit n>o le nombre des éléments de
M UN. Soient g et des fonctions réelles sur § = Ju W et M, respectivement,
et soit A Uensemble des feE" tels que
SR F()=7(F)
pour tous les F € £.-Soit & Uensemble des f e E* tels que (44) est vérifiée pour
tous les F € & et tels que

(i G =4(G)

pour Ge . 8¢ les éléments de Ju B sont faiblement continus sur E*, et
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ceux de W sont semi-continus supérieurement sur A dans la topologie faible,
et si § est borné et non vide, alors § contient un f tel que F (f) = o (F) pour
tous les F € £, sauf au plus nexceptions.

Cororrame 35 b. — Dans U’hypothese du corollaire 353 a. st H(f) est convere
et faiblement continue supérieurement sur &, alors H(f) atteint sa borne
supérieure sur { en au moins un point f tel que F (f) = o(F) pour tous les F.
sauf au plus n exceptions.

Remarquons que, dans ce travail, nous nous occupons en premier lieu des
problémes ou nous cherchons I'extrémum d’une fonction l/néaire sur un ensemble
convexe. Le théoréme 33 et le corollaire 35 b laissent entrevoir une méthode pour
traiter aussi une large classe de problémes non linéaires du calcul des variations.
Noug espérons étudier ce sujet dans un autre travail.

(. suivre




