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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR UNE EXPRESSION REMARQUABLE DES SOLUTIONS
DE PERIODE 24~ DE L'EQUATION DE MATHIEU ASSOCIEE;

Par RoseErT CAMPBELL.

INTRODUCTION.

L’équation diftércntielle de Mathicu
n ' (a + k2 costa)y = o,

qui apparait dans un grand nombre de problémes de physique mathématique
(vibration d’une membrane plane elliptique, potenticl sur les cylindres ellip-
liques, probléme de modulation de fréquence en radioélectricité) a fait objet de
recherches variées principalement chez les mathématiciens anglais (). L’équation
dite de Mathieu associée

(I Y +2vy cote + (a+ A?costr)y =o,
qui généralise la précédente, et qui se rencontre dans 'étude de la vibration d’un

haut-parleur circulaire et dans les problémes de potentiel sur les hyperquadriques,
a fait 'objet de recherches plus récentes (?). En général les mathématiciens sc

(') Sur I'équation de Mathieu, voivr principalement : N. W. Mac Lacurax, Theory of Mathien
Sfunctions, Oxford, 1947; lirre Humsrrt, Fonctions de Mathieu et de Lamé (Memorial des
Sciences mathématiques. 1y32); Ixck, Characteristic numbers of Mathiew equation ( Proc. Royal
Soc. Edinburg, t. 46, 1025, p. 20; 1926, p. 316; t. 47, 1927, p. 294); GoLLSTEIN, Nathieu functions
(Trans. Cambridge Phil. Soc., t. 23, 1927, p. 303).

Voir aussi, pour les résultats qu’il juxtapose, le mémoire extrémement condensé et malheureu-
sement peu lisible de N. J. O. Strurr, Lamesche, Mathieusche und verwandte funktionen in
Physik und Technik, Berlin, Springer, 1932.

Pour les tables numériques, consulter les articles cités de Ince, et voir aussi : Table of Charac-
teristic Values of Mathiew's differential équation (A. M. P., report, 165; I. R. Mathemaltical
tables project, National Bureau of Standard America, 19}5.)

(*) Sur I'équation de Mathieu associée, voir HuMnERT, Mathieu functions of higher order; Pro:.
Ed. math. Soc. ou (P. E. M. S.), t. 40, 1922, p. »7; Potentiels et prépotentiels. Gauthier-Villars, 193+,
et également Inck, Associated Mathiew functions (Proc. Edinburg, Math. Soc., 41, 1923, p. 94).
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sont attachés, pour ces équations, & déterminer des procédés de calcul pratique
pour le calcul des intégrales, en particulier des intégrales périodiques en z. Le
but de cette étude est d’appliquer a I'équation (II'), qui comprend I'équation de
Mathien comme un cas particulier, une méthode simple, pour I'obtention théo-
rique des intégrales et redonnant rigoureusement aussi certains résultats, obtenus
déja par des procédés d’approximation.

1. Le procédé¢ employé ici avait éié ébauché par Poole dans le cas de I'équa-
_tion de Mathieu (*). Il est trés général et nous I'appliquons a I’équation (II'), ou
nous posons sinz = 3, et qui devient alors

(B2—1) Y+ (2v+1)zy; — (a+ k232)y = o.

11 consiste a étudier (?), par la méthode classique appelée quelquefois théoreme
de Fuchs, les développements des solutions au voisinage des points — 1 et —-1
qui, selon la terminologie habituelle, sont des singularités réguliéres.

Si I’on pose z 7 1 4+ u et qu’on cherche un développement

y=ur+Aurti4 o+ At

. a LI
n trouve que r doit étre égal & 0 ou a - —v.

Donc, si v est différent de la moitié d’un impair, on obtient pour I'équation deux
solutions (si |1 — 2! <C2)

Fi(i—2)=14+a1(1—3)+...+ap(1—3)"+...,

1 v
Fa(1—2)=(1—2) [14+bi(1—2)+...+by(1— 21" +...].

On obtient de méme deux autres solutions F,(1 4 5), Fo(1 +35) avec les
mémes a, et b,. Ces a, et ces b, sont des fonctions de a et de k2 déterminées par
des équations récurrentes a trois termes.

Les quatre solutions F,(1 — z), Fa(1 — 2), F,(1 + 3), F3(1 - 5) ne sont évi-
demment pas indépendantes; et Poole a montré (*) que, dans un cas général qui
englobe celui-ci, on avait les relations

Fi(1—z)=aFi(1+ z) + BF.(1+ 2),
SH —a?
(S) F,(l-—z)=¥F1(1+z)—an(_l+z,),

B

a et 3 étant des constantes.

() PooLE, Certain classes of Mathieu functions (Pr. London, Math. Soc., t. 20, 1921, p. 374).
(?) Voir aussi R. CawpserL, C. R. Acad. Sc., t. 224, 1947, p. 1322.
(*) Il suffit de remarquer que les quatre fonctions précédentes sont liées par deux relations linéaires
Fi(1—2) = aF,(14+3)+ BF,(1 + 3),
F,(1—23)=YF,(1+2)+38F, (14 3),
comme solutions d’'une méme équation linéaire et de changer le signe de z en répétant la substi-
tution, soit
F,(1—2)=(a*+BY) F,(1—2) + B(a+d) F,(1—3), doit a4+ fy =py+8 = 1,
F,(1—s)=v(a+38) F,(1—z)+ (BY+ ) F,(1— z), Bla+8)=y(a+8)=o0.

On voit facilement qu’on ne peut avoir @ = §; donc @ =—3§, et By =1 — a2, C. Q. F. D.
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2. Un des problémes fondamentaux qui intéressent les physiciens est celu: de
la recherche des solutions périodiques, en particulier celles dont la période est 2=
(on se sert d’habitude d’un développement en série trigonométrique). Ici, la
recherche de telles solutions conduit a trouver, quand la variable x augmente
de 27, la modification correspondante éprouvée par les solutions fondamentales
en z, F, et F,. Lavariable 5, dans le plan complexe décrit alors unlacet autour du
segment (—1, +1).

Si I'on prend au point A Iorigine du lacet et si I'on pose F,(1—z)=F7 et
Fi(1 -+ 3) = F3, les solutions fondamentales, en B, sont liées a celles en A par le
systéme S.

La description du petit cercle de B a C multiplie F} par — e—2*". La premiére
relation, en C, s’écrit donc alors

Fi=aF{— B e—mivFy

et, en remplagant F* et F} par leurs valeurs originelles (S),

—a?

Fi=a[aF7+ ﬁF;]—Be""‘“[l F‘,‘———aF;]

ou
Fi=[a?—(1— a?) e 2mV]FT 4+ al(1 + e—2niv)F3.

= >,
-1 +1
C D

Fig. 1.

En continuant ainsi jusqu’au retour a I'origine A du lacet, et en procédant de
méme pour F;, on trouve que F devient, au bout d’un tour de la variable z,

(F7) =Fi[a*+ g(a*—1)] — F3af ¢(1+¢),
F; devient (F7) '

(F=F[ LD | —Frgli—wr ), on  g=e

¥

Cherchons une combinaison AF] + BF; sur laquelle les modifications de ce
systéme puissent s’écrire

A(F7) + B(F3) = (AF7+ BF3) <o (1),
o est donné par 'équation caractéristique

at+4 (a2—1)g —¢© - —afg(t1+¢)
A= a—a)(i+g) —gli—wl+g)—

ou encore

a+£ =a(1+g)R—2
- = q 2q.

(*) C'est ce que Poincaré appelle chercher la forme canonique de la substitution linéaire. Cest
la méme opération qu'on effectue en cherchant I’équation en S d’un systéme linéaire, ou encore en
réduisant une matrice a sa forme diagonale.
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Bornons-nous au cas ou ¢ est imaginaire de module 1.
Si l’'on pose ¢ = g e, cette équation s’écrit finalement

[

cos -

2

(©) | C a=c

cosmy (e=z1).
Réciproquement, sil’équation (C) est vérifiée, c’est que, aprés que la variable 5
a parcouru une fois le lacet précédent, la substitution AF]+ BF; a été multipli¢e
par o = €/®=2™), La recherche de la solution de période 27 en z revient donc a
celle de la résolution de I’équation ¢ =1, soit § — 27v = 277 (avec r entier).
Plus généralement la recherche de la solution de période 2sm en « revient a

. . 2rT . . .
celle de I'équation ¢*=1, soit 0 —27v = —— (s entier). Sil'on veut obtenir une

solution de période 2sm, il faut donc :

1° Résoudre 'équation

- I )

COSTV

2° Calculer les constantes A et B de I'expression AF, - BF,.

3. D’habitude la condition d’existence d’une solution de période 27 ou 2s7
s’exprime par une relation entre a et k2, généralement transcendante. Dans le cas
de I'équation de Mathieu et des solutions de période 27, cette équation a déja é1é
bien des fois recherchée ('). On'la trouve ici de maniére tout a fait nouvelle et
sous forme trés simple si 'on remarque que la quantité «, que Poincaré appelle
I'invariant, est une fonction entiére des paramétres a et k? de 1'équation (2). Il
suffit de faire 5 = —1 dans I'expression

Fi(1—23)=aF(1+ 3)+ B8 Fs(1 + 3)
pour obtenir (#)

a=F,(2)=1+22"a"(a,k2) [puisque Fa(0) = 0],
1

sous forme d'une série dont la convergence facilement démontrable est trés
lente (*).
On peut obtenir encore cet invariant en faisant 5 == o0, ce qui donne
Fi(1) Fiy (1) + Fa(1) Fy (1)
Fi()Fy (1) — Fs(1) Fy (1)
—2F. (1) F'y (1)
Fi()Fa()—F:(0FL ()

a(a, k)=

Bla, k) =

(1) Cf., articles cités de INcE, GoLDSTEIN: voir aussi WHITTAKER, Modern analysis, p. {oj.
(*) PoINCARE, Acta mathematica, 8, 1886, p. 295.

() Voir aussi Forsytn, Theory of differential equations, t. §.

(*) 2 =-—1 étant sur le rayon de convergence, appiiquer la régle de Duhamel.
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Ces expressions tont intervenir des séries plus convergentes et fournisseni I
valeur de {3, qui sera utile par la suite.

On peut se demander ce que devient léquatlon caractéristique précédent.
lorsque X tend vers zéro et que 'équation de Mathieu devient celle du mouvement
oscillatoire ordinaire. Dans ce cas, les intégrales de période 2w ont licu ponr @ - N.
et ce sont cosNz et sinNz. L’équation caractéristique s’éerit a ===1. Il c-t
facile de s’assurer qu’elle est vérilide : par exemple avec les cosinus, qu’on do:t
développer en séries de puissances de 1— 3 =¢, c’est-a-dire de 1—cosx
(on prend a sour la 1™ forme 1+ X2"a”).

N=r1, cosz =1—(1—3), ay=-—1, a=142a;=—1.
N=o, cos2z =2(1 —12) —1=1— 41 + 212,
a=142(—4)+ 4(+2)=—+1.
N=3, cos3x =433 33 =1—qt + 1202— 413,
a=14+2(—9)+ 4(+12)+8(—4)= 1.
N =4, COS4L =1—162 + f012— 3207 + 814, '
e =1+ 2(—16)+ 4(+40)+ 8(— 32) +16(+ 8)=—+1.
N =35, COSHZ =1— 25+ 10082 — 14013 4 Bo(d — 1613,
a =14 2(—- 23) + 4(+100) + 8(— 140) + 16(+ 80) + 32(- - 161 =—1.

(Le signe + correspond aux fonclions de période =, le signe — aux fonctions d
périodes 27.)

4. Expressions des solutions dont la période est multiple de 2n. — De la, on
peut tirer les valeurs A, B, coefficients de la combinaison cherchée. Ces quan-
titds sont proportionnelles aux deux éléments d'une méme rangée du déter-
minant A précédent. Le calcul est assez compliqué; développons-le ici, dans iz
cas des fonctions de Mathieu ordinaires (v=o0) (on donnera ci-dessons des
indications sur le cas général). Alors

i0 r=
=, ¢ = e, 2 = €COS - )
i s

Il

L]

(1=I, 0

A et B sont proportionnels a 2a2 —1— € et
Or, « et  sont liés par

2083,
(1—a)Fy(1) = BF:(1),

o\ . . . . r-
d’ou l'on tire 8 en fonction de . c’est-a-dire de cos =

. . . . rs . ’
Le calcul, aprés simplification des fractions et en supposant cos - = o donne, si

A B
=—+1I, = = —
cos —— — i sin ==
28 28
F((»[) F:(l,l

On aura donc une solution de période 25, soit

. -\ rz Fy(1—z) .. or= Fi(1—3)
R r—=C PR e S S Pl ISt
(R) Ys [CO >3 ) { sin s Fi ) y
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F7 et F; désignant F, et F, quand on y a remplacé a et A? par leurs valeurs tirées
de I'équation caractéristique précédente a = cos r-;-‘ (C est réelle ou complexe).

Cette expression contient des imaginaires. Si s =1, c’est-a-dire pour les fonc-
tions de période 27, elle se réduit soit a un multiple de F, (1 — 5), soit 4 un mul-
tiple de F,(1— 3). Ces fonctions, exprimées avec la variable z, sont désignées
habituellement et respectivement par cey(z) et sey(z) [cex(z) se réduisant
a cosNz pour k =o et sey(z) a sinNz]| et appelées fonctions de Mathieu. On
appellera par analogie, et selon une suggestion de Poole, ce, (.’t) etse, p(.z')

les fonctions déduites des parties réelle et imaginaire de l’expressnon précedente (R),
qui sont des solutions de pérlode 25T en .

Dans le cas, exclu jusqu’ici, ou s =2, I équatlon caractéristique est a = o,
elle ne contient plus le signe ==, mais elle donne naissance a des fonctions ¢ & p(.z')

et se, (z)oblenues, elles aussi respectivement, en faisant A ou B nul (comme
s

pour les fonctions de Mathieu proprement dites, mais avec des valeurs différentes
pour les a, et les b,).

Application. — Goldstein, dans un Mémoire déja assez ancien ('), a donné
pour les intégrales de période 2sn de I'équation de Mathieu une formule asymp-
totique qui permet de les représenter de fagon numériquement satisfaisante
lorsque les paramétres a et k sont infiniment grands. Cette formule était obtenue
par un procédé dont I'auteur lui-méme déplore le manque de rigueur (puisqu’elle

consiste a négliger dans un développement les termes — » en conser-

. I
k k’ BT
vant par ailleurs le terme e¢n e=%).

Elle permet d’écrire, pour k trés grand, une solution de période asm sous la
forme

_nmi rmi
Y= L[H e * Zhe* ] (L const. complexe),
soit encore

Y=L[cos’—"(H+h)—isin’—"(ﬂ_h)].
28 ) 28

On sait par ailleurs (2), et il est facile pour le voir d’appliquer la méthode de
Horn (*), que (H+ %) est une représentation asymptotique d’une fonction cey
ordinaire et (H—#A) celle d'une sey. La formule de Goldstein n’apparait donc
comme rien d’autre que comme un cas particulier de celle que nous venons de
démontrer, a cela prés que celle de Goldstein ne s’applique que pour les valeurs

(') GoubsteIN, article cité : Asymptotic expansions. P. R. S. E., 1929.

(?) INcE, Mathiew'equations with large parameters (Journal of the London Math. Soc., t. {1,
1926, p. 46); INCE, Characteristic, numbers of Mathieuw's equation ( Proc. Royal Soc. of Edinburg,
t. 46 et 47, 1926-1927, p. 316 et 294): GoLDSTEIN, Mathieu Functions (Trans. Cambridge Phil.
Soc., t. 23, 1927, p. 303).

(®) Horn, Math. Annalen, t. 52, 1899. Quand k est trés grand, I'équation )"— Ry (z)y =o
admet une solution de la forme o(z){expkw(z)](1+¢).ou 0= 7.
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infiniment grandes des paramétres, tandis que (R) s’applique quels que soient =
et k, et qu’elle est généralisable a d’autres équations que celles de Mathieu.

On rappelle que les fonctions H et 2 pour les grandes valeurs de a et k& sont
représentables par les expressions (équation de Mathieu ordinaire)

oz (z =
cos™| — + — cos™ (-— — =
H = eluina:____‘l;_za‘_ -h = e—kflnx_.__éﬂ_g:c_ .
sinm+1( = 4 = sinm+if — =
4 2 4 2

Application auz calculs numériques. — On peut utiliser les remarques pré-

Fig. 2.
Les courbes a,, @, a,, ... sont celles ou il faut choisir le point (a, k?) pour obtenir respec-
tivement une intégrale qui soit ce, cé,, ce,, .... Les courbes a’, a,, ... sont celles qui
donnent naissance i des intégrales se,, se,, se, .... La courbe a, est asymptote A Ja courbe aj, .

(Pour ces résultats, et ces courbes voir les articles cités de Ince, ou encore le livre de Mac-
Lachlan, p. 4o). Les courbes figurées en pointillé sont celles ou il faut choisir (a, k?) pour avoir
une intégrale de période 2s. Elles sont asymptotes aux précédentes. Les régions hachurées sont
celles ou le choix de (&, k?) donne pour I'équation une intégrale qui ne peut rester finie quand a2
tend vers linfini. (Régions dites d’instabilité.) '

cédentes pour les calculs asymptotiques (lorsque k est trés grand) des fonc-
tions y7(z) ouencorece, (x). Eneffet, les travaux de Ince (') ont montré que les
P

-+
§

(%) Characteristic numbers of Mathieu'equations ( Proc. Royal Soc. of Edinburg, t. 46, 1026
p. 316 et t. 47, 1927, p. 204); Mathieu functions of stable type (Phil. Mag., 6, 1928, p. 547).
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valeur (@, k%) qui engendrent les solutions stables (et en particulier périodiques)
sont asymptotes dans le plan (a, £?) aux valeiirs qui engendrent les fonctions ¢ ey
et sey, lorsque k est trés grand. Donc, le calcul numérique d’une fonction F
revient & celui d’une Fy. Etla formule trouvée donne alors la valeur asymptotique
de y7 par le simple calcul de F, et F'y (c’est-a-dire cey et sey) ('), ce qui corro-
bore bien le résultat de Goldstein.

5. Cas général. — Toute cette analyse se généralise sans difficulté aux fonc-
tions de Mathieu assocides, on oblient de méme

rz r
ry==0G1c05s — —Gasin(v+ — )=
Ysyv 1 a5 2 2s /)™

avec I’équation caractéristique

r
a(a, k?) cosva -+ & cos (v -+ —)x = o.
s

Sie=-+1
r—G oeﬂc Gy— G. sinvx . 1;:_:G
Yiy=Cleos S ——geum — ) — 80 55 G2
avec
-
Za,,(l—z)"
G1=F1(1—5)_ 0
Fi(1) -
1]
et
— gz
Ga=e \? (1—3)* -
&
S
0
Sie=—1

;;".,z C [sin r!: <%> -+ cos % Gg].
Si k est trés grand, on peut faire une application analogue aux caléuls numé-
riques, le coefficient v n’intervenant pas dans le calcul des valeurs asympto-
tiques (2).
Reste le cas ou v est la moitié d’un impair, la série F3 n’est plus solution, car
alors les racines de la déterminante différent d'un entier (ou sont confondues).

(') Cela revient encore & dire que, lorsque & est trés grand, les zéros de la fonction entiére
re . s . .
a—f—ecos(-;—) forment un ensemble qui se rapproche indéfiniment de I'ensemble des zéros de la

S/

fonction entiére z -1, 1l resterait & démontrer directement cette propricté.

(*) Voir, a ce sujet, Incr, Mathiew's equation with lurge parameters (Journal of London
Math. Society, t. 11, 1626, p. 4o); Voir aussi (Proc. Royal Soc. of Edinburg, t. 46, et 47, 1926-
1927, p. 316 et 294).
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Selon la méthode générale on prend la seconde solution sous la forme
F.1—2)=F,(1—2)Log(1— 2) + (1 — 3),

H, (1 -— 3) étant une fonction entiére ou méromorphe.
Comme pour le cas de v quelconque, on suit les modifications successives subies

par F, et ¥, le long du lacet décrit autour des points — 1 et + 1. Quand 5 décrit
le demi-cercle BC, L(1+ z) augmente de wn{. Un calcul analogue conduit &
I'équation en o '

{ 1+ajmi— 32x2—0 pr=i

. \ =o.
mi(1—at)+afr2 [{—afri—o0

r
YRS -

N

Sil’on veut que la fonction soit de période 2s7, il faut que o =e¢
tion en ¢ s’écrit alors

et 'équa-

Blo, k)= "Ssin =,
< s
L’expression de 3 en fonction des coefficients a; et b; du développement de ',
et F, a été donnée ci-dessus [Fy(r) se réduit a H,(1)]. Le calcul se conduit faci-
lement a partir du précédent par un passage a la limite, en remarquant que l'inté-

= . .. F.—F . \ .
grale I,y s’obtient comme limite de -l—-—' - La nouvelle intégrale générale s’écrit

——v
2

alors avec les coefficients A et B de 'ancienne

(:\+B)F,+B<-’E—v)l?-_».

Et Pintégrale de période 257 correspondante a pour expression

n I = r« .
Yi = Gy sin — + = Gacos — si =1,
) x 25
=, rs 1= . rx .
’ = Gy cos — — — Gy sin — sie=—1, |
28 ks 2
. N . . . Fg(l—z)
ou G, a la méme expression que ci-dessus et ou G, vaut ———F-——)——
2(1

(Manuscrit regu le 24 mai 1948.)



