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ÉTUDE DES FONCTIONS SOUSHARMONIQUES DANS UN CYLINDRE
OU DANS UN CÔNE;

PAR MM. JACQUES DENY ET PIERRE LEL(W..

INTRODUCTION.

1. Les fonctions harmoniques et sousharmoniques dans une bande ont fait
Fobjet de divers travaux; citons par exemple un théorème de Walther ( < ) , ana-
logue au théorème des trois cercles de J. Hadamard : Si u(x, y) est harmonique
et bornée dans la bande <x << x << |3, le maximum de u sur la droite d'abscisse x
est une fonction convexe de x. J. Favard ( 2 ) en a donné diverses extensions,
notamment pour les fonctions harmoniques de trois variables bornées dans une
bande ou dans un cylindre.

I. Privaloff (:1 ) a considéré ensuite le cas des fonctions sousharmoniques bornées
supérieurement; parmi les nombreux résultats de son travail, signalons l'extension
aux fonctions sousharmoniques dans un dièdre du théorème de Wallher ( ' •) et du
théorème classique de Lindelôf(''').

Dans un mémoire récent, G. Hardy et W. Rogosinski ( ( i ) ont montré que si
u(Xf y) est sousharmonique et bornée supérieurement dans la demi-bande
x <^ x <^ j3,y > yo, la fonction o(,a")== lim tt(a?,y) est une. fonction convexe de x^

r>+'»
ou bien elle vaut identiquement — oo. Par une transformation évidente, les auteurs
en déduisent le théorème de l'indicatrice de Phragmen-Lindelôfpour les fonctions
sousharmoniques de type fini.

Le but de ce travail est d'étendre ces derniers résultats aux fonctions soushar-
moniques dans un demi-cylindre ou dans un secteur conique de l'espace R^ avec
p >> 2 dimensions, pour lesquelles apparaissent des difficultés nouvelles. Dans une
première partie, nous rappelons quelques définitions et propriétés relatives aux

(*) A. WALTHEB, [1].
, ( 2 ) J. FAVABD, [lj1.
(3) PBIVALOFF, [1].
( 4 ) Si M ( M ) est sousharmonique et bornée supérieurement dans un dièdre,; le maximum de u sur

un demi-plan issu de l'arête du dièdre est une fonction convexe de l'angle que fait ce demi-plan
avec une face du dièdre.

( s ) Si M ( M ) est sousharmonique dans le dièdre précédent, si l'on a Ï ïnu/ (M)^A en tout point-

frontière, et si enfin .,— . est borné supérieurement, MH étant la distance de M à l'arête alors( M H ) *
on a u (M) S A, pourvu que k soit inférieur à — » 0 étant l'ouverture du dièdre.

( t) G. H.\nr»v et W. ROGOSINSKI, [1].
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fonctions quasi-soushcirmoniques, ces fondions jouant un rôle essentiel dans les
énoncés valables poiir p^>i. Nous démontrons également quelques leinmes
relatifs à la capacité des ensembles cylindriques dans B/\

Ces lemines, et un théorème connu de M. Brelot et H. Cartan, permettent
d'étendre, dans la seconde partie, le premier théorème de G. Hardy et
W. Rogosinski (énoncé plus haut) sous la forme suivante : si ^(M) est une
fonction sousharmonique bornée supérieurement dans un cylindre, sa limite supé-
rieure, quand on s'éloigne à l'infini le long des parallèles aux génératrices, est une
fonction quasi-sousharmoniqm1. La démonstration utilise la famille des fonctions
translatées de u parallèlement aux génératrices.

L'extension du théorème de Phragmen-Lindelôf proprement dit (pour une
fonction sousharmonique à croissance exponentielle) est faite (théorème 3) par la
même méthode; elle conduit à étudier une classe Kp de fonctions généralisant les
fonctions sousharmoniques, à laquelle appartient sinon « l'indicatrice », du moins
sa régularisée supérieure, qui n'en diffère que sur un ensemble de capacité exté-
rieure nulle. Ces résultats sont complétés par divers théorèmes d'uniformité.

Dans la troisième partie nous faisons rapidement l'étude des fonctions sous-
harmoniques dans un cône, soit au voisinage de l'infini, soit, ce qui revient au
même, au voisinage du sommet.

Enfin, les théorèmes d'uniformité rencontrés incidemment sont des propriétés
des fonctions sousharmoniques et même sous-médianes pouvant s'étendre à une
classe plus générale de fonctions, appelée classe ^a- Dans un Addendum nous
faisons une étude systématique de^ces fonctions, qui semblent s'introduire natu-
rellement dans divers problèmes d'analyse.

1. — FONCTIONS OUASI-SOUSHABMONIQUES.

2. Une fonction u (M) définie dans un domaine D de l'espace euclidien R^ à/?
dimensions est dite quasi-sousharmonique lorsque :

a. Sa régularisée supérieure u (fonction semi-continue supérieurement égale
au maximum de u en tout point M de D) est sousharmonique.

b. u == u quasi-partout (c'est-à-dire sauf sur un ensemble de capacité exté-
rieure nulle).

Un théorème fondamental, dû à M. Brelot ( 4 ) , et précisé par H. Carlan ( 2 )
s'énonce ainsi :

Si ; Un} est une suite de fonctions sousharmoniques bornées supérieurement sur
tout compact de D, lim M/i(M)== M(M) est quasi-sousharmonique ou vant identi-
quement — oo.

( ' ) M. IÎRELOT, [21.
( 2 ) H. CARTA.V. [ 2 j et [3' . Le serond trav;»il cite est le développement des résultats énoncés dans

le premier.
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H. Cartan montre de plus que la borne supérieure d'une famille quelconque
de fonctions sousharmoniques bornées supérieurement sur tout compact de D est
quasi-sousharmonique. Le théorème précédent est donc vrai pour des familles
plus générales que des suites; nous l'utiliserons sous la forme suivante :

Si M((M) (a<^t<^b) est sousharmonique et bornée supérieurement sur tout
compact indépendamment de t, u(M)=: lim Ue(M) est quasi-sousharmonique ou

f>h
vaut identiquement—oo.

Soit /(M) une fonction continue majorant u=l'imUt', on peut énoncer un
t^b

théorème d'uniformité : Si K est un compact'de D, on a i^(M)</(M)-4-e
pour M e K et t > ^(e, K). Ce théorème, qui étend un résultat déjà énoncé ( i) ,
sera établi dans l'Addendum dans le cas le plus général des fonctions de la
classe <°a (cf. propriété o).

Nous allons maintenant établir quelques lemmes. M = M(x^ d^, . . ., Xp) dési-
gnera un point de R^; m = m(x^ x^ . . ., a-^_i) sa projection sur R/7-1.

LEMME 1. — Pour qu'une fonction u (M) indépendante dé Xp soit quasi-
sousharmonique dans \\P il faut et il suffit que u(m) soit quasi-sousharmo-
nique dans B/'-1 si p ̂  3, ou une fonction convexe si p == 2.

i ° Si u appartient à la classe K< 2 ) des fonctions qui possèdent des dérivées conti-
nues des deux premiers ordres, le lemme est une conséquence' évidente de la
relation A u ̂  o.

2° Si u (M) est sousharmonique quelconque, elle est limite décroissante de
fonctions sousharmoniques Un(M) de la classe K.(2), obtenues par médiation
sphérique. Mais les Un(M) sont indépendantes de Xp^ donc u(m) est limite
décroissante .d'une suite de fonctions sousharmoniques (de fonctions convexes
si p === 2); elle est elle-même sousharmonique (convexe si/? ==2) dans B/'"1. Réci-
proquement si l'on suppose u(m) sousharmonique dans R^~1, le procédé de
médiation fait voir que la fonction u(M) prenant la valeur u(m) quel que soit Xp
est sousharmonique dans J{P.

3° Supposons maintenant u(M) quasi-sousharmonique; le cas p == 2 n'est pas
à envisager à nouveau, car u(M) est alors nécessairement sousharmonique (-').

Dans le cas général, la régularisée supérieure u(M) de u(M) étant indépendante

de Xp, u(m) est sousharmonique (d'après 2°). Il sera donc établi que u(m) est
quasi-sousharmonique si l'on montre que l'ensemble cylindrique E des points M

tels que u(M)<u(M), qui est de capacité extérieure nulle, a sur Ï{P~1 une
trace e de capacité extérieure nulle.

(*) P. LELOKC, [l], théorème 9.
(') En effet l'ensemble E des points M où u ( M ) < u(M) est constitué par des droites; or un seg-

ment de droite étant de capacité positive dans le plan, E est nécessairement vide.
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Réciproquement si u(m) est quasi-sousharmonique, M(//i)est sousharmonique,

donc aussi M (M). On voit donc que, pour achever la démonstration, il suffi t
d'établir le lemme suivant :

i. LEMME ̂ . — Pour qu'un ensemble cylindrique E de Y\i' soit de capacité
extérieure nulle, dans R^, il faut et il suffit que sa trace e sur }\P-1 soit de
capacité extérieure nulle dans P^~1.

Nous appelons ensemble cylindrique le produit topologique E d'un ensemble e
de IV'"1 par un segment (de longueur finie ou non) de l'axe Ox/,', on peut
d'ailleurs se limiter aux ensembles situés à distance finie, car une réunion dénom-
brable d'ensembles de capacité extérieure nulle est aussi de capacité extérieure
nulle. Nous supposerons /)^3, car E est vide si/? = 2.

< i . Si e est de capacité extérieure nulle il existe une fonction sousharmonique
dans R^""', soit u(m)^ valant —oo sur e, et peut-être hors de <?, mais non iden-
tique à — oo; la (onction u(M) vaut — oo sur E et est sousharmonique dans B/',
d'âpres 3, a"; donc E est de capacité extérieure nulle (1).

h. Supposons réciproquement E de capacité extérieure nulle. Pour montrer
que e est de capacité extérieure nulle dans R^~1, il suffira de construire une fonc-
tion u(M) sousharmonique dans R^, indépendante de Xp^ et valant—oo en tout
point de E, car u(m) sera sousharmonique dans R""1 et vaudra —oo eu lout
point de e.

A cet effet envisageons la portion Ei de E pour laquelle on a

ii—\
^A-Jl-^pS < > ../•,, l / l ,
/>• i

et plaçons-nous d'abord dans le cas p ^4. D'après une remarque précédente, il
suff i t de montrer que la projection e\ de Ei sur R/'~1 est de capacité extérieure
nulle.

Par hypothèse il existe dans H/' une distribution négative ^J-o dont le potentiel U""0

vaut —oo en tout point de Ei, la masse totale m» étant finie; désignons par /JL la
distribution obtenue en superposant /JL(, et les distributions déduites de ^o par des
translations parallèles à Oxp et d'amplitudes A, 2 A, .. ., kh, . .., — A, — 2 h,
. . . . — A - A , . . . . Le potentiel U^ a un sens, car la masse totale située dans la
bande A-A •^^ii<.{^ -T- i )A est m^, et par conséquent, si l'on néglige les masses

( ' ) Lu fifnionstratiou utilise un théorème de H. CARTAN ([2] et [3]) affirma-nt l'identité de?
«•nscinblcs de capacité extérieure nulle avec ceux appelés polaires par M. Brelot, c'est-à-dire les
enscirihles en lesquels une fonction sousharmonique peut valoir —oo. Mais la définition d'un
••nsemble polaire ne suppose pas qu'il constitue l'ensemble total des points où une telle fonction
vaut —oo. Lrs en?eml»l<-s de cette dernière classe sont caractérisés par la propriété d'être un G$ de
<;«p;icité extérirurc nulle |cf. J. DENY, Sur les infinis d'un potentiel); C. R. Acad. des Se.,
24 f.-vrier 1947 ) ] .
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pour lesquelles — / z < < r , , < < A , on a-, pour le potenliel U'1 de la disiribution
restante

^w^^
Appelons À la distribution obtenue en faisant le produit de composition do {J. cl

de la masso-nnité uniformément répartie sur le segment o^Xp.^h. de l'axr O.r,, ( l) .
LL' théorème de Fubini permet d'écrire

i r''L/-<M)= ^ j {^(^i, ./•,, . . . . ./•/,-4-/)///.

^ ^ ( M ) répond aux conditions requises; en effet elle est sousiinrmonique (il esl
évident qu'elle ne vaut pas identiquement — oo), elle vaut —oo surEi , et enfin
elle est indépendante de Xp. car U1-1- est par construction une fonction périodique
de :ï ' i , et de période //.

Dans le cas de ï\\ la série ( i ) est divergente; on adaptera le raisonnement grâce
a l 'artifice suivant : On construit la distribution pi,» comme précédemmcnl, mais
en la choisissant intérieure au cylindre d'axe Oxp et de rayon ap, puis on lui
associe la distribution positive de densité linéaire — //?„ // portée par une droite A
parallèle à l'axe Qxp et à distance a ̂ > ap de cet axe. La distribution '^. est obtenue
comme précédemment par translations et composition, mais à partir de la somme
de ces deux distributions. Le potentiel U"- a un sens, car on a, en négligeant
encore les masses pour lesquelles — h <^ Xp<^ h :

, V^ F ^o _ ^o 1 ̂  Tj,y(Q, ̂  ., y | ^o _ ///"
^[^(À-t-i)--'/^-^?-2 va -^ - i -^A 2 ! ^—J | kh \ tt:;-l-(Â•-+- iV/^

et les deux séries sont convergentes.
On achève de la même façon, en remarquant que U^ est sousharmoniquc au

voisinage de Ei.

5. Remarques. — i" On peut énoncer un théorème analogue au lemme 2,
mais en faisant intervenir la capacité intérieure. La démonstration de la partie
correspondant à b est beaucoup plus simple : eneiïetsi e est de capacité intérieure
positive, il existe une fonction harmonique u(m) bornée dans ïV'~1, dont
l'ensemble des singularités appartient à e ('-'). L'ensemble des singularités de u(M)
est contenu dans E, qui est donc de capacité intérieure positive (3).

Au contraire, pour démontrer la partie correspondante à a, on pourra utiliser
le procédé indiqué en b pour construire, en supposant E de capacité intérieure
positive, une fonction harmonique bornée, indépendante de Xp^ et don?l'ensemblc
des singularités appartient à E.

( 1 ) H. CARTAN. [11. L'opertitiuli est légitime, c;»r l'une des deux distributiolia est à noyau compact.
( : :) Par exemple le potentiel capacitaire d'un ensemble fermé de capacité positive contenu danse.

Dans le cas du plan, on se placera à l ' intér ieur d'un cercle île rayon ï f s .
( ? ) Cf. par exemple M. BRKLOT, [1].
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a" On peut énoncer un résultat un peu plus général que le lemme 2 : Soit E
un ensemble de IV7 qui est le produit topologique d'un ensemble e de R^parR/'^
(ou seulem.ent par un domaine de B/""^); pour que E soit de capacité extérieure
nulle dans R^, il faut et il suffît que e soit de capacité extérieure nulle dans R^.
La démonstration est analogue, et l'application aux fonctions quasi-sousharmo-
niques de R^ dépendant seulement de .ri, . . ., Xq est évidente.

6. Soit maintenant S/' la sphère unitaire de R^. Si M, de coordonnées polaires r,
91, .. ., Qp-i est un point de R^, m (91, . . ., 9^-1) désignera le point de S^ situé
sur le rayon-vecteur OM.

On sait que le Laplacien en coordonnées polaires s'écrit

\n: à'^u p — i au î.. _^ .+_ ___ _^ ^. ̂

où § désigne l'opérateur de Beltrami (1). Si une fonction u {m) vérifie ÔM = o dans
un domaine de S^, elle sera dite fonction harmonique sur la sphère dans ce
domaine; u(m) sera dite sous harmonique sur la sphère si elle est de la classe
K'2) et vérifie au ̂  o, ou si elle est limite décroissante d'une suite de telles fonc-
tions. Une projection stéréographique les transforme d'ailleurs en fonctions de
même nature dans R^-1. La transformation inverse, application de R^-1 sur S7',
nous permet de définir les ensembles de capacité extérieure nulle sur
la sphère, et les fonctions quasi-sousharmoniques sur la sphère. Nous
démontrons alors le

LEMME 3. — Soit u(M) == u(m^ r ) == u(r^ 91, . . ., 9/,-i) une fonction quasi-
sous harmonique dans le cône T de R7' défini par o << r <C oo, m e D, où D est
un domaine de la sphère unité S^. Si u(m^ r) est indépendante de i\ c'est une
fonction quasi-sous harmonique sur la sphère dans D.

Remarquons d'abord que pour qu'un ensemble conique E, formé de segments
R^^r^Ra, m ce, soit de capacité extérieure nulle, il faut et il suffit qu-e sa
trace e sur la sphère soit de capacité extérieure nulle sur la sphère. En effet, si A
est un point de S^ isolé de e par un petit cercle, faisons correspondre à E Fensemble
cylindrique E' ayant pour base la projection stéréographique e' de e avec A comme
centre de projection, et une hauteur finie h. Il existe entre E etE' une homéomor-
phie évidente, pour laquelle le rapport des distances de deux couples de points
homologues est compris entre deux nombres positifs fixes. Or une telle homéo-
morphie transforme un ensemble de capacité extérieure nulle en un ensemble de
même nature (2); d'autre part les ensembles e et e' sont simultanément de capacité
extérieure nulle ou positive; la propriété énoncée résulte donc du lemme 2.

On achève la démonstration du lemme 3 en opérant de la même façon que pour
le lemme 1.

( ' ) Cf. pcir exemple G. BOULIGAND, [2], p. 22.
( 2 ) M. BRELOT, [4].
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II. — FONCTIONS SOUSHARMONIQUKS DANS 1}N DEMI-CYLINDRE.

7. M == M(.Ti, . . ., Xp) désignant un point de R^ et m == fn{ Xi, . . ., ^/,-i) sa
projection sur R7'"', on considère un domaine D de R^"' el le cylindre r de B/
défini par m € D, x,,^> u.

THÉORÈME \. — Si u(M) est une fonction sousharmonique bornée supérieu-
rement dans F. o(w) == lim u(.x^ ..., ^,^ (?.?< quasi-sousharmonique ou vaut

.^>+00

identiquement —oo rfa^-y D.

Soit en effet Ui(M) == u(x^^ . . . , ^ + ^ ) ( ^ ^ o ) ; M / ( M ) est sousharmonique
dans r, et l'on a ^(m)= lim u/\M.). D'après le théorème de M. Brelot et

•r->•-<-oo

H. Cartan rappelé au paragraphe 2, <->(M) est quasi-sousharmonique dans F, où v
vaut identiquement —oo ; de plus elle est indépendante de .r//. o(w) est donc,
d'après le lemme 1, une fonction quasi-sousharmonique dans D, où y valant
identiquement — oo.

Remarques. — a. On peut évidemment supposer dans l'énoncé que u est seu-
lement bornée supérieurement sur tout compact K de D décrit par m, cotte borne
pouvant dépendre de K.

b. Lorsque p= 2, ^(m) == ̂ {x) est convexe (donc .continue), ou vaut identi-
quement —oo {Cf. lemme 1). C'est le résultat donné par G. Hardy et
W. Rogosinski.

c. Si p ^> 2, ^(m) n'est pas nécessairement sousharmonique. Soit, par exemple
une demi-droite A intérieure àF el parallèle à l'axe Oxp. Plaçons sur A une distri-
bution dont la densité linéaire est négative, croissante, et tend vers zéro assez vile
pour que la masse totale soit finie. Il est aisé de vérifier que le potentiel engendré U,
qui est sousharmonique dans F et vaut — oo en tout point de A, est tel que cp(w)
soit nulle en tout point de D, sauf sur la trace my de A, pour laquelle on a
'-(mû) = — oo. On construirait facilement des exemples analogues en substituant
à A un ensemble de demi-droites dont la réunion est de capacité extérieure nulle»

d. Si D == 3 et si D est l'espace R2 tout entier, on obtient îe théorème suivant :
Si u est sousharmonique et bornée supérieurement dans le demi-espace a?:i>>o,
'j(w) est quasi-partout ( ' ) égale à une constante a. Cela résulte de ce qu'une
fonction sousharmonique bornée supérieurement dans tout le plan SP réduit à une
constante ('-').

8. Voici maintenant quelques théorèmes d'uniformité :

Soit f(m) une fonction continue telle que Von ait <o(m) ̂ f(m). Pour tout
compact K de D et pour tout e > o, on a

/((M) </(w)-+-s; pour .r,,>X(K,s) (weK).

( 1 ) M. KELDYCH, [l], cf. aussi M. BRELOT [6], p. 3o6.
( î ) M. BRELOT, [5].
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L'énoncé est une conséquence directe du théorème d'uniformité rappelé dans
la première partie.

Si ?(w) vaut identiquement —oo, la convergence de u(M) vers cette valeur
est donc uniforme sur tout compact de D (lorsqu'on fait tendre x? vers -(- x).

Lorsque ^?==2, la fonction o(w) == (p(;r) est continue (si elle ne vaut pas
identiquement—oo). On peut donc prendre f{x^ = 9(^)5 renoncé ainsi obtenu
a été donné par G. Hardy et W. Rogosinski dans le Mémoire cité.

Plus généralement, si f{m) est une fonction continue dans D, et si l'on a
^(w)^y(w) sur un compact K. de D qui n'est effilé en aucun de ses points-
frontière, il existe, pour tout e>-o, un voisinage de K, soit V(K, s) et un
nombre X(V, s) tels que l'on ait u(M) <^f(m} +2 pour m e V(K, s »
ci .r,>X(V, c):

En effet, il résulte de l'hypothèse faite sur Ket de la notion de pseudo-limite (-')

qu'il existe un voisinage V< (K, s) de K dans lequel la régularisée o vérifie

î ( m ) < '/( m ) -h s-, ( m e Vi ).

D'après le théorème d'uniformité précédent, on peut donc trouver, pour tout voi-
sinage fermé de K intérieur à V\, soit V[(K, e), un nombre X(K, & ) tel que l'on
ait u(M) </(w) +e pour weV(K, e) et x,,'> X(V, e).

Signalons encore la propriété suivante : S'il existe dans D un ensemble e de
capacité extérieure positive sur lequel on a ^(m)^a^ il existe un domaine d
de D tel que l'on ait, pour tout £ > o, u (M) << a 4- £ pour x^> X(û?, s), rnç d.

En effet, il existe au moins un point m» de e en lequel cet ensemble n'est pas

effilé; en ce point la pseudo-limite de o est au plus égale à a; on a donc o(rno)^a
et par conséquent (p (w)<<<2+ s- dans un voisinage de Wo. On achève comme
précédemment.

Remarque. — On peut donner l'interprétation suivante du théorème d'unifor-
mité. Soit d un domaine régulier complètement intérieur à D, et soit/Y m) = H^
la fonction de Wiener correspondant à d avec donnée frontière o (1). La fonc-
tion/(M), harmonique dans le cylindre y correspondant à d est la meilleure
majorante harmonique à l'infini de u dans v.

Nous entendons par là que si h (M) est une fonction harmonique bornée infé-
rieurement dans y et telle que l'on ait

6(m)= l im À ( M ) ^ l im u ( M") = s> ( fn ')
.̂ T-;< .r^-+-»

en tout point m de d, on a aussi, pour tout compact K de û?,

/ / ( M ) > / ( M ) — î , pour ^ > X ( £ , K ) . weK.

( 1 ) Cf. M. BRKLOT, (3J. Dans le cas présent où <p est quasi-sousharmonique sur rf, H^ n'est autre

que la meilleure majorante harmonique de ç dans d.
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On a, en effet,

ÏÏm ( / ( M ) — / i ( M ) ) = / ( m ) — lim A ( M ) =/ (m) - ^(m).
^p>+^ .rp^T»

Or y ==11 :̂̂ 11^ et comme H^ est la meilleure minorante harmonique de la
fonction quasi-surharmonique ^ et est par conséquent majorée dans d par cette
dernière fonction, on en conclut

n™ ( / ( M ) — À ( M ) ) ^ O (med)
^-^-+-00' /

et le théorème d'uniformité appliqué à la fonction harmonique f—h bornée
supérieurement dans le cylindre y donne le résultat.

9. Cas (Tune fonction harmonique. — Si u (M) est harmonique et bornée
(dans les deux sens) dans r, la fonction ^(m) = lim u(M) est quasi-surharmo-

•x-pT"?»
nique. On a ^(m) ̂ y(w) partout dans D; donc si l'égalité a lieu sur la fron-
tière d d'un domaine d complètement intérieur à D, c'est-à-dire siu(M) admet,
lorsque Xp tend vers -t- oo, une limite pour tout point m de d, il en est de même
partout dans d, et la fonction <p(w) est alors harmonique dans d. De plus le
théorème d'uniformité montre que cette limite est atteinte uniformément pour
tout compact K. de d.

Mais la méthode des familles normales donne ici un résultat plus précis. En
effet, les fonctions U[(M) étant harmoniques et bornées dans r, il est bien connu
qu'elles sont également continues sur tout compact de T. Un raisonnement clas-
sique montre alors que si la limite existe pour tous les points m d'un ensemble
d'unicité e de D (c'est-à-dire un ensemble tel que toute fonction harmonique
dans D soit identiquement nulle dès qu'elle s'annule sur e), cette limite existe
également pour tout point m de D, et c'est une fonction harmonique dans D.
De plus elle est atteinte uniformément pour tout compact de D.

Tout ensemble e possédant un point intérieur est évidemment un ensemble
d'unicité. Dans le cas d'une bande plane {p == 2) les fonctions harmoniques dans
le domaine D sont les fonctions linéaires, Tout ensemble constitué par deux points
est un ensemble d'unicité.

Cas d^n cylindre indéfini. — Si F est infini dans les deux sens
(—oo << ;rp<<-4-oo), le théorème de H. Cartan (§2) permet d'énoncer : Si u est
sousharmonique et bornée supérieurement dans F, la fonction cp<(77i)= max ^(iM)

—«<.rp<4-«e

est quasi-sousharmonique. Pour/? ==2, <pi (m) == y< (x) est une fonction convexe,
donc continue, de x.

Considérons encore, dans IV', la région B définie par a << x^ <^ (3. Si u est
sousharmonique et bornée supérieurement dans B, la borne supérieure de u sur
les hyperplans x^ == x est une fonction convexe de x ( ' ). Il est d'ailleurs facile de

( * ) J. FAVARD, [1J. Ce dernier théorème est énonce dans le cas où u est harmonique. L'auteur
montre également que la fonction <p^ est sousharmonique dans le cas d'une fonction harmonique
bornée dans un cylindre de R3. Observons que <p; est alors continue.

LXXV. 7
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le montrer directement, en raisonnant comme pour la propriété de convexité
du maximum de u sur des sphères concentriques.

10. Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la plupart des démonstrations,
nous nous limiterons maintenant au cas où le domaine D de R^~1 est borné, et
limité par un nombre fini de variétés à p—2 dimensions régulières (c'est-à-dire
par exemple douées en tout point d'un hyperplan tangent).

Nous appellerons constante fondamentale du domaine Dia plus petite valeur
propre Ào==^o(D) relative à D et à l'équation

(2) A U - h X U = = o .

On sait ( l ) qu'il lui correspond une fonction propre f(m) vérifiant Péquation (2),

positive dans D, et s'annulant par continuité sur sa frontière D.
Si D' est un domaine régulier de B/'""1 contenant D, on a l'inégalité au sens

strict ^o(D) > ^o(D'). Enfin, étant donné le domaine régulier D, on peut trouver
un domaine régulier D' contenant la fermeture D de D, et tel que ^o(D') soit
aussi voisin qu'on veut de Ao(D).

THÉORÈME 2. — Soit u(M) une fonction sousharmonique dans le demi-
cylindre r vérifiant :

a. lim a(M) ̂  A << oo pour tout point-frontière P de r;
M^.1*

b. u(M) ̂  £(xp)e{r/:9•T''^ où e(Xp) tend vers zéro lorsque Xp tend vers + oo, et
où ^o est la constante fondamentale du domaine D.

Dans ces conditions^ on a M (M) ̂ A dans T.

Nous diviserons la démonstration en deux parties :

i° Supposons d^abord qu'il existe une constante positive B telle que

u{ M )^ B <?Â-•^>, avec o < k < y/^,

et soit Di un domaine régulier contenant la fermeture D de D, et dont la con-
stante fondamentale h vérifie k <^h <, ^/Â,). La fonction propre fondamentale f(m)
de Di est bornée intérieurement sur D par un nombre positif. D'autre part on
vérifie aisément que f^m^e^p est harmonique dans le demi-cylindre I\ corres-
pondant à DI [car/(w) est solution de l'équation (2) dans D^avec ^ = A2]; cette
fonction harmonique est donc supérieure à un nombre positif fixe sur T.

Si donc on forme la fonction

Mi(M) = M(M) — V(w) e^p (-/i > o),

( ' ) L'équation ( 2 ) est bien connue. Elle s'introduit tout naturellement dans de nombreuses
questions, notamment quand on recherche les fonctions harmoniques de la forme

M ( M ) = / ( W ) ^ ( ^ , ) .
On la rencontre donc quand on fait l'étude des fonctions harmoniques dans un cylindre
(cf. notamment G. BOULHÏAND, [1]).



on obtient une fonction sousharmonique dans F tendant uniformément vers — oo
lorsque Xp tend vers +00. On peut donc trouver un nombre X tel que l'on
ait M i ( M ) ^ A dans F dès que Xp surpasse X, et l'on conclut aisément, à l'aide
du « principe du maximum », qu'on a la même inégalité dans F tout entier.

Or ceci ayant lieu quel que soit 73 > o, il en résulte bien l'inégalité u(M) ̂ A.
dans F.

2° Supposons maintenant qu'on ail seulement u(M) ̂ i{Xp)e^cp, et formons
la fonction

M,(M)=M(M)—Vo(w)<'^/> (-n>o),

oùfn(m) est la fonction propre fondamentale de D. Soit d une boule complète-
ment intérieure à D. fo(m) est bornée intérieurement sur d par un nombre
positif, donc, lorsque Xp tend vers 4-00, u^(M) tend vers —oo uniformément
lorsque m décrit d. Mais la constante fondamentale du domaine D _ 'd étant
inférieure à À,», il résulte de la première partie de la démonstration que i^(M)
est bornée supérieurement dans le demi-cylindre correspondant à D — d (par le
plus grand des deux nombres A et B). Elle est donc bornée supérieurement
dans F, et Fon a donc u^ (M)^ A dans F tout entier, d'où, en faisant tendre Y}
vers zéro, u(M) ̂ A dans F.

Remarques. — a. Le théorème 2 serait inexact si l'on ne supposait pas que
s-(^p) tende vers zéro lorsque Xp tend vers +00. Il suffit en effet de considérer
par;exemple la fonction u(M) ̂ e^^rf^m) qui est harmonique dans le demi-
cylindre F, nulle sur sa frontière, et évidemment non bornée dans F.

b. Lorsque p = 2 et que D est l'intervalle a < x < (3, on a ^ A o = = — — — . Le

résultat correspondant a été énoncé par G. Hardy et W. Rogosinski (loc. cit.}
avec la restriction inutile que u (a?, y) soit sousharmonique également sur la fron-
tière de la bande. Si u(x^ y ) est le module d'une fonction analytique de F, on
obtient un théorème classique de Lindelôf, énoncé habituellement pour un angle
cas auquel on se ramène immédiatement par une transformation conforme très
simple.

11. Avant d'étendre aux espaces à plus de deux dimensions le théorème de
l'indicatrice de Phragmen-Lindelôf, faisons quelques remarques simples sur le pro-
blème de Dirichlet relatif à l'équation (2) dans le cas où ^, positif, est inférieure à
la constante fondamentale du domaine régulier d.

On sait que si la donnée frontière <p(w) est continue et positive, il existe alors
une fonction f(m) unique, vérifiant l'équation (2) dans û?, positive, continue su
la fermeture rf, et égale à <p(w) sur la frontière d.

Lorsque cp est semi-continue supérieurement, considérons une suite décrois-
sante de fonctions continues cp^ admettant y pour limite.

Les solutions correspondantes j\ tendent en décroissant vers la con-
stante —ce ou vers une fonction f vérifiant l'équation (2); cette limite est
indépendante de la suite choisie.
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En effet, la suite fi est décroissante, car/;— fj est solution du problème pour la
donnée frontière 9,—<py, qui est non négative pour i<j. D'autre part un raison-
nement classique montre l'indépendance par rapport à la suite choisie ( A ) ; il
suffit de s'appuyer sur la propriété bien connue : si ( ̂  } et ( ̂  j sont deux telles
suites, à tout indice i on peut associer un nombre Â-(i, e) tel que c/.<^+g
lorsque j ̂ >k.

Montrons enfin que/ vérifie l'équation (2) dans d\ en effet les fonctions

Ui{M)=e\^•vpfi{m)

sont harmoniques dans le cylindre y correspondant au? , et décroissantes. Elles
convergent donc uniformément sur tout compact de d vers —oo ou vers une fonc-
tion harmonique dans y qui sera de la forme ^^/(w), et il en résulte que /
vérifie l'équation (2). De plus la convergence de la suite (/,} est uniforme sur
tout compact de d.

Nous appellerons cette fonction / solution du problème de Dirichlet pour
l'équation (2) avec donnée frontière <p, Nous la supposerons définie dans 'd en la
prenant égale à y sur la frontière. Elle sera alors semi-continue supérieurement
sur d [ce qui montre que la plus grande limite de / en tout point frontière m^ est
au plus égale à ©(/no)].

12. Nous aurons encore besoin d'étudier les fonctions jouant vis-à-vis de l'équa-
tion (2) le même rôle que les fonctions sousharmoniques vis-à-vis de l'équation
de Laplace. Nous considérerons donc la classe (Kp) des fonctions satisfaisant à
l'une des définitions suivantes dont nous montrerons l'équivalence :

A. u(m) est dite de la classe (Kp) dans D, domaine de R^-1, si

M ( M ) = M(w) ep^p

et sousharmonique dans le cylindre T de R^ ayant pour base D.

Si u est dérivable, on a donc, d'après A, âu+^u^o. Dans le cas général,
u est seulement semi-continue supérieurement. On peut substituer à la définition
usuelle du laplacien, celle des opérateurs de L. Schwartz ( 2 ) ; d'où l'équivalence
de la définition A avec la suivante :

B. u est de la classe (Kp) dans D si :

a. elle est semi-continue supérieurement»
b. la distribution A M + p 2 ^ est une mesure positive; on entend par là que

pour toute fonction/infiniment dérivable et nulle hors d'un compact K de D on a

/^(A/-+-pV)û?T^O (3).
^K

( ') C'est le raisonnement utilisé pour montrer l'existence de la meilleure majorante harmonique
d'une fonction sousharmonique.

( 2 ) L. SCHWABTZ, Généralisation, de la notion de fonction, etc. (Ann. Univ. Grenoble 21 1945
P- 57-74)•

( 3 ) On peut également remplacer la condition B par la suivante : les moyennes sphériques itérées
Ut(m) vérifient l'inégalité AM(-(- p2^ ̂  o.
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Soit maintenant d un domaine régulier'avec û?cD, assez petit pour que la
constante fondamentale ^e(d) soit supérieure à p2. Posons u(M) === u(m)eP3'p et
construisons la solution P(m) du problème de Dirichlet relatif à l'équation (2) et
à d avec donnée frontière u (cf. §11). y(M)==v(m) e^p est harmonique dans le
cylindre F de base d. Il résulte alors du théorème (2) qu'on a U ( M ) ^ V ( M )
dans F; d'où u(m) ̂  v(m) dans d.

Prenons en particulier pour d la boule S(m,r) et désignons par y - ' ' ( w ) la
moyenne superficielle de la fonction w sur la sphère S (m, r); v étant solution
de Ap 4- p2^ == o^il est bien connu qu'on a ( A ) pour p ̂  3

^(P)=P(M)/^-i(r)
avec

^.^v-.^i'-^y.-.-•(..i-)('0
On est donc conduit aux définitions suivantes :

C. u est de la classe (Kp) si u est semi-continue supérieurement et
si Von a, pour tout domaine régulier d, avec ^(o?)<^p2, Vinégalité u ̂  v,
v désignant la solution du problème de Dirichlet relatif à d et à Inéquation

Ap -i- p2p = 0,
avec donnée frontière u.

D. Dans le cas p^.3, u est de la classe (Kp) si u est semi-continue supé-
rieurement et si l'on a, en tout point m de D :

V.r(^u}^ufp-^r)

pour r suffisamment petit.

On a vu l'équivalence des définitions A et B, et l'on a constaté que la défi-
nition A entraîne la propriété C, qui à son tour entraîne D pour p ̂  3. Il reste
à montrer que B est une conséquence de D.

Or, si u est dérivable, cela résulte immédiatement du développement

^w-u+ ^y2-!)^-"
Dans le cas général) on peut justifier un calcul analogue par l'usage des distri-
butions de L. Schwartz. On peut également régulariser u à l'aide de moyennes
sphériques itérées.

Remarquons enfin que dans le cas p •===- 2 l'équivalence des définitions B et G
est facile à établir par un calcul direct.

(*) HILBERT et COURANT, Methoden der Mathematischen, Physïk, vol. 2, p. 26 r.
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13. THÉORÈME 3. — ( Généralisation de l'indicatrice de Phragmen-Lindelôf).
Soit u(M) une fonction sousharmonique dans le demi-cylindre Y vérifiant
u{M) ̂  AeP^, où A est une constante positive et p un nombre réel quelconque,

et soit 9(-w) == lim u (M) e-^v. La fonction 9 (m) régularisée supérieure
^p^"

de 9 (w) ̂  de la classe (Kp) dansD, et V ensemble des points E [9 ( m) < o (w)j
est de capacité extérieure nulle.

On a en effet
? (w)eP-î-p == ep^p Ïim /((.ri, .r,,. . .. a- -4-/) g-pta-p+f)

/•>-+.»

= Ïim "<(M)

avec ^ (M)=^ (^ , a-2,. . .Xp+t) e-^; les fonctions ^ (M) sont sousharmo-
niques et bornées supérieurement pour les points M de F, vérifiant X' ̂  Xp ̂  X";
il en résulte que 9 (m) eP3'? est une fonction quasi-sousharmonique et par consé-

quent 9 (m) est de la classe (Kp) dans D.

Enfin l'ensemble E [9 (m) << 9 (m)] est la projection de l'ensemble cylindrique

E[9 (m) e^p < 9 (m) eP-^j, qui est de capacité extérieure nulle; la seconde partie
de Renoncé résulte alors du lemme 2.

Remarques. — a. On peut énoncer un théorème d'uniformité ;

Les hypothèses du théorème 3 étant vérifiées et f(m) étant'une fonction
continue au moins égale à 9 (w), on a, pour tout compact K de D :

M(M)<[ / (m) -h£]< ;P^ pour ^ > X ( £ , K ) , w e K .

En effet, soit P le point (w, ^), avec X^^^X"; eP^' étant borné, le

théorème d'uniformité énoncé au chapitre 1 (§2) donne : Ut (P) <. ®(m)eP^-+- s eP^r
pour ( > T (e, K), m 6 K; pourobtenirlerésultat, iisuffit alors de multiplier les deux
termes de l'inégalité précédente par e?1- et de choisir pour M le point (w, Xp = î,p 4-1).

b. Soit d un domaine régulier, avec d c D et ^o (d) > p2 ; soit/la solution du
problème de Dirichlet relatif à ^ et à l'équation A/'H-p2/^ o, avec donnée

frontière 9; on peut dire que F (M) == / (m) e^p est la meilleure majorante
harmonique à l'infini de la fonction u(M) dans le demi-cylindre T de base d:
si H (M) est harmonique dans F, bornée intérieurement ou même seulement telle
que ï^M)^"?-1'/' soit bornée intérieurement et telle enfin que l'on ait :

< ^ ( m ) = lim H(M)^-P^^ Ïim M(M)<?-P^ == ®<w)
.^>-K» a-p^+»

en tout point m de d, alors on a nécessairement, pour tout compact K de d :

H ( M ) > F ( M ) — s e p ^ pour Xp> X(e, K), we K.

Nous omettons le détail de la démonstration, toute semblable à celle donnée
pour la remarque analogue du § 8, remarque à laquelle celle-ci se réduit pour p = o.
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II suffit de montrer que/ (w)—^(m) est non positive dans d, puits d'appliquer
le théorème d'uniformité de la remarque précédente à la fonction F(w) -- H(w).

c. Dans le cas/? = 2, le théorème 3 prend la forme suivante :

Si a<^i <^<a?î< ?, avec .ra—a?! < ?t/?, on a <p(.r) ^/(a?) = Acospa;-+-B sinpa-,

où A et B sont déterminés parles équations /( a?i )= ©(a'i),/^) = ©(.z-a).
Par la transformation w == e-13 on obtient la forme classique du théorème de

Phragmen-Lindelôf, étendu aux fonctions sousharmoniques de deux variables
par G. Hardy et W. Rogosinski. Il .est bien connu qu'une telle fonction y est
continue.

III- — FONCTIONS SOUSHARMONIQUES DANS UN CÔNE.

ÉTUDE A I/1NFINI ET AU VOISINAGE DU SOMMET.

14'. Nous ferons maintenant une étude rapide des fonctions sousharmoniques
dans un cône; ce cas présentant de grandes analogies avec celui du cylindre, nous
insisterons seulement sur les légères modifications qu'il faut apporter. Observons
cependant qu'on ne peut passer directement de l'un à l'autre cas, car il n'existe
pas, dans R^(/?^3) de transformation jouant le rôle de w== e~13 dans le cas de R2.

Un point M de R^ étant rapporté à ses coordonnées polaires r, (pi . .. OjB-i, ou
plus brièvement à r et à la trace m du rayon vecteur OM sur la sphère unité S/',
nous désignerons par Te le secteur conique défini par r> ro et weD, où D est
un domaine de S^, et par Ti le secteur défini par r< FQ, mçD. L'étude d'une
fonction sousharmonique i^(M) à l'infini dans r<,, ou au voisinage du sommet
dans F, est en réalité la même, car on passe de l'une à l'autre par une transfor-
mation de Kelvin (^ ).

THÉORÈME ibis. — Si u (M) est sousharmonique et bornée supérieurement
dans Te (respectivement dans F,-), ^(m) == lim u(M) [respectivement

___ r^w

9 (m) = lim u(M)] est quasi-sousharmonique ou identique à — oo sur le domaine

sphérique D.

On procédera comme pour le théorème 1 ; on appliquera le théorème
de M. Brelot et H. Cartan, puis le lemme 3, à la famille de fonctions
i^(M)=u(<r,(pi, ..., 9p_<) lorsqu'on fait tendre t vers 4-00 (respectivement
vers zéro).

Remarques. — a. On obtient, comme au paragraphe 8, des théorèmes
d'uniformité qu'on peut encore interpréter par la notion de meilleure majorante
harmonique à l'infini (respectivement au voisinage du sommet).

b. S i /?=2 ,9(w)=9(9)es t sur le cercle unité une fonction convexe de 6 (ou
vaut—oo).

( ' ) Cf. notamment M. BBELOT, [6].
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c. Si fi constitue un voisinage de 0,y(w) est quasi-sousharmonique sur S^
tout entière; elle est donc constante quasi-partout sur S3 lorsque p == 3
(cf. § 7, remarque û?). Mais ici la conclusion subsiste quel que soit p. En effet
u(M) est alors sousharmonique même en 0 ( l ) ' , elle admet donc en ce point
une pseudo-limite u(0). Si <p(w) était inférieure à u(0) sur un ensemble de
capacité extérieure positive sur S^, le théorème d'uniformité entraînerait ( 2 )
l'existence d'un petit secteur conique, de sommet 0, ^sur lequel on aurait
u(M) <^u(0) — e, ce qui est contraire à la notion de pseudo-limite.

d. Si u est harmonique et bornée dans r», et admet une limite <p(w), lorsque m
décrit la frontière d'un petit domaine sphérique intérieur à D, u admet une
limite en 0 le long de tout rayon vecteur intérieur à Ti et cette limite est une
fonction harmonique de la direction Om. Celte remarque généralise une pro-
priété bien connue de l'intégrale de Poisson dans le cas du cercle [l'existence des
limites /(9o+o) e t / (9o—o) pour la donnée frontière en un point Qo entraîne
que l'intégrale de Poisson admet une limite le long de tout rayon vecteur abou-
tissant en ce point, et cette limite est une fonction linéaire de la direction de ce
rayon vecteur].

15. Nous nous bornerons par la suite au cas où le domaine sphérique D est
régulier. Nous appellerons constante fondamentale de D la plus petite valeur
propre relative à D et à l'équation

(3) Ô/-4-?V=0>

où ô est l'opérateur de Beltrami.

THÉORÈME 2 bis. — Soit u(M)sousharmoniquedansTe(resp.Ti) et vérifiant :

a. limu(M)^A. en tout point frontière P du secteur conique (sommet

exclu)',

b. M(M)^rs(r)rP, où p est la racine positive (resp. négative) de V équation
p(p -4- p — 2) = ̂  ^o étant la constante fondamentale du domaine D.

Alors u (M) -^ A dans Te (resp. Ti).

La démonstration suit pas à pas celle du théorème 2; il suffit de s^assurer que
l'équation (3 ) sur S^ jouit des propriétés utilisées de l'équation (2) dans R^~1 (3).

(*) M. BRELOT, [1].
(2) D'après une remarque analogue à un théorème énoncé au paragraphe 12.
(*) Cette équation se rencontre dans de nombreux problèmes classiques. On peut faire soit une

étude directe, soit une projection stéréographique de S/» sur R/—1 à partir d'un point n'appartenant
pas à D. En appelant ;r,((= i, 2, ..., p—i) les coordonnée» de la projection m^ de w, il vient
facilement

A/(/n^-4-Rï(w.i)/(Wi) = o, avec R(Wi)== [i -+- OwJ *•

L'équation intégrale correspondante n'est plus à noyau symétrique, mais à noyau de Schmidt. Son
étude est bien connue (cf. par exemple GOURSAT, Traité d'analyse, 3).
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D'autre part un calcul élémentaire montre que si f(m) vérifie l'équation (3)
avec ^=p(p- ( -^—2) , la fonction P(M) ==/(w) rP est harmonique dans le
secteur conique. On achève comme au paragraphe 14.

Observons qu'on déduit aisément du théorème 2 bis, la remarque suivante :
Si M, sousharmonique dans I\, vérifie la condition a, et si u (M) r^-3 est bornée
au voisinage du sommet, u est bornée dans Fi, quel que soit le domaine D.
Mais cet énoncé est valable dans le cas d'un point frontière régulier d'un domaine
quelconque (1).

Par analogie avec le paragraphe 12, nous dirons qu'une fonction u(m), définie
dans un domaine D de la sphère unité SP est de la classe (cXp) si la fonction
U(M) == r^u(m) est sousharmonique dans le cône de sommet 0 et de.base D.
On montrerait facilement que ces fonctions jouent vis-à-vis de l'équation
Su + p(p -\- p—2)11 = o, le même rôle que les fonctions sousharmoniques sur la
sphère vis-à-vis de l'équation Su == o; en particulier, si d est un domaine sphc-
rique régulier dont la fermeture est intérieure à D et dont la constante fonda-
mentale ^o(d) surpasse p(p +/?—2), et si v(m) est la solution du problème de
Dirichlet, relatif au domaine sphérique d et à l'équation ô p + p ( p + j o — 2 ) ^ = = o ,
on a u(m) ̂  v(m).

Nous pouvons alors énoncer le

THÉORÈME 3 bis. — Soit M (M) sousharmonique dans Tp (respectivement Ti)
vérifiant &(M).^ArP, où A est une constante positive et p un nombre réel
quelconque^ Posons

, . —— u(M) r / î—u(M)~}s;(/n)==lim——-» | resp. si(w) = lun ——- •
r^» rv |_ r^o rv \

Alors cp(w) ne diffère que sur un ensemble de capacité extérieure nulle (sur
la sphère) de sa régularisée supérieure ^(m), et cette dernière/onction est de
la classe («^p).

Remarques. — a. On peut encore énoncer le théorème d'uniformité suivant :
si/(w) est une fonction continue majorant <p(w), on a, pour tout compact R
de D, M(M)^[/( /n)+£]rP pour r>R(e, K) [respectivement r<R(£, R)].

b. On a vu que (P était quasi-sousharmonique pour p ==o. Il en est donc de
même pour p === 2 —p. Cela résulte de ce que, en vertu de la transformation de
Kelvin, M(M)r^~2 est une fonction sousharmonique du point M' transformé de M
dans l'inversion de centre 0 et de module i.

IV. — ADDENDIÎM. — ÉTUDE D'UNE CLASSE DB FONCTIONS
GÉNÉRALISANT LES FONCTIONS SOUSHARMONIQUES ET SOUSMÉD1ANES.

16. On appelle fonctions sousmédianes dans un domaine D de R^ les fonctions
sommables u qui sont en tout point M inférieures ou égales à leurs moyennes sur
les boules de centre M contenues dans D. On trouvera une étude complète de ces

( ' ) M. BRELOT, [8].
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fonctions, qui généralisent les fonctions sousharnaoniques, dans un travail récent
de M. Brelot ( i ) . Nous allons étendre un certain nombre de leurs propriétés à une
classe plus générale de fonctions. Donnons d'abord quelques définitions.

Les fonctions u(M) envisagées seront définies dans un domaine D de B/" et
sommables sur tout compact de D. u^'^M) désignera la moyenne de u sur la
boule S (M, r) de centre M et de rayon r; c'est une fonction continue de M définie
dans le domaine Dr constitué par les points de D situés à une distance supérieure
à r de sa frontière D.

M'^P) désigne la fonction obtenue à partir de u^ par une nouvelle médiation
sur les boules de rayon p ; elle est définie sur D/.^.p, et Pon a

«(/•,?)== ^(p^).
•*
u désigne la régularisée supérieure de M, c'est-à-dire la fonction égale en tout

point M au maximum de u en ce point; elle est semi-continue supérieurement.
Soit a(r) une fonction non décroissante, définie pour r> o (ou tout au moins

pour o<^r<ro) , et tendant vers zéro avec r. On introduit les deux classes
suivantes :

Classe Cy, : (3 a est la classe des fonctions u(M) définies dans D telles que :

(a) M ( M ) est sommable sur tout compact de D,
W M(M)^^)(M)-+-a(r).

Classe e^ : (3; est la classe des fonctions u(M) définies par laCondition (b) et
par la condition

(a)* M (M) est semi-continue supérieurement dans D.

Exemples. — i° Pour oc(r)= o, on obtient les fonctions sousmédianes et sous-
harmoniques. Celles-ci appartiennent d'ailleurs respectivement à toutes les
classes Cy. et <3;.

Mais il est bien évident que la classe (3a, par exemple, peut contenir en général
d'autres fonctions, et même des fonctions surharmoniques (2).

2° Soit(3(r) une fonction définie comme a(r), c'est-à-dire non décroissante,
définie pour ( > o, et tendant vers zéro avec (. Soit h(x) une fonction positive,
définie pour o <^ x <^ oo, et telle que

| \o^h{x -h 0- logA(.r)| ̂  p(| ç |).

Soit enfin (/((M)) une famille de fonctions sousmédianes dans le cylindre
T(mçd^ Xp^> o), positives et telles que

^W^A<»..h{Xp)

(1) M. BBELOT, [7].
(1) II est très facile de voir que toute fonction surharmonique appartenant à la classe C*. est

continue dans D.
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Alors

^.(M)^^h {xp)

est de la classe (?a dans F, avec a ( r )=Ap(r) .
En effet on a

e-3(l^Mî/L±i)^^(|;i)
- À(^) -

En désignant par ^, . . ., ^, les coordonnées d'un point P voisin do l'origine, il
vient, d 'après^^M+P)^^^^

/l { Xp -+- ̂

<?-3(1^1)
^^/,(M+P)^,(M+P).

En prenant les valeurs moyennes, on obtient

^••'••<")-^^W^PCM).

Comme/, est sousmédiane,/((M^^/'/'^M), d'où

^-^^(M^^PCM),
ce qui s'écrit

^,(M)^^(M)+[i-^-3f'-)j^,(M)
^^p(M)H-p(r)A,

d'où le résultat; il fait comprendre le parti qu'on peut tirer de la notion de
classe Cy, pour l'étude de certaines familles de fonctions sousmédianes non bornées
supérieurement.

17. Remarques. — Des définitions on déduit immédiatement :

i° Une fonction u de la classe Cy, est bornée supérieurement sur tout compact
deD.

Soit en effet un compact K. contenu dans D, et r un nombre tel queKcD/.; M^I
est continue dans Dr, donc bornée supérieurement sur K, et la relation (b) donne
le résultat.

2° Si u est de la classe Cy. dans D, u'P' est de la classe C^ dans D.

En effet M < P ' est continue, et la relation (b) donne, par médiation sur la boule
S ( M , p ) :

^'(M^M^P^M^af^MfF.^M)-^^).

Nous allons établir d'autres propriétés des fonctions de la classe C^.

PROPRIÉTÉ 1. — L'ensemble E[u(M)< u(M)\ des points M où une fonc-
tion u de la classe Qg, est inférieure à sa régularisée supérieure est de mesure

nulle, et u est partout la limite des moyennes u^'l lorsque r tend vers zéro.
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En effet de la relation (b) et de la continuité en M de u^ on déduit

•^(M)^^)(M)-ha(r) .

D'autre part il résulte de la définition même de u qu'on a, pour r assez petit,

^)(M)^(M)-he;

d'où, lorsque r tend vers zéro

î(M)==Iim^)(M).
r==0

Et comme d^autre part
l i m ^ ) ( M ) = z < ( M ) ,
r=0

presque partout, le résultat est complètement établi.

PROPRIÉTÉ 2. — Si u est de la classe Cy,. sa régularisée supérieure u est de la
classe <3î.

Démontrons d'abord le lemme suivant : Si { Un ] est une suite convergente de
fonctions de la classe Cy. bornées uniformément en module dans D par une
fonction localement sommable, la limite u est de la classe (3a.

En effet les hypothèses permettent d'écrire

limî4p== u^
n

(théorème de Lebesgue). On a donc

u = Vïmun-^ limM^^-h a(r)== u^-\- a(r);
n n

u est donc de la classe Ça.
La propriété 2 en résulte, car on a

*
u == lim ^(P»)

pour une suite de nombres p/» tendant vers zéro (propriété 1); or les i^P"' sont de la
classe (3aî tout revient donc à montrer qu'ils sont bornés en module par une
fonction localement sommable. Or on a, pour pn-< ^o+ £» dans D^.

| M(P")| ̂  maxj M ( M ) | -4-a(r)<oo (remarque i°).
M€D.

Conséquence. — La classe (^î, qui est évidemment une sous-classe de la
classe (3a, est constituée par les régularisées supérieures des fonctions de la
classe (3a, dont elles diffèrent d'ailleurs seulement sur un ensemble de mesure
nulle.

18. Le lemme utilisé pour la démonstration* de la propriété 2 est un théorème
sur les suites de fonctions de la classe Cg; nous allons étudier plus spécialement
certaines familles de fonctions de cette classe.



- 109 -

PROPRIÉTÉ 3. — Si [ Un} est une suite non croissante de fonctions de la
classe <3a {respectivement (3î) dont la limite u est localement sommable, u est
de la classe Cy, (respectivement <$î). Déplus Un a pour limite u.

La première partie résulte du lemme précédent. Si de plus les Un sont de la
classe (^î, u est semi-continue supérieurement, donc de la classe C^.

Montrons la seconde partie. Les Un ont pour limite une fonction v de la classe €*y.
(d'après la première partie) et l'on a u^v. Mais comme on a presque partout

u,i= Un (propriété 1), il en résulte u == v presque partout. On en déduit u^ v.

PROPRIÉTÉ 4. — L'enveloppe supérieure y d\une famille ̂  quelconque de fonc-
tions u de la classe (°a uniformément bornées supérieurement sur tout compact
de D, est une fonction de la classe (?a. La régularisée supérieure cp est la
limite^ lorsque r tend vers zéro^ de l^ enveloppe supérieure ̂ r des moyennes u^' '>.

La démonstration de cette propriété, d'une utilisation commode pour les bornes
supérieures et limites supérieures de fonctions sousharmoniques ( A ) suit d'assez
près celle donnée par M. Brelot pour les familles quelconques de fonctions sous-
médianes (2) .

Remarquons d'abord que l'enveloppe supérieure d'un nombre fini quelconque
de fonctions de la classe Cy. appartient à cette classe, car on a les relations
évidentes

®(M)= mai^s.u(M)^ms^\uW{M)-+•a{r)^^r)(M)-^-a{r).
ue.9 uç.9

11 en sera de même pour une famille quelconque ̂  pourvu que y soit mesurable,
de sorte que la première partie du théorème est complètement établie dans le cas
d'une famille dénombrable.

On peut donc, sans modifier l'enveloppe supérieure y, remplacer les fonctions u
par leur enveloppe supérieure avec une fonction fixe de la famille. Observons
également qu'on peut, par adjonction de nouvelles fonctions, supposer que ^con-
tientPenveloppe supérieure d'un nombre fini quelconque de fonctions de la famille (3).
Les u étant alors comprises entre deux fonctions fixes localement sommables, les
fonctions i^(M) seront également continues sur D^ (pour toute valeur parti-
culière de r inférieure à Fo); leur enveloppe supérieure 4'r est donc continue
sur D^.

Ceci étant, montrons d'abord que y = lim ^r- On a évidemment
r=0

?(M)^<MM)-+-a( r ) ,
d'où, ^>r étant continue,

y ( M ) ^ < ^ ( M ) - h a ( r ) et ç (M) ̂  lim ^(M).

( 1 ) Cf. P. LELONG,[1] .
( 2 ) M. BRELOT, [7], p. 89.
( • ) Une telle famille est un ensemble ordonné filtrant croissant de fonctions de la classe <?,;

cette remarque permet à M. Brelot de simplifier quelque peu sa démonstration.



- 110 -

D'autre part les u vérifiant tous i^(M) ̂  (p(M), on a

<MM) ̂  <pV)(M) ̂  ® ( M ) -h s

pour /• assez petit (en vertu de la semi-continuité). Donc lim^i,.(M) ̂  (?(M), ce

qui entraîne bien y(M) = lim^/.(M).
r=0

Pour achever la démonstration, il reste à s^assurer que CD (M) est localement

sommable. Comme cp est comprise entre toute fonction u de la famille et <p, il
suffit pour cela de montrer que pour toute boule fermée S (Mo, r) contenue

dans D, il existe une fonction u,o de S1 telle que cp^^Mo) — (^(Mo) soit arbitrai-

rement petit, ce qui montrera de plus que y^''^: ̂ r-
Or soit D^ contenant S (Mo, r). On peut recouvrir D^ par un nombre fini de

boules telles que pour chacune d'elles il existe une fonction u de ^ véri-
fiant o^^p—u^^s (pour une valeur p<:ro), car les u^ sont également
continus. L'enveloppe supérieure UQ de ces fonctions u appartient à ^ et
vérifie o ̂  ^p— u^ '^£ sur D^. On a donc, par médiation sur S (Mo, r),

o ̂  d/p-' ( Mo ) — u'P^ ( Mo ) ̂  s.

Mais on a, quelle que soit la fonction u de ^,

1 (A<P.^ (Mo) — ^'(Mo) |= | iW1 (Mo) — M*7-1 (Mo) ! ̂  c

dés que p est assez petit [indépendamment de la fonction M. en vertu de l'égale
continuité des u^]. D'où

0 ̂  ^'-'(Mo) —— ^o'^'Io) ̂  2£.

Comme d'autre part lim^p^^ o^, car les ̂  tendent vers 9 et sont bornées en
p=°

module par une fonction sommable, on voit que si p est suffisamment petit, on
peut construire une fonction Uo telle que

o^o'^Mo)--^'^):.^,

ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE. — Si Ut(M) est une fonction de la classe Cy, bornée supérieu-
rement sur tout compact de D, indépendamment de t(a << t << 6), == lim Ui est

/•>-»
de la classe Gy, pourvu qu'elle soit sommable.

En effet'9 == l imfmax Ut\ et le théorème résulte des propriétés 3 et 4.
n L/^'n J

lî). PROPRIÉTÉ y. — Soit Ut(M) une/onction de la classe Cy, bornée super
rieurement sur tout compact de D, indépendamment de t(a<^t<.b), et
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soit /(M) une fonction continue telle que limi^(M) == <p(M) ̂ /(M). Pour
t^-o

tout E^> o et pour tout compact K û?e D, o/i a

M<(M)^/(M)-h s ^^r MeK et <>^(s,K).

Soit, en effet ( tu, ) une suite de nombres tendant en croissant vers 6; posons

^n = max M^ ;
<^/»

^n est de la classe Cy. (propriété 4), et l'on a

s = lim^,,./(

Si donc K. est un compact de D, les ensembles

en= E J^(M)-/(M)^c>o]
M € R

sont fermés (en vertu de la semi-continuité) et décroissants. Or leur intersection

est vide, car on a./^ 9 •==- lim^/i (Propriété 3). Ils sont donc vides à partir d'une
certaine valeur de /i, soit /lo? ce qui entraîne que pour t^> t^== ^o(K-, e), on a

^ ( M ) ^ ^ ( M ) < / ( M ) + e ( M € K ) .
,.*

Remarques. — 1° Si 9 vaut identiquement —oo, la convergence de Uc
vers — oo est donc uniforme sur tout compact 8e D;

2° La plus petite fonction/(M) satisfaisant à l'énoncé est 9 (M) lorsque celle-ci
est continue;

3° II est clair qu'on peut énoncer la propriété 5 en remplaçant M((M) par une
suite j (An(M) ) de fonctions de la classe C^.

4° Les propriétés qui précédent permettent d'énoncer pour la classe opa des
théorèmes analogues à ceux énoncés pour les fonctions sousharmoniques. En
particulier si l'on se reporte aux notations et aux hypothèses du théorème 3, on
verra que si l'on pose _

®(w) = lini uÇ'M.^e—^p,^>»

4'(M) == ^^m^e^'f est une fonction de classe 90 dans R77 et 9(771) ne diffère de sa

régularisée 9 que sur un ensemble de mesure nulle dans B/^4.
Remarquons enfin que les fonctions de la classe Kp appartiennent à une même

classe 9a, comme il résulte de leur propriété D (§ 12).
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