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LES SURFACES ENVISAGÉES DANS LEURS RAPPORTS
AVEC LEURS LIGNES MINJMA;

PAR M. V. LALAN.

Les propriétés intrinsèques des lignes minima d'une surface, et les relations de
position quelles entretiennent entre elles, doivent vraisemblablement mettre en
lumière certains aspects profonds de la surface, qui risquent de demeurer
inaperçus tant qu'on se borne au domaine réel. L'emploi des coordonnées
minima, à lui seul, conduit déjà à certaines simplifications notables, dans
l'expression des relations de Codazzi et de Gauss, par exemple; mais pour obtenir
des résultats vraiment marquants, il ne faut pas s'arrêter à l'équation super-
ficielle des lignes minima, qui n'a de rapport- qu'avec le ds'2 : il faut faire
intervenir les invariants de ces lignes, à savoir, l'invariant différentiel, élément
du pseudo-arc, et l'invariant fini, pseudo-courbure, ou courbure affine, du
quatrième ordre; ces invariants sont intimement liés aux courbures principales
de la surface, principalement à la courbure moyenne. Il faut en outre introduire des
invariants géodésiques appropriés. La méthode du repère mobile de M. E. Cartan,
combinée avec sa théorie des systèmes différentiels en involution, est un instru-
ment de prospection extrêmement précieux, qui se plie avec docilité aux différents
problèmes qu'on lui soumet. J'ai essayé ici de l'adapter à l'étude de la surface
envisagée dans ses rapports avec les lignes minima qui la constituent. Il m'a
semblé opportun d'abandonner le triangle trireclangle, dont M. E. Cartan a tiré
un si admirable parti dans le domaine réel (<) , pour adopter un triédre apparenté
au triédre cyclique, qu'il utilise depuis longtemps dans l'étude des lignes minima(2).

La première partie de ce travail est consacrée ;i la définition du triédre en
question, que j'ai appelé le triédre biisotrope attaché à la surface, et à l'étude
de sa variation infinitésimale. Les composantes de cette variation, qui n'est pas
un simple déplacement, s'expriment à l'aide de certaines grandeurs, invariants du
troisième ordre de la surface, dont les relations avec les invariants classiques du
second ordre sont des plus remarquables. Je précise ensuite les relations du triédre
biisotrope avec le triédre trirectangle de Darboux, ainsi qir^avec certaines théories
classiques, puis j'applique mes formules à des surfaces qui jouent un grand rôle
dans ce travail : celles sur lesquelles les lignes d'égale courbure moyenne forment,
avec leurs trajectoires orthogonales, un système isotherme.

( ') Les systèmes différentiels extérieurs et leurs applications géométriques. Paris, Hcrinann,
i.j45.

( î ) Voir en particulier le chapitre II de La théorie des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle traitées par la méthode du repi're mobile, Paris. Gautliier-Villar?, lyS;.
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Dans la seconde partie, je montre qu'en général une surface se trouve déter-
minée, abstraction faite de sa position, dés qu'on connaît l'expression des pseudo-
arcs de ses lignes minima, qui sont deux formes différentielles linéaires. Au cours
de la démonstration, je suis amené à construire un système de Pfaff, de trois
équations, qui me paraît très important, en ce qu'il révèle un lien, peut-être
insoupçonné, entre les conditions de Codazzi et de Gauss, et qu'il permet
d'exprimer ces conditions par des équations différentielles ordinaires. Certaines
surfaces ne sont pas déterminées univoquement par la donnée de leurs pseudo-arcs ;
quand le cas se présente, la surface fait ordinairement partie d'un seul couple,
mais certaines surfaces plus particulières font partie de familles à constantes, ou
même à fonctions, arbitraires. Je me suis attaché à l'examen de la correspondance
ponctuelle, que j'ai appelée représentation conforme minima, qui permet de
représenter ces surfaces les unes sur les autres avec Conservation des pseudo-arcs.

Le repère biisotrope pourrait être utilisé dans beaucoup d'autres problèmes,
particulièrement dans ceux qui s'expriment par des systèmes différentiels admettant
les lignes minima comme caractéristiques (1).

PREMIÈRE PARTIE.

Trièdre biisotrope attaché à une surface.

1. Définition du trièdre B. — Nous appellerons repère biisotrope un triédre Ml, la F}
dans lequel les vecteurs I< et L sont isotropes, tandis que la est unitaire et
normal aux deux premiers. Un triédre de celte espèce est déformable; il dépend
de 7 paramètres : 3 pour la position de l'origine M, 2 pour la direction de la,
2 enfin pour déterminer l'extension des vecteurs isotropes ï^ et L. Nous poserons

( l ) I l . l 2==^ ,

^7 est fonction des deux derniers paramètres mentionnés. Il reste encore à préciser
la disposition intrinsèque du tricdre. En élevant au carré le produit mixte (I< /\ la).^
ou (I , , la, I ;() , on obtient

o ;T o

(•-0 ( I I , 12, I:;)^ ^ 0 0 =-5;•2.

Nous conviendrons de prendre

( 3 ) ' ( I i , L, fs)==-^,

ce qui a pour conséquence

( 4 ) i i / \ i ; = — / ^ f - , , I,A i ,=—nî , r , A i i = = — i ' i r

( 1 ) Le contenu de ce mémoire a fait l'objet de deux Notes insérées aux Comptes rendus, 222,
p. (>3->-ci;.i3 et 2-23, p. 5(>9-57i.
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La variation infinitésimale d'un tel trièdre vérifie les formules

</M ==( . ) i f 1-4-(.)-.: f-;-Ko:; 1;,

< T ? I I = = ( ' ) I | I | -(- (o,,, 1,.

</f2= O.^.^f.^-^-O),,!,'

<^:; == O.-, i I| -+- (')r,i 1-2.

Nous avons fait ûi) i_,==o à cause de I î==o , d'où I , . r f l<=:o; co^ = o, à cause
de l:]=o. d'où l2 . r fL==o; c^^o, à cause l;1=i, d'où l^.d[,,==o. Enirc les
9 formes qui apparaissent dans (5), il existe deux relations linéaires qu'on obtieul
en différentiant I , . Ig ==o et L. i:, = o, a savoir

( 6 ' ^ ^'hî -+- o) r, = o, y o?, i -4- (,).̂ ., == o.

On a enfin, du fait de ( i ) ,
,- c/9
{ , ' -̂ - == On -4- C)22.

A une surface quelconque, au point M, nous attachons un triédre biisotropc :
I;i sera normal à la surface et, par conséquent, 1, et L tangents aux lignes minima
de la surface. Ce triédre est d'ordre un. Il dépend des deux paramétres principaux
qui fixent M sur la surface, et en outre de deux paramétres secondaires, les para-
métres d'extension de I< et L. Pour un triédre qui varie en restant d'ordre un, on
a identiquement, dans les formules (5),

c^ = o, d'où /̂o),, = o. c'est-à-dire f a) i <o i;; j -4- [ 02 o^j ] == o.

Les formes (Oi;; et (Oa:.. s'expriment donc linéairement en fonction des formes
principales co^, w^
{ ^ ' i°i.-î = a^i -+- pt02, c»2-, = 3f)i -)- YO^.

La forme asymptotique 0 =— dM.dl, s'écrit, compte tenu de (6) et (7) ,

(9 ' <^ =——^l^- .S^——(02^31^ = 0)it0i3-h 0)2 0^.23= XO)'f-+- •> ,3(.) | Os -+- 7(.)"ï,

Les coefficients d^ordre un, a, p, y, dépendent des deux paramétres secondaires;
il en est de même de ^. La differentialion de (8) donne

[(OiiMi-.j = [</ao)J -h [Wp^] -+- a[(.)i(0nj -h ^[(OstOss],

[ t.)22 W23 ] = [ <^0 l ] -h [ ̂ (O, ] -+- p [ (0 i t0n ] -h 7 f (,)^ (.).^^ ].

Si l'on désigne par ôa la variation de a quand on ne fait varier que les para-
métres secondaires, et par dj ce que devient co,y quand on y annule les différen-
tielles des paramétres principaux, ces formules donnent (puisque e^ == o, ^2-= o,
ei:;== o, e2:t=o)

^11 (acdi -+- pwa) == ôatt)i-i- 83t02— v.e\ i (0 i— pc^a01;;
<°î2(pcoi-4- 7103) = ôpt.)i-+- ôycoa— p e n t O i — • ^ e ^ M o .

d'où
oa = aaen, 8p = p(en-<- <?2î), ô-; == •27é'.^.^

LXIV. 5
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D'après cela, si a et y ne sont pas nuls, on peut les ramener à l'unité au moyen
d'une détermination convenable des paramètres secondaires en fonction des
paramétres principaux. Cela fait, p et ^ deviennent des invariants du second
ordre de la surface. C'est le trièdre ainsi particularisé, d'ordre deux, que nous
appellerons le trièdre biisotrope attaché à la surface, ou plus brièvement, le
Iripdre B.

Lorsqu'on se sert de ce trièdre, les deux formes fondamentales de la surface sont

/ / S 2 = iff 0 i (O.^. <Ï» == (0 '\ -+- 2 p (0 ] (0, -+- (0 î,.

La signification des deux invariants ^ et ^ s'obtient en calculant la courbure
moyenne H et la courbure totale R

---^-J' K=^,,_^,

Désignons par A la demi-différence des courbures principales a et c. On a
évidemment, K = H2—A'-1, donc A 2 ^^. En rangeant convenablement les

directions principales, on peut faire en sorte que A = = — » et j3 •-= — • Les deux
formes de la surface sont alors

, •î t0l (.)q _ , H

», 1 0 ^ ^S"- = —————— } fï == W] -+- 2 . t0i (02 -4- OÎ.

On a supposé a et y différents de zéro. Ces coefficients ne sont nuls qu'aux
ombilics de la surface; de tels points sont donc exclus de nos considérations.
Sur une sphère, la théorie présente est inapplicable. Le coefficient A == ^—c, qui
est nul aux ombilics, sera appelé Vasphéricité de la surface.

ï2. Signification du trièdre B. — Cherchons d'abord la signification géométrique
des formes invariantes du second ordre G » ) » , coa-

Si nous lions les paramètres principaux par 002== Oi ^< devient une diffé-
rentielle dt^ et M parcourt la ligne minima (Li) de la surface. Or les formes co^
et fOa-' sont linéaires en ûJi et co.j. Posons

I I ) t0n ==J)W^-+- /'(Os, ^22 == •SWi -+- <?t*>2,

p. q. r, s sont des invariants du troisième ordre. La variation du trièdre B se
déduit de (5)

-2) ^=I- ^—- t——^- t-^-^-
On a donc

( i 3 ) M, = I i , M; ,=^f i -+-I , , M^^-^-- 1^1,-^I,+^

Or le pseudo-arc cr de la ligne minima (L<) vérifie, comme on sait,

.—•%?-'-



Remplaçant dans celte formule M;, M;'., M;, par leurs valeurs ^ i 3 ^ et tenant
compte de (3"). il vient

Ainsi c»)i, quand c*)^=== o, est la différentielle du pseudo-arc de' ( L < } (').
Des calculs analogues, effectués sur l'autre ligne minima (L^,) , donnent un

résultat légèrement différent : la relation entre le pseudo-arc 7 de (La) et w.
est dvî=—^•, c'est donc /(*)_> qui est la différentielle du pseudo-arc de (L.,).
Pour simplifier l'écriture, je proposerais d'introduire, dans l'élude de ton le
courbe minima, A côté du pseudo-arc o-, un paramètre T, qu'on pourrait appeler
lepseudo-arc indirecte et qui vérifierait dr == ida. L'emploi de ce paramétre
conduit à attacher à la courbe un trièdre cyclique MK^KaK:, indirect, c'est-
à-dire satisfaisant à la condition (K|, Ka, K;i )==-- / (au lieu de /). Les foniniles
de Serret-Frenet correspondant à ce trièdre et à ce paramétre sont identiques aux
formules classiques

^!=k,. ^l^k., r^^/K, K. ^= /|

On vérifie facilement que l'invariant / qui y ligure ( invar iant ind i rec t ) est
simplement oppose à l'invariant qui se présente dans les formules usuelles. Avec
celte convention, on voit que ^ est. fa différentielle du pseudo-arc indirect
de(L,).

Revenons à la courbe minima (L<) et appelons MJ<J_,J,-, son Ir ièdre cyclique
intrinsèque (direct). La comparaison des formules (12) avec celles de Serrct-Frenet
donne, puisque dv == dt,

< i 4 ) J , = i , . , io=^i ,+i , . ,i,=- ^ r i + ^ i , . /.[,.

et. si l'on appelle h l'invariant (direct) de (Li) , on a

i i r . /,= '//ï -4-^ „ H.
rh 9.

De même. MKiKaK.:» étant le trièdre cyclique indirect de (L,), on aura

^: l6) K i = ï o , K 2 = y J , - h f , . K , = — ^Ts-h ^ I i — y l , ,

et l'invariant indirect l de (La) sera donné par

<ï7 > /=^-^--H.
fl-, 2

Les formules ( i4) TCt (16) se résolvent

i ï i = J i , [ l 2 = k i ,

( 1 8 ) \^=îî—pîi, I ^ ^ K o — y k i ,

( L=^^-+-^J2-^Ji) , I i = ^ / K , + y k , - ^ K , Y

< 1 ^ On trouve déjà une proposition équivalente dans un mémoire de E. VESSIOT; Contribution a
la géométrie conforme (Bull. de la Soc. Math., 5i, 1926, pp. 139-179).
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Le iriédre biisoirope Ml< lai;; attaché à la surface se trouve ainsi clairement situe
tant par rapport au tricdre cyclique direct de (Li) que par rapport au trièdre
cyclique indirect de (L_>).

3. Invariants du troisième ordre. Nouvelle expression des relations de Godazzi
et de Gauss. — Les invariants /' et s des formules (11) se calculent par des
dérivations à partir des formes (»)< et (o.j, que nous appellerons les formes minima.
En effet, les formules û?&)i == [^ico^ ] et dw^=[u^w^^ s'écrivent, d'après (11)

( l 9 ' > ''/Ol = /-[(O )(';>•»]. ^)2== .sftOotOi] = = — — î f t O l O ^ .

On voit que r et s ne sont nuls que si c»^ et &j., sont des différentielles exactes.
Les invariants p et q figurent dans la différentielle de A, car ('-) donne, compte

tenu de V == •-- ?y

Les relations de Codazzi s'obtiennent en différentiant extérieurement

Ol-; == («)i-+- 3t«)î, (•)..;-, •=- ^(•)) -+- t').j.

Le calcul donne, en indiquant par les indices i et a des dérivées covarianles.

QI = ^ ( p -+- x ') — •> r. 3:2 = [^(7 -+- /• ) — •> •'*••

et, si l'on introduit la courbure moyenne H --== A(3, il vient

H i = - • > . / - A , 1 f 2 = - - » . t A .
ce qui se condense en
, , dlî(2 i ) ^ =--,•<•),--. . .) , .

C'est une forme intéressante des relations de Codazzi. On en déduit de
nombreuses conséquences. Si, par exemple, la surface est à courbure moyenne
constante, dïl est nul, donc r et s sont nuls; par suite, (»)i et cos sont des différen-
tielles exactes, et réciproquement; on peut donc rapporter une telle surface aux
pseudo-arcs de ses lignes minima. Si la surface, à courbure moyenne variable.
est une surface de Weingarten, A est fonction de H, et la formule (21) montre
que rcoi + S d î ' ^ est une différentielle exacte.

L'équation rcoi-4- ^coa == o, que l'on peut former dès qu'on connaît les formes
minima MI , (03, est l'équation des lignes d'égale courbure moyenne. Si S et S sont
deux surfaces susceptibles d'être mises en correspondance ponctuelle de telle
sorte que leurs lignes minima se correspondent, avec conservation des pseudo-arcs,
la correspondance satisfait à r == r, s == s^ donc

H _ </H
T~^

et, par suite, H == /(H) : les lignes d'égale'courbure moyenne se correspondent

sur les deux surfaces. En outre -.- ==/'(H). Or la correspondance supposée est
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une représentation conforme particulière, cl l'on a ds'^= -=-ds'2 : le rapport local

de similitude entre les deux surfaces est \ / — ^ ' D'après la formule précédente,
V A

on voit que ce rapport reste constant le long d'une ligne d'égale courbure moyenne.
L'équivalent de la relation de Gauss s'obtient en differentiant extérieurement

l'une ou l'autre des équations

10 11 = p (0 ^ -+- /-Os, f)22 = S (•) [ -+- (f Os-

La première donne
[ c)i? (••>.•; i ]= ( / • ! y^- t -^ / - - - / • . î ) |c ) i (•):;];

le premier membre s^crit — A(i — j3-') [ M) co.j] •== -. [&3, co.j j . Donc

^•.'2) -^ = , \ i>.^ pr - rs.

En differentiant la seconde, on aurait trouvé

( •-»3 ) -. = x-î - «yi^- qs - - rs.

i.
Ces deux expressions trouvées pour y sont bien équivalentes, comme on le vérifie

en différenliant extérieurement la formule (20). Ce cocfdcient — s'écrit, en
utilisant les courbures principales a, c,

K -f.tfc ,, , A i / i i \ p a — p i— = ——— d'ou — = - ( - - - - ) = ^———•-,A <i — c k 2 \ c a / 2

où p, et pa sont les rajons de courbure principaux. Or la demi-distance focale de

l'indicatrice de Dupin est ^/? i—p.j . Le coefficient . pourrait être appelé : le
coefficient cVisotropie de 1.'» surface.

Signalons encore une* identité qu'on obtient en différentiant extérieurement la
relation (21)
( 24 ) RS — (//• -4- f'-i - .\-| -+- 'i •s''-' — •>. /•'-* == <).

Si deux surfaces S et S se correspondent comme il a été dit plus haut, elles ont
en commun r, s, 7*3, ^i, donc

- - p — p q — (fp s — u r •==• ps -- <ir ou -——— == -———•i i i i y . y

Cette formule exprime que ^==- — — ne diffère de o?H que par un facteur Uni, et

que, par conséquent, -, est une fonction de H, ce que nous avions déjà remarqué.

4. Relations entre le trièdre B et les coordonnées minima (')• — Eu désignant
par u et c des coordonnées minima (ou symétriques), c'est-à-dire des intégrales

( ' ) Nous utilisons les notations de M. E. VESSIOT dans ses Leçons de Géométrie supérieure,
Paris, Hermann, 1919.
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premières quelconques des équations ûûi==o, (.),,== o, les formes de la surface
s'écrivent

fis'1 == •-> F f/u <7r. <!' == T. du'- -4- 2 M (:/« <7p -i- N c/c'^.

L'analyse précédente prouve que

('- t^) o i == \ L <'/^. i.').i == y ' jN ^A-.

mais on peut aussi établir directement ces formules. Soit n le vecteur unitaire
normal a la surface, m le point courant. On a

L •== /t./ft'^. M == n.in'^,. \ == //.m',',.:.

-^ -^ -> ^ -^
Les vecteurs w^, w^; et ri sont tous les trois orthogonaux à rn'^, donc ils sont

coplanaires, cl il existe une formule telle que

in"^ r= am'n -\- bu,

( I L I I . élevée au carré, donne (w,'^)-'===&-', et, multipliée scalairement par/i, L==b',
donc (m'^y^L'^ Or, sur la courbe (L i ) , le pseudo-arc o- vérifie, comme on
sa i l . ^o-1:^ (iit'^Y d u ' ' . On obtient donc

</^= L^ ̂ ^

Cette formule, déjà obtenue par M. Vessiot (l), n'établit pas complètement la
propriété énoncée, car elle ne définit que do-'1. La formule qui donne d^ est

. ( mIn'm"")n ,fh^ == / -———^——i" rhf,1.
^mu^

Or on a m\, /\ m^== b(în'^ f\ n) == L(w'^ /\ /t), et, comme m'^ ne ditlere de Ii
que par un facteur scalaire, tandis que /^=I; i , . la formule (3) l ; s / \ î i==— i l ^
donne ici m\, /\ n === im^ donc (m'm"m"f)a=== (m\, /\ w;;,). m"^ == iLm\^m'^. Mais,
en dérivant m^ . m",,.== o, on obtient, w^ . m"^,== — (m",^, et le û^o-' devient en fin de
compte

-iL{rn".Y,1^ = , — \ . " - ^2 == L //«2.
«•̂

Ln calcul analogue prouve que \/N dv est le pseudo-arc indirect de (L._>).
identinan» . avec 2 F du dv, et 2^0)1 G):, avec ïMdudr, on trouve

-v^, n^.

Du fait que r el A- satisfont à û?coi == r[c»)ico2'|, du^== ^f^aûJi], on a

( • > - ) ,.=---1^'^"^LÎ, ^^ » ^logy/X
V'^ ^' ' yL ^

1 ) Contribution a la géométrie conforme {Biilf. de la Soc. Math., 54, n)26, p. i.^g-^Q).
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L'équation ( 2 1 ) devient

^K^-^)'
et l'on constate que cela équivaut bien aux deux équations de Codazzi. Les
invariants p et q se calculent en partant de (20)

i () / , F \ i à / . V }.L^^r ^v^r^( 2 ( ) ) ^TL^^ ^A^'^À)'
Quant à la relation (24), on trouve sa transformée en diHerentiant extérieure-
ment (28), ce qui donne

<h\ <HogF dL ^logF _ ô1 N _ ^_L
<^M o^( à\' àv au1 <)\'1

On retrouve la forme classique de l'équation de Gauss en observant que.
diaprés (20),

(.)H == p (.)i-+- / • ( . )2=—— 5(0i -I- / •CO,—— ( l o g A ) i ( O i — — — ^ (•)!-+- / • ( O s — — (; lûg -\ \( C/^.

d'où

Mais

donc

et

1\ dw\\ d(-- swi -+- r 0)2) (logA)«i,
X — [Wï^-i} ~ [oi^a] v/LN

— At0i+ /-t02= (log \^)u du — (log V/L)», < l v .

<f{—^t0i-+- /•co^) ==—(log v/LN)«,.[^/<'^'j-

K i /, A \

^=^(}oë^)^

. v/LN ,,ou, en remplaçant—— par r ,

K=-^(logF)^,

ce qui est la formule habituelle.

o. Étude géométrique des invariants p , <y, r, s. — A chaque ligne minium
tracée sur une surface, on peut attacher un triédrc cyclique distinct de son
triéde cyclique intrinsèque, qu'on appellera son trièdre cyclique géodésiquc.
Pour (L^) , nous le désignerons par MeiCa^s. e^ est la tangente isotrope et se
confond avec J\, donc, d'après (18) avec Ii; e^ est la normale unitaire à In
surface ^==13; e-^ complète le triédre cyclique de façon qu'il soit direct, <?;, n
donc la même direction quels, mais non la même extension; e'^= A.L, (je sorte que

(ci, e., 63)= (Ii, la, A Ï 2 ) = = — A ( I i , L, Is) == l'A^ = (.

La relation entre le trièdre cyclique géodésique M<?I^._»^;{ et le triédre cyclique
Intrinsèque MJiJaJg de (L<) se déduit des formules (18)

(3i) <?i==Ji: e2=Jï—/?Ji . <?.•;== J:;-+-^J^—^-Ji,



ou, en résolvant

On passe donc d'un de ces trièdres cycliques à l'autre par une rotation para-
bolique^ déplacement au cours duquel le seul vecteur isotrope Ji reste inchange,
pendant que le plan isotrope contenant Ji glisse sur lui-même. L'invariant p
mesure l'amplitude de cette rotation; il exprime V écart (nous ne disons pas
Xangle^ qui est nul) entre la normale affine Js de (L<) et la normale e-^ à la
surface. De ce point de vue, p joue pour une courbe minima le même rôle que,
pour une courbe non minima, l'angle CT que fait la normale à la surface avec la nor-
male principale à la courbe : il situe le triédre cyclique géodésique de la courbe
pnr rapport à son triédre (cyclique) intrinsèque.

Cet invariant p se présente encore lorsqu'on étudie le déplacement infinitésimal
du trièdre géodésique de (Li) le long de (Li). Rappelons qu'on a, pour le triédre
intrinsèque, le déplacement

(33) ^=.,. .̂...-.., ^-/-.,.

Les formules (3i) et (32) donneni en conséquence

./<•!

^=..,,-,,-^.,,-^=(/-^-^).-.,

^=-/,.,^^.,,.-,-)-.^J.,-^,,-^.,,=(-/,,-.^-.^).,-^.

Cela se simplifie si l'on tient compte de ( i5) , qui lie l'invariant A de la courbe aux
invariants de la surface,

S //<°,
—— == pe^ -(- <?2.
fli 1

(3,0 -̂H.-.,

de^
th H<?.2—7^'..

C'est l'analogue des formules de Darboux-Ribaucour, qui donnent la variation
infinitésimale du trièdre géodésique d'une courbe ordinaire.

Notons en passant que, si la surface est minima, H == o; on a — =—pe?,. le
vecteur e:; conserve une direction fixe le long de (Li). Cela traduit le fait que les
surfaces minima sont des surfaces de translation : on passe d'une courbe (La),
tangente à e.-i, à une autre courbe (La) par une translation de trajectoire (Li).
Les directions minima dans ce cas sont conjuguées; e^ engendre la développable
circonscrite le long de (Li,), qui est, en l'occurrence, un cylindre isotrope.

Revenons au cas général. En comparant les formules (34) à celles de Darboux-
Kibaucour, on se trouve conduit à assimiler le coefficient H à la torsion géodé-
sique. et le coefficient /?, à la courbure géodésique. En effet, pour une courbe
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quelconque de la surface, si Pon considère la rotation instantanée de son trièdre
géodésique, la torsion géodésique est la projection du vecteur rotation sur la
tangente à la courbe, tandis que la courbure géodésique est la projection de ce même
vecteur sur la normale à la surface (la vitesse linéaire du point courant étant prise
égale à l'unité). Appliquons des considérations analogues à la courbe minima (L] ).
Le temps étant désigné par t et le vecteur rotation par '^e^ + /jie._, +ve:i, on a

—-l = ( ?. e i -+- ;-i e-i •+- v ̂ '. ) A <?i = — 1^ <'\ -+- i '/ Cî ?

f/e.—— == ( A e i -+- [i c-i -+- '/ e?, ) /\ €î == / A e \ —- ; v e-,,

de-\ ... . , . . .—— = ( A e i -4- ;JL e-i -+- '/ e". ) A e-.=~-1 À ei -4- î jJi e-,,

car, d'après (ei, ^2, e^)==i, on a c^/\e^==ie^ e^/\ e^== ie^ e:, /\ é?i=== /^a.
On identifie avec (34), à condition de poser <a?^ == (û?o-, et

H et ^» sont donc respectivement les composantes du vecteur rotation sur la
tangente e^ à la courbe et sur la normale e-^ à la surface. On pourrait donc
appeler p la pseudo-courbure géodésique. et H, la pseudo-torsion géodésique
de (Li). On obtiendrait ainsi la proposition : la pseudo-torsion géodésique
cVune ligne minima est égale, a la courbure moyenne de la sur face. proposition
qui rappelle évidemment le théorème d'Ennepcr concernant la torsion des lignes
asymptotiques.

A la courbe minima (La) on attachera de même le trièdre cyclique indirect
M<?'| e.,e\ défini par

e\ = la, <f'-i == f.i, e':\ == A I i , ^'\i ^ - ' y ^i) =:=— ï"

Entre les deux triédres cycliques géodésiques, on a les relations

e\ == " ? e'.^ == 6*2; <?':., == A ("i,

et le déplacement infinitésimal de ce second trièdre vérifie

/ de\de\
~ch-.--= qe^e,,

(34') j^=-H^-^

de';\
~iH H <?^ — qe1^.

On remarquera que les invariants r et s sont absents des formules (34) et (34^).
Ils apparaissent en revanche quand on déplace le trièdre géodésique de (Li) dans
la direction de (La), ou inversemant. En effet, des formules ^==I i , ea==I:i,
e;i==Al2, on déduit

de\ == ton Ii -4- cor, 13== t')n e\ -+- coiges,
de^, •=• cosi Ii -h (o:;2 ïo == — A 0^2.1 ̂ i — (Ois ("g,
rfe., == d\ la -4- A ( 0)32 ïs -t- ^a". Is ) == — ^n ^s "+- A («)23 '°2-
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Si donc l'on fait (>)| --= o. û>)_>== d-:, il vient

^
"d1

dei , , /, 1P' de; , ^ / 11\
^o =.-Ar,-^,, ^-i)'

de^
d-

\ e-i-— re-,.

Ainsi, quand on déplace le triédre géodésique de (Li) dans la direction de (L./),
le vecteur rotation de ce triédre est (^dt == i d ' r ' )

A^-+- re^ - - ^f-, :

r est précisément la composante de ce vecteur rotation sur la normale à la surface.
L'invariant r a donc trait A la position relative des lignes minima (Li ) les unes
par rapport aux autres; on trouverait une propriété analogue de s relativement
aux courbes minima (L.j). On remarque que, si la surface est à courbure moyenne
constante ( /• = o, s === o), le vecteur rotation est dans le plan tangent à la surface ;
l'axe du mouvement hélicoïdal instantané du triédre Me^e^es est parallèle au plan

tangent et rencontre la normale au point M4--,.I;i. Si la surface est minima

( H = = o ) , le vecteur rotation est porté par e\. : un tel mouvement du triédre Me \e^-',e
n'est pas assimilable à un mouvement hélicoïdal instantané.

On tire, des secondes équations de (34) et de (35),

(^)^,n. e, (^y=.n.\ d's / \ dx /

^c/A;'.)9 est le carré du déplacement sphérique. C'est à rapprocher de la formule
concernant une courbe quelconque de la surface, de courbure normale -^-î

PNpN

w—\ ds ) ~
11 — - K ( k, courbure totale de la surface > .

0. Relations entre le triédre B et le triédre de Darboux. — Nous désignerons
ce dernier triédre par MTiT^I.i, Ti, Ta étant les tangentes principales. Les
composantes relatives w^ CT(ydeson déplacement infinitésimal vérifient CTI 3=== a cri,
w._>:i== CCT.J, où a et c désignent les courbures principales, vs^ et CT;» les éléments
des arcs des lignes de courbure. Quand à ^12, nous l'écrirons

H et S satisfaisant à

(36) ^CTI = H| TOiTn;], drvî= S[r3ît3i] ==—S[Tninrs].

Les courbures géodésiques des lignes de courbure sont R e t—S. Les équations
de Codazzi s'obtiennent en différenliant extérieurement con= a &J i , c.) _,;.,== c (02, et
s'écrivent
(37) c / 2 = ( < ï — c ) i l , c i = = ( c — a ) S,
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(les indices i et 2 indiquent ici des dérivées covariantes prises dans les directions
principales). L'équation de Gauss s'obtient en différentiant extérieurement
CTI 2 ~=1 B.OTI — S cr-j, et prend la forme

(3b1) ac = Si -4- Ha — H2 — S2 ' («c = K) .

Nous introduirons en outre, à côte de R et S, les invariants Pe tQ, du troisième
ordre eux aussi, qui vérifient

1 de „ ,
c — a

da

== S TO i -i- Q ra:;.

== PT!TI -h RTÎI:;.

W)

si bien que

(4o) a i = = ( a — c ) P , c : ;= (c—a)Q.

Comparons le trièdre de Darboux au triédre biisotrope. Les lignes de courbure
ont pour équation, si Pon se sert des formes minima, w\—&);== o. Soient (C) la
première ligne de courbure. («^ = (03 son équation; sa tangente est Ti, et aussi Ii +I.j.

Comme (I.i -^-\^=^ on déduit de là Ti= (/^(Ii-f- I.^). Pour (G'), d'équation

coi==— coa, la tangente est li — ̂  ; o r ( I i — la)2 ===—-, donc Ta= £(t/-A l(Il—L).

Il faut prendre s ==— i pour qu\m ait à la fois Ti f\ T:;== I;( et Ii f\ !,>==—— I;.,.
En résumé

/i<-.'. |Ii=
^.A '

- /Ta ) ,
d on <IT—I/Î(Ii-I.), l 2 = — — — = ( T l — — î ' T - 2 ) .

\'i\

On remarque que, pour passer d'un quelconque des deux: trièdres à l'autre, il
est nécessaire de connaître Pasphéricité A.

Entre les formes cû^ , (ria et cri, ^a, les relations sont

<42)
V/aA

. (')i —— COo
/ ——. '1

\!î A

1 (0 ! == v ^~ ^ ̂ 1 -:- / ('•)'2 ̂  '

1 t02=l/-^-(c)l-+-^-)2).

Cherchons maintenant les relations entre invariants du troisième ordre. Dans
ce paragraphe, nous désignerons par les indices i et 2 la dérivation dans les
directions principales, par les indices o- et T la dérivation dans les directions
isotropes. Pour une fonction de point y quelconque, on a

(43)
/!=

' /———

^
-V?

(/^

(/o-A);

+-/T), (A=

\f-

I

\/TK
i

^ÎA

CA-+-

(/i-

^):

^)-
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Pour exprimer P, par exemple, nous parlons de (4o)

./,=11,-4-.\ i=l/^lI^+l^+A^-h.\^).

Or d'après (20) et (21

A/r
= p î,

donc

1'̂
•2À •-»A

u\ -=.••• - A l . / — ( / > - h < y - ( - 3 / - - + - 3 . ç |

On obtient en définitive

i /A
' 2 V 7(^-+-( '/+ ^/•-h^).

^ ;̂/- 7-3.4-3.),

'\ / A .

.^4/^( j , -4-y-^3,.-^3.ç, .

/> = —7==- ( l* -4- 3 S -+- /( ( ï -4- 3 I!} (,
•2 \/ 2 A

[p -F3S--?'( n -h31{ :> | ,
•2\/2\

==[P- S-/(Q- R > ] ,
2 V/2 A

2^2A
I>. - s+ î ' (Q— K > {

y > + y = - - — — ^ ( l > + 3 S ) ,
V/-2 A

P-/o=-y^(^3,.), y- y= -^ (Q^3K) .

S + î R = - -i/^y,-,), 1 ,.^,=__^p_s),
V 2 1 v/aA

S - - /K= - - ^ / ^ ( y - , - , . , ,•-.= _^^Q_K).

Qunnt aux composantes relatives du déplacement, rsij et 01) ,̂ on trouve faci-
lement CTI;.,, CT^;,, CTi2 en transformant 1^. âTTi, 1:,. û?T.j, T..,. dTi par les formules (4)

^^/^-(^l ".-+-<•)-,), 7ÎT2,= ll/^-(O,, --C)2".), mi,= ^(( . )n——(,)^>.

^2 A

AV<,),., == ——- ( nr i -, -I- iW2-, ),
\ 2 A <o.= -^---.

rfA
(nT)-,— ('^2^)5

Si une courbe est tracée sur la surface, son trièdre géodésique se situe par
rapport a son trièdre intrinsèque a Paide de l'angle vs que fait la normale à la
surface avec la normale principale à la courbe; le trièdre de Darboux se situe par



rapport au tricdre géodésique au moyen de l'angle 0 que fait la tangente à la courbe
avec la première direction principale de la surface, ce qui entraîne

(4î0 wi == </.?cos0. TîT2== <^s s i n O .

La considération de la courbure normale, de la torsion géodésique et de la
courbure géodésique de la courbe donnent les relations suivantes qui lient les
invariants de la courbe, ceux de la surface, et les angles 0 et ru

( S^^l l+Acos^
\ p

, j drs i .
i 4«) ' \ ~j~ "+" = ± :—2 A s i n a O ,] as -.

Le triédre biisotropc peut aussi se situer par rapport au tricdre intrinsèque de
la courbe, mais cela exige la connaissance, non seulement des angles CT et 0, mais
encore de Faspbéricité A qui, d'après ( 4 * ) î situe le triédre B par rapport an
tricdre de Darboux. On ne peut évidemment parler de l'angle que fait la courbe
avec une direction isotrope, mais on continue d'utiliser 0 et l'on a, d'après (4 2 )
e t ( 4 8 )
. >o , (.),=! /A e-'O f/s oo = 1 /A- c'^ (fs.

\ 2 ~ \ 9.

On remarque tiue 0 == —log— se calcule indépendamment de A.

L'angle de deux courbes de la surface, (C) et (G), est donné par

(-„, -^0=^.logf^:-îî).
21 \ (Oi (.)i /

D'après les dernières formules (49) ^t (46), la courbure géodésique s'écrit

, s inm i ,
1 '}•! 1 ds———— ==• - ( ^ O l l — — C)22) •+• U\}.

1. Gradient et paramètres différentiels de Beltrami. — L'emploi du triédre B
est très avantageux pour Pétude des paramétres de Beltrami. Le gradient d'une
fonction de point /"peut se décomposer suivant les vecteurs isotropes

^rad/= ÇIi-+- •n ï j ,

: et y, se tirent de la définition du gradient

rf/'= grad/.rfM = (çii-h TiI,).(o^Ii -+- 102 h) = -.(^os-t- '^i).

d'où
ç = A/., r, == A/,

et
( ' > 3 ) grad/= A(/,Ii-h/il2).



Le premier paramètre de Beltrami est

oO Ai/=(grad/^=->A/ , . / , , ( ^ . L = -^ .

Le second, A... y, est délini par

( •;> ' / ( îs. grad/. ûTM ) = H\,f d^,

on û?<7 désigne l'élément superficiel. L'intégrale curviligne a pour élément

I:;. ( grad/ A .̂M ) = i >/i <o i — y 2 ws ),

d'où. en prenant la différentielle extérieure, el remarquant que d<7 ==— ï— r^,).>1,

A,./' = A (y 2, -+- j\,. — /;/, - .s/s ).

Mais cela se simplifie, car en difl éren liant extérieurement df== /^o, +/.>(.).,,
on trouve

/oi—/i2-h./y'i—.s/:i=o, d'ou /,,—.</,=/^—/y,.
donc

( ~^ ') ^•îf = 2 A (y'i< — //i ) ou si l'on veut = -î. A (/a i — .î/s V

A partir de là, on caractérise très simplement les variables minima, les variables
harmoniques, les paramètres isométriques, et les systèmes isothermes.

Une variable minima est une intégrale première de w\ == o, ou de (Oa = o ; c'est
ce que Beltrami appelle une variable complexe sur la surface et Darboux, une
coordonnée symétrique. Soit u une intégrale première de 0^=0; on a
du == ii^ GJ , , donc u^-=- o et, par suite, A| u == o. De même, si v est une intégrale
première de (02== o, on a <^ === o, d'où A^==o. Réciproquement, pour que
^</== °? 1! ^aut que /i ou /a soit nul, donc que/soit une variable minima. Les
variables minima sont donc les seules fonctions de point dont le gradient soit
isotrope.

Soit/une fonction de point; faisons tourner grad/de ^ en formant I;; /\ grad/;
nous trouvons
(5;) ISA grad/= îA(—/,ïi.4-.ALO.

Pour que le vecteur obtenu ait la même direction que grad/, il faut

— / 2= Î L ' -» donc soit /i==o, soit /2=o.

Si/2== o, on a grad/=== A/i I j , et

ï, A grad/= iA/iL= (î;rad/

Si/< == o, on a grad/== A/aT,, et

I?, A grad/=— l'A/sIi ==— fgrad/.

Il y a donc deux espèces de variables minima : 'celles de première espèce, dont le
gradient se trouve multiplié par + / quand on le fait tourner de ^i ce sont les
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intégrales premières de j;^=o; celles de seconde espèce sont les intégrales
premières de (»)..>== o.

Lne variable harmonique sur la surface esl une fonction de point dont le
second paramètre de Beltrami est nul sans que le premier le soit. La formule (55)
montre que A.../==o si (I:i, grad, dM.) est une différentielle exacte. Or cela
décrit (I;( /\ grad/). dM.. Ce sera une différentielle exacte si T;( /\ grad/ est
le gradient d'une certaine fonction g . Donc, si f est harmonique, on peut
déterminer ^ telle que
< ")^> I-./\ ^rad/ '= ,^ra(l,,'.

Ceci généralise évidemment les conditions de Cauch^ pour le plan. Si (58) est
satisfaite, g est aussi harmonique, car

t , ,A srad,^ ==- ri l'a cl/-

/ et g sont alors deux fonctions harmoniques associées : g est directement associée
à/,/inversement associée à g^ directement associée à — g .

D'après (56), une fonction harmonique vérifie f\ 2—//i == o. Or soi t / ( î / , < ' )
cette fonction. // et v é tant des variables minima. Comme du = u i c,)i cl d\' = (-'s^-'?
on a

et
/l ==///^l, ,f\-l^,fli"i > '2 -^ , / / / ^ !2

./I 2 —— ''./) =•- ./'//•• fi 1 ''2 -I- ./// ^ " 1 2 - f'Ui I.

Mais on differenliant extérieurement du^u^^ on trouve ru^—«,2==o, donc

/i 2— rfî ==/«.. ?/i (•;,

et. comme ^i ('27^ o? la condition ^if= o équivaut à/n.== o, donc /== L1 + V ;
une fonction harmonique est donc la somme de deux variables minima d'espèces
différentes. Aucune de ces deux variables ne doit se réduire à une constante^
autrement/ serait elle-même variable minima, on aurait Ai /==o contrairement
à la définition. (.Nous n'insistons pas sur les conditions de réalité, qui sont
manifestes.)

Si / et g sont deux variables harmoniques associées, /— ig et/4- ig sont des
variables minima. En effet, on a par hypothèse

d'où
I:!, \ grad/ = fira.d.?, I-, A grad^ = — grad /',

Î-. A S''»d(/— i g - ' ) = srad^ -4- i^radf •= i grad(/— î ' y ' ) ,

ce qui démontre que /— ig' est une variable minima de première espèce. On
verra de même que/4- ig est une variable minima de seconde espèce.

Si / et s^ sont deux variables harmoniques associées, elles forment un système
^paramètres isométriques. En effet, on vient de voir que

donc
/ — iy == U, / + ifS == V,

(if— idg == \V du, <// '-+- it/,y == \' d\'.


