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LES SURFACES ENVISAGEES DANS LEURS RAPPORTS
AVEC LEURS LIGNES MINIMA;

Par M. V. Laran.

Les propriétés intrinséques des lignes minima d’une surface, et les relations de
position qu’elles entreticnnent entre elles, doivent vraisemblablement mettre en
lumiére certains aspects profonds de la surface, qui risquent de demcurer
inapergus tant ‘quon se borne au domaine réel. L’emploi des coordonndes
minima, a lui seul, conduit déja a certaines simplifications notables, dans
I’expression des relations de Codazzi et de Gauss, par exemple; mais pour obtenir
des résultats vraiment marquants, il ne faut pas s’arréter a I'équation super-
ficielle des lignes minima, qui n'a de rapport qu’avec le ds* : il faut faire
intervenir les invariants de ces lignes, a savoir, I'invariant différentiel, élément
du pseudo-arc, et linvariant fini, pseudo-courbure, ou courbure affine, du
quatriéme ordre; ces invariants sont intimement liés aux courbures principales
de la surface, principalement a la courbure moyenne. Il faut en outre introduire des
invariants géodésiques appropriés. La méthode du repére mobile de M. E. Cartan,
combinée avec sa théorie des systémes différentiels en involution, est un instru-
ment de prospection extrémement précieux, qui se plie avec docilité aux différents
problémes qu’on lui soumet. J’ai essayé ici de I'adapter a 'étude de la surface
envisagée dans ses rapports avec les lignes minima qui la constituent. Il m’a
semblé opportun d’abandonner le triangle trirectangle, dont M. E. Cartan a tiré
un si admirable parti dans le domaine réel ('), pour adopter un triédre apparenté
au triédre cyclique, qu’il utilise depuis longtemps dans I'étude deslignes minima(2).

La premiérc partie de ce travail est consacrée a la définition du triédre en
question, que j'ai appelé le triédre biisotrope attaché a la surface, et a I'étude
de sa variation infinitésimale. Les composantes de cette variation, qui n’est pas
un simple déplacement, s'expriment a l’aide de certaines grandeurs. invariants du
troisiéme ordre de la surface, dont les relations avec les invariants classiques du
second ordre sont des plus remarquables. Je précise ensuite les relations du triédre
biisotrope avec le triédre trirectangle de Darboux, ainsi qkavec certaines théories
classiques, puis j'applique mes formules a des surfaces qui jouent un grand réle
dans ce travail : celles sur lesquelles les lignes d’égale courbure moyenne forment,
avec leurs trajectoires orthogonales, un systéme isotherme.

(') Les systémes différentiels extérieurs et leurs applications géométriques, Paris, Hermann,
1945.

(?) Voir en particulicr le chapitre Il de La théoric des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle traitées par la méthode du repire mobile, Paris, Gauthicr-Villars, 193,
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Dans la seconde partie, je montre qu’en général une surface se trouve déter-
minée, abstraction faite de sa position, dés qu’on connait Pexpression des pseudo-
arcs de ses lignes minima, qui sont deux formes différentielles linéaires. Au cours
de la démonstration, je suis amené a construire un systéme de Pfaff, de trois
équations, qui me parait trés important, en ce qu’il révéle un lien, peut-étre
insoupgonné, entre les conditions de Codazzi et de Gauss, et qu’il permet
d’exprimer ces conditions par des équations différentielles ordinaires. Certaines’
surfaces ne sont pas déterminées univoquement par la donnée de leurs pseudo-arcs;
quand le cas se présente, la surface fait ordinairement partie d’un seul couple,
mais certaines surfaces plus particuliéres font partie de familles a constantes, ou
méme a fonctions, arbitraires. Je me suis attaché a 'examen de la correspondance
ponctuelle, que j'ai appelée représentation conforme minima, qui permet de
représenter ces surfaces les unes sur les autres avec conservation des pseudo-arcs.

Le repcre biisotrope pourrait étre utilisé dans beaucoup d’autres problémes,
particuliérement dans ceux qui s’expriment par des systémes différentielsadmettant
les lignes minima comme caractéristiques (*).

PREMIERE PARTIE.

Triéedre biisotrope attaché a une surface.

1. Définitiondutriédre B. — Nousappelleronsrepérebiisotropeuntriedre MI, I, 1,
dans lequel les vecteurs I, et I, sonl isotropes, tandis que I, est unitaire et
normal aux deux premiers. Un triédre de cette espéce est déformable; il dépend
de 7 paramétres : 3 pour la position de Porigine M, 2 pour la direction de I,
2 enfin pour déterminer Pextension des vecteurs isotropes I, et I,. Nous poserons

(1) L. L=7F,

F est fonction des deux derniers paramétres mentionnés. [l reste encore a préciser
la dispositionintrinséque du tri¢dre. Enélevant au carré le produitmixte (I; A I).1;
ou (1, I, I), on obtient

(2) (I, Ly L)2=|F o o|=—&

Nous conviendrons de prendre
(3) v (I, I, I) =— i,
ce qui a pour conséquence

4) WA la=—iFl,  LAL=—ily, LAL=—il.

(') Le contenu de ce mémoire a fait l'objet de deux Notes insérées aux Comptes rendus, 222,
p. 632-633 et 223, p. 569-571.
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La variation infinitésimale d’un tel triédre vérifie les formules

M = [+ Lo+ oy I,
dli=wo 1, —+ w3 ls.
Al = Wy Iy 4+ 0z I.-.:

dls= wg 1+ o5 1s.

Nous avons fait w,,= o0 a cause de li=o0, d’ot I,.dl, =0; w. =0, a cause
de =0, douly.dl,=0; wy;==o0, a cause 1i=1, d’ou I;.dl;=o. Entre les
o formes qui apparaissent dans (3), il existe deux relations linéaires qu’on obtient
en différentiant I, . I; =0 et L.

, = 0, i savoir
(61 F e+ wi3=0, F g =+ tay=o.

On a enfin, du fait de (1),
JF

(o F = On+ on

A une surface quelconque, au point M, nous attachons un triédre biisotrope :
I, sera normal a la surface et, par conséquent, 1, et I, tangents aux lignes minima
de la surface. Ce triédre est d’ordre un. 1l dépend des deux paramétres principaux
qui fixent M sur la surface, et en outre de deux paramétres sccondaires, les para-
métres d’extension de I, et 1,. Pour un triédre qui varie en restant d’ordre un, on
a identiquement, dans les formules (5),

w3 =0, d’ott  dws=o, cest-d-dire  [w m3] + [Wa0ay] = 0.

Les formes w,, et w,, s’expriment donc linéairement en fonction des formes
principales w;, w»

(& ©3= am + 3ws, a3 = 3w+ Y0,
La forme asymptotique ® = — dM. dI, s’écrit, compte tenu de (6) et (7),
(9) D =— 0,052 F — 03 F = 0,034+ Wamaz = A0} =+ 2 30| Va4 Y03,

Les coefficients d’ordre un, «, &, v, dépendent des deux paramétres secondaires;
il en est de méme de & . La différentiation de (8) donne

[wnws] =[daw,] + [dBwy] + a] 00y ] + Bl wswa.],
[weawaz] = [lBw ]+ [dvws] + Blwiwy ] + Y[wama].

Si l'on désigne par dx la variation de « quand on ne fait varier que les para-
métres secondaires, et par e;; ce que devient w;; quand on y annule les différen-
tielles des paramétres principaux, ces formules donnent (puisque e, =0, ¢;=o,
€1:== U, €33 ==0)

e (2w + Bwy) = daw, + 88w — ae; 0 — Bess oy,
€x3 (P + ywe) = B + Syws— Je W, — Y e2n .
d’ou
Sx = 2ae,, 8’B={5(e“+ e), 8y = 2% €.
LXXV. 5
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D’apres cela, si « et ne sont pas nuls, on peut les ramener a 'unité au moyen
d’une détermination convenable des paramétres secondaires en fonction des
paramétres principaux. Cela fait, § et F deviennent des invariants du second
ordre de la surface. C’est le triédre ainsi particularisé, d’ordre deux, que nous
appellerons le triédre biisotrope attaché & la surface, ou plus briévement, le
triedre B.

Lorsqu’on se sert de ce triédre, les deux formes fondamentales de la surface sont

Ads? = 2F 0 0., D =0} + 250,02+ 0.

2

La signification des deux invariants 5 et J s’obtient en calculant la courbure
moyenne H et la courbure totale K :

H=—2r==%,

Q<

Désignons par A la demi-différence des courbures principales « et ¢. On a

évidemment, K =H?—A? donc A2= % En rangeant convenablement les

. . . ) . 1 . _ H
directions principales, on peut faire en sorte que A= =, et == y - Les deux
formes de la surface sont alors

2004 g
: —

H
1) ils? = N D =w}4 2 - v We+ 0.

A
On a supposé o et y dilférents de zéro. Ces coefficients ne sont nuls qu’aux

ombilics de la surface; de tels points sont donc exclus de nos considérations.

a—c .
ui

x4

Sur une sphére, la théorie présente est inapplicable. Le coefficient A =

est nul aux ombilics, sera appelé asphéricité de la surface.

2. Signification du triddre B. — Cherchons d’abord la signification géométrique
des formes invariantes du second ordre w,, ;.

Si nous lions les paramétres principaux par w,=o0, w; devient une diffé-
rentielle dt, et M parcourt la ligne minima (L) de la surface. Or les formes w,;
el m,. sont linéaires en w, et w,. Posons

11) W11 = P+ rws, Wag = SW1 + G Wy,
pPs g. 1, s sont des invariants du troisiéme ordre. La variation du triédre B se
déduit de (3)

M //I. lllz l"p_ 13 1
— . L B1.. — .
dt ' ot pli+1s, sls I dt F i F I:

(12)
On a donc

(13) M, =1, Mi=pl+]T;, M'[,’:(p}+p'3~4g)h——élg—f—pl;.

Or le pseudo-arc o de la ligne minima (L,) vérifie, comme on sait,

o (M'M"M™), ,
de? =1 —(—M,",—)?— de.
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Remplacant dans cette formule M;, My, M par leurs valeurs (13) et tenant
compte de (3), il vient

o2 = di? = wi.

Ainsi w4, quand w. = o, est la difjérentielle du pscudo-arc de (1,) ().

Des calculs analogues, cffectués sur P'autre ligne minima (L.), donnent un
résultat légérement différent : la relation entre le pseudo-arc & de (L) et w,
est do?=— w;; c’est donc 7w, qui est la différentielle du pseudo-arc de (l..).
Pour simplifier Pécriture, je proposerais d’introduire, dans l'étude de toute
courbe minima, a c6té du pseudo-arc o, un paramétre 7, (u'on pourrait appeler
le pseudo-arc indirect, et qui vérifierait dr =ido. I emploi de ce paramétre
conduit a attacher a la courbe un triédre cyclique MK, K.K; ¢ndirect, c’est-
a-dire satisfaisant a la condition (K, K,, K,) =— i (au licu de ¢). Les formules
de Serrel-Frenet correspondant a ce triédre et a ce parameétre sont identiques aux
formules classiques

”)‘_': L S N S Y O UL\ D TN

= o= ’ o=

On vérifie facilement que linvariant { qui y fligure (invariant indirect) est
simplement oppos¢ a I'invariant qui se présente dans les formules usuelles. Avec
celte conyention, on voit que s est la différenticlle du pseudo-arc indirect
de (Ly).

Revenons a la courbe minima (L4) et appelons MJ,J.J; <on triédre cyclique
intrinséque (direct). La comparaison des formules (12) avec celles de Serrct-Frenel
donne, puisque ds = dt,

4 h=0. h=ph+l,  h=-Lnezn g
et. si I'on appelle A Pinvariant (direct) de (Ly), on a

[REX h=-C +

De méme. MK, K, K, étant le triedre cyclique indirect de (L,), on aura
(16) Ki=h, Ki=gh+l k=—"rn+21n-g1,
et l'invariant indirect { de (L.) sera donné par

9,7

(170 l= +

Les formules (14) et (16) se résolvent

L=, L=k,
(18\ I:,-=J-_-——p.];, I;:Kg——([l\'“
'1==5<J;+p<12—%'1,), l1=3"(K_-,+ql\'2~-{/2~'l\',)-

(1) On trouve déja une proposition équivalente dans un mémoire de E. Vessior, Contribution a
la géométrie conforme (Bull. de la Soc. Math., 5%, 1926, pp. 139-179).
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Le triedre biisotrope ML, [,I; attaché a la surface se trouve ainsi clairement situé
tant par rapport au triedre cyclique direct de (Li) que par rapport au triédre
cyclique indirect de (L,).

3. Invariants du troisidme ordre. Nouvelle expression des relations de Codazzi
ot de Gauss. — Les invariants » et s des formules (11) se calculent par des
dérivations a partir des formes o, et w., que nous appellerons les formes minima.
En effet, les formules dw ==[w1041] et dw,={[w.w,,] s’écrivent, d’apres (11)

(19) doy=r{vyms]. Ava = s[wemy] =— s[wyws].

On voil que r et s ne sont nuls que si o, et w, sonl des différentielles exactes.
Leé invariants p et g figurent dans la différentielle de A, car () donne, compte
1

tenu de A =

’
l.\

(20) Nt SO W=~ (P S oy (g ) o

Les relations de Codazzi s’obtiennent en différentiant extéricurement

W= 0+ 3wy, Waz = B0+ ma.
Le calcul donne, en indiquant par les indices 1 et 2 des dérivées covariantes,
By=3(p+s)—or, Ge=10 (/+/‘)——— s,
et, si Uon introduit la courbure moyenne H = Ag, il vient

Hy= -orA, Hy=—2sA.
ce qui se condensc en
dll

) —_— =M N0,
(21) oA 1 2

C’est une forme intéressante des relations de Codazzi. On en déduit de
nombreuses conséquences. Si, par exemple, la surface est i courbure moyenne
constante, dH est nul, donc r et s sont nuls; par suite, w, et w, sont des différen-
tielles exactes, et réciproquement; on peut donc rapporter une telle surface aux
pseudo-arcs de ses lignes minima. Si la surface, & courbure moyenne variable,
est une surface de Weingarten, A est fonction de H, et la formule (21) montre
que rw; + sw, est une différentielle exacte.

L’équation re; + sw, =0, que I'on peut former dés qu’on connait les formes
minima wy, w,, est équation des lignes d’égale courbure moyenne. Si S et S sont
deux surfaces susceptibles d’étre mises en correspondance ponctuelle de telle
sorte que leurs lignes minima se correspondent, avec conservation des pseudo-arcs,
la correspondance satisfait a r=r,s=s, donc

T _a

A A
ct, par suite, H = f(H) : les lignes d’égale courbure moyenne se correspondent

A
sur les deux surfaces. En outre +« =J/'(H). Or la correspondance supposée est
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. ERTH ) a N g
une représentation conforme parliculiére, et 'on a ds*= T(ls- : le rapport local
k

de similitude entre les deux surfaces est \/:& D’aprés la formule précédente,
£

on voit que ce rapport reste constant le long d’une ligne d’égale courbure moyenne.
L’équivalent-de la relation de Gauss s’obtient en différentiant extérieurement
I'une ou l'autre des équaltions

W= PO+ 1, Wag == $M) =+ ¢ Ma.

La premicre donne
[opzos ] = (r - patpr-—-rs) oo ];

. . K
o Coer 2o _ .
le premier membre s’écrit — A (1 — 5 Ywyws]= K[m,w-_.]. Donc
. K L
(22) N TP prers

En différentiant la seconde, on aurait trouvé

(23) ::.92» YL+ ¢s--rs.

. . \ 1N . .. e
Ces deux expressions Lrouvées pour 5 sont bien équivalentes, comme on le vérific
en différentiant extéricurement la formule (20). Ce coefficient — s’écrit, en
utilisant les courbures principales a, ¢,

dou X o 1(14) Tl I
[N 2

ou o, et gy sont les rayons de courbure principaux. Or la demi-distance focale de
Pindicatrice de Dupin est /o, — p,. Le coefficient { Pourrail élre appelé : le
coefficient d’isotropie de la surface.

Signalons cncore unc identité qu’on obtient en différentiant extéricurement la
relation (21)

(24) PS— (I 41y -8 4 28t urt= o,

Si deux surfaces S et S se correspondent comme il a é1¢ dit plus haut, elles ont
en commun r, s, r's, s, donc

173-—171‘:1:s~-111~ ou P—pP _91—-9,
r s
. N ; . -
Cette formule exprime que IT — % nc difféere de dH que par un facteur fini, et

ue, par conséquent —K— est une fonction de H, ce que nous avions déjia remarqué
que, p: q ' A yceq s Ja que.

4. Relations entre le triédre B et les coordonnées minima ('). — Eu désignant
par u ct ¢ des coordonnées minima (ou symétriques), c’est-a-dire des intégrales

(') Nous utilisons les notations de M. E. Vessior dans scs Lecons de Géométrie supérieure,
Paris, Hermann, 1919.
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remicres quelconques des équations w; =0, ws=o0, les formes de la surface
bl b
s’éerivent

ds2 = F du v, D =L dur+ 2M du dv + N de2.

L'analyse précédente prouve que

(23) oy =y L. 1= VN dv.

) . > . .
mais on peul aussi ¢tablir directement ces formules. Soit n le vecteur unitaire
normal a la surface, m le point courant. On a

> = > —> st
L=n.mj. M=n.my,. N =n.m.

> > > -, .
Les vecteurs m),, m,. el n sont tous les trois orthogonaux a n),, donc ils sont
coplanaires, et il existe une formule telle que

— =
My = amy+ bn,

>
(qui, élevée au carré, donne (m,,)* = b*, et, multipliée scalairement parn, L =25:
done (my)*=L2. Or, sur la courbe (L,), le pseudo-arc s vérifie, comme on
sail, doi= (m,.)* du’. On obtient donc

3t = L2 dut.

Cette formule, déja obtenue par M. Vessiot (*), n’établit pas complétement la
propriété ¢énoncée, car elle ne définit que do*. La formule qui donne dg* est

It i (m'm’m"),
5= f
(’"’/1‘ )

du.

Or on a m, A m;.=b(m/, \ n) = L(m, \ n), et, comme m, ne ditférc de I,
que par un facteur scalaire, landis que n=1I;, la formule (3) I, A Ti=—/(I,
donne ici m;, A\ n = im), donc (m'm"m"),= (m,, \ m.).m;,= iLm, .m,. Mais,
en dérivant m),. m,.= o, on obtient, m,,.m;;= — (m,;)?, et le ds* devienten fin de
comple

—— duz= L du.

Un calcul analogue prouve que /N dv est le pseudo-are indirect de (L.).

Identifiant 2222 qvec o F du do, et 25w, 0, avec 2M du dv, on trouve
(20) ;&:lé‘;i\y H= :}~

Du fait que r et s satisfont & do, = r[w w,], dws=s[w:0],-on a

-
(27 pm L 2oy L0 dlogVN,
2 / Ju

N o

(') Contribution i la géométrie conforme (Bull. de la Soc. Math., 54, 1026, p. 13g-179).



L’équation (21) devient
(28) d = —l,-(~—r/u+--»-t/r)7
’ F Ju
et l'on constate que cela équivaut bien aux deux équations de Codazzi. Les
invariants p et ¢ se calculent en partant de (20)

20) 1 d (lo F) 1 J (lo I3 )
. ) = —— o log — = —— g — ).
(29 ! VE e 8 VL ’ ‘7 VN o 8 \/K

Quant a la relation (24), on trouve sa transformée en diftérentiant extérieurc-
ment (28), ce qui donne

ON dlogF  dL dlogF _ 2N L

o JdlogF dlogk N
(30 Ju du Jdv e Ju? Jo?

On retrouve la forme classique de l'équation de Gauss en observant que,
d’aprés (20);

O = po 4 rog=—so;+ ros-— (logA)jo=—so,+ ros—(log A\, du,
d’ou
[N dwqy d(--swi+rmwy)  (logA),,
— = = -+ .
A [ogm,] [ ws] VLN
Mais
—soy+ roy= (log VN), du — (log yL),. /s,
donc
d(— so1+ ro) =—(log VEN) [ du de,
et

5~ 1 log A
X VT‘\T( vIN .

LN \
ou, en remplagant VEN par I,

A
. 1 .
K=— F(IOSB Yuv,
ce qui est la formule habituelle.
3. ¥tude géométrique des invariants p, ¢, r, s. — A chaque ligne minima

tracée sur une surface, on peut attacher un triedre cyclique distinct de son
triede cyclique intrinséque, qu'on appellera son triedre cyclique géodésiquc.
Pour (L,), nous le désignerons par Me ese;. e, est la tangente isotrope et sc
confond avec J,, donc, d’aprés (18) avec I;; e, est la normale unitaire a la
surface e;=1I,; e; compléte le triédre cyclique de fagon qu’il soit direct, ¢; a
donc la méme direction que I,, mais non la méme extension; e;= Al,, de sorte que

(e1, s, €)= (Iy, I, AL) =— A(Iy, I, I3) = (A F = 4.

La relation entre le triédre cyclique géodésique Me, ese, et le triedre cyclique
intrinséque MJ,J,J, de (L,) se déduit des formules (18)

(31) a=l,  er=li—pl,  e=li+ph—Ly,



ou, en résolvant

(32) b=y, Jo=eo+ pey. Vo= es—pey— I—;—r..

On passe donc d’un de ces triédres cycliques a 'autre par une rotation para-
bolique, déplacement au cours duquel le seul vecteur isotrope J; reste inchangé,
pendant que le plan isotrope contenant J; glisse sur lui-méme. L'invariant p
mesure I'amplitude de cette rotation; il exprime I'écart (nous ne disons pas
I'angle, qui est nul) entre la normale affine J, de (L,) et la normale e, a la
surface. De ce point de vue, p joue pour une courbe minima le méme réle que,
pour unc courbe non minima, Pangle & que fait la normale 4 la surface avec la nor-
male principale a la courbe : il situe le triédre cyclique géodésique de la courbe
par rapport a son triédre (cyclique) intrinséque.

Cet invariant p se présente encore lorsqu’on étudie le déplacement infinitésimal
du triédre géodésique de (L, ) le long de (L ). Rappelons qu’on a, pour le triédre
intrinséque, le déplacement

AR
s

o, B
=l SE=ld s .

(33)

=—nl,.

Les formules (31) et (32) donnent en conséquence

ey =ca+pe

T =T

des dp _ dp  p?

= Yy ——Js— %"'ulﬂg_(h_ﬁ? - -;-) e;— es,
//e:;

dp D2 d, dp )2
= e pUdy=dn) + Fd Ly p Py, = <_/,, +£ %) o prrs.

s

Cela se simplifie si 'on tient compte de (15), qui lie 'invariant 2 de la courbe aux
invariants de la surface,

dey
= peites
le

(36 H=—le—es
des
= He,— pes.

Clest 'analogue des formules de Darboux-Ribaucour, qui donnent la variation
inflinitésimale du triédre géodésique d’une courbe ordinaire.

Notons en passant que, si la surface est minima, H=o0; ona % =—pe;. le
vecteur e, conserve une direction fixe le long de (L;). Cela traduit le fait que les
surfaces minima sont des surfaces de translation : on passe d’une courbe (L.),
langente a e;, 4 une autre courbe (L) par une translation de trajectoire (L.).
Les directions minima dans ce cas sont conjuguées; ¢, engendre la développable
circonscrite le long de (L4,), qui est, en 'occurrence, un cylindre isotrope.

Revenons au cas général. En comparant les formules (34) a celles de Darboux-
Ribaucour, on se trouve conduit a assimiler le coefficient H a la torsion géodé-
sique, et le coefficient p, a la courbure géodésique. En effet, pour une courbe
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quelconque de la surface, si 'on considére la rotation instantanée de son triédre
géodésique, la torsion géodésique est la projection du vecteur rotation sur la
tangente ala courbe, tandis que la courbure géodésique est la projection de ce méme
vecteur sur la normale a la surface (la vitesse linéaire du point courant étant prise
égale a 'unité). Appliquons des considérations analogues a la courbe minima (T.,).
Le temps étant désigné par ¢ et le vecteur rotation par Ae, + pe. +ve;, on a

dey . .
= (hey+ mwes+ves) N er=-—ipe+1Ives,
ot
e . " .

I: =(hei+ wea+vey) Nea= i(lhe—-ives,
ol

ey R . . .
= (her+pes+ves) S es=—ihey+ ipes,
A

car, d'aprés (es, e:, €,)=10, on a e, )\ ex=ley, ex \ es= ey, e; )\ ex=le,.
On identifie avec (34), a condition de poser d¢t = ido, ct

H et p sont donc respectivement les composantes du vecteur rotation sur la
tangente ¢; a la courbe et sur la normale e, a la surface. On pourrait donc
appeler p la pseudo-courbure géodésique, et H, la pseudo-torsion géodésique
de (Li). On obtiendrait ainsi la proposition : la pseudo-torsion géodésique
d’une ligne minima est égale a la courbure moyenne de la surface, proposition
qui rappelle évidemment le théoréme d’Enneper concernant la torsion des lignes
asymptotiques.

A la courbe minima (L,) on attachera de méme le triédre cyclique indirect
Me' e, e, défini par

e\ =Is, ey =1, ey = Al (e, ey, eh)=—1.

Entre les deux triédres cycliques géodésiques, on a les relations

’ ey = e, e = Aey,

et le déplacement infinitésimal de ce sccond triédre vérifie

de', ' ’

= = 1t
36) & e e,

i’;_-‘ = He,—qel.

On remarquera que les invariants r et s sont absents des formules (34) et (34').
Ils apparaissent en revanche quand on déplace le triédre géodésique de (L;) dans
la direction de (L,), ou inversement. En effet, des formules e, =1,, e;=1,,
e;=Al,, on déduit

dey = wi I+ w3 [3= w161+ w369,
des= 0wz 1)+ walo=— Avazre;— my3es,

de; = dAL + A(wnla+ 03 13) =— w165+ Awages.
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Si donc 'on fait 5, = o, w,= d=, il vienl
. odey o
~ —‘7_- = re;—+ Jea,
{e., . u
(3 . %:——ﬂ Aey-—— Ses. (.’i:—*),
’ % = Nes—res.

Ainsi, quand on déplace le triédre géodésique de (L, ) dansla directionde (L.),
le vecteur rotation de ce triédre est (dt = idr)

Ae+ res--3ey:

r est précisément la composante de ce vecteur rotation sur la normale ala surface.
L'invariant » a donc trait a la position relative des lignes minima (L,) les unes
par rapporl aux autres; on trouverait une propriété analogue de s relativement
aux courbes minima (L,). On remarque que, si la surface esta courbure moyenne
constante (7 =0, s = 0), le vecteur rotation est dans le plan tangent a la surface;
P’axe du mouvement hélicoidal instantané du triédre Me, e, e; est paralléle au plan

N . 1 " . « .
tangent et rencontre la normale au point M + ml;,. Si la surface est minima

(H=0), le vecteur rotation est porté par e, : un tel mouvement du triédre Me, e, e
n’est pas assimilable 4 un mouvement hélicoidal instantané.

On tire, des secondes équations de (34) et de (33),

dl:\? dl;\*
(7{;) =aH. et (7{?) =1l

(dl;)? est le carré du déplacement sphérique. C’est a rapprocher de la formule

I
concernant une courbe quelconque de la surface, de courbure normale —,
N

(%Ly =21t K (K, courbure totale de la surface).
£ N

6. Relations entre le triédre B et le triddre de Darboux. — Nous désignerons
ce dernier triédre par MT,T,I;, Ty, T, étant les tangentes principales. Les
composantes relatives @i, @;; de son déplacement infinitésimal vérifient w,, = aw,,
@,y == C®,, OoU & et ¢ désignent les courbures principales, w, et @, les éléments
des arcs des lignes de courbure. Quand a @2, nous 'écrirons

Thjo = Rw.——— Sm:.
X et S satisfaisant a
(36) de, = R|®,m.], doy=S[mw,]=—S[mm].
Les courbures géodésiques des lignes de courbure sont R et —S. Les équations
de Codazzi s’obtiennent en différentiant extérieurement w;,= aw;, 0y, = Cwa, et
s'écrivent

(37) as=(a—c) Rk, eg=(c—a)s§,
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(les indices 1 et 2 indiquent ici des dérivées covariantes prises dans les directions
principales). L’équation de Gauss s’obtient en différentiant extérieurement
@a= Rw, — Sw,, et prend la forme

(38) ac =S+ Ra-— R2— 82, (ac =K.

Nous introduirons en outre, a coté de R et S, les invariants P et Q, du troisiéme
ordre eux aussi, qui vérifient

—————dc = Sw,;+ Q..

30) c—u

(39)
da = Pw,+ Roa,
w-—c

si bien que

(40) ay=(a—c)P, cx=(c—a)Q.

Comparons le triédre de Darboux au triédre biisotrope. Les lignes de courbure
ont pour équation, si I'on se sert des formes minima, o} — o} = 0. Soient (C) la
premiére ligne de courbure, w, = w, son équation; sa tangente est Ty, etaussi [, +I,.

Comme (I; + I,)?= %; on déduit de la Tiz\/%(ll—k L,). Pour (C'), d’équation

@y = — wy, latangenteestl; — Iy; or (I, — [,)2=— X" donc T, = si‘/%—(l. —1,).

I1 faut prendre s =—1 pour qu’on ait a la fois Ty A Ta=1, et I; A I._.:—% L.

En résumé

|

\T,: \/%(l,-ﬁ—l-ﬂ, In=‘/‘l (Ty+0Ta),

. . d’on
’ T._,=_i\/i}<l.-lg), ? fo= —— (T, —iTs).

V!

Fd

-

On remarque que, pour passer d’un quelconque des deux triédres a l'autre, il
est nécessaire de connaitre ’asphéricité A.
Entre les formes w4, w, et &, @J, les relations sont

( AT
W, = wl——'_——m—:, ‘ m,.—_-\//—é(wl—'f— o),

42 V2A >
- Ly — Wa R /A()+i )
By = { ———— e = — (o ©a).

VaA t 2

Cherchons maintenant les relations entre invariants du troisiéme ordre. Dans
ce paragraphe, nous désignerons par les indices 1 et 2 la dérivation dans les
directions principales, par les indices o et = la dérivation dans les directions
isotropes. Pour une fonction de point f/ quelconque, on a

Si= \/E(fa+ft)7 'f5=;—.—(f‘+"f'3)’
@ : |
f==i\/ 5=t | fe= i in
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Pour exprimer P, par exemple, nous partons de (40)

u,=II.+A\1=\/2}(H,,+HT+A,,+ \qo).

Or d’aprés (20) et (21)

A5 Ac R [
N W NS AN TTR
done
A /A
o« = 'A\/TT(I""Q"'E)""'X"’ et P= —~;\/1:(p+l]+31'+3x).

On oblient en définitive

! !
' 1'=_-“/5'p+,,+3,+f:) p= e [P 38 4 i(Q + 3R
)\/9\
0= ‘/—11!»—»([»——-3/-4-33), ¢ =-+——=[P +38S —i(Q+ 3],
, . 2¢/2A
) d’on
T A 1 . - .
R = /_ . o), P S—i(0— )]
{ 2\ " (p--q+ 71 s). 7 2\/21\" (0 )]
. [ A 1 N . .
S=-- ‘-‘/—11'-}- q-- r— s), s=———[P -~ S+{(0— R
2 2 2y 2 A

ce qui peut encore se mettre sous la forme

!
P70 = \/—\(1)+Js»

P i) = \/ (g +3r), ‘ = ——-(Q—f—ilni
{
‘ §=— - (P —8),
l

1
P+q=--—==(P+38),
V2

Vo !
4 \
S+iR= —\/‘—(]J—t)
2 V2A

A 2
S- - R= = —_ryn ) - § = — (O —R).
S (g—r) Ny SRE )

Quant aux composantes relatives du déplacement, m;; et w;j, on trouve faci-
lement ®;, w.;, w12 en transformant I,.dTy, 1,.dT,, T,.dT, par les formules (4)

Ky . . /K i .
46) W =‘/——~(('l|:~,+l')g_~, )y ey = t‘/—(m;; = May), W= — (01— Waa),
2 ’ 2 2

ct
( ! : dA .
’ | o= ER T e Yen= o gx e,
(A7)
' s = —_l——_(l'vh:"“ sy ), Was = — ﬂ + (5.
VoA 2A

Si une courbe est tracée sur la surface, son triédre géodésique se situe par
rapport i son triédre intrinséque i l'aide de P'angle w que fait la normale a la
surface avec la normale principale a la courbe; le triedre de Darboux se situe par



rapport au tri¢dre géodésique au moyen de I’angle 0 que faitla tangente a la courbe
avec la premiére direction principale de la surface, ce qui entrainc

(18) ™ = ds cosl, ma = dssinl.

La considération de la courbure normale, de la torsion géodésique et de la
courbure géodésique de la courbe donnent les relations suivantes qui lient les
invariants de la courbe, ceux de la surface, et les angles 0 et &

COsSw™
= Il 4+ A cos20,
. dw 1 .
(49 z‘-+_=——2Asm20,
sine
ds = = m+ db.
9

Le triedre biisotrope peut aussi se situer par rapport au tricdre intrinséque de
la courbe, mais cela exige la connaissance, non seulement des angles & et 0, mais
encore de l'asphéricité A qui, d’aprés (41), situe le triedre B par rapport an
tricdre de Darboux. On ne peut évidemment parler dc I'angle que fait la courbe
avec une direction isotrope, mais on continue d’utiliser 0 et I'on a, d’apres (42)
et (48)

0 0, = \,/% e—i0 /s o = \//% il /s,

1 [N . ,
On remarque que 0 = ﬁlog('T‘ se calcule indépendamment de A.
2 ONy

L’angle de deux courbes de la surf:acc, (C) et (C), est donné par

O

- 1 @2
(51 0—0= —lo == .
O - g(

[CYRER O

D’apres les derniéres formules (49) et (46), la courbure géodésique s’écrit

N sinm
20 ds

i,
= — (1 — ma) + di.
5 )

7. Gradient et paramétres différentiels de Beltrami. — L’cmploi du triedre B
est trés avantageux pour I’étude des paramétres de Beltrami. Le gradient d’une
fonction de point f peut se décomposer suivant les vecteurs isotropes

gradf=El + ..
Z et se tirent de la définition du gradient
df = grad f.aM = (£1, + n1a). (01 Ty + ws 1) = L\-(E(v)-_,—q- nwy),
d’on
= Aj:_u, "= .\fl
et
(53) grad f = A(fali+ fil2).
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Le premier paramétre de Beltrami est

i A= teradsi=ansife o (Tle= {) .

Le second, A, f, est délini par
() ‘/,( I;.grad f.dM) = /}“‘Ag‘/.dﬂ',

ou do désigne I’élément superficiel. L’intégrale curviligne a pour ¢lément
L.(gradf A dM) = i(f1o1— fron),
d’ou. en prenant la différentielle extérieure, el remarquant que do = — ,T‘ oy,
Aof =N+ fra— 1)1 —sf2).

Mais cela se simplific, car en difiérentiant extérieurement df = f,m, + fi .,

on trouve
Jo— fra+rfi—sfa=0, d’oit Ja—sfa= fr2—1f1.
donc

() Ao S=2A(f1a— /1) ou si on veut =2\ (fo—sfo).

A partir de la, on caractérise trés simplement les variables minima, les variables
harmoniques, les paramétres isométriques, et les systémes isothermes.

Une variable minima est une intégrale premiére de w, = 0, ou de w, = 0; c’est
ce que Beltrami appelle une variable complexe sur la surface et Darboux, une
coordonnée symétrique. Soit u une intégrale premiére de w,=o; on a
du = uy»,, donc u;= o et, par suite, A, u = o. De méme, si ¢ est une intégrale
premiére de w,=—o, on a ¢,=o0, dou A,¢v =o. Réciproquement, pour que
A,f=o, il faut que f, ou f, soit nul, donc que f soit une variable minima, Les
variables minima sont donc les seules fonctions de point dont le gradient soit
isotrope.

Soit f une fonction de point; faisons tourner gradf de ; en formantI; A\ gradf;
nous trouvons

(5 Is A gradf = iA(— fali+ f1Ls).
Pour que le vecteur obtenu ait la méme direction que gradf, il faut

—f: _ S ,
Ja Ji

Sifr=o,onagradf=Af1,, et
I, A gradf = iAfi1, = igrad .
Sifi=o,onagradf=Af,],, et
I A grad f =— iAfal, =— igrad .

I1y a donc deux espéces de variables minima : ‘celles de premiére espéce, dont le

donc soit fi=o, soit  fa= o.

gradient se trouve multiplié par + { quand on le fait tourner de ;, ce sont les
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intégrales premiéres de =, =o; celles de seconde espéce sont les intégrales
premiéres de w,= o.

Une variable harmonique sur la surface es\ une fonction de point dont le
second paramétre de Beltrami est nul sans que le premier le soit. La formule (53)
montre que A.f=o si (I;,grad,dM) est une différentielle exacte. Or cela
s'éerit (I, A grad f).dM. Ce sera une différentielle exacte si T, A\ gradf est
le gradient d’une certaine fonction g. Donc, si f est harmonique, on peut
déterminer g telle que

COHRY I grad /= grad &,
Ceci généralise évidemment les conditions de Cauchy pour le plan. Si (58) est
satisfaite, g est aussi harmonique, car

I: A\ grad ¢ =- grad .

J el g sont alors deux fonctions harmoniques associées : 2 estdireclementassociée
a f, f inversement associée a g, directement associée i — g.

D’aprés (56), une fonction harmonique vérifie fi,—rfi=o. Or soit f (u, ¢)
cette fonction, u et ¢ étant des variables minima. Comme du = u, », el dv = ¢, 04,
on a

Ji=Juuy, Sra= futtsva fyitrn
el
S rfy =2 fun g vat [y Wya - ruy ).

Mais en différentiant extérieurement du = u,w,, on trouve ru,— it,» = o, donc
f12—~ ’:fi = fur Ui P2,

el. comme u, ¢, 0, la condition A,f'= o équivaut a f,,=o, donc =0+ V;
une fonction harmonique est donc la somme de deux variables minima d’espéces
différentes. Aucune de ces deux variables ne doit se réduire & une constante,
autrement f serait elle-méme variable minima, on aurait A, f = o contrairement
a la définition. (Nous n’insistons pas sur les conditions de réalité, qui sont
manifestes. )

Si f et g sont deux variables harmoniques associées, f— g et f'+ ig sont des
variables minima. En effet, on a par hypothése

I, grad /= grad ¢, I: A\ grad g = -— grad f,
d’ou
Is A\ grad(f — ig) = grad g + igrad f'= 7 grad (f — ig),
ce qui démonire que f'— ig est une variable minima de premiére espece. On
verra de méme que f + ig est une variable minima de seconde espéce.
Si f et g sont deux variables harmoniques associées, elles forment un systéme
de parameétres isométriques. En effet, on vient de voir que

S—ilg=U, [+ig=V,
donc
df —idg = U'du, df + idg =V'dy,
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d’ou, par multiplication membre 4 membre,

a2 7

dfr+ der=U'Vdu de et dst=12Vdudy = TV

(df*+dg?).

cc qui démontre la proposition. La réciproque est évidente.

Une famille de courbes tracées sur la surface est isotherme si elle peut étre
représentée par I'équation A = const., ou A est une variable harmonique. Les
trajectoires orthogonales sont alors isothermes aussi, puisqu’elles peuvent se repré-
senter par . = const., ot p estlavariableharmoniqueassociéeal. Pourquelesystéme
orthogonal formé des courbes & = const. et de leurs trajectoires orthogonales soit
un systéme isotherme, il faut et il suffit que « soit de la forme F (1), ou % est har-
mqnique, ¢’est-a-dire de la forme F (U + V), ou U est une fonction quelconque de u
etV une fonction quelconque de ¢. La condition nécessaire et suffisante est, comme

dans le plan, quei“—z ne soit fonction que de «. En effet, il doit exister une
1

fonction 2(«) qui soit harmonique, qui vérifie donc }, =o, c’est-a-dire
an dn - . . L
25 Fatet e = 0. D’ou I'équation qui détermine 2 ()

AN

70‘? . Fue A:Hl‘

d)_. - a,‘a,,_-v—m’

da

clle n’est possible que si le second membre dépend uniquement de «.

11 est facile de reconnaitre, sur ’équation différentielle d’une famille de courbes
exprir 4e au moyen des formes minima, si ces courbes sont isothermes et, dans
Paffir :tive, cette équation s’intégre par quadratures.

Soil en effet aw,+ bw.=o0, en abrégé w=o0, l'équation différentielle en
causs  3i les courbes sont isothermes, il existe une fonction harmonique 7,
etu - autre fonction p, telles qu’on ait

di = uw = u(aw+ bw,),

h2= Qa2+ as, hag= b+ by .

Or 2, étant harmonique, vérifie

hpa—rhg=0 et aussi bien ley—sha=o,
ce qui s’écrit
s+ dat — rap = o, by +byu—sbu=o,
d’ou
1 b 2 [22]
y—:.\'—»i, &—=r——7
:J. !J. «
La forme

. by / Qs
Q= (s—»[;) Wy -+ (l —;) W2,
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doit donc étre une diflérentielle exacte; c’est la condition cherchée. Si elle est
réalisée, on a logw par quadratures

logu =f'..',

et ensuite 7 par quadratures : 7. = /)p.m.

Cherchons en particulier a quelle condition les lignes de courbure sonl
isothermes. Leur équation différentielle est », = w,-=o0; la forme Q corres-
pondante se réduit donc a swy + ro,.

On obtient donc cette proposition : pour qu'une surface soit isothermique, il
Jaut et il suffit que sw;+rw, soit une différentielle exacte. Une grande partie
du chapitre ou Darboux étudie les surfaces isothermiques est consacrée a 1’établis-
sement d’une proposilion complétement équivalente a la précédente. Quand la

.. oy . f,-m,+,-,.,,

condition est réalisée, », etw,admettent un facteur intégrant commun : e .

On a vu que, le long d’une courbe quelconque, d’abscisse curviligne w, tracée
sur la surface, on a (50)

on =\/—\ c‘_iot{!!', mgz\/\
2 2

0 0 déstgne 'angle de la courbe avec la premiére direction principale. L’équation
aw, —+ bwy= o peut donc s’écrire

eV dip,

14

o

e—ril —

Mais Q s’écrit de son coté

dlogb dit — Jdloga .

Ju . Js &

Q=501+ 1rnws—

et

o2 b 3 N 7EY ]
mlog ;[dudvj = d( s+ r wg)—_zzm[du dv|.

dQ = d(sw;+ rwy) —

Sur une surface isothermique, on a donc

J26

du Jv

dQ =—n21

|dwdv),

d’ou la proposition, qui généralise une propriété connue sur les réseaux du plan :
sur toute surface isothermique, les courbes isothermes sont celles qui coupent les
lignes de courbure sous un angle 6 qui est fonction harmonique (1,0 = o).

Enfin. si deux familles de courbes (C) et (C) se coupent sous un angle ¢ qui est
fonction harmonique, et si 'une des familles est isotherme, l'antre Iest aussi,
d’aprés§ — 6 = o. Cela s’applique en particulier si ¢ est constant.

8. Surfaces a courbure moyenne isotherme. — Nous étudions ici, a titre
d’application des notions qui précédent, une famille intéressante de surfaces qui
se présenlera d’elle-méme dans la seconde partie de ce travail. La courbure

LXXV. 6
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moyenne Il vérifie dH =—2A(rw,+sw,), les courbes d’é¢gale courbure
moyenne H = const. ont donc pour é¢quation différentielle

rwy -+ s, =o, en abrégé w = o.

Pour que ce soient des courbes isothermes, il faul, d’aprés ce quel’on a vu, que 2,
qui prend ici la forme

51 re -
s— o (r— "2 o, en abrégé y,
§ "

soit une différentielle exacte.

Sur de telles surfaces, on peut déterminer la forme que doivent avoir w, et .
En offet, H est alors de la forme (U + V), ou, enfchoisissant bien les coordonnées
minima, f(u% + ¢). On aura donc

rwp+ swy = (du + dv).

Posons
) Bel Vot o Bu
W) = xall. We == Prly, « 11} r=s— — §=— —
! ; 2 ; B’ a5’
nous aurons
ra=u, sp=u, d’on ra= sf,

ce qui donne
aa, = BB, d’ou at={,, gr=4d"

Il existe donc un choix convenable de coordonnées minima u, ¢ et une fonction
Y(u, ¢) telles qu’on ait
o= ¥, du, wy = /T, dv.

La forme de la fonction Y (u, ¢) ne saurait étre quelconque. La courbure moyenne

étant f(u —+ ¢), nous tirerons I'asphéricité A de

du Guw

—_———— = Wy 4 SWy = —

2A 2V b de

V'-Pu "lh

(du + dv),

qui donne

Sf(u+ ).

Avec ces expressions de H el de A, la condition de Codazzi est satisfaite; reste
a vérifier la condition de Gauss, que nous prenons sous la forme classique

2logF LN — M:?
708 =% (L=¢,N=4)

Ju dy
Or
/
VIR _H oy b
F="3=2Z% M=3yJIN=2F,
donc
2lo m
(61) TR ey S
Ju dv Vv f o

Telle est I'équation du 4° ordre qui détermine ¢ (u, ¢) quand on a choisi f(u + ¢).
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Remarquons que si U(u, ¢) a €16 prise de facon a salisfaire (61), on peut
retrouver f sans intégration. Ecrivons en effel 'équation.

Rlog b,  dtlogf L £l r
ohhle. S Tl - VAR 1) A1 SN L
e do Jdu e G R

, . ] r) . . o A . L .
et appelons A 'opération 5 = 70 QUi appliquée a une fonclion de u -+ v, donne

z¢ro. Nous obtiendrons successivement

/)2]0;.'!?,,.. Y '*!‘u '~’J|' ,/'2 '
du de =/A [ - /' A

yPlogbue L, Yude 1%,
N nae =S8 T A

Généralement, ces deux derniéres équations donneront, par résolution, f’ et J;:,,

donc f, ¢’est-a-dire qu’en général, une fois connue §(u, ¢), donc une fois connues les
formes minima w; = ‘/d)_,, du, w,= \/41_‘, dv on pourra calculer de fagon univoque
les deux formes fondamentales de la surface, qui s¢ trouvera ainsi essentiellement
déterminée. Mais il y a des cas exceptionnels ou, a des formes minima données
suivant ce schéma, il correspond une infinité¢ de surfaces a courbure moyenne
isotherme.

Le fait se produit en particulier si I'on astreint la fonction L(u, ¢) & ne
dépendre que de u + ¢, comme f. On aalors §, = b= 2(u + ), Yue= 2'(t + ),
et I'équation (61) devient, en posant u + ¢ — ¢
(61

ol
e
E

)

d? ;;»’
n log 7=

Les surfaces correspondantes sont de révolution. En effet, on voit facilement que
r=s,p=gq, ce qui entraine, d'aprés (44), Q=o0, R=o0, et ces relations
caractérisent les surfaces de révolution. Il est bien évident que, sur une surface
de révolution, les lignes d’égale courbure moyenne sont isothermes, car ce sont
les paralléeles. Quand la courbure moyenne f(¢) est donnée, g se détermine
par I'équation différentielle (61) qui est du 3° ordre. Ici, 'on remarque que si,
inversement, g(u -+ ¢) est donnée, c'est-d-dire si l'on connait les formes
minima, / n’est pas déterminée univoquement; l'opération A introduite plus
haut donne identiquement zéro. Il y a une triple infinité de surfaces de révolution
correspondant anx mémes formes minima. Remarque intéressante : I’équation
qui donne f, une fois g connue, est exactement la méme qui donne g quand on
connait f. Les surfaces de révolution peuvent donc étre associées par couples (on
ne considére pas ici comme essentiellement distinctes des surfaces de révolution
semblables) : on passe d’une surface d’un couple & I'autre en échangeant les fonc-
tions f et g. Voyons la relation qui existe entre deux surfaces d’un méme couple.

La courbure moyenne étant H=y (u ~+¢), Dasphéricité sc calcule par
A= V‘Juq’ fl

5 — - puisque ¥, = P,= g(u + v). Les courbures principales sont
uv

n=H+A=fg—+,if7 c=H_ A= IS8,

g &
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Sur l'autre surface du couple, on aura, en permultant [ et o,

done

le rapport des rayons de courbure principaux est conservé en grandeur, mais non

en signe. Si l'une des surfaces est convexe, I'autre est a courbures opposces. Par
X N « - . « . .

exemple, a une sphcre (L = l) estassociée une caténoide («. e ); a la surface

engendrée par une arche de cycloide tournant autour de sa base (ftr }),
5 v ¢

2

correspond la surface engendrée par une parabole tournant autour de sa directrice

(: f-—.l!>).0lc. ,

La transformation qui fait passer de la méridienne de la premiére surface a
celle de la seconde mérite d’étre signalée. D’abord le parameéwe ¢—=u+-¢,
variable harmonique restant constante le long de tout paralléle, est, a un facteur
constant prés, Pabscisse curviligne non euclidienne de la méridienne, le plan
méridien limité a Paxe étant considéré comme un demi-plan de Poincaré

ol

dt =k (/, const.),

(Paxe de révolution est pris suivant Oz). On passe d’une méridienne a 'autre
par la transformation

c'est une transformation qui conserve linvariant d¢, ainsi que la direction de
la tangente (% o= gg
de ces propriétés, mais la transformation précédente s’en distingue en ce qu’elle
change le sens de la concavité de la méridienne.

Un autre cas particulier s’obtient en supposant que ¢, et ¢, ne sont fonctions
que de u + ¢. Alors b, ne dépend, elle aussi, que de u—+¢; soit by, = g'(u + v).
on aura Y= g(u + ¢) +C,, ¥o=g(u +¢)+ Cs. En ajoutant une constante

)- Une homothétie qui aurait son centre sur Oz jouit aussi

convenable & g(u—+-¢), on peut faire en sorte que Ca==—GC,; nous poserons,
pour respecter la réalité, Cy=—2ai, Ca=2as
o=\, du = Vg (u+ v)—saidu, o= V. dv = Vg (u +v) + 2ai d.

L’¢quation (61) devient

(61) %log;r,(= ‘:-+.|a=)i7 =

Comme dans le cas précédent, on remarque que si £ est donnée, la surface n'est
pas complétement déterminée : Uintégration de (61) introduit dans H = f'(u + ¢)
3 constantes arbitraires.
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Les surfaces correspondantes sont des hélicoides. 1l est visible d’abord que les
courbes u + ¢ = const. de la surface sont des hélices circulaires; les formules
(49) et (52) montrent en cffet que p et = sont constantes. On peut montrer aussi
inversement que les hélicoides répondent bien a Péquation (61)".

Soit ’hélicoide

= r(t)cost, y=r(sind, =101+ «al.

La section par le plan 0 == o est la courbe z == r(¢), 5 -=7(¢) : lc paramétre ¢ est
provisoirement quelconque. Le ds* s’écrit

2 2 02 272 v 2
,[¢:=(,¢z+,~2\[gj%ﬂ_;;://2+ (,/0_,_ st ) ]
(2= r2)?

o+

Déterminons l¢ paramstre ¢ de facon que

V(a2 dri+ rrdi
=1

Car e r2) re = (a4 ), cest-a-dire dr =

Nous remarquerons que sice=:o0, la surface est de révolution, et Pon a
7 Vdri+ de

i

dt - notre paramétre ¢ généralise donc I'abscisse curviligne non

euclidienne envisagée précédemment.
al'dt N .
Posons en outre do = dl + —=—7; lo ds* devient

ds2=(ar+ r2) (dr+ dz?).

ce qui montre que ¢ et  sont des variables harmoniques associées. ¢, en
particulier, est la variable harmonique qui reste constante le long d’unc ligne
d’égale courbure moyenne, car H n’est fonction que de r, donc que de 4. Posons

t—ip=1u, t+io=n12v,
de sorte que
t=1+y, s =i(—v¢),

nous obtenons
ds?= (@ + 1) dudy.

La seconde forme fondamentale est

1 N s N 277 g2
b= m[r(r U= r"yder—awr*dt dd + 127 db? |

et 'on trouve pour courbure moyenne :

- 2 2)2 AN e 12 (2 — T
1—2((L2+,.2)3[((a+r)+al U4+ r(a+r)(r'g Cl)],

ce qui se simplifie en tenant compte que, d’aprés la définition du paramétre ¢, on a

rr’d 4= rr' g2 4 r2g' Y
R, R ottt
r(ar+r2)

PV=r0or—
Il vient
a2y’ r¢’

0= (az+r2) * 27 (at+ 1)
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Pour trouver les formes minima, on peut exprimer @ en du, v

© = Ldu+ 2M dudv + N de?,
et 'on trouve

L=g(t)—-2ai N =gl +oul
ot
I ar? ’
&= ar— )+ — - r (=5
@+ [( )t @+ ! )

ou encore, en exprimant r’ comme plus haut :

alat—r) Y
g= e
o=~ r= r
et l'on a
vy =\ g—2aidu, Wa = \/5’+ruti(l('.

I1 est facile de véritier que I'expression trouvée pour H = f(¢) et celle de g(¢)
vérifient (61)"; on facilite les calculs en remarquant que

a2 o’

i
[ R - — > . Yy .
2(//-4—/-)‘/-—,,__—“2_'_’2, J.,—_l(ll-—l-l-).

On remarquera que nos formules s’appliquent aux surfaces de révolution en

faisant @ —o. i

9. Formes invariantes associées 4 deux formes données. — L’étude précédente
a fait apparaitre deux formes linéaires construites sur les formes minima w4, o, et
sur les invariants r, s, ry, s,, & savoir
N re
W= rwg-+ S, y_=(s——:>u),+<r—rr>mg.
Indépendamment des applications géamétriques, le lien qui unit ces deux formes
aux formes initiales w,, w, mérite de retenir ’attention. Notons d’abord la relation

dw = [vy],

ce n’est d'ailleurs pas une propriété caractéristique de y, car la relation subsiste
si on remplace y par ; + mw. Le réle précis de y est beaucoup plus caché.

Soit f une intégrale premiére quelconque de roy+ sw,=o et ¢ le facteur
intégrant correspondant, si bien que

df = p(roy+sw).
On a donc
f' =pur, fz = us,
d’on
Jio—rfi=yar+ pre—pur
Jo—sfo = s 4 psy —'ust,

On a déja remarqué que fiy — rfi = f4y—sfs, comme on le voit en différentiant
extérieurement df = fiw,+ fy©,. Multiplions la premiére relation par %,
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w . . .
la seconde par —* et ajoutons; il vient

(J12—rf1) (ml w?:) =du+n [(‘—\' ~x>(v)1+ (’I.2 - -I‘)(')g]

fi**“l!/

ou
" (ro 4 swy) = dp — py.
Le facteur du premier membre s’écrit p‘-*j—'%,'/'
1/2
Or si u et v désignent des intégrales premiéres quelconques de oy == 0, .= 0,
de sorle que du = u, w;, dv=v,0,, on a

1= fut, Ji2= furtt1 o2+ fuity2 et fro—Tfi= furttysa.

car uy3—ru,=o0, comme on le voit en différentiant extérieurement v = u,w,.
On peut donc écrire la relation, en divisant par g, et en remplagant 2.(rm; + s0,)

par df

Lo gyl
Tufe V=
v se trouve donc rattaché a la forme m par la formule
L B T
L= T R

ou f est une intégrale premiére quelconque de w =0, et w le facteur intégrant
correspondant. On peut s’assurer que le second membre reste inchangé si 1'on
remplace le facteur intégrant p par un autre quelconque, yd)(f), cela résulte
d’ailleurs de la démonstration.

La signification de 'hypothése : y différcntielle exacte, apparait maintenant
clairement. Il faut et il suffit que

Sue _ g

T -

Or cela exprime qu’on peut trouver une fonction F( /) qui soitdela forme U+ V,
c'est-a-dire qui vérifie Fyy—=o0. En effet F,=F'f,, F,, =F"f,f,+ F fu; on a
a résoudre

. v F" _ fur
Ffufo+V fuo=0 ou 7 _——m
et le probléme est possible pourvu que le second membre soit fonction de f,
c’est-a-dire, pourvu que yx soit différentielle exacte.
Dans la seconde partie de ce travail, nous aurons encore i considérer une
forme invariante ® apparentée aux précédentes. Si P'on écrit pour abréger
7 = awy + Pw,, la forme ® est

14
¢=(p—‘—i_1)w,+ (K—E’?)mg.

Elle est liée aux deux autres par
=[wd],
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relation qui ne la définit pas complétement. Pour obtenir sa signification exacte,
nous opérons comme précédemment, en partant de

(/u.
= & Lo df ou =y -+:w enposant ;= S
R /n /o N fu S
On ¢n déduit
(logun=a+rz, Jogu)e=p+sg,
doguye—rlogu)y=as—ar +rgs+ reg —r?

Jog u)ar- -5 (ogmw)e=p1— 35 + 521 + 5,0 -— 52

o

Les deux premiers membres sont égaux; une combinaison évidente donne

Wa

_) =—® +dp-—¢y.

w
[(log ). —I(|O"Lll||( '
§ r
Done
(log w)ia— r(log u), =

b=dp— 27— "

Ainsi se trouve rattachée @ a une intégrale premiére quelconque de », et au
facteur intégrant @ correspondant. Le coefficient de w», au second membre,
contient le groupe de termes (logu),;— r(logu)s, qui serait le second paramétre
différentiel de Beltrami, A, (logp), pour un ds? égal 4 4w, »,; le dénominateur rs

/1 fz

peut s’écrire =2, et le numérateur seraitle premier paramétredifférentiel A, f'dans

(logu)is— r(logu) , A (logu)

la méme hypothese. Le rapport — peut donc s’écrire p? A f

b

2 e

le dls? étant » avec A quelconque, et 'on a la formule

: A——'(Loiu) , <:==: i’})

P=ds -y —

Nous rencontrerons les formes y et ® dans P'étude des surfaces : on s’apercevra
que le systéme des équations de Codazzi et de Gauss prend une signification trés
claire quand on le rattache a la thégrie du facteur intégrant telle qu’elle vient
d’étre esquisscée.

(Manuscrit recu le 11 novembre 1976.)



