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LES SURFACES ENVISAGEES DANS LEURS RAPPORTS
AVEC LEURS LIGNES MINIMA;

Par M. V. Laran.

Les propriétés intrinséques des lignes minima d’une surface, et les relations de
position qu’elles entretiennent entre elles, doivent vraisemblablement mettre en
lumiére certains aspects profonds de la surface, qui risquent de demecurer
inapergus tant ‘quon se borne au domaine réel. L’emploi des coordonuées
minima, a lui seul, conduit déja a certaines simplifications notables, dans
I’expression des relations de Codazzi et de Gauss, par exemple; mais pour obtenir
des résultats vraiment marquants, il ne faut pas s’arréter a I'équation super-
ficielle des lignes minima, qui n'a de rapport qu’avec le ds* : il faut faire
intervenir les invariants de ces lignes, a savoir, I'invariant différentiel, élément
du pseudo-arc, et linvariant fini, pseudo-courbure, ou courbure affine, du
quatriéme ordre; ces invariants sont intimement liés aux courbures principales
de la surface, principalement a la courbure moyenne. Il faut en outre introduire des
invariants géodésiques appropriés. La méthode du repére mobile de M. E. Cartan,
combinée avec sa théorie des systémes différentiels en involution, est un instru-
ment de prospection extrémement précieux, qui se plie avec docilité aux différents
problémes qu’on lui soumet. J’ai essayé ici de I'adapter a 'étude de la surface
envisagée dans ses rapports avec les lignes minima qui la constituent. Il m’a
semblé opportun d’abandonner le triangle trirectangle, dont M. E. Cartan a tiré
un si admirable parti dans le domaine réel (*), pour adopter un triédre apparenté
au triédre cyclique, qu’il utilise depuis longtemps dans I'étude deslignes minima(2).

La premiérc partie de ce travail est consacrée a la définition du triédre en
question, que j'ai appelé le triédre biisotrope attaché & la surface, et a I'étude
de sa variation infinitésimale. Les composantes de cette variation, qui n’est pas
un simple déplacement, s’expriment  I'aide de certaines grandeurs. invariants du
troisiéme ordre de la surface, dont les relations avec les invariants classiques du
second ordre sont des plus remarquables. Je précise ensuite les relations du triédre
biisotrope avec le triédre trirectangle de Darhoux, ainsi quavec certaines théories
classiques, puis j'applique mes formules a des surfaces qui jouent un grand role
dans ce travail : celles sur lesquelles les lignes d’égale courbure moyenne forment,
avec leurs trajectoires orthogonales, un systéme isotherme.

(') Les systéemes différentiels extérieurs et leurs applications géométriques, Paris, Hermann,
1945,

(%) Voir en particulicr le chapitre Il de La théoric des groupes finis et continus et la géométrie
différentielle traitées par la méthode du repcre mobile, Paris, Gauthicr-Villars, 193-.
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Dans la seconde partie, je montre qu’en général une surface se trouve déter-
minée, abstraction faite de sa position, dés qu’on connait 'expression des pseudo-
arcs de ses lignes minima, qui sont deux formes différentielles linéaires. Au cours
de la démonstration, je suis amené a construire un systéme de Pfaff, de trois
équations, qui me parait trés important, en ce qu’il révéle un lien, peut-étre
insoupgonné, entre les conditions de Codazzi et de Gauss, et qu’il permet
d’exprimer ces conditions par des équations différentielles ordinaires. Certaines’
surfaces ne sont pas déterminées univoquement par la donnée de leurs pseudo-arcs;
quand le cas se présente, la surface fait ordinairement partie d’un seul couple,
mais certaines surfaces plus particuliéres font partie de familles a constantes, ou
méme a fonctions, arbitraires. Je me suis atlaché a 'examen de la correspondance
ponctuelle, que j’ai appelée représentation conforme minima, qui permet de
représenter ces surfaces les unes sur les autres avec conservation des pseudo-arcs.

Le repére biisotrope pourrait étre utilisé dans beaucoup d’autres problémes,
particuliérementdans ceux qui s’expriment par des systémes différentielsadmettant
les lignes minima comme caractéristiques ().

PREMIERE PARTIE.

Triédre biisotrope attaché a une surface.

1. Définitiondutriédre B. —Nousappelleronsrepérebiisotropeuntriédre MI, 1,1,
dans lequel les vecteurs I, et I, sonL isotropes, tandis que I, est unitaire et
normal aux deux premiers. Un triédre de cette espéce est déformable; il dépend
de 7 paramétres : 3 pour la position de P'origine M, 2 pour la direction de I,
2 enfin pour déterminer Pextension des vecteurs isotropes I, et I,. Nous poserons

(1) L.L=7F,

J est fonction des deux derniers paramétres mentionnés. [l reste encore a préciser
la dispositionintrinséque du tri¢dre. En élevant au carré le produit mixte (I; A I).1;
ou (1, L, I.)), on obtient

o F o
(2) (I, L, Le=]|F o o|=—52
0 O 1
Nous conviendrons de prendre
(3) (T, I, I3) =— (7.
ce qui a pour conséquence
(4) WA la=—iFl,  LAL=—il, IAlL=—il,.

(') Le contenu de ce mémoire a fait 'objet de deux Notes insérées aux Comptes rendus, 222,
p. 632-633 et 223, p. 569-371.
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La variation infinitésimale d’un tel triédre vérifie les formules

M=o [+ o i+ oy I;,

dly= o1, -+ w3 l3.

Iy = Waa o=+ maz 5.

= oy I + 0ga [a.

Nous avons fait w,,= o0 a cause de li=o, d’ou I,.dl;=0; w.,==0, & cause
de I=o0,doul,.dl,=o0; wgy==o0, a cause li=1, d’ou I,.dl;=o0. Entre les
o formes qui apparaissent dans (3), il existe deux relations linéaires qu’on obtient
en différentiant I, .I;=o0 et I..1, =0, 4 savoir

(6 F e+ 03=0, F o =+ mag= 0.

On a enfin, du fait de (1),
JdF

—=— == )+ Maa.
F (3] 22

(7

A une surface quelconque, au point M, nous attachons un triédre biisotrope :
I, sera normal a la surface et, par conséquent, 1, et I, tangents aux lignes minima
de la surface. Ce triédre est d’ordre un. 1l dépend des deux paramétres principaux
qui fixent M sur la surface, et en outre de deux paramétres sccondaires, les para-
métres d’extension de I, et 1,. Pour un triédre qui varie en restant d’ordre un, on
a identiquement, dans les formules (5),

w3 = 0, d’ou  dwy=o, cest-d-dire [w w3 ]+ [Wamay]=o.

Les formes ;. et w,, s’expriment donc linéairement en fonction des formes
principales w;, »»

(8" ©13= aw |+ [ws, a3 = B0+ Ywy.
La forme asymptotique ® = — dM. dI, s’écrit, compte tenu de (6) et (7),
(9 D =— 0 05F — 003 F = 00134 V20 = 207 + 2 3002+ 03,

Les coefficients d’ordre un, «, &, v, dépendent des deux paramétres secondaires;
il en cst de méme de & . La différentiation de (8) donne

[wnwiz] =[daw,] + [/Bwy] + a] o0y ] + Blwswas],

[weawas] = [lfe ]+ [dywe] + Blwiwy ]+ y[wama

Si l'on désigne par da la variation de « quand on ne fait varier que les para-
métres secondaires, et par e;; ce que devient w;; quand on y annule les différen-
tielles des paramétres principaux, ces formules donnent (puisque e, = o0, ¢;= o,
€1;=0, €3, =0)

en (2w + Bwy) = daw, + 83w, — ae; 0 — Bess oy,
e (Pui+ yo2) = 3Pw, + Sywe— feywi— Y e s,
d’ou
Sx = 2ae),, S@:{s(e“-o-en), S = 27 €3
LXXV. 5
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D’apres cela, si « et~ ne sont pas nuls, on peut les ramener a 'unité au moyen
d’une détermination convenable des paramétres secondaires en fonction des
paramétres principaux. Cela fait, & et & deviennent des invariants du second
ordre de la surface. C’est le triédre ainsi particularisé, d’ordre deux, que nous
appellerons le triedre biisotrope attaché & la surface, ou plus briévement, le
triedre B.

Lorsqu’on se sert de ce triédre, les deux formes fondamentales de la surface sont

As?=2F 0 v,, D =w}+ 2800+ 0.
La signification des deux invariants > et & s’obtient en calculant la courbure
movenne H et la courbure totale K i

F3 B

g 5!

Désignons par A la demi-différence des courbures principales « et ¢. On a

évidemment, K=H?—A2 donc A2= 5—;; En rangeant convenablement les

. . . L 5 M — 1 C—- H
directions principales, on peut faire en sorte que A = Fretp=x- Les deux
formes de la surface sont alors

2009 g H »

C1o) ils? = +, fb:o)}—i—zxmtmz+m;.
On a supposé o et y dilférents de zéro. Ces coefficients ne sont nuls qu’aux
ombilics de la surface; de tels points sont donc exclus de nos considérations.
Sur une sphére, la théorie présente est inapplicable. Le coefficient A = %ﬂ qui

est nul aux ombilics, sera appelé 'asphéricité de la surface.

2. Signification du triddre B. — Cherchons d’abord la signification géométrique
des formes invariantes du second ordre w,, w;.

Si nous lions les paramétres principaux par w,=o0, w; devient une diffé-
rentielle dt, et M parcourt la ligne minima (L,) de la surface. Or les formes w4
el m,, sont linéaires en w,; et w,. Posons

11) W)= PO+ Ir'ws, Wae == SW1 + ¢ Wy,

P+ . r, s sont des invariants du troisiéme ordre. La variation du triédre B sc
déduit de (3)

. M _ ol _ odl, _ oIy _ B 1
(12) = «—//_P]H_l”" 7[_:]2—;-[.’.[3_. Tlt-_——sy-l,——-?lg.
On a donc

” " ’ a2 t
(13) My =1,  Mi=pl+1T;, ,,=<p, +pr f—?) l— g T p T

Or le pseudo-arc ¢ de la ligne minima (L,) vérifie, comme on sait,

C(M'M'M”),

da? =1 T 2.
(M/')'
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Remplacant dans cette formule M;, My, M; par leurs valeurs (13) et tenant
compte de (3), il vient

o= it = vi.

Ainsi 0y, quand w. = 0, est la différentielle du pscudo-arc de (1,) ().

Des calculs analogues, cffectués sur Pautre ligne minima (L.), donnent un
résultat légérement différent : la relation entre le pseudo-arc = de (L,) et w,
est do?>= — w;; c’est donc 7w, qui est la différentielle du pseudo-arc de (l..).
Pour simplifier Pécriture, je proposerais d’introduire, dans I’étude de toute
courbe minima, & cété du pseudo-arc o, un paramétre 7, u'on pourrait appeler
le pseudo-arc indirect, et qui vérifierait dr = ido. | emploi de cc paramétre
conduit a attacher a la courbe un triédre cyclique MK, K.K; indirect, c’est-
a-dire satisfaisant a la condition (K, K,, K,) =— ¢ (au licu de ¢). Les formules
de Serrel-Frenet correspondant a ce triédre et a ce parameétre sont identiques aux
formules classiques

M AN 7K,
— =k, =k,

= = . o=

A 74N
=/|\|- |\,-,. -7_.—2 “\»_v.

On vérifie facilement que linvariant { qui y ligure (invariant indirect) est
simplement oppos¢ a I'invariant qui se présente dans les formules usuelles. Avee
celte conyention, on voit que s est la différenticlle du pseudo-arc indirect
de (L,).

Revenons a la courbe minima (L,) et appelons MJ,J,J; son triédre cyclique
intrinséque (direct). La comparaison des formules (12) avec celles de Serrct-Frenel
donne, puisque ds = dt,

14) =1, Jo=pli+ 1, Jo=-- l.l):h—*—-l,lr_v VAFR

N

et. si I'on appelle A& Uinvariant (direct) de (L), on a

R &Y /¢='.{13+/_’_‘ T
s ds 2

De méme. MK, K, K, étant le triedre cyclique indirect de (L,), on aura

(16) Ki=To, Ko=glatl hy=-— '12+7;1._713,

et Iinvariant indirect [ de (L.) sera donné par

2
(170 = = 4 = -
/. 2

Les formules (14) et (16) se résolvent

CTy=1y, I =K,
(18 Li=J.—pl;. L=K,—gky, -
'I::i(J;+1)Jz——],~;:Ja)» 1,=5(K;+qke—ff?§k,)-

(1) On trouve déja une proposition équivalentc dans un mémoire de E. Vessior, Contribution a
la géométrie conforme (Bull. de la Soc. Math., 5%, 1926, pp. 139-179).
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Le triédre biisotrope ML, I,I; attaché a la surface se trouve ainsi clairement situé
tant par rapport au triedre cyclique direct de (Li) que par rapport au triedre
cyclique indirect de (L,).

3. Invariants du troisidme ordre. Nouvelle expression des relations de Codazzi
ot de Gauss. — Les invariants » et s des formules (11) se calculent par des
dérivations a partir des formes o, et w,, que nous appellerons les formes minima.
En effet, les formules dw,==[v1wy1] et dw,=[wsw,,] s’écrivent, d’aprés (11)

(190 iy = r{mym,], Ao = s[ws01] =— s[wyw:].

On voil que r et s nc sont nuls que si o, et w, sonl des différentielles exactes.
Le$ invariants p et ¢ figurent dans la différentielle de A, car (7) donne, compte

tenu de A :.:},

. d\ .
(20) \N =. -mH—.(u:._,:---(/:-)—.\")m, —~(q +r)m,.
i

Les relations de Codazzi s’obtiennent en différentiant extéricurement

3= )+ 3, a3 = B0y 4+ m,.
Le calcnl donne, en indiquant par les indices 1 et 2 des dérivées covariantes,
By=3(p+s)—or, = B(g 1),
et, si Uon introduit la courbure moyenne H = Ag, il vient

Hy= -2rA, = -—nsA.
ce qui se condensc en

R dll
(21) SA =TT S,

C’est une forme intéressante des relations de Codazzi. On en déduit de
nombreuses conséquences. Si, par exemple, la surface est a courbure moyenne
constante, dH est nul, donc r et s sont nuls; par suite, w, et w, sont des différen-
tielles exactes, et réciproquement; on peut donc rapporter une telle surface aux
pseudo-arcs de ses lignes minima. Si la surface, 4 courbure moyenne variable,
est une surface de Weingarten, A est fonction de H, et la formule (21) montre
que rw, + sw, est une différentielle exacte.

L’équation rw; + sw, =0, que 'on peut former dés qu’on connait les formes
minima wy, wa, est 'équation des lignes d’égale courbure moyenne. Si S et S sont
deux surfaces susceptibles d’étre mises en correspondance ponctuelle de telle
sorte que leurs lignes minima se correspondent, avec conservation des pseudo-arcs,
la correspondance satisfait a r=r,s=s, donc

H _aH
A
ct, par suite, H = f(H) : les lignes d’égale courbure moyenne se correspondent

sur les deux surfaces. En outre i:— =f"(H). Or la correspondance supposée est
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. R I
une représentation conforme particuliére, et 'on a ds*= —_\—-(ls‘ : le rapport local

)

Lo N . .
de similitude entre les deux surfaces est \/T D’aprés la formule précédente,
£

on voit que ce rapport reste constant le long d’une ligne d’égale courbure moyenne.
L’équivalent-de la relation de Gauss s’obtient en différentiant cxtérienrement
I'une ou 'autre des équations

W= PO+ g, Waa = S0+ ¢ V.

La premicre donne
[opos ] =(r - patpr-—-rs)[om];

. .. vt K, i
le premier membre s’écrit — A (1 — 5%) [ w0y ] = K[m, wy|. Donc
) ) l\‘ - N .
(22) —K—«M P proe-rs.

En différentiant la seconde, on aurait trouvé

(23)

N
N TR ihys-ors.

. . IN . N g
Ces deux expressions trouvées pour 5 sont bien équivalentes, comme on le vérifie

e . i " K
en différentiant extéricurement la formule (20). Ce coefficient + s

’écrit, en

utilisant les courbures principales «, c,

dot — =~ ) =

K e A 1/1 1 sa— P1
A au—c N 2\ec )

ou o, et g,y sont les rayons de courbure principaux. Or la demi-distance focale de

Vindicatrice de Dupin est y/5,—p,. Le coefﬁcientg— pourrail. éire appelé : le
coefficient d’isotropie de la surface.

Signalons cncore unc identité qu’on obtient en différentiant extéricurement la
relation (21)

(24) PS—qr+ra -5 28t upt=o,

Si deux surfaces S et S se correspondent comme il a é1¢ dit plus haut, clles ont
en commun 7, s, ra, 51, done

ps-—gr=ps—-qr  ou ’_T_P_=Z?_‘/
. A .o .
Cette formule exprime que lT — —/\—\ nc différe de dH que par un facteur fini, et

A . . . e
que, par conséquent, - est une fonction de H, ce que nous avions déja remarqué.

4. Relations entre le triddre B et les coordonnées minima ('). — En désignant
par u ct ¢ des coordonnées minima (ou symétriques), c’est-a-dire des intégrales

(') Nous utilisons les notations de M. E. Vessior dans scs Lecons de Géométrie supérieure,
Paris, Hermann, 1919.
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premiéres quelconques des équations wy=0, w:=o0, les formes de la surface
s’éerivent
dst = F o dv, b =L dur+2M du dv + N dez,

L’analyse précédente prouve que
(23) mp =y Loln. Wy = \!T\T dv.

~ . > . .
mais on peul aussi ¢tablir directement ces formules. Soit n le vecteur unitaire
normal a la surface, m le point courant. On a

> — > — >
L =n.mp. M = rn.my,. N =n.m.
- > > . g’ :
Les vecteurs m),, m;. eL n sont tous les trois orthogonaux & ni),, donc ils sont
coplanaires, et il existe une formule telle que

—_ —_ >
M= amy + bn,
. ’ . i3 " o N . ., . ->
({ui, ¢levée au carré, donne (my,)* = b*, et, multipliée scalairement parn, L =1b:
donc (mg)*= L2 Or, sur la courbe (L,), le pseudo-arc 5 vérifie, comme on
sail, doi = (m,.)* du’. On obtient donc
/3= L? dut.

Cette formule, déja obtenue par M. Vessiot (1), n’établit pas complétement la
propriété ¢énoncée, car elle ne définit que do*. La formule qui donne dgo* est

LAmmm"y,
A5 = [ ———— du?.
(ms)?

Or on a m/, A m,.=b(m/, A\ n) = L(m, \ n), et, comme m, ne ditférc de I,

que par un facteur scalaire, landis que n =1, la formule (3) I; A li=—¢L
donne ici m, A n = im, donc (m'm’'m"),= (m, \ m;).my= iLm,.mg. Mais,
en dérivant m),. m,.= o, on obtient, m,,. my,= — (m,)?, et le do* devienten fin de

comple
- iL(m.):

5t = 7y du? = L dluz.
ml):
"

Un calcul analogue prouve que /N do est le pseudo-arc indirect de (L.).

e DWW Wa N
Identifiant ‘\ >avec 2F du dy, et 250,00, avec 2M du dv, on trouve
N VEN M
(26) A= H =
5) 7’ P

Du fait que r et s satisfont a dwy = r{w,;w.], dw,=s[w.w4],-0on a

(57) oo L orvE 1 dlogVN,

VN ae \s"j: Ju

(') Contribution i la géométrie conforme (Bull. de la Soc. Math., 54, 1026, p. 13g-179).
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L’équation (21) devient
. L (oL IN
(28) dil = F(’W(/I(,—G«l—)r”—l/« >,

et 'on constate que cela équivaut bien aux deux équations de Codazzi. Les
invariants p et ¢ se calculent en partant de (20)

20) 1 J lo F ) 1 0 (lo I )
[ ) == e e g — = —_— - g — )
v r=r BT T R e U8 R

Quant a la relation (24), on trouve sa transformée en diftérentiant extérieurc-
ment (28), ce qui donne

(30) 2 T2 =,

On retrouve la forme classique de I'équation de Gauss en observant que,
d’apreés (20);

O = po+ ros=—so;+ ros-— (logA)jo=—so 4+ ros—(log A\, du.
d’ou
LY dwy, d(--swr+rws)  (logA),,.
— = = - + .
A [ogo,] [ ws ] VLN
Mais
—-soy+ ros= (log yN), du — (log yL), /s,
donc
Ad(— so1+ ro,) =—(log VIN Yur[ e de),
et
K _ 1 IOg A
A vﬁ( VIN |

LN \
ou, en remplagant —‘/% par I,

i I .
K=— F(l‘)gi< Juvs

ce qui est la formule habituelle.

3. Btude géométrique des invariants p, ¢, r, s. — A chaque ligne minima
tracée sur une surface, on peut attacher un triédre cyclique distinct de son
triede cyclique intrinséque, qu’on appellera son triedre cyclique géodésique.
Pour (L,), nous le désignerons par Me,eae;. e, est la tangente isotrope et sc
confond avec J,, donc, d’aprés (18) avec I,; e, est la normale unitaire a la
surface e;=1I,; e; compléte le triédre cyclique de fagon qu'il soit direct, ¢, a
donc la méme direction que I,, mais non la méme extension; e, = Al,, de sorte que

(e1, es, e3)=(It, I, AL) =—A(I, I, Is) =/AF =4,

La relation entre le triédre cyclique géodésique Me, ese, et le triedre cyclique
intrinséque MJ,J,J, de (L,) se déduit des formules (18)

(31) a=J,  er=li—pl,  e=li+ph—LJ,



ou, en résolvant

(32) Jy=ey. Jo=es+ pey. Y= es—pey— ey

r
2

On passe donc d’un de ces triédres cycliques & 'autre par une rotation para-
bolique, déplacement au cours duquel le seul vecteur isotrope J; reste inchangé,
pendant que le plan isotrope contenant J; glisse sur lui-méme. L’invariant p
mesure Pamplitude de cette rotation; il exprime I'écart (nous ne disons pas
I'angle, qui est nul) entre la normale affine J, de (L;) et la normale e, a la
surface. De ce point de vue, p joue pour une courbe minima le méme réle que,
pour unc courbe non minima, 'angle & que fait la normale a la surface avec la nor-
male principale 4 la courbe : il situe le triédre cyclique géodésique de la courbe
par rapport a son triédre ( cyclique) intrinséque.

Cet invariant p se présente encore lorsqu’on étudie le déplacement infinitésimal
du triédre géodésique de (L,) le long de (L, ). Rappelons qu’on a, pour le triédre
intrinséque, le déplacement

(33) % =l. %‘L—: =ly--- Iy, CL/'_-— =—Il,.
Les formules (31) et (32) donnent en conséquence
//C" = g -
prliaks pe:
der /0 _ dp  p?
= Yy —d:— Z"I‘APJE—(/”’—% — —;) e;— es,
des p p? dp . dp 2 )
(S TS N B 3 R S NS (~/., + k. ;> v o

Cela se simplifie si 'on tient compte de (15), qui lie 'invariant 22 de la courbe aux
invariants de la surface,

dey
= poa+en
le,

(34) ’_(1575 =—Heg— ey,
des
e He,— pes.

C’est 'analogue des formules de Darboux-Ribaucour, qui donnent la variation
inlinitésimale du triédre géodésique d’une courbe ordinaire.

Notons en passant que, si la surface est minima, H=o0; ona 5{‘%" =—pe;. le
vecteur e, conserve une direction fixe le long de (L;). Cela traduit le fait que les
surfaces minima sont des surfaces de translation : on passe d’une courbe (L.),
tangente a4 e;, a4 une autre courbe (L,) par une translation de trajectoire (L.).
Les directions minima dans ce cas sont conjuguées; e, engendre la développable
circonscrite le long de (Ly,), qui est, en 'occurrence, un cylindre isotrope.

Revenons au cas général. En comparant les formules (34) a celles de Darboux-
Ribaucour, on se trouve conduit a assimiler le coefficient H a la torsion géodé-
sique, et le coefficient p, a la courbure géodésique. En effet, pour une courbe
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quelconque de la surface, si 'on considére la rotation instantanée de son triédre
géodésique, la torsion géodésique est la projection du vecteur rotation sur la
tangente a la courbe, tandis que la courbure géodésique estla projection de ce méme
vecteur sur la normale a la surface (la vitesse linéaire du point courant étant prise
égale a I'unité). Appliquons des considérations analogues a la courbe minima (I.,).
Le temps étant désigné par ¢ et le vecteur rotation par Ae, + e, +ve;, on a

dey

T=(7~e.-+—;u}g—f-w‘:)/\e1=----ilul31+iveg,
Iz

e N PN .
7[2 = (he1+ peat+vey) Nea= ine —-ives,
des . . 5 .
- = (her+pes+ves) S ea=—iheys+ fpes,

car, d’aprés (es, e:, €;) =1, on a ¢, \ ex=1iey, es \ ex=icy, e, \ ex=1ie,.
On identifie avec (34), a condition de poser dt = i do, ct

=M, w=p, v=-—1I.

H et p sont donc respectivement les composantes du vecteur rotation sur la
tangente ¢; a la courbe et sur la normale e, a la surface. On pourrait donc
appeler p la pseudo-courbure géodésique, et H, la pseudo-torsion géodésique
de (Li). On obtiendrait ainsi la proposition : la pseudo-torsion géodésique
d’une ligne minima est égale a la courbure moyenne de la surface, proposition
qui rappelle évidemment le théoréme d’Enneper concernant la torsion des lignes
asymptotiques.

A la courbe minima (L,) on attachera de méme le triédre cyclique indirect
Me' €, ¢, défini par

e, = I, ey =1, ey = Al,, (e, ¢y, eh) =—1.

Entre les deux triédres cycliques géodésiques, on a les relations

,

’ €y = €2, e = Ae,

etle de’placement infinitésimal de ce sccond triédre vérifie

de', ' ’

& = 1Ty

, de), .,
(34) Si=—He —e,
de!, L
—'71—‘ = He,—gel.

On remarquera que les invariants r et s sont absents des formules (34) et (34').
Ils apparaissent en revanche quand on déplace le triédre géodésique de (L,) dans
la direction de (L,), ou inversement. En effet, des formules e,=1,, e;=1,,
e, = Al,, on déduit

dey = wy I+ w3 [3= w161+ wy3es,
des= vz 1)+ walo=— Avse;— wyzes,

des = dAl + A(wala+ 033]3) =— w165+ Awayes.
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Si done 'on fait o, = 0, w,= dr, il vienl
, dey P
~ = = rey =+ 3ea,
le., i
(35 . %:---3\(',--?@3, (fj:—\- B
, d—/e: = Nes-——res.
-

Ainsi, quand on déplace le triédre géodésique de (L,) dans la divection de (L.),
le vecteur rotation de ce triédre est (dt = idr)

Ae+ res--3ey:

r est précisément la composante de ce vecteur rotation sur la normale ala surface.
L’invariant r a donc trait a la position relative des lignes minima (L,) les unes
par rapporl aux autres; on trouverait une propriété analogue de s relativement
aux courbes minima (L,). On remarque que, si la surface esta courbure moyenne
constante (7 = 0, s = 0), le vecteur rotation est dans le plan tangent a la surface;
I’axe du mouvement hélicoidal instantané du triédre Me; e,e; est paralléle au plan
Laugeni et rencontre la normale au point M + z—lﬁl;,. Si la surface est minima
(H =0), le vecteur rotation est porté par e, : un tel mouvement du triédre Me, e, .¢
n’est pas assimilable 4 un mouvement hélicoidal instantané.
On tire, des secondes équations de (34) et de (35),

di;\? al;\* _
(715) —oll, et ($> T

(dl;)* est le carré du déplacement sphérique. C’est a rapprocher de la formule
1
concernant une courbe quelconque de la surface, de courbure normale Pl
©

(Z—IY —all L K (K, courbure totale de la surface).
3 N

G. Relations entre le triédre B et le tridédre de Darboux. — Nous désignerons
ce dernier triédre par MT,T,I;, Ty, T, étant les tangentes principales. Les
composantes relatives w;, @;; de son déplacement infinitésimal vérifientw;y = aw,,

®.y = C®,, O @ et ¢ désignent les courbures principales, m, et @, les éléments
des arcs des lignes de courbure. Quand a ., nous I'écrirons

T = R!Bl— Sw:.
R et S satisfaisant a
(36) dwy = R|®m2], dmy=S[mw,]=—S[mm®m]
Les courbures géodésiques des lignes de courbure sont R et —S. Les équations
de Codazzi s’obtiennent en différentiant extérieurement wy,= aw, 0s; = Cwa, et
s’écrivent

(37) ar=(a—c) R, ce=(c—a)s,



(les indices 1 et 2 indiquent ici des dérivées covariantes prises dans les directions
principales). L’équation de Gauss s’obtient en différentiant extérieurement
©,2= Rw, — Sw,, et prend la forme

(38) ac = S+ Ry — R2— S2, (ac =K.

Nous introduirons en outre, a c6té de R et S, les invariants P et Q, du troisiéme
ordre eux aussi, qui vérifient

de = So,+ Qm..
39 c—a
(39)
da = Pw + Rwa,
o —c
si bien que
(40) ay=(a—c)P, = (c—a)qQ.

Comparons le triédre de Darboux au triédre biisotrope. Les lignes de courbure
ont pour équation, sil’on se sert des formes minima, w; — ;= 0. Soient (C) la
premiére ligne de courbure, o, = w, son équation; satangente est Ty, etaussi [, +I,.

Comme (I; + I,)?= %. on déduil de la le\/%(li—i- L,). Pour (C'), d’équation

wy=— ,, latangenteestl; — I,; or (I, — [,)?=— K.’ donc Ty = si‘/%—(l.— L).

13

11 faut prendre ¢ —=—1 pour qu’on ait a la fois Ty A To=1T; et I, A l_,:—x |
En résumé
., Ky . [
~ (- —(Li+ 1), I, = _=A(\|1+,T=),
2 >
41) . 'S d’on B
. I pe gy
'Tg:—z\/g(l.—lg), ?1,=?ﬁ(rl_L12).

On remarque que, pour passer d’un quelconque des deux triédres a 'autre, il
est nécessaire de connaitre 'asphéricité A.
Entre les formes oy, 0w, et &y, @, les relations sont
/ A"
S - A NN
W= (-)’—t-&, ~ (')]=\//‘—(U)l-"-l(')g)‘
VzA 2
L — W
{

\/2 A

(42)

) ? (v)g:\//,—‘?’j(('h-i—l.(’)ﬂ\).

Cherchons maintenant les relations entre invariants du troisiéme ordre. Dans
ce paragraphe, nous désignerons par les indices 1 et 2 la dérivation dans les
directions principales, par les indices o et 7 la dérivation dans les directions
isotropes. Pour une fonction de point f quelconque, on a

Si= \/§<f6+ft)7 vf6=—1*—"(-f‘+"f"')’
(43) . 5 V2R

f==i\/Sa=t | o= =it

VaA
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Pour exprimer P, par exemple, nous partons de (40)

(l|=l‘]“*—‘\l:\/i‘)\—(llq—"llrﬂ—l\q—’_ A7)

Or d’aprés (20) et (21)

A5 Ae B P [
ax= . U A AT EY
done
A 1, /A
= YA\/fT(p+q+3r+3.n et = --;2-\/1.’_(/:-1—(]—;-31‘—9—3,\-;.

On obtlient en définitive

!

{ 1 /A ) . 1 PR Qe
P =—- —(p o+ 3r+13s). = P38 4+ (O + 3R],
A VAt sk’ ) 1 2\/2_\[ !
0= .’f.‘/iq\]l--~r/-»—-3r+3s'), q = e [P+ 38 — (O + 31,
N 2V 2 ton 2¢2A
A \ d'on
7 / I S T .
R= —(p + r-- ) Po=-- IP-- S—i(Q-- RyJ,
2 / ro-q VEYY ( ]
. I A . N
.\:...,2.‘/7(['-}— q-- r— s) — S 4+I(0— RO

ce qui peut encore se mettre sous la forme

| ; i
P4 = \/é(p-;—lis). . p+gqg= (P +38),
* 2 4
. A , ] )
P—-i) = ;(4]-4—3/'). Py =— (Q+3h)
[FRY] \ (
/ 1
S+iR= {/2ip—s) .
+ IR \/2(]) $) '/-'-t 2A( S),
S (R =- ‘/—\( —r) roee—s = J (Q—R)
i 5 (g ). l‘ =R

Quant aux composantes relatives du déplacement, w;; et w;j, on trouve faci-
lement ®;, @23, 12 en transformant I,. dTy, 1,.dT., T,.dT, par les formules (4)

. iy . . /N i .
CA6) i =‘/;("lln+"lgn )s Was= 1 ;(W«: = az), Wia = ;((-)“—wg:).

ct
1

O3 = ——== (W3 + imz), Oy = — Ty
| = TR e WAL
(i
1 . A 5
' = ——== (W13~ I®a3), O =— —f + D5
Va2 A

Si une courbe est tracée sur la surface, son triédre géodésique se situe par
rapport i son triédre intrinséque i 'aide de I'angle w que fait la normale a la
surface avec la normale principale a la courbe; le triédre de Darboux se situe par



rapport au tricdre géodésique au moyen de I’angle 0 que faitla tangente a la courbe
avec la premiére direction principale de la surface, ce qui entrainc

(18) ™ = ds cosl, ™o = dssinl.

La considération de la courbure normale, de la torsion géodésique et de la
courbure géodésique de la courbe donnent les relations suivantes qui lient les
invariants de la courbe, ceux de la surface, et les angles 0 et &

cos™
—— = Il 4+ A cos20,
‘5
. dw 1 .
490 E—F_:—-')‘Asmzo,
sin
ds = w2+ dl

Le triédre biisotrope peut aussi se situer par rapport au tricdre intrinscque de
la courbe, mais cela exige la connaissance, non seulement des angles & et 0, mais
encore de l'asphéricité A qui, d’aprés (41), situe le tricdre B par rapport an
tricdre de Darboux. On ne peut évidemment parler de I'angle que fait Ia courbe
avec une direction isotrope, mais on continue d’utiliser 0 et I’on a, d’aprés (42)
et (48)

o) 0y = \/_'S e—i0 /s e = \//% i /s,

1 D . .
On remarque que 0 = — log =2 se calcule indépendamment de A.
21 oy .

L’angle de deux courbes de la surface, (C) et (C), est donné par

- 1 @a . 0
[@20) 0—0=—log| =:— )
2t o) oy

D’apres les derniéres formules (49) et (46), la courbure géodésique s'écrit

i) ds sn}m = %(mu— ma2) + di.
7. Gradient et paramétres différentiels de Beltrami. — L’cmploi du triedre B

est trés avantageux pour I'étude des paramétres de Beltrami. Le gradient d’une
fonction de point f peut se décomposer suivant les vecteurs isotropes

gradf=EtLi+nl.
Z et v, se tirent de la définition du gradient
df = grad f.dM = (£l +n1y). (o1 T+ ws 1) = fT(g(.,=+ o).
d’on

F=Af =M

(53) grad f= A(fali+ fil2).
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Le premier paramétre de Beltrami est

) AS = (grad/ =2 \ /1 fa, <Il,12= %)

Le second, A, f, est défini par
o) f(r;. grad f.dM) = /} ‘Asf da,

ou do désigne I’élément superficiel. L’intégrale curviligne a pour élément
I;.(grad f A\ fi“) =I(fiv— fams),
d’ou, en prenant la différentielle extérieure, el remarquant que do —= — %[m, ],
Af = N+ S0 sfa)

Mais cela se simplific, car en différentiant extérieurement df = fim, + frw.,

on trouve
Jou—Jreafi—sfa=0, d’out Jo—=sfr=f1a—1f1,
donc

(H6) A =2A(f12— /1) ou si Pon veut = 2\(/fy—sf).

A partir de la, on caractérise trés simplement les variables minima, les variables
harmoniques, les paramétres isométriques, et les systémes isothermes.

Une variable minima est une intégrale premiére de w, = 0, oude w, = 0; c’esl
ce que Beltrami appelle une variable complexe sur la surface et Darboux, une
coordonnée symétrique. Soit u une intégrale premiére de¢ w,=o; on a
du = u,»,, donc uy= o et, par suite, A, u = o. De méme, si v esl une intégrale
premiére de w,=o0, on a ¢,=o0, dou A,¢v =o0. Réciproquement, pour que
A, f=o, il faut que f, ou f, soit nul, donc que f soit une variable minima, Les
variables minima sont donc les seules fonctions de point dont le gradient soit
isotrope.

Soit f une fonction de point; faisons tourner grad f de ; en formantI; A gradf;
nous trouvons

(37) I3 A\ gradf = iA(— fali+ [i]a).
Pour que le vecteur obtenu ait la méme direction que gradf, il faut

=L L

—= 'y domcsoit fi=o, soit fa=o.

J» J1
Sify=o,onagradf=Af1,, et
I A gradf = iAfi 1, = igradf.
Sifi=o,onagradf=Af,1,, et
LAgradf=—iAfl,=— igradf.
11y a donc deux espéces de variables minima : ‘celles de premiére espéce, dont le

gradient se trouve multiplié par + / quand on le fait tourner de =, ce sont les






