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SUR LE THEOREME DE LEBESGUE-NIKONYM (II);

Par M. Jean Dievponng.

Ce travail fait suite a4 un article que nous avons publié sous le
méme titre en 1941 (1), et que nous désignerons de fagon abrégée
par la lettre L dans ce qui suit. Nous nous proposons de compléter
cet article en donnant en premier lieu une condition nécessaire
et suffisante pour que le « théoréeme de Lebesgue-Nikodym
abstrait », tel qu’il est énoncé dans L, soit vrai. En méme temps,
nous établirons, par des méthodes inspirées des récents travaux
de F. Riesz (?), H. Freudenthal (*) et S. Kakutani (*), que les
seuls « anneaux de Riesz » (¢f. n°4) pour lesquels ce théoréme
soit vrai, sont (& une isomorphie prés) les anneauz de fonctions
sommables pour une mesure complétement additive sur un
ensemble Q (deux fonctions n’étant pas considérées comme
distinctes si elles sont égales sauf aux points d’'un ensemble de
mesure nulle); en d’autres termes, on ne peut espérer arriver,
par 'étude « abstraite » du théoréme de Lebesgue-Nikodym, a
des cas d’application de ce théoréme, essentiellement distincts
du cas classique.

Dans une seconde partie, nous étudions les cas ou le théoréme
de Lebesgue-Nikodym r'est plus valable. Il est remarquable qué,
méme alors, un anneau de Riesz soit encore. sous des hypothéses
trés larges, isomorphe a un anneau de fonctions sommables.

(') Annals of Math., t. 42, 1941, p. 547-555. Autant que possible, nous con-
servons la terminologie et les notations de cet article.

Pour les notions et résultats de Topologie générale que nous utilisons, voir
les Eléments de Mathématique de N. Bourbaki (Actual. Scient. et Ind.,
nes 846, 858 et 916). '

(?) F. Riesz, Sur quelques notions fondamentales dans la théorie générale
des opérations linéaires (Annals of Math., t. 41, 1940, p. 174-206). Nous
désignerons ce Mémoire par R —1.

(*) H. FREUDENTHAL, Teilweise geordnete Moduln (Proceedings Acad.
Amsterdam, t. 39, 1936, p. 641-651).

(*) S. Kakurani, Concrete representation of abstract (L)-spaces and the
mean ergodic theorem (Annals of Math., t. 42, 1941, p. 523-537).

LXXII, 13
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Il ne sera peut-étre pas inulile au lecteur, pour unc compré-
hension plus facile de la marche des démonstrations, d’avoir
constamment a P’esprit ce résultat final; le principe directeur de
lous les raisonnements est précisément cette analogie des « élé-
ments » abstraits avec les fonctions, analogie en quelque sorte
pressentie @ prior: avant d’étre justifiée (*).

I

1. Nous appellerons espace de Riess un espace vectoriel E
muni d’une structure d’ordre et satisfaisant aux conditions (1),
(M) et (III) de L, n* 1. Le premier de ces axiomes entraine que
toute partie finie de E admet une borne supérieure; nous dirons
que E est un espace de Riesz cohérent si toute partie majorée
de E admet une borne supérieure; on sait (°) que I'espace F des
formes linéaires « relativement bornées » (L, n° 1) sur un espace
de Riesz quelconque E est un espace de Riesz cohérent. 11 est
facile de voir que toutes les propriétés démontrées par F. Riesz
(loc. cit.) pour un tel espace de formes linéaires, sont valables
plus généralement dans tout espace de Riesz cohérent E (7); il
en est ainsi, en particulier, des théorémes 14 et 15 du Mémoire
cité de F. Riesz, dont nous aurons & nous servir par la suite. Si B
est une « famille compléte » dans un tel espace, tout élément
z€E, se met d’'une seule maniére, en vertu de ces théorémes,
sous la forme z = &'+ 2’, ou 2’ et 2’ sont deux éléments 2o, tels
que #' appartienne a B et que 2’ soit disjoint de tout élément de B;
nous dirons que x' est la partie de x appartenant & la famille
compléte B.

2. Avant d’aborder le sujet de cet article, nous aurons a établir
des propositions préliminaires concernant les topologies qu’on
peut définir sur un espace de Riesz E au moyen de formes linéaires
positives (L, n° 1) sur E. Soit (U, ) une famille de formes linéaires
positives sur E; les fonctions N,(z) = U,(|z|) sont des semi-
normes sur E; elles définissent donc sur E une topologie d’espace

(%) C’est d’ailleurs ce méme principe qui domine tous les travaux précités.
(¢) R—1, p. 179, th. 1.
(") Je dois cette remarque A H. Cartan.
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localement conveze (*), pourvu que, pour tout z 7% o, il existe
au moins un indice « telique U,(|2|) 54 0; nous supposerons
cette condition vérifiée. Alors les formes linéaires U, sont uni-
formément continues dans E, en vertu de I'inégalité

|Ua(z)[SUa({2]) = Na(2);
la fonction | z| est uniformément continue car
Jzl—lyl|sle =y,

d’ou, pour tout a, No(|2|—]|y|)SNa(z—y). On en déduit
que .z‘*:%(lxl—l—x) et x‘:é([x{—x) sont uniformément

continues dans E, puis que sup(z,y)=z+ (y—z)* et
inf(z, y)=—sup(— 2z, —y) sont uniformément continues
dans E >< E. Comme l'ensemble E, des éléments 20 de E est
identique A l'ensemble des z tels que z==o, il résulte de la
continuité de 2~ que E, est fermé dans E.

Considérons maintenant l'espace vectoriel E, complété de
Iespace vectoriel topologique E. Les fonctions |z|, 2+ et 2,
uniformément continues dans E, se prolongent par continuité a E;
nous désignerons leurs prolongements respectifs par les mémes
notations (bien que, jusqu’a présent, aucune structure d’ordre ne
soit encore définie sur E). De méme, les formes linéaires U, se
prolongent par continuité a E; les fonctions Uy (|2 |) sont encore
des semi-normes sur E, et définissent la topologie de cet espace.
Nous allons voir qu’on peut définir sur E une structure d’ordre
pour laquelle E deviendra un espace de Riesz, et les fonctions
prolongées z+, z~ et | x| coincideront avec les fonctions corres-
pondantes définies sur E au moyen de cette structure d’ordre.

On sait qu’on peut définir une structure d’ordre sur un espace
vectoriel en s¢ donnant ’ensemble P des éléments > o pour cette
structure, pourvu que P satisfasse aux conditions P+ PcP,
APcP pour tout scalaire >0, et Pn(—P)=/{o}. Dans

(8) Pour les notions relatives aux espaces localement convexes que nous
utilisons ici, voir par exemple mon Mémcire La dualité dans les espaces
vectoriels topologiques (Ann. Ec. Norm. Sup., (2), t. 59, 1942, p. 107-139).
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I'espace E, nous voulons que I'ensemble P soit ’ensemble des z
tels que z—=o0; il doit donc étre fermé, et comme il contientE_,
il doit contenir son adhérence E, dans E; nous allons voir qu’en
prenant P =E,, on répond au probléme posé. En effet, 'appli-
cation (z, ¥)—>x+y est continue dans E < E, et applique
E, < E, dans E,; elle applique donc I'adhérence E, < E, de
E, < E, dans E., autrement dit, on a E, + E, cE,; on prouve
de méme que A\E, cE, pour A > o. D’autre part, on a, par pro-
longement, l'identité z = z+— 2~ dans E; dans E,, on a, par
prolongement, x~=0; comme z -~ — % est un homéomorphisme
de E sur lui-méme, —E., est 'adhérence de —E,, donc on 3,
par prolongement, z+=o0 dans — I_*L,; il en résulte que, si z
appartient a la fois a E_ eta —E_, 'ona z = o.

E est ainsi muni d’une structure d’ordre; reste 4 montrer qu’il
est réticulé pour cette structure; il suffira pour cela de prouver
que, pour tout z € E, les éléments z et o ont une borne supérieure
égale a z+. Comme on a 2+ — z 20, c’est-a-dire z+— x € E, pour
tout z€E, on a aussi, par prolongement, z+— z€E,, c’est-a-
dire z+>z pour lout z€ E; de méme, 2+>0 pour tout z€E.
Montrons inversement que, si u € E est tel que u>z et u>o0, on
a u>z+. Comme z+ est uniformément continue dans E, pour tout
voisinage V de o, il existe un voisinage symétrique W de o,
contenu dans V, tel que, pour 2/ — z €3 W, on ait 2*—2teV.
Prenons z'€E tel que 2’ — x€ W ; alors le voisinage (u — ') + 2 W
de u —2' contient le voisinage (v —2z)+ W de u—uz, et
comme u — x € E, par hypothése, il contient un pointu' — 2’ € E...
De méme, le voisinage u +~ W de u contient un point u"€E,;
dans E, on a u/22', u"2o0, donc sup (/, u") 2z, ce qui s’écrit
W+ (W —u)y —a2+e€E..Or,ona

yu—zgtr—(+W—u)yr—z't)y=(u—u)— (' —u')r+ (z'+—a+);
les hypothéses entrainent u—u'€2W, u'—u'€3W, donc

(u"—u')*€V; il en résulte que le voisinage (u—az+)+ 4V
de u — z+ contient un point de E, ; comme V est arbitraire, on

au—z+tek,, cest-a-dire u 2>z,
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3. Avant d’établir la propriété fondamentale de l'espace de
Riesz complété E, nous noterons que, dans E (et aussi dans E), il
y a un principe de prolongement des inégalités analogue a celui
qui est valable pour les inégalités numériques.

De fagon précise, soit A un ensemble filtré par un filtre J’ el
soient f et g deux fonctions définies dans A, a valeurs dans E. Si,
pour tout €A (ou seulement pour tout z appartenant a un
ensemble du filtre &), on a f(z)Sg(x), et siles limites de f et
de g suivant le filtre & existent, on a lim; f<lim;g. En consi-
dérant la différence g — f, on peut se borner a faire la démons-
tration lorsque f=o0; ’hypothése g2>o0 entraine que, pour tout

ensemble M du filtre &, on a g(M) cE, ; comme E, est fermsé, il
-contient tout point adhérent a g(M), et en particulier lim,g.

Tutorime 1. — Pour qu’un ensemble filtrant a droite A
dans E admette une borne supérieure, il faut et il suffit que,
pour tout indice a, Uy(x) soit majorée dans A ; la borne supé-
rieure de A est alors aussi la limite du filtre des sections de A (°).

La condition est évidemment nécessaire; montrons qu’elle est
suffisante. Comme- la fonction numérique U, est croissante el
majorée dans A, elle tend vers une limite a, suivant le filtre des
sections & de A; autrement dit, pour tout ¢ > o, il existe z, € A
tel que, pour tout z€ A tel que 22z, | Uy (2) — aq|Se. Siy 2z,
et 32z, appartiennent a A, il existe par hypothése un z €A tel
que z2y et z235, donc Uy(|z—y|) =Us(z—y)Slae,
Un(|z— 2|) = Us(x — 5) L 2¢, et finalement Uy (|y — z]) 4.
Cela prouve que & est un filtre de Cauchy sur E, donc converge

vers une limite » dans E. Pour tout z €A, I'ensemble des y € A
tels que y >z appartient & &F par définition, donc u = limgy > z;
d’autre part, si ¢ est un majorant de A, on a Sy pour toutz €A,
donc u =limzz<¢, ce qui achéve de montrer que u est la-borne

supérieure de A dans E.

(°) Ce théoréme généralise’un résultat de F. Riesz, concernant le cas ou il n’y a
qu’'une seule forme linéaire U,, et ou l’ensemble filtrant se réduit A une suite
croissante [F. Riesz, Sur la théorie ergodique .des espaces abstraits (Acta
Szeged., t. 10, 1941, p.7)].
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Corovraire. — L’espace de Riess E est cohérent.

En effet, soit A un ensemble majoré dans E, B ’cnsemble des
bornes supérieures des parties finies de A; B est évidemment
filtrant a droite, et majoré par tout majorant de A; le théoréme 1
montre que B admet une borne supérieure, qui est aussi la borne
supérieure de A.

4. Nous dirons que E est un anneau de Riesz s’il est muni (en
outre de sa structure d’espace de Riesz) d’une structure d’anneau
commautatif avec la propriété A(zy) = (Az)y pour tout scalaire},
et s’il vérifie la condition (IV) de L, n° 2. De cette derniére
condition, on déduit I'identilé |2y |=|2|.|y|, qui lui est donc
équivalente (L, n°2). Pour toutz € E, ona z+z~=o0 [L, n°2('9)];
on en déduit la relation zy = sup(z, y) inf(z, y). En effet, on a
sup (z, y) =z + (y —z)*+, inf(z, y)=y — (¥ —z)*, donc
sup(, y) inf(z, y) = zy + (y — 2)(y —2)*— [(y —2) P =2y;
a fortiori, on a l'inégalité
(1) zy S(xz +y)inf(z, y),
si et y sont 2o0. En particulier, si z et y sont disjoints, on
a zy = o; pour que la réciproque soit vraie, il faut et il suffit que,
dans E, la relation z*=o0 entraine z =0; on a alors en effet
o< [inf(z, y)]?)Szy = o, donc inf(z, y) =o.

5. Nous allons désormais supposer donnée une forme linéaire
positive U définie sur 'anneau de Riesz E, et assujettie a 'axiome
suivant :

(V.) La relation U(x?) = o entraine x = o.
Cet axiome entraine évidemment que si x?=0, on a £ =0;

inversement, si cette propriété est vraie, et si U vérifie 'axiome (V)
de L(n° 3), il vérifie aussi (V,)(*1). Le lecteur observera que nous

() Dans la démonstration de cette proposition (L, p. 551), il faut lire,

ligne 11,
|z’ | = 2" et |zz'| £ (7)) + (z7)

(1) Si les éléments de 'anneau E sont des fonctions réelles finies définies sur
un certain ensemble Q, les conditions (V) et (V,) sont équivalentes. En général,
il résulte de propositions démontrées plus loin (n°* 18 et 30) que (V,) entraine
toujours (V).
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n’introduisons pas la condition (VI) de L, n® 3, qui ne jouera
aucun réle dans ce qui suit.

Pour toute forme linéaire relativement bornée X sur E, et tou.
y €E, nous désignerons par X, la forme linéaire relativement
bornée z-—~X(yz) Pour tout y>o, la forme linéaire U, est
positive, et réciproquement, comme le montre le raisonnement
de L, n°4 [ou n’intervient en réalité que la condition (V,)]; Uy ne
peut donc étre identiquement nulle que si y = o. 4 fortiori, pour
tout z 3£ o, il existe un y >> o tel que Uy (|z|) = U (¥)# o, ce
qui prouve que les semi-normes N; (z) = U, (| x| ), ot y parcourt
Pensemblc des éléments > o de E, définissent sur E une structure
d’espace localement convexe. Comme dans L. nous désignerons
par Ey le complété de E, muni de cette structure topologique; il
résulte des n* 2 et 3 que Ey est un espace de Riesz cohérent, et
que pour tout y € E, la forme linéaire U, est continue dans E, et
se prolonge par suite 4 E; en une forme linéaire continue (positive
si ¥ 20) que nous désignerons par la méme notation; lorsque y
parcourt I'ensemble des éléments > ode E, les N\ (z) = Uy(|z|)
sont des semi-normes définissant la topologie de Ey; on notera
qu’on obtient un systéme fondamental de voisinages de O dans Ey
en prenant les ensembles définis par une seule inégalit¢ N\ (z) <,
y parcourant I'ensemble des éléments >o de E; en effet, si
¥ty -.., ¥n sont des éléments >o de E en nombre fini, et
y =sup(y:) la relation N (2)<1 entraine N (z)<1 pour
1<i<n.

6. Nous dirons qu’un élément 2 de E; est modéré s’il existe
a € E, tel que |z|<a. Il est immédiat que 'ensemble Ay des
éléments modérés forme un sous-espace de Riesz de Ey; si z et
sont modérés et <y, tout élément z € Ey tel que 2<z<y est
modéré; par suite, Ay est un espace de Riesz cohérent, car si B
est une partie de Ay majorée dans Ay, sa borne supérieure dans Ey
appartient a Ay et est donc aussi la borne supérieure de B dans Ay.
Mais une partie de Ay peut étre majorée dans Ey sans I'étre
dans Ay; de fagon plus précise, tout élément y 2o de Ey est la
borne supérieure des éléments modérés z<y. En effet, lorsque
tend vers y en restant dans E,, inf(z, y) tend versinf(y, y) =y,
et est modéré.
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Nous allons maintenant montrer qu’on peut définir sur Ay une
structure d’anneau de Riesz telle que E soit un sous-anneau
de Ay. Pour cela remarquons d’abord que, pour tout z fixe
dans E, l'application linéaire y —zy de E dans E est continue;
en effet, pour toutz € E,, onaN, (yz) =U(z|zy|) =N, ().
On peut donc prolonger par continuité cette application a Eg,
et le produit zy ainsi défini posséde les propriétés énumérées
dans L, n°5. En particulier, zy est défini pour z € Eet y € Ay;
de plus pour tout y fixe dans Ay, 'application  — zy est continue
dans E; en effet, si |y|<a, ou a € E,, on a, pourtout z € E,,

Nz (2y) =Uz(| 2y |)SUz(al|2|) = Noz(2).

Par un nouveau prolongement, on peut donc définir le produit zy
pour z € Ay et ¥ € Ey, et 'on a encore les mémes propriétés de ce
produit que lorsque z € E. En outre, si B est une partie majorée
de Ey, et z un élément modéré et 20, on a
(2) Z sup y = sup zy.

y€B Y€B
En effet, si C est I'ensemble filtrant des bornes supérieures des
pdrties finies de B, & son filtre des sections, le premier membre
de (2) est égal a xlimgy et le second a limz(2y), en vertu du
théoréme 1 et de 'axiome (IV); la relation (2) résulte donc de la
continuité de ’application y — zy.

Le produit de deux éléments quelconques de Ay est donc en
particulier défini, et détermine sur Ay une structure d’anneau de
Riesz. En général, application (z, ) —> zy n’est pas continue
dans Ay>< Ay; mais si, pour tout a € E, on désigne par I,
I'ensemble des z € Ey tels que | 2| a, 2y est continue (et méme
uniformément continue) dans lensemble 1,><1,. En effet,
pour z, y, z', ' dans I,, on a

2y —ay|= 2" (¥ —y)+y(@—2)|Sa(|ly—y|+ |2 —2|)
et par suite pour tout z € E,
Ne(2'y' — xy) SNz (0 — y) + Nog(2'— o).

On notera que la trace J, de I, sur E est telle que I, soit
Iadhérence de J, dans Ey; en effet, si z € 1,, et si y tend vets x
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en restant dans E, sup[ inf(y, a), —a ] tend vers
sup[inf(z, @), — a]=sup(z, — a) = z,

et appartient a J,.

7. Suivant le méme plan que dans L, considérons maintenant
P'application y — U, de E dans I'espace de Riesz (complet) F des
formes linéaires relativement bornées sur E; c’est une application
linéaire biunivoque de E sur un sous-espace Fy de F, et un iso-
morphisme de la structure d’ordre de E sur celle de Fy(L, n°® 4).
Pour aller plus loin, il nous faut établir le théoréme suivant, qui
est démontré dans L en utilisant 'axiome (VII), mais qui est en
réalité valable moyennant le seul axiome (V,).

TutoriME 2. — Pour tout y € E, on a
3) Uy | = Uy

Tout revient 4 démontrer que, pour tout z € E,, on a

U(ly |2)$lUy|(2),
|Uy|(x) étant défini comme la borne supérieure des sommes
Z|U(yxg)| pour toutes les partitions (z;) de z dans E, (L,
Irlntroduction et n° 4) (12). On peut écrire
U(lylz)=U+az)+U0~2).

Dans l'espace de Riesz cohérent Ey, soit 2’ la partie de x appar-
tenant a la famille compléte de y+; 2= 2z — 2 est donc disjoint
de y+; sil’on. pose 2, = inf(ny+, x)les éléments x, appartiennent
a E, et forment une suite croissante telle que

2’ = supz,=limz,(13);

(1?) Cette expression de | X | (z), pour une forme linéaire relativement bornée X
et un x 2o, peut d’ailleurs s’obtenir sans utiliser le théoréme général de
N. Bourbaki [ L, formule (2)]; il suffit d’appliquer & I’¢nsemble des deux formes
linéaires X, —X, le raisonnement de F. Riesz dans la démonstration du théoréme 1
de R-I (p. 179).

(1) Ce résultat, établi par H. Freudenthal et S. Kakutani par des raisonnements
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on en tire 2’ = inf(z — z,) = lim (2 — z,), et comme
inf(y+, ") = o,
on a, en vertu de la continuité de inf(u, ¢) dans Ey < Ey,
lim[inf(y+, # — z,)] = o.

On a aussi lim[y* (2 — z,)] =0, car y+2’=o0 dans I'anneau
de Riesz Ay. Nous nous proposons de montrer qu’on a

lImU[}""(‘Z‘—xn)] =0,

cela ne résulte pas immédiatement de ce qui précéde, car en
général U n’est pas continue dans E, ni méme dans un ensemble
Jo(**). Pour établir cette relation, remarquons que, si

ty=inf(y+, z — za),

on a, d'aprés (1), y*(z—xn) Sta(yr+2—2:) S (2 + |y |) tas
d’ou U[y+(z—2x,)]<U,,,,(tr); comme ¢, tend vers o, et
que U, ,,, est continue dans Ey, on a bien

limU[y+(2x —xn)] =o.

Cette relation s’écrit aussi imU(y*+z,) =U(y*z); or, y~ et z,
sont disjoints, donc ¥~z,= 0, y*Zn = yZ,, d’ou finalement

limU(yx,)=U(ytz).

En d’autres termes, pour tout ¢ > o, il existe un élément 3z, de E,,
majoré par z et par un multiple scalaire de y*, et tel que

U(r+3)S|U(yz) |+

de nature topologique, est valable dans tout espace de Riesz cohérent (muni ou
non d’une topologie). En effet, d’aprés le théoréme 14 de R-I (p. 185), z’ est la
borne supérieure des éléments & de la famille compléte engendrée par y™, tels
que u £ z; mais u est lui-méme borne supérieure des éléments w < u et majorés
par un multiple entier de y*; il en résulte que 2’ est borne supérieure des
éléments w < z et majorés par un multiple entier de y*; comme tout z, est
de cette forme, et que réciproquement tout w est majoré par un z,, on a
bien ' = sup z,. ~

(**) Dans 'exemple donné dans L, n° 8, la forme linéaire U n’est continue
dans aucun ensemble J,, ou a est une fonction telle que a’(0) > o. Voir note (17).



De la méme maniére, on prouve qu’il existe z, € E,, majoré par
et par un multiple scalaire de y—, et tel que

U(y—z)S|U(yse)| =+«

Comme y+ et y~ sont disjoints, il en est de méme de 3z, et z,; donc,
de 2,S2 = (& — 2.) + %3, on tire 5,z — 5,('%), ou 5,4+ z.{ 2.
Silon pose 3;=x —(31+ 2a), les z; (i=1, 2, 3) forment une
partition de z, et 'on a, d’aprés de qui précede,

UCr12)SX Uz | +26£| Uy | (2) + 265

i=1,2,3

comme ¢ est arbitraire, le théoréme est démontré.

CororLraire. — Pour toute forme linéaire positive X sur E
telle que X <AU pour un scalaire A > o, et pour tout y € E,
ona

(4) [ Xy | = Xy

En effet, la seule propriété de U qui soit intervenue dans la
démonstration précédente est la continuité de U, dans E pour

tout y € E,; tout revient donc & prouver que X, est continue
dans E pour tout ¥ € E, ; mais comme, pour tout z € E,

[ Xy(2) [EXy(|2])SAUp(| 2] ) = 2N} (=),

cela résulte de la définition de la topologie dans E.

8. Le théoréme 2 prouve que 'application y — U, de E sur Fy
estun isomorphisme de la structure topologique du premier de ces
espaces sur celle du second (la topologie sur F étant définie, on le
rappelle, par les semi-normes N (X) = | X | (z), ou z parcourtE );
elle se prolonge donc en un isomorphisme du complété E; de E
sur Padhérence Fy de Fy dans I'espace complet F'; on désigne

(*) R-I, th. 5 (p. 183). Ce théoréme est valable dans tout groupe réticulé, et
pourrait étre appelé lemme d’Euclide, car lorsqu’il s’agit du groupe multipli-
catif des nombres rationnels > o, ordouné par la relation « z divise y », il se
réduit & la proposition bien connue d’Euclide : « si un nombre divise un produit
de deux nombres et est premier a 'un d’eux, il divise 'autre »; le raisonnement
par lequel Euclide démontre cette proposition est d’ailleurs identique au raison-
nement de F. Riesz pour établir son théoréme 5.



— 204 —

encore cet isomorphisme par y —U,, et 'on prouve, comme
dans L, n° 4, que c’est un isomorphisme de la structure d’ordre
de Ey sur celle de Fy (induite par celle de F), en montrant
que Fyn F. est 'adhérence de Fyn F,. De plus, en vertu de
la continuité de la fonction X —|X| dans F, on a encore, par
prolongement, la relation (3) pour tout y € Ey; on en conclut
que la borne supérieure de U, et U,, prise dans F, appartient
a Fyetest égale a Usup 2,15 car elle est égale a

= (Uz=+ Uy+ | Uz— Uy | ) = = (Usy+ Upz—y))-
Plus généralement, si B est une partie de Fy, majorée dans F, sa
borne supérieure dans F (qui existe puisque F est cohérent)
appartient a Fy; c’est en effet la limite, dans F, du filtre des
sections de ’ensemble filtrant formé des bornes supérieures des par-

ties finies de B; comme cet ensemble est contenu dans ’ensemble

fermé Fy, la limite de son filtre des sections appartient aussi a Fo.

Pour y € Ey, la forme linéaire U, sur E peut étre définie de
fagon plus concréte; en effet, pour z € E, U, est une forme
linéaire continue sur E, qui se prolonge, comme on I’a vu, en une
forme linéaire continue sur Ey; d’autre part, 'application X— X (z)
est continue dans F pour tout z € E, donc y —U,(z) est une
forme linéaire continue dans Ey; comme on a

Ux(y) = Uy(z)=U(zy)

pour tout y appartenant a ’ensemble partout dense E dans Ey, on
a aussi, par continuité

(%) Uy(2) = Ux(y)
pour tout z € E et tout ¥ € Ey(mais on ne peut plus écrire U(zy)
la valeur commune de ces deux fonctions, puisque U ne peut en

général étre prolongée a Ey; I'écriture U(zy) introduite dans L,
n° 5 est donc abusive). En outre, siz € E, s € Eety € Ej,ona

(6) Uy(zz) = Ury(3).

En effet, d’aprés (5), tout revient a montrer que Uy, (y) = U (zy);
or, cette relation est évidente lorsque y € E, et on passe de la au
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cas général en remarquant que, dans Ey, les fonctions U;, U,
et y — xy sont continues.

9. Lorsque y n’appartient pas a E, la forme linéaire relativement
bornée U, sur E r’est pas continue dans E en général. Toutefois,
nous allons voir que, pour tout a€ E,, U, est uniformément
continue dans ’ensemble J, des z € E tels que | z|<a. En effet,
pour tout ¢ > o, il existe 5 € E tel que |U,— U;|(a)<e, cest-
a-dire, pour toute partition (z;) de a dans E,

NI Uy (20) — UsCar) <5

en particulier, pour tout z € Etel que o<2<a, ona
| Uy(2) — Usz(z) | <,

et par suite, pour tout z € Jo, | Uy(2) — U (2)|<2¢. Cela signifie
que, dans J,, U, est limite uniforme de fonctions uniformément
continues, et est par suite uniformément continue; elle peut donc
se prolonger par continuité & ’adhérence I, de J, dans Ey (n° 6),
et il est immédiat que ce prolongement, qu’on note encore U,, ne
dépend pas de a; par continuité, on a

Uy(z + ') = Uy(z) + Uy(2) et Uy(hz) =2Uy(2)

pour deux éléments modérés quelconques z, 2/, et un scalaire
quelconque 1; autrement dit, U, est ainsi prolongée en une forme
linéaire relativement bornée sur ’anneau de Riesz Ay, continue
dans tout ensemble I,, mais non continue dans Ay lui-méme, en
général.

Dans le cas particulier ou ¥ € Ay, la forme linéaire U, est con-
tinue dans E, et peut par suite étre prolongée a Ey par conti-
nuité; en effet, si |y|<a, ou a € E,, on a, pour toutz € E,

[Uy(2) [S1Uy|(z) = Uy i(2) S Ua(2),
et U, est continue dans E.
En outre, on a encore la relation (3) pour z € Ayety € Ey;

pour le voir, il suffit de prouver que I'application y — U, (2) est
continue dans Ey; or, si|z|<a, oua € E,,

[Uy(2) [$Upyi([ 2 [)£U)y (@) = No(y)-
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De ces remarques, on déduit qu'on peut étendre la validité de la
relation (6) lorsque z € Ay, 5 € Ay et y € Ey. En effet, du cas
évident ou x € E, 5 € E et y € E, on passe d’abord par conti-
nuité au cas ou 5 € Ay, z € E, y € E; laissant 5 fixe, et écrivant
la relation sous la forme U,(zz)=U,(zy), on passe au cas
ouz € Ay, 5 € Ay, y € E; enfin, en écrivant la relation sous la
forme U,-(y) = U:(zy), et utilisant la continuité de y —zy
dans Ey, on passe au cas général.

10. Pour toute forme linéaire X sur E, telle que 0<X<AU
pour un scalaire A > o, I'application linéaire y — X, de E dans F
est encore continue; en effet, pour tout z € E_, ona, d’aprés (4),

Ne(Xy) =Xy [(#) = Xy () SA Uy (2) = AN(y)-

On en conclut, comme au n° 8, qu’on peut prolonger cette appli-
cation linéaire a E; par continuité, et que, si on la désigne encore
par y—>X,, on a identiquement, pour z € E, y € Ey,
X, (x)= Xz(y) (on anoté en effet, dans le corollaire du théoréme 2,
que X, est continue dans E, et se prolonge par suite a E; par
continuité ). En outre, tous les raisonnements du n° 9 sont encore
valables lorsqu’on y remplace U par X.

11. Notre but va étre maintenant de démontrer les deux théo-
rémes suivants :

TutorimE 3. — Etant donnés un anneau de Riess E, et une
Jforme linéaire positive U sur E, satisfaisant a (V,), pour que
le théoréme de Lebesgue-Nikodym soit vrai pour E et U (c’est-
a-dire que I'ensemble des éléments >o de Fy soit identique a la
famille compléte engendrée par U), il faut et il suffit que la
condition suivante soit vérifiée :

(VIL,). Pour tout z € E,, on a U(z) = sup U(yz).
res
On rappelle (L, n° 3) que S est I'ensemble des y € E. tels
que yz Sz pour tout z € E,.

TutoriME 4. — Les hypotheéses sur E et U étant les mémes
que dans le théoréme 3, pour que le théoréme de Lebesgue-
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Nikodym soit vrai, pour E et U, il faut et il suffit qu’cl existe
un isomorphisme ¢ de E sur un anneau de Riess formé de
classes (1°) de fonctions sommables sur un ensemble Q pour
.une mesure ., tel que pour tout x € E et toute fonction u, de

la classe y(z), on ait U(z) :/(;u“”(&) dp.

Désignons par T I'ensemble des éléments y >0 de Ay tels que,
pour tout z€E,, on ait yz<x. A coté de la condition (VII,),
nous introduirons aussi la suivante :

(VILy). Pour tout z€E., on a U(z) = sup U, (z).

yYE€T

I estclair que (VII,) entraine (VII,), car ’ensemble S n’est autre
que la trace sur E de 'ensemble T. On nolera d’autre part que
(VIL,) n’exprime qu’une partie de la condition (VII) de L, n° 3 :
on obtient (VIL,) en se restreignant, dans (VII),aucasou X =U
et z20; (VII) entraine donc (VIL,). Cela étant, nous allons
raisonner comme suit : nous démontrerons d’abord une forme
imparfaite du théoréme 3, en y remplacant la condition (VII,)
par (VII,). Nous établirons ensuite que la validité du théoréme
de Lebesgue-Nikodym [ou la condition équivalente (VII,)]

entraine 'isomorphie de E avec un anneau de classes de fonctions

(**) On range dans une méme classe deux fonctions sommables ne différant
que sur un ensemble de mesure-p nulle. Une fonction sommable étant finie
presque partout, la somme et le produit de deux fonctions sommables sont
définis presque partout, et ne dépeudent que des classes des deux fonctions
considérées; d’ou la définition de I'addition et de la multiplication des classes.
En général, I’ensemble de toutes les classes de fonctions sommables sur  ne
forme pas un anneau, le produit de deux fonctions sommables n’étant pas
nécessairement sommable. L’ensemble des classes de fonctions sommables
bornées (presque partout) forme un anneau; mais on peut aussi donner des
exemples d’anneaux de classes de fonctions sommables qui ne sont pas toutes
bornées. Considérons par exemple les fonctions continues dans lintervalle
o<t <1, et telles que, pour chacune de ces fonctions z, il existe une décom-
position de l'intervalle 0 <¢ <1 en un nombre fini d’intervalles partiels, telle
que, dans chacun de ces derniers, x(¢) soit égale A un polynome par rapport
A log¢. On vérifie aussitdt que ces fonctions sont sommables pour la mesure de
Lebesgue, et que leurs classes forment un anneau de Riesz.

Il est facile de voir que, lorsque E est un anneau de classes de fonctions
sommables, 1a condition (VI) de L (n° 3) équivaut au fait que les fonctions dont
se compose E sont bornées presque partout.
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sommables; enfin, nous établirons que, pour un anneau de cette
nature, la condition (VII) [et a fortiori (VI1,)] est vérifiée, ce
qui donnera en méme temps le théoréme 3 sous sa forme définitive,
et prouvera l'équivalence des trois conditions (VII), (VIL,) et
(VII,).

12. 1°'S’il existe e€Ey tel que U=U,, la condition (V1)
est vérifice.

En effet, quels que soient z€E, y €E, on a
Ux(y) = U(zy) = Ue(zy),

et, d’aprés (6), U.(zy) =U.x(y); donc U,()) = U..(y) pour
tout y €E, ce qui entraine ez = 2 pour tout x € E. Comme
U,(z) =U(x)20 pour tout z € E,, onae>o dans Ey; il en
résulte que, pour tout 5 € Ey tel que 0<s5e, on a szlex=x
pour tout z € E,. En particulier, 'ensemble filtrant T, des
z € Ay tels que 0 S z<e, est contenu dans T; et on sait par ailleurs
(n°6) que e est la borne supérieure de I'ensemble T,. Pour
toutz € E,, on a U(z) = U.(z) = U, (e), et, d’aprés la continuité
de U, dans Ey, Uy(e) = sup Uy (3) = sup U(2); a fortiori la

z€T, z€T,
condition (VII;) est vérifiée.

13. 2° Si la condition (VIIy) est vérifice, le théoréme de
Lebesgue-Nikodym est vrai pour E et U.

Montrons d’abord que toute forme linéaire X sur E telle que

0 <X <AU est de la forme Uy, avec ¥ € Ey. En premier lieu, si e

est la borne supérieure de I’ensemble filtrant T [ qui existe en

vertu du théoréme 1 et de (VII;) ], on a, d’aprés (V1I;), pour tout

zeE,, U(z)= sup Uy(2) = sup U, (y) =Usx(e) = Uc(x), puis-
veT y€

que U, est continue; donc U= U,. Par suite (n° 12), ona ez =2z

pour tout x € E,, ou, d’aprés la formule (2), z=sup zz.
. z€T

Comme U =U,, U est continué¢ dans tout ensemble J, (n°9), et
il en est de méme de X puisque 0SX <AU; en procédant comme
aun®9, on peutdonc prolonger par continuité X a toutensemble I,
et’on définit ainsi X dans Ay; en putre, comme z — zx est continue
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dans Ey et applique I, dans Iox, 5-> X (22) est continue dans tout
ensemble I,; comme il en est de méme de z— X, (3), et que ces
deux applications sont égales dans la partie partout dense J, de I,
on a X(zz) = X,(3) =X, (z) pour tout s€Ay. Si maintenant
z€T, on a zzel,, donc en passant & la limite suivant le filtre
des sections de T, on a

X(z) = sup X(z2) = sup X (3) = Xz(e) = Xc(2),
z€T z€T

autrement dit, on a aussi X = X, (7).

Suivons maintenant la méme marche que dans L, n® 6. Nous
considérerons I’espace de Hilbert H, obtenu en complétant
I'espace E, dans lequel on a pris U(zy) comme produit scalaire, et
/U(2?) comme norme. L’inégalité de Schwarz prouve que I'appli-
cation identique ¢ de E (considéré comme sous-espace de H) dans
E (considéré comme sous-espace de Eg) est continue, et se prolonge
donc en une application linéaire continue ¢ de H dans E;. Si
(zyy) désigne le produit scalaire de deux éléments de H, les
fonctions y — (z, y) et ¥ —>Ug[ 9 ()] sont continues dans H et
identiques dans la partie partout dense E de H, pour tout z €E;
on a donc identiquement, pour z€E, y €H,

(@, %) = Uz[9(3)] = Up ) ().

Cette identité prouve d’ailleurs que ¢ est biunivoque, car la
relation ¢(y) = o entraine (z, ) = o pour tout z € E, donc, par
prolongement a H, (z, ¥) = o pour tout z € H, c’est-a-dire y = o.
En d’autres termes, on peut identifier 'ensemble H au sous-
ensemble ¢(H) de E; (la topologie de H étant naturellement
distincte de celle induite sur lui par la topologie de Ey).

Cela étant, pour tout y €E, X, est continue dans E, considéré
comme sous-espace de Ey; a fortiori, X, est continue dans E,
considéré comme sous-espace de H, donc il existe z, € Ey tel que
Xy=U;,. On voit, comme dans L, n°6, que y - z, est une appli-
cation lindaire, continue et croissante de E dans-Ey; elle se
prolonge donc en une application linéaire continue de E; dans

(17) Ce raisonnement, joint au théoréme qui sera démontré dans la seconde
partie (n°* 24-29), montre que la continuité de U dans tout ensemble J, est
équivalente aux conditions (VII,) et (VII,).

LXXII. 14
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lui-méme, qu’on notera encore y —>z,; comme les applications
y—>U,et y—>X, de E; dans F sont. continues, on a encore
X, = U;y pour lout y € Ey, par continuité. En particulier, on
aX= Xe: fse.

Pour démontrer le théoréme de Lebesgue-Nikodym, il reste a
établir qu’aucun élément > o de Fy ne peut étre disjoint de U (*%);
en raison de I'isomorphie des structures d’ordre de Ey et de Fy,
lout revient a prouver que, dans Ey, il n’existe aucun élément
Y >o qui soit disjoint de e (ce qui peut encore s’exprimer en
disant que Ej est identique a la famille compléte engendrée
par e).

Pour cela, remarquons d’abord que ez = z pour tout z € E; on
va en déduire que, pour tout z € Ay, le produit ez (défini au n° 6)
est encore égal a z. Cela résulte de ce que, dans’ensemble T><J,
(a quelconque dans E.), I'application (z,z)—>zz est unifor-
mément continue : on a, en effet, quels que soient z, 3’ dans T,
z, z' dans J,,

|g'd' —zx|=|(s'—2) '+ ('—2x)z|Sa|z’—z|+|2'— x|

d’aprés la définition de T..Pour z €l,, ez, qui est par définition
égal a la limite de z— 3z suivant le filtre des sections &F de T,
est aussi égal a la limite de (3,2/)—> 22’ suivant le produit du
filtre & et du filtre des voisinages de « dans I,; c’est donc aussi
la limite de ez’ lorsque «' tend vers z en restant dans J,, et par
suile ez = z.

Si alors y est un élément > o de E; disjoint de e, tout z € Ay tel
que oSz <y est disjoint de tout z€T, donc sz = o, et par suite

Z=ex = sup sz == 0; comme ) est borne supérieure des z € Ay
seT
tels que 0<z<y,onay =o.

14. 3° Si la condition (VII,) est vérifiée, I’anneau E est iso-
morphe & un anneau de classes de fonctions sommables.

La démonstration de cette partie du théoréme 4 nous retiendra
jusqu’a la fin du n° 18. En premier lieu, montrons que, si z € Ey

('8 Ce résultat est démontré dans L, n* 7, en utilisant la condition super-
flue (VI).
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est lel que |z|<)e pour un scalaire 2 > o convenable, 'appli-
cation z —> 5z est conlinue dans Ay; cela résulte de 'inégalité

lsx|=|s].]z|lhelx|=)k|x],

qui entraine, pour tout y € E,, N|.(32) <AN (). Cette application
se prolonge donc a Ey, ce qui permet de définirle produit 52 pour
tout z€Ey; on a évidemment, par continuité, zz <Az pour
tout z 2 0. Par prolongement, il est immédiat que le produit ainsi
défini posséde toutes les propriétés énoncées dans L, n° 5; en
particulier, il définit une structure d’anneau de Riess sur l'en-
semble By des z tels que [z|<Ae pour un X >0 convenable
(dépendant de z); il définit aussi une structure d’anneau de Riesz
sur ’ensemble Cy= Ay + By.

Montrons que, dans I'anneau Cy, la relation 2?=o0 entraine
z=o0; tout élément x>0 de C; étant borne supérieure des
éléments y € Ay tels que oSy <z, il suffit de faire la démons-
tration pour z € Ay. Or, d’aprés l'inégalité de Schwarz appliquée
a une forme linéaire U,, ou y parcourt E,, la relation z*=o
entraine zz= o0 pour tout z € E, et par suite pour tout s € E; par
continuité; en particulier, z = ez —o.

Notons encore que, pour z€E, z€Cy, y €Fy, Uy(sx) est
défini, puisque zx € Ay; en outre, U,(sx) = U,(zy), car cette
relation est vraie pour y € E [formule (6)], et les deux membres
sont fonctions continues de y dans Ey [le premier s’écrivant
U.»(y)]- En désignant par K, I'ensemble des z tels que | 5| <2e,
on en déduit que, pour tout y €Ey, Papplication z— 5y est
continue dans Ky ; en effet, pour tout z€ E., on a

Uz(l 2y ) =Uyi(l 2| 2),

et le second membre tend vers o lorsque z tend vers o dans K,
Papplication z— sz transformant K en un ensemble contenu
dans un I,, ou U, est continue.

15. Considérons, avec H. Freudenthal et S. Kakutani, une
décomposition e==c;+c, de e en deux éléments disjoints;
comme c¢;¢a=o0 dans l'anneau Cy (n°4), on a ¢;=ec,=c] et
Ca= ecy= cj, ¢4 el ¢y sont des idempotents de Cy. Inversement,
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si ¢ est un idempotent de Cy, ¢ =c?>0; comme ec=c, on a
(e—c)*=e—c, donc e—c2o0, 0<c<e; enfin c(e—c) =o,
donc (n° 4), ¢ et e — ¢ sont disjornts.

Pour tout élément 2 > 0 de Cy, soit 2’ la partie de z appartenant
a la famille compléte de I'idempotent ¢; 2" =z — &’ est disjoint
de ¢, donc c2”" =0, cz = c2'; d’autre part, e — c est disjoint de c,
donc de 2/, d'oa (e—c)a’=o0, cd/=ead'=2, et finalement
cx=ux. ,

Si ¢1, ¢ sont deux idempotents, on a inf(cs, €3) =cicy; en
effet, on a ¢;¢alcy et ¢ caScy; d’autre part, ¢y (ca— c1c2) = o,
donc ¢, est disjoint de ¢y — ¢y ¢a; donc, si z<ey et

zLecs= cica+ (c2— ¢ Ca),

z est disjoint de c;—cycy, et par suite z<cicy..On en conclut
que (ca— €4 )= Ca— €4 Cs, d’ot

sup(cy, €2),=c1+ (ca— C1)*=¢1+ Ca— €1 Ca}
on vérifie immédiatement que
e —sup(c, €)= inf(e — e, € — ¢2) = (e — ¢1)(e — ¢,).

On peut résumer ces propriétés en disant que, pour les opérations
sup, inf, et ¢/=e — ¢ (« complémentaire » de c), ’ensemble J des
idempotents de Gy est une algebre booléienne dont e est I'élément
unité (1?). En outre, le produit ¢,c, est uniformément continu
dans J > J, donc se prolonge par continuité a 'adhérence J >< J
de cet ensemble dans Ey < Ey; pour tout ¢ € J, on a donc, par
continuité, ¢*=¢, ce qui prouve que J est fermé dans Ey; en
particulier, la borne supérieure et la borne inférieure d’un ensemble
quelconque d’idempotents sont encore des idempotents.

16. En général, un idempotent ¢ n’est pas modéré, et par
suite U(c) n’est pas défini. Mais nous allons voir (20) qu’il existe

(*) Pour la définition d’une algébre booléienne, voir par exemple M. H. StoNE,
The theory of representations for boolean algebras (Trans. Amer, Math.
Soc., t. 40, 1936, p. 37-111).

(®) Cf. S. Kakurani, loc. cit., p. 528-529. Le raisonnement est essentiellement
dda A F. Wecken (Math. Ann., t. 116, 1938, p. 422-455).
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une famille (c,) d'idempotents modérés, deux a deuz disjornts

et tels que e = 26“ [la somme étant définie comme borne supé-

o
rieure des sommes partielles d’'un nombre fini de termes (21)].
Pour cela, remarquons d’abord que, pour tout élément modéré
Z > o, il existe un idempotent ¢ > o, modéré et appartenant a la
famille compléte engendrée par z. En effet, on ne peutavoiriz<e
pour tout A > o, car on en déduirait, pour tout s€E,, Az5<3,
d’ou AU, (5) =AU(32)SU(z) pour tout A>o, ce qui entrai-
nerait Uy(z) = o pour tout s€E, et par suite z =o. Il existe
par suite un scalaire A > o tel que (z — Ae)* > o; soit ¢ la partie
de e appartenant a la famille compléte de (z —ie)*™; comme e
n’est pas disjoint de (z —ie)*, on a ¢>o, et d’autre part
cx—hc=c(x—Lre)=c(x —he)*>0, puisque c est disjoint

de (x —21e)™; on a donc<c§;\cx§%x, ce qui prouve que c est

un idempotent mpdéré appartenant a la famille compléte de z.

Cela étant, considérons I’ensemble & des ensembles @ d’idem-
potents modérés et deux a deux disjoints; il est immédiat que cet
ensemble, ordonné par inclusion, est inductif (2?), et posséde
par suite un élément maximal ®,= (c,), en vertu du théoréme de
Zorn; tout revient a prouver que e est la borne supérieure des c,.

Dans le cas contraire, cette borne supérieure e, serait un
idempotent <Ce; on ne pourrait avoir (e —e,)Z=o0 pour
tout z€ E_, car on en déduirait, par continuité, (e —e,)z =0
pour tout z € Cy, et en particulier, (¢ —e,)?>= e — e, = 0. Mais,
si z€ E, est tel que (e —ey) z =a'5£ 0, 2/ est modéré, donc il
existe un idempotent ¢ modéré, > o et appartenant a la famille
compléte de #/, donc disjoiat de e, ; mais alors, 'ensemble réunion
de @, et de { ¢} appartiendrait & &, contrairement a ’hypothése
que ®, est maximal.

Ayant une ielle famille (c,) d’idempotents, pour tout 2> o

dans Cy, on peut écrire z = anx, en vertu de la formule (2) et
a

(?') Cette définition coincide avec la définition générale de la somme d’une
famille infinie d’éléments d’un groupe abélien topologique (N. Boumsaxl, loc.
cit., n° 916, p. 34). )

(**) Cf. N. Boursakl, loc. cit., n° 846, p. 36-37.
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de la continuité de I'application 3 — sz dans E;. Mais cette formule

peut s’étendre a tout x € E{j; en effet, comme Ef est la famille

compléte engendrée pare, on a z = supzy,, ou x,= inf(ne, z) (**)
n

appartient 4 Cy; on a donc

xn = st;p S‘ Co Zn,
a€K

ou K parcourt 'ensemble des parties finies de I'ensemble des
indices o; on peut donc écrire

/
z = st:pI:Slll(p< anz,l>] = Sl:ip[s?zp( 2 cl.z,,>] .
*€K i 2 €K

D’aprés la formule (2) et la continuité de la fonction z + y
dans Eg>< E;, on a

S‘ip< 2 caxn> = 2 o Z, d’ot r= SL:(I)(I E‘Cax>=20a$-

2€K aEK x€K o

17. Suivant toujours H. Freudenthal et S. Kakutani, nous allons
former, pour tout élément 22> o de Ey, une « résolution de I'unité »
qui nous donnera une représentation de z sous forme « d’intégrale
de Stieltjes abstraite » sur I’algébre booléienne J (23).

Pour tout A2>0, nous désignerons par c¢(1) 'idempotent égal
a la partie de ¢ appartenant a la famille compléte de (Ae — z)*.
De la relation A <, on tire (Ae — z)* < (ne — z)*, donc c () e ().
Si ¢ est un idempotent tel que c<c(}), on a cx<he, car
‘e —cx=c(he —x)=c(Ae —x)*20, puisque ¢ ecst disjoint
de (Ae —x)~. De méme, si cSe—c(R), on a cx2he, car
cx —Ac=c(x —he)=c(x —Ae) 2o, c étant cette fois disjoint
de (Ae —z)*=(x —Ae)~.

Montrons maintenant qu'on a ¢(p) =supc(A)=_lim ¢(3);

w<p

A, A<
comme ¢(pn) —c(2)<e—c(2),ona

xe(w) —e(M)]Se(p) 2 — (M),

d’aprés ce qui précéde; tout revient a prouver que le second

(**) Les raisonnements de S. KakuTaNi (/oc. cit. p. 530-532) se simplifient un
peu ici, grace aux propriétés multiplicatives des idempotents.
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membre de cette inégalité tend vers zéro. Or, ¢(X)z [resp. ¢ () z]
est la partie de x appartenant a la famille compléte de (he — &)+
[resp. (e —z)*]; lorsque XA tend vers p, (Ae —.z)* tend en
croissant vers (e — z)* : il suffit pour le voir de montrer que e
tend vers p.e; or, pour tout y€E,, ona

Up[(p =M el =U(p =) y]= (. —1U(),

qui tend vers zéro avec p—A. On est donc ramené a prouver le
lemme suivant (2*) : s¢ une suite (u,) d’éléments 2o de E tend
en croissant vers u, la partie x, de x appartenant & la famille
complete de u, tend vers la partie ' de x appartenant a la
Samille complete de u. Or, on a

z'= sup[inf(mu, z)) et x, = sup[inf(mu,, x)];
m m

pour tout y € E,, on a donc

Uy(2'— a3,) SUy[ 2 — inf(mun, z)]

= U,[2'— inf(mu, x)] + Uy[inf(mu, ) — inf(mun, x)];

on peut prendre m assez grand pour que U,[x'— inf(mu, z)] g;,

m étant fixé, il résulte de la continuité de inf( u, ¢) dans E; < E;
qu’on peut trouver n, tel que, pour tout n2 n,, on ait

U,[inf(mu, 2)— inf(mun, z)]gg;

pour toul n2>ny, on aura donc Uy(z'—z))<¢, ce qui établit
le lemme.
On a évidemment c(0) = o, puisque (— z)*"= 0; monlrons

enfin que lim c(}) =e. En effet, cette limite existe et est un
A>+o

idempotent ¢,, et I'on a e—e;<e—c(1) pour tout A; donc
(e —eg)x2h(e —e,) pour toutd; pour tout y€E,_, on en
tire AU, (e —e,)SU,(z) pour tout 4, d’ou Uy(e—e4) =0, et
par suite e — ey = 0.

Ces propriétés des c(}A) étant établies, considérons une suite
finie strictement croissante de nombres réels, A= (A;)a < i< n telle
que =0, hi—2%_4<¢ pour 1</<n; nous poserons A,=w.

(**) S. Kakurani, loc. cit., lemme 3.5, p. 527.
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n
Formons l'élément za -_-_—Z)\iﬂ [e(X)—c(Ri_a)]. Nous allons
i=1
voir que A<z el que, pour ¢ assez petit et w assez grand, za est
aussi voisin qu’on veut de z. En effet, comme

c(A) —e(him1) S e — e(Xi—1),
on a
7\1—1[0(7\;)—0(7\1—1)]§[C(7\1)—00\1-1)]z,
d’ou zplc(w)z; d’autre part, comme c¢(A;) —c(di_a)Se(hi),
ona
[e(M) —e(him)] 2 Shi[e(Xi) — € (hima) ] S (Mimr + ) [¢(Re) — e(Di=1)],

d’ot c(w)z<zr+ce, ou encore oSc(w)z — zalce; donc za
et ¢(w) z sont aussi voisins qu’on veut lorsque ¢ est assez petit; et
d’autre part, ¢(w) z tend vers ez = x lorsque v tend vers + o
(n° 14). En prenant en particulier w = 27, n =47, et tous les

. ' . .. . N
Ai—A;_4 égaux a 55 on définit de cette maniére une suitc crois-

sante (z,) d’éléments de la forme za, qui tendent vers z.
On peut, avec H. Freudenthal, exprimer ce résultat par I’écriture

symbolique
o= f  de ().

18. Démontrons maintenant la premiére partie du théoréme 4,
en commencant par le cas ou e est un élément modéré de Ey.

Remarquons d’abord que (sans hypothése sur e), pour z
modéré et 2o, la relation U(z) = o entraine z = o; en effet, elle
s’écrit U, (ex) = o, donc, si 2 = inf(e, z), on en déduit U, (3?) = o,
et par suite, pour tout ¥y €E,, U.(y3) = o d’aprés I'inégalité de
Schwarz; mais cela s’écrit aussi U;(y) = o pour tout y€E_, ce
qui entraine 5 = o, et par suite z = 0, puisque aucun élément 3£ o
de Ei n’est disjoint de e.

Dans le cas actuel, U= U, est définie dans Ey tout entier; la
relation U(z)=o entraine 2= o0 pour tout z €Ef, car pour
tout z modéré tel que 0<z<z, on a a fortiori U(z)=o,
donc z=o0, et z est borne supérieure de ces éléments z. En
d’autres termes, U(|z|) est une rnorme sur Ey; comme il existe
par hypothése un a €E, tel que e<a, onaU(|z|)<N/(z), donc
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la topologie d’espace normé définie sur E; par U(| 2 |) est moins
Jine que celle définie par les semi-normes N, (z). Il en résulte
qu’on peut considérer ’ensemble E; comme une partie partout
dense de I'espace de Riesz complet Ef, obtenu en complétant Ey
muni de la norme U(|z|).

Or, S. Kakutani a montré (2%) qu’on peut définir un isomor-
phisme de E} sur 'espace de Riesz L(Q) des classes de fonctions
sommables pour une mesure de Radon sur un espace compact Q.
Rappelons briévement son procédé : on remarque que, d’aprés un
théoréme de Stone (2¢), I'algébre booléienne J des idempotents
de Ey est isomorphe a I’algébre booléienne des ensembles & la

(*) loc. cit., p. 532-534.

(%) M. H. Srtong, Application of the theory of boolean rings to general
topology (Trans. Amer. Math. Soc., t. 41, 1937, p. 375-481). En raison de
l'intérét de ce théoréme, indiquons une variante rapide de sa démonstration.
On commence par établir un premier théoréme de Stone [loc. cit., note (1%),], d’aprés
lequel une algébre booléienne A est toujours isomorphe A une algébre booléienne
formée de parties d’un ensemble convenable Q. Le principe de la démonstration
de Stone peut étre présenté comme suit (selon H. Cartan) : on appelle pseudo-
Jfiltre sur A toute partie F de A telle que : 1° si z € F, tout ) 2 x appartient
AF;22sizeF et y€eF, inf(z, y)€ F; 3° le plus petit élément o de A n’appar -
tient pas a F. Si I'on ordonnel’ensemble des pseudofiltres par inclusion, on voit
par le théoréme de Zorn, que tout pseudofiltre est contenu dans un pseudofiltre
maximal. En outre, si F est un pseudofiltre maximal, et si z ¢ F, le complé-
mentaire z’'de = appartient & F : il existe en effet un ) € F tel que inf(z,y) = o,
sans quoi les inf(z, ) ou » parcourt F, formeraient un pseudofiltre contenant F
et 2. On prend alors pour ensemble @ I’ensemble des pscudofiltres maximaux
de A; et on fait correspondre A tout élément x € A I’ensemble E_ de tous les
pseudofiltres maximaux F tels que z € F; en raison de la propriété précitée
des pseudofiltres maximaux, on voit sans peine que cette correspondance est un
isomorphisme de A sur une sous-algébre booléienne de I’algébre booléienne P (Q)
de toutes les parties de Q.

Ce premier résultat obtenu, identifions A i la sous-algébre booléienne de P(Q)
qui lui est isomorphe. Pour toute partition finie (U;) de Q en ensembles
appartenant a A, considérons dans Q < Q la réunion V des ensembles U, < U,;
on vérifie aussitdt que ces ensembles forment (pour toutes les partitions finies
de V’espéce considérée) un systéme fondamental d’entourages d’une structure
uniforme séparée sur Q, pour laquelle 'espace Q est précompact. Dans I’espace
compact Q, complété de @, I'adhérence de tout ensemble appartenant A A est
ouvert et fermé, car en raison de la relation V(U,;) = U,, deux points appar-
tenant 2 des U, d’indices distincts ne peuvent étre arbitrairement voisins, donc
les U, forment une partition de Q; réciproquement, tout ensemble a la fois
ouvert et fermé dans @ est réunion d’un nombre fini d’ensembles de la forme U,
ou U€A, en raison de 'axiome de Borel-Lebesgue et de la définition des
entourages dans Q; on en conclut sans peine que A est isomorphe A Ialgébre
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Sois ouverts et fermés d’'un espace compact lotalement discon-
tinu Q. Si I'(c) est 'ensemble ouvert et fermé dans & qui corres-
pond a un idempotent ¢, on montre qu’'on définit une mesure de
Radon p dans € en posant [T (¢)]=U(c¢). Cela étant, soit Dy

Pensemble des éléments de E; de la forme x:Z dici, ou les ¢;

i
sont des idempotents non nuls deux a deux disjoints, et les 2; des
nombres réels > o, deux a deux distincts ; on montre facilement (*7)
qu’un élément de Dy ne peut se mettre sous cette forme que d’une
seule maniére; a un tel élément z, on fait correspondre la

classe {(z) de la fonction u,,,,:Z)\,-cpp(l.i,, o7 désignant comme
i

d’ordinaire la fonction caractéristique d’une partie I' de . On

vérifie aisément (%) que ¢ est une application linéaire biunivoque

booléienne A formée des adhérences dans Q des ensembles de A, ou encore

des ensembles A la fois ouverts et fermés dans Q.

L’avantage du procédé topologique de S. Kakutani que nous suivons ici, est
qu’il dispense de vérifier que sur I'ensemble des ensembles a la fois ouverts et
fermés dans Q, la mesure w est complétement additive (griace a l'axiome de
Borel-Lebesgue). On pourrait aussi utiliser seulement le premier théoréme de
Stone, permettant d’identifier I'algébre booléienne & & une algébre hooléienne
formée de parties d’un ensemble @ (non muni d’une topologie); il faut alors,
quand on veut définir la mesure p sur les ensembles appartenant & cette algébre
booléienne, montrer qu’elle y est complétement additive, ce qui du reste
ne présente pas de grandes difficultés.

n m
(?") De la relation Z)\ici:Zk} d;, on tire, en multipliant par ¢, que
i=1 j=1
m
ACi= ZX; c;d;; les c;d; ne peuvent donc étre tous nuls; si c;d; o, on
j=1
a \c; dl.:l} ¢;dj, donc A;=1}; les A étant deux a deux distincts, on a
nécessairément ¢; d;= o pour tous les indices ;j sauf un, ¢;=c;d;=d; pour
Pindice j restant: d’ou la proposition.
m

n
(%) Six :Z ey :Z % d; sont deux éléments de Dy, on montre d’abord

i=1 j=1
m

n
. . N .
que -+ y appartient a Dy; si ¢c,=e— Zc,-, d,= e— E d;, on peut aussi

i=1 j=1
m

n
écrire x =Z New ¥ =Z N;d;, avec ¥y=A;=o0; on remarquc alors que
i=0 j=0
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et bicontinue de Dy (considéré comme sous-espace de Ef) sur un
sous-espace partout dense de L(L). Il en résulte que ¢ se prolonge
en une application linéaire biunivoque et bicontinue de Ej sur

L(Q), telle que U(x) :f u,(£) du. Clest en outre un isomor-
Q

phisme de la structure d’espace de Riesz de Ej sur celle de L(Q);
il suffit pour le voir de prouver que ¢(2*)=[¢(z)]"; or, on
vérifie immédiatement cette relation lorsque z € Dy, et elle en
résulte par continuité pour tout z € Ef.

Si maintenant nous restreignons a E l'isomorphisme ¢, nous
aurons établi la premiére partie du théoréme 4 (pour e modéré) si
nous prouvons que Y(zy) == ¢(z) §(y) pour z et y dans E; il suflit
évidemment de montrer que Y (2*) =[¢(z)]*. Or, cette relation
est ¢vidente pour 2 € Dy; d’aprés le n® 17, tout « € E__ est limite
dans E; d’une suite croissante (z,) d'¢léments de Dy; d’apres la
continuité de y —y?* dans I,, la suite (z;) tend aussi vers z?
dans Ey; comme la topologie de Ejj est moins fine que celle de Ey,
les suites (z,) et (z;) tendent respectivement vers z et 2> dans E};;
la relation cherchée s’obtient donc par continuité, en remarquant
que, dans Ej, I'application y — 2 est encore continue dans tout I,
(méme raisonnement qu’au n° 6 pour Ey).

Passons au cas ou ¢ n’est pas modéré; alors, on a vu au n° 16

qu’on peut écrire e = 20"" ou les ¢, sont des idempotents modérés

a
deux a deux disjoints. Pour chaque «, on définit comme ci-dessus
un espace compact £,, une mesure de Radon p, sur cet espace,
et un isomorphisme ¢, de I'espace de Riesz des c,z, ou z par-
court Ey, sur un sous-espace de Pespace L(Q,) des classes de
fonctions sommables sur ,. Soit alors Q I'espace localement
compact somme topologique (*°) des &,; on définit sur & une

m n
les c;d; sont deux a deux disjoints, et que ci:Zc,. d;, dl-=Zc,. d;, dou

j=o0 =0
nom

z—i—y:X Z().ﬁ—k})ci d;; en ne conservant que les c¢;d; non nuls, et
i=0 j=0
groupant ceux pour lesquels )\,.+).;~ prend la méme valeur, on voit que z+y € Dy;
la méme décomposition faite parallélement pour les T'(c;) et I(d;) montre
que = U+ U,.
(*) Cf. N. Boursaki, loc. cit., n° 858, p. 50-51.
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mesure de Radon p en prenant pour ensembles mesurables les
ensembles T tels que I' n Q, soit mesurable dans &, pour tout a, et
posant p(T) = 2""“ (T n Q). A toutz € Ey, on fera correspondre

o
la class¢ de fonctions mesurables {(z) telle que la restriction

d’une fonction quelconque de cette classe a Q, appartienne
a Yo (cqx) pour tout «. Si z € E,, on a, d’aprés la continuité de U

dans I, U(z) :ZU(cax), donc il n’y a qu’une infinité dénom-

-3
brable (au plus) d’indices a pour lesquels c¢oz £ 0. En outre,
si u, est une fonclion de la classe ¢, (c,2), on voit que la somme

2 f uo(E) dp est finie, donc toute fonction u, de la classe ¢ (z)
[ Qo

est sommable et U(w):f uz(E) dp.. A l'anneau de Riesz E
Q

correspond donc un ensemble de classes de fonctions sommables
sur Q et I'on voit immédiatement que cet ensemble est un anneau
de Riesz, et § un isomorphisme de la structure d’anneau de Riesz

de E sur celle de {(E).

19. 4° Si E est un anneau.de fonctions sommables (*°) sur
un ensemble Q pour une mesure ., et

U(z)= z () du,
(=) f (€) du
la condition ( VI[a) est vértﬁée.

Soit z un élément quelconque de E,. Etant donné ¢ > o, déter-
minons d’une part un nombre A > o tel que, si N est ’ensemble
des points £ €  ou z(£) <}, on ait fz(g) dp.<¢, et d’autre part

N .
un nombre X' tel que, si M est I’ensemble des points £ ou z(£)2¥,

on ait fm‘x(g) du<e. Soit f(t) la fonction de la variable réelle ¢,

définie pour 0 <t<V, égale a ¢ pour oétgg, é%—pourégtg)\f;

(3°) Dans les raisonnements qui suivent (jusqu’au n° 22 inclus), il est commode
de parler de « fonctions sommables» au lieu de «classes de fonctions som-
mables »; il faut naturellement se souvenir que les fonctions que l’on considére
ne doivent pas étre distinguées de celles qui n’en difféerent que sur un ensemble
de mesure nulle.
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soit d’autre part « unnombre > o; d’aprés le théoréme de Weier-
strass, il existe (*1) un polynome g(¢) sans terme constant tel que,
pour o<t<¥, on ait g(¢)>0 et 0L f(t) — g(t)<a; en outre, dés
que « est assez petit, g est certainement du second degré au moins,
donc il existe un nombre p tel que, pour t2p, | g(¢)|2¢. Consi-
dérons alors I'élément g(z) de E, et soit y =inf[ |g(2)|, z];

dans 'ensemble @ —M — N, on a z(£) — y (&) 22—, d’autre part,

pour tout ¢ tel que z () 2p, on a () = x(t), donc z— y est une
fonction bornée dans & (par le nombre p). Soit alors f,(t) la

fonction de la variable réelle ¢, égale a )zt pour 0<¢t< 2—, a
pour §§t§p; soit g, (¢) un polynome sans terme constant, tel

que, pour 0<t<p, on ait 0Sgy(t) et o<fi(t) — g1(t)<e;
5= g1(x — y) appartient 4 E_; pour tout{ € &, on a 0<z(§) <1,
donc 5 € S; lorsque £ appartienta Q—M — N, on a

1—eS3(E)ST;

— dpLe dp,
fg_Hw 52) d S fﬂx(&) "

d’ou

et finalement
U(e — 22) =f(.z‘—zx)dy.§[U(x)+ a]e,
' Q

ce qui est arbitrairement petit avec ¢. La condition (VII,) est
bien vérifiée (32).

Montrons enfin que la condition (VII,) entraine (VII), et lui
est par suite équivalente. Soit donc X une forme linéaire sur E telle
que 0 <X <AU; pour toutz € E,ona X (| z|) =X (2*) + X(27).

(') Si A, (¢)estlafonction continue égaledr pouro< ¢S %— l;, Ao pour-z: StV

et linéaire pour —)23 -——% <t< 2-, on approchera 4, (¢) par un polynome ¢(¢) £ 4, (¢);

t
le polynome g(¢) =f ¢(u) du répond a la question dés que n est assez grand
0

et que ¢(¢) est assez voisin de A,(¢).

(%) Il serait intéressant de trouver une démonstration de ’équivalence de (VII,)
et (VII,), ne passant pas par I'intermédiaire du théoréme 4. On aurait une telle
démonstration si I'on savait démontrer directement que ’ensemble S est dense
par rapport a I’ensemble T.
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D’aprés la démonstration précédente, il existe deux éléments zy,
z, de S, tels que 54 (resp. z.) appartienne a la famille compléte
de z+ (resp. z7), et que U(az"—z2+)<¢, U(z——2,27) ¢,
on a donc X(z*— z12*)Shke, X(27—5,27)<2e; si Pon pose
5=23,—3,, on a |5|€S, puisque z; el 3, scnt disjoints, et
2x =2z12" + s22~, dou X(|z|) — X(zz)<2k, ce qui éta-
blit (VII).

Les théorémes 3 et 4 sont donc complétement démontrés.

20. Supposons que E soit un anneau de fonctions sommables
sur un ensemble &, pour une mesure p, et que U(2) :fx(ﬁ) dp.
Q

La construction de S. Kakutani, exposée au n° 18, permet d’iden-
tifier les éléments «abstraits» de I'espace de Riesz Ey avec des
classes de fonctions sommables sur un nouvel ensemble Q'; mais
peut-on identifier ces éléments (ou tout au moins certains d’entre
eux) a des fonctions sur l’ensemble Q initial? C’est ce que nous
allons examiner. Nous voulons naturellement que, dans une telle
identification, toutes les propriétés de Ey relatives a sa struc-
ture algébrique et sa structure d’ordre soient conservées, c’est-
a-dire qu’a la somme, au produit (lorsqu’il est défini), a la borne
supérieure de deux éléments de Ey corresponde la somme, le
produit, la borne supérieure (définis 2 un ensemble de mesure
nulle prés) des fonctions correspondant & ces éléments; nous
voulons aussi qu’a la borne supérieure d’une suite croissante
majorée d’éléments de Ey corresponde la borne supérieure (définie
a un ensemble de mesure nulle prés) de la suite croissante de
fonctions correspondante.

Nous allons voir tout d’abord qu’on peut faire cette identification
pour les éléments de I'espace de Hilbert H, complété de E pour
la norme /U(z?) (n°13). De fagon précise, soit § I'application
identique de E, considéré comme sous-espace de l'espace de
Hilbert « concret » L2 () des fonctions de carré sommable dans &,
sur E, considéré comme sous-espace de l'espace de Hilbert
« abstrait » H; il est ¢lair que 0 est une application linéaire biuni-
voque et bicontinue, et par suite se prolonge en une application
(notée encore 0) linéaire, biunivoque et bicontinue, de l'adhé-

rence E de E dans L2(Q), sur Yespace H. Il est immédiat que
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0(z+)=[0(x)]" dans E, puisque z - 2+ est une fonction continue
dans L?(Q) et dans H, et que la relation est vérifiée dans E; donc
a la borne supérieure de deux éléments de E correspond bien la
borne supérieure des deux ¢léments correspondants de H. D’autre
part, si (&, ) est une suite croissante d’éléments de E, majoréc dans
E, sa borne supérieure x dans E est aussi sa limite [pour la topo-
logie de L2(Q)] (**), donc 0(z) est la limite (pour la topologie de H)
de la suite croissante des 0(x,); a fortiori, 6(z) est limite de la
suite des 6(x,) pour la topologie moins fine de Ey, donc 6(z) est
bien la borne supérieure des 0(z,).

Identifiant ainsi, par Uapplication 0, P'espace E et I'espace H,
on a en particulier identifié Ay a4 un sous-espace A de E; cela tient
a ce que, sur tout ensemble J, dans E, les topologies induites par
celle de H et celle de Ey sont identiques, en raison de I'inégalité
U(2*)<U,(|z|) pour |z|<a; donc tout ensemble I, est contenu
dans H.

Si x et y sont deux éléments de A, on a 0(z)) =06(z)6(y); en
effet, cette relation est évidente dans E; pour la prolonger par
continuité, il suffit de remarquer que, d’aprés ce qui précéde,
Papplication (z, y) - zy est continue dans I,>< I, pour la topo-
logie de H (n° 6), et on a la méme propriété en remplacant I, par
la partie correspondante de A.

Enfin, pour z€E, y€E, ona

fxy du = Uy [0(3)];
Q

en effet, le premier membre est le produit scalaire de z et y
dans E, le second le produit scalaire de 8(z) et8(y) dans H (n°13).
L’identification que nous venons de faire satisfaisant bien a
toutes les conditions imposées, nous ne ferons plus désormais de
distinction entre 'élément z € E et I'¢é1ément 0(z) € H.

() On peut se limiter au cas ou les z, sont 20; si x, < y, o y€E, on
a 2 < y? donc z*< y* est sommable, et U(z*— z32) tend vers zéro; il en est
de méme de U[(x— z,)*], puisque (z —z,)* < 2* — x2; donc x est bien la
limite des z, pour la topologie de L*(Q).
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214. Pour aller plus loin, cherchons d’abord a préciser ce que
sont les fonctions ainsi identifiées aux éléments de H.

En premier lieu, pour tout élément >0 de Ey et tout « > o,
désignons par P, , I'ensemble mesurable des points ¢ ou z(£) 2a;
nous allons voir que si z € Ay la fonction caractéristique de P,

appartient & Ay. Pour tout entier n > i—, soit ga(¢) la fonction de
la_variable réelle ¢, définie pour ¢2> o0, égalea o pour o<t — I;’

a4 1 pour t2a, linéaire pour a— —:-l <t<a; nous prouverons
que gn(z) appartient 3 Ay; comme la fonction caractéristique
de P, , est limite de la suite décroissante des g,(z), la proposition
sera ainsi établie.

Nous devons donc montrer que, pour tout s €E, et toute > o,

il existe y € Ay tel que fz|y——gn(.z*) | dz<e. Soit 3 un nombre
A =

> o tel que g,(t) << B¢ pour tout ¢t > o. Comme zz est sommable,
il existe un nombre A > 1 tel que, si M est I’ensemble des points

ou z(%) 2}, on ait f§ fzx du< % Soit alors f(t) un polynome sans
n

terme constant, lel que, pouro <<}, onait o S f () <P, et
€
£ () — 201 s

considérons I'élément f(z) de Ay, et soit y = inf[|f(2)|,Bx].
Dans le complémentaire Q — M de M, on a

17 ®) = gal e ®]1S 55"
donc

€
Lol —em@ldus

d’autre part, dans M, on a |y (£)— g.[2z () ]| Bz (), donc
€
fuzxy—gnmxdugafuzx dus s
ce qui prouve que
fQZIy—gn(w)I du<e.

Si, dans ce raisonnement, on remplace g, (¢) par la fonction g (¢)
égale a ¢ pour 0<t<a, & a pour £2a, on voit que la fonction
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inf(z, a) appartient aussi & Ay pour tout « > o et tout z € Af. Par
continuité (**), on en déduit que, pour lout élément 2> o de H,
on a aussi inf(z, «) e H.

Soit alors & la famille de tous les ensembles P, ,, ou z parcourt
E,, et a I'ensemble des nombres > o; cette famille comprend en
particulier tous les ensembles de mesure-u nulle. Soit € la tribu (?%)
engendrée par la famille & (sous-tribu de celle ou est définie la
mesure (). Nous allons voir que les fonctions auxquelles on a
identifié les éléments de H ne sont autres que les fonctions mesu-
rables-& et de carré sommable.

Prouvons d’abord que, si N est un ensemble tel que sa fonction
caractéristique ¢y appartienne & H, N appartient 4 €. En effet,
par le raisonnement classique du théoréme de Fischer-Riesz, on
montre que ¢yest limite presque partout d’une suite (z,)de
fonctions de E,, telle que la série des normes || 2,,4— 2, || dans
L2(Q) soit convergente; si ’onpose Yn=SUP Znyp, oM en déduit

p2o0
que y. € H, et que gy est limite presque partout de la suite décrois-
sante (y,); d’ou résulte que N est, 3 un ensemble de mesure
nulle prés, inlersection dénombrable de réunions dénombrables
d’ensembles de &, et par suite appartient a €.

Pour tout 22 o appartenant & Ay, la fonction caracléristique de
tout ensemble P, , appartient a Ay, donc a H; par suite z est
mesurable-@; comme tout y >0 appartenant 2 H est limite presque
partout d’une suite croissante de fonctions appartenant a Ay (*¢)
y est aussi mesurable-&.

(**) La continuité de inf(u, ¢) dans H x H résulte de celle de «* dans H, qui
est elle-méme une conséquence de 'inégalité |ut— o | < |u—v|.

(**) Pour la définition d'une tribu et les résultats essentiels de la théorie de
IIntégration dont nous faisons usage dans ce qui suit, voir A. Weil, [’Inté-
gration dans les groupes topologiques (Actual. Scient. Ind., n° 869, p. 3o0).
Dans la mesure ou les raisonnements qui suivent ne sont pas classiques, ou ne
se trouvent pas dans les Mémaires de M. Daniell sur 'intégration abstraite, ils
proviennent de travaux manuscrits de N. Bourbaki.

(**) En effet, y est borne supérieure des z€ Ay tels que o Sz < yet U(y?)
est borne supérieure des U(z?); on peut donc déterminer par récurrence, uane

suite croissante (z,) d’éléments < y dans Au tels que U(y?— z2) < :—;; on en

conclut [ voir note (**)] que ¥ est limite de la suite (z,) dans H, et, par suite,
limite presque partout de cétte suite de fonctions.

LXXII. 15
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Considérons maintenant, pour tout y 2o appartenant a H, ’en-
semble P, des points ¥ ot y (£) > o; soit@' la famille des ensembles
P, lorsquey parcourt H,. On a évidemment @' c@ d’aprés ce
qui précéde; nous allons montrer que @' est une ¢ribu; comme
elle contient & (puisque, pour tout ze€E,, z—inf(z,a)
appartient a H), elle est identique 2 @, d’aprésla définition de €.
Pour voir que @' est une tribu, il suffit de montrer que : 1°la
réunion d’une suite (P, ) d’ensembles de @' appartient a @';
2° si P, et P, sontdeux ensémbles de @, ’ensemble P, n (2 — P;)
appartient a @'. Pour établir le premier point, il suffit de remar-
quer qu’on peut trouver une suite (A,) de nombres > o tels

q'ueE)\,,y,.:y soit de carré sommable, et P, est alors réunion
n=1 -

des P, . Pour le second, si 'on pose u = sup[inf(nz, y)], cette

fonction appartient a H, et ’ensemble P, nn(SZ — P;) n’est autre

que Py_,.

Pour achever la démonstration, remarquons que, si P, est de
mesure finie, sa fonction caractéristique appartient a H, étant
limite croissante des fonctions inf(rny, 1). Comme toute fonction
mesurable-@ et de carré sommable est limite d’une suite croissante
de fonctions caractéristiques d’ensembles de @ de mesure finie,
elle appartient a H.

22. Tout élément de Ef étant limite d’une suite croissante de
combinaisons linéaires d’idempotents (n°17), cherchons a quelles
fonctions caractéristiques d’ensemble dans Q on peut faire corres-
pondre un idempotent de Ey. Pour tout idempotent ¢, inf(c, ¢,) est
un idempotent modéré pour tout idempotent modéré c¢,; si ¢
correspond a une fonction cara.ctérislique ons l'intersection de N
et de tout ensemble de F doit donc appartenir 2 €; on en déduit
aussitét que Uintersection de N et de tout ensemble de @ doit
appartenir & @. Les ensembles N qui possédent cette propriété
forment une nouvelle tribu @,, qui contient @, mais en est en
général distincte; pour qu’elle soit identique a @, il faut et-il
suffit que I'ensemble @ appartienne a €. Cela étant, on peut
effectivement faire correspondre a toute fonction caractéristique
d’un ensemble N de ‘@, un idempotent de J, savoir I'idempotent
c¢(N) borne supérieure de 'ensemble filtrant formé des idempotents
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qui correspondent aux fonctions caractéristiques des ensembles
de & contenus dans N. 1l est immédiat que, dans cette corres-
pondance, ¢(NyUN,) =sup[¢(Ny), ¢(Na)], et

¢(Ny A Ns) = inf[c(Na), ¢(Ns)];

plus généralement, a toute réunion (resp. intersection) dénom-
brable d’ensembles de @, correspond la borne supérieure (resp.
inférieure des idempotents correspondants. Enfin, pourtoutz € E_,

on a Uy[c(N)] :/Qx.cpN dp.; eneftet, soit ¢, I'idempotent partie

de e appartenant a la famille compléte de z; on a # = ¢, z, donc
Us[e(N)] = Uay (2) = Uegy (1) = Us[eso(N)] (22 14); exo(N)
correspond a gynp,, €8 NN P, est réunion d’une suite croissante
d’ensembles de mesure finie NN P, ,; donc on a

Uslero] = [ w-onnr. di
et
Z.PNAP,= Z.9PN.

Si.maintenant on peut faire correspondre a toute fonction y 2o
d’un certain ensemble de fonctions sur @, un élément 0(y) de Ey,
les conditions du n° 20 devant étre satisfaites, y est nécessairement
mesurable-@,. En efet, a la fonction inf(ny, o) correspondra
inf(n8(y), «e), et a la fonction caractéristique de P, , corres-
pondra 'idempotent isup[inf(ne(y), ae)]; donc P, , doit appar-
tenir a @,. En outre, x; doit étre sommable pour tout z € E_ ; en
effet, y est limite d’une suite croissante (y,) de combinaisons
linéaires de fonctions caractéristiques d’ensembles de @,; donc
6(y) est limite de la suite croissante des 6(yn), et U,[0(y)] est

limite de la suite des U,|0(yn)] = f.z'_y,. dp, qui est par suite
Q
majorée, ce qui prouve que zy est sommable et U, [0(y)] :fgxy dp.

Réciproquemnent, considérons l'espace de Riész E' formé des
fonctions y mesurables-&, et telles que zy soit sommable pour
tout x € E,; montrons qu’on peut définir une application linéaire
y —>0(y) de E' sur un sous-espace Ey de Ey, telle que

By =[0(y)]* et Ux[e(y>1=fﬂxydp-
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pour tout z€ E,. En eftet, nous avons défini ci-dessus une telle
application dans le sous-espace D' de E' formé des combinaisons
lindaires de fonctions caractéristiques d’ensembles de &,. Si
maintenant y>o appartient a E, y est limite d’une suite
croissante (y,) d’¢léments de D', et pour tout z € E,, la suite des

intégrales f zyn dp. converge; cela signifie que, dans Ey, la suite
Q

des 0(yn.) est une suite de Cauchy, donc convergente vers un
élément qu’on peut désigner par 0(y) (car on vérifie aisément que
cet élément ne dépend pas de la suite croissante (y,) tendant
vers y); par continuité, on voit alors que 0 est linéaire et satisfait
aux conditions posées ci-dessus, ainsi qu’a la relation

8(zy)="08(x)0(y)

lorsque z€E, ye€FE. Toutefois, 0 n'est pas biunivoque en
général; il est clair en effet que la relation 0(y) = o équivaut au
fait que zy est nulle presque partout pour tout z€E,; et il est
aisé de voir que cette condition peut encore s’exprimer en disant
que I’ensemble des points ou y(£) 7% o est tel que son intersection
avec tout ensemble de & (et par suite avec tout ensemble de @)
est de mesure nulle. L'ensemble ¥ des ensembles ayant cette
propriété est une sous-tribu de @,; si donc on range dans une
méme classe les fonctions de E' qui de différent que sur un
ensemble de M, 'ensemble E, de ces classes sera un espace de
Riesz qu'on pourra identifier au sous-espace Ey de Ey de sorte
que toutes les conditions du n® 20 soient vérifiées.

Le sous-espace Ey de Ey ainsi obtenu est donc le plus grand
sous-espace de Ey dont on puisse identifier les éléments a des
classes de fonctions sur Q; ce sous-espace est-il toujours identique
a Ey, ou, ce qui revient au méme, est-il complet? La propriété
est vraie lorsque Q et p sont 'espace et la mesure construits par
le procédé de S. Kakutani (n° 18), puisque cette construction
avait précisément pour but de « réaliser » sous forme de fonctions
les éléments « abstraits » de Ey. La propriété est vraie aussi lorsque
les tribus @ et @, sontidentiques, c’est-a-dire lorsque ’ensemble
est de la forme P,, ou y € H, (37);alors 'idempotent e est limite

(31) Cette condition équivaut au fait que Q est réunion dénombrable
d’ensembles de mesure finie.
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d’une suite croissante d’éléments de H, donc il en est de méme
de tout élément de Ej, chacun de ces éléments appartient par
suite a Ey.

Par contre, il est probable (bien que nous n’ayons pu démontrer
ce fait rigoureusement) qu’il y a des cas ou 'anneau Ey contient
des éléments non représentables par des fonctions (tout au moins
par des fonctions définies sur ’ensemble © d’ou I’on est parti) (*#).

23. Une question analogue a celle du n° 20 se pose lorsque
I’anneau E est formé de fonctions (finies) sur un ensemble £, et
que la forme linéaire U satisfait aux conditions (V,) et (VII,).
Le théoréme 4 prouve alors que E est isomorphe a un anneau de
fonctions sur un autre ensemble €', et que U correspond & une
intégrale sur ces nouvelles fonctions; mais U peut-elle étre consi-
déréc comme uneintégrale sur les fonctions de Uanneau E initial,
autrement dit, existe-t-il une mesure p définie sur Q, et telle

que U(z) :ja‘x dp.? La réponse est ici trés facile; s'il existe une

telle mesure, la condition lim z,(£) = o en tout point § € 2, pour
ny>=
une suite décroissante (z,) de fonctions appartenant a E, doit
entrainer lim U(z,) =o0. Inversement, si cette condition est
ny>w
remplie, la théorie de M. Daniell et les travaux (inédits) de

N. Bourbaki prouvent que U est bien une intégrale sur les
fonctions de E (2?).

(3%) Considérons, dans le plan, la mesure /inéaire de Lebesgue, et 'ensemble ®
des segments ¥ = a, 0 < & <1, ol « varie de o & 1. Si la borne supérieure de
Pensemble des fonctions caractéristiques de ces segments pouvait correspondre
A la fonction caractéristique d’un ensemble N, N devrait rencontrer tout segment
de @ suivant un ensemble de mesure linéaire 1, et au contraire, tout ensemble
mesurable (linéairement) dont I'intersection avec chaque segment de ® est de
mesure o. devrait rencontrer N en un ensemble de mesure linéaire nulle; en
particulier, toute droite non paralléle & Oz devrait rencontrer N en un ensemble
de mesure nulle. Il est fort improbable qu’un tel ensemble puisse exister; il ne
saurait en tout cas (d’aprés le théoréme de Lebesgue-Fubini) étre mesurable
superficiellement.

(3°) P. J. DanifLL, Annals of math., t. 19, 1917-1918, p. 279-294; t. 21, 1919-
1920, p. 203-220. La théorie de M. Daniell permet tout d’abord de définir un
ensemble E’ de fonctions « sommables pour U », et de prolonger U & cet ensemble
de sorte que les propriétés classiques de passage & la limite dans lintégrale de
Lebesgue soient encore valables. On définit ensuite les fonctions de E’
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II.

24. Dans cette deuxiéme partie, nous allons étudier ce qui se
passe lorsqu’on suppose seulement que E et U satisfont a la
condition (V,), mais norn a la condition (VII,). Notre premier
but va étre la démonstration du théoréme suivant :

Tatorime B. — Etant donnés un anneau de Riesz E et une
SJorme linéaire positive U sur E, satisfaisant a (V.), il existe
un élément e de Ey et un seul, tel que ex = z pour tout z € E.

L’existence de cet élément a été démontrée simplement aux
n* 12 et 13, comme conséquence de (V1I,) [ et a fortiori de (VII,)].
Pour l'obtenir sans supposer ( VII,) vérifiée, il nous faudra faire
un tout autre raisonnement, beaucoup plus détourné.

25. Une premiére étape va consister a prouver que, dans Ay, la
relation x*= o entratne z = o [ propriété démontrée au n° 14

négligeables pour U, par la condition U(|x| ) =o0; un ensemble négligeable
pour U est une partie de Q dont la fonction caractéristique est négligeable; on
range en une méme classe les fonctions sommables qui ne différent qu’aux
points d’'un ensemble négligeable, et 'on montre que ’ensemble de ces classes
est un espace normé isomorphe A Ef;.

Pour définir la mesure dans Q et montrer que U est l'intégrale correspondant
A cette mesure, il faut d’abord montrer, avec les notations du n* 21, que
I'ensemble P_ , a sa fonction caractéristique sommable pour tout @ > o et toute
fonction positive z€E'. En vertu de la maniére dont s’obtiennent les fonctions
de E’ A partir de celle de E (par double passage & la limite), on peut se borner au
cas ou z€E; par le raisonnement du n° 2{, on se raméne a montrer que la fonc-
tion g,(x) est sommable. Or, pour tout entier m > o, soit f, () un polynome

tel que, pour 0 < £< m, on ait 0 < £,() < ga(8) €t | g,(O)— fo(t)| S 55 B

est un nombre > o (ne dépendant que de a) tel que g,(¢) <B¢, et si Pon
pose y, = inf[| f.(2)|, Bz], on a 0 <y, S Pz pour tout m, et la suite des
fonctions y,, (qui appartiennent & E) converge simplement vers g,(x) dans Q;
Papplication du théoréme de Lebesgue sur le passage a la limite sous le signe
somme montre que g,(2z) est sommable.

Ayant prouvé que les fonctions caractéristiques des P_, sont sommables, on
définit la mesure d’un tel ensemble comme la valeur de U pour sa fonction
caractéristique. Comme au n° 21, on prouve alors que la tribu engendrée par
cette famille d’ensembles est identique & l’ensemble des P_ pour z€E', et il
est immédiat que U est intégrale attachée a la mesure ainsi définie.
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en utilisant (VII;)]. Cette démonstration se fera elle-méme en
trois stades :

1° Nous montrerons d’abord que, si 2 et y sont deux éléments
de E,, 2y appartient & la famille complete de z (et aussi, par
suite, a celle de y). Il faut prouver que, lorsque n croit indéfi-
niment, I'élément z = (zy —nz)* de E tend vers o. Or, on
a s(zy—nz)=(zy —nz)(zy —nz)y =[(zy —nz) ]*2o0,
donc zz < l;xyzglzx“yﬁ, puisque z<zy; on en déduit xyzé%x{y“
et comme z<zy, z'-'gi.z‘?y“; par suite U(z“’)giU(zﬂy“), et
lorsque rn tend vers + o, U(2?) tend vers o; d’aprés I'inégalité
de Schwarz, U,(z) tend aussi vers o pour tout t€E,, donc s
tend vers o dans Eg.

2° En second lieu, prouvons que, pour toutx € E,, z appartient
a la famille complete de z2. 11 faut établir que, lorsque 7 tend
vers + o, ¥ = (& -— nz?)* tend vers zéro. On a ici

@(y —nzy)=y (@ —na?) = (z — na?) (¢ — na?yr=[(z — na?)*] 20;

d’aprés le 1°, 2(y — nzy)* est disjoint de z(y — nzy)—, donc
on a z(y — nz)’)—= o; on en déduit aussitét [ formule (2)] que,
pour tout z€E; appartenant a la famille compléte de =, on a
aussi 5(y — nzy)~= o. Mais d’aprésle 1°, (y — nzy)~ appartient
a la famille compléte de z, donc [(y — nzy)~]*= o et par suite
(¥ — nzy) =o; autrement dit nzy <y; comme y<z, on en

déduit y2< Izyg I;x, d’ou U(y?)< % U(z), ce qui prouve, comme
ci-dessus, que y tend vers o lorsque n tend vers + co.

3° Pour montrer que 2= o entraine 2 = o pour tout ¢lément
z2o0 de Ay, il nous suffira d’établir que, pour tout z€E,, U:(y)
est arbitrairement petit pour tout y €E, suffisamment voisin
de z; si z<a€E,, on peut d’ailleurs se limiter & considérer des y
tels que y<a (n° 6). Donnons-nous donc un ¢ > o arbitraire;
pourtout n >o,ona zSsup (3, nz?) = ns 4 ¢, out = (5 — ns*)";
d’apreés le 2°, on peut supposer n pris de sorte que U(at)< 2
On a alors, pour tout y € E, tel que y < a,

ZySnzy +tySnzty + at,
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d’ou
Us(3) = U@ $nU (s29) + U(a) $nU(sty) + -

Or, on a, d’aprés I'inégalité de Schwarz,
U(z2) VU E)- VU

par hypothése, lorsque y tend vers z dans J., y?* tend vers 2>=o
(n°6), donc U(22y?) == U.:(y?) tend vers o; donc, dés que y sera

. . € .
assez voisin de z dans J,, on aura nU(2%y)< -, et par suite

U (y)<¢, ce qui achéve la démonstration.

26. I1 est facile maintenant de généraliser dans l'anneau
cohérent Ay, la propriété 1° du n® 25; en effet, si z ety sont
deux éléments 20 de Ay, pour tout z€ Ay disjoint de z, on
a 2z =o0, donc zyz=o0, ce qui prouve (n°4) que zy et 3 sont
disjoints; zy appartient donc a la famille compléte de z.

Quant a la propriété 2° du n° 25, nous sommes en mesure de
la préciser considérablement dans I’anneau Af. Pour tout z2>o
dans Ay, 2? appartient a Ja famille compléte de z; pour tout A >o,
désignons par 2 la partie de z appartenant a la famille compléte
de (Az — z*)*, et posons z}, =z — x,; z, et x) étant disjoints, on
a 2?=z; + x3}, z} et z)’ appartenant respectivement aux familles
complétes de z) et 2 ; donc Ax— 22 = (A, — 23)+(Azh — z77);
les deux éléments du second membre étant disjoints, on a aussi

Oz — z2yr= (A oy — 23)++ (hz)— 25})+,
et

Oz — 2= (o, — 23—+ (A5 — 237)—;
on déduit de 1a (Azf, — 23?)*<(Azx — 2?)*, et comme (A} — 2y )*
est disjoint de (Az—=2?)*, on a (Az}—2z)’)*=o0; on voit de
méme que (Azy— z; )"=o0; donc on a Az 2>z} et Az} Syl

Nous pouvons aller plus loin; soit d’abord 2y = u + ¢ une

décomposition de z, en deux parties disjointes u et ¢; on a
2y = u?+¢?, donc Azy— 25 = (hu—u?)+(Avo—o?); les deux
¢léments du second membre étant disjoints en valeur absolue, la
relation 22y — z;5 2 o entraine Au — u>>o0 et Ay — ¢?2> 0. Prouvons
maintenant que, pour tout >0 dans Ay, on a Ay >uy; siy’ est
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la partie de y appartenant a la famille compléte de u, on a
uy =uy', et y’<y; on peut donc se borner aucas ou y appartient
alafamille compléte de u. Alors,onau(hy—uy)=y(Ru—u*)2o;
comme u(ly —uy)* et u(hAy—uy)” sont disjoints, on a
u(Ay — uy)—=o0; a fortior, pour tout z appartenant a la famille
compléte de u,z(Ay—uy)-=o; en particulier, comme
(Ay — uy )~ appartient a la famille compléte de u, par hypothése,
on a [(Ay —uy) ]?=o, donc (Ay —uy) =o, ce qui signifie
que ly>uy.

On démontrerait de méme que, pour toute décomposition
z) = u' + ¢’ en deux éléments disjoints, on a Ay Su'y pour tout y
appartenant a la famille compléte de u'.

Notons en particulier que la relation z; <Az <Az, on déduit
pour tout y € E,, U, (2}) <AU,(z); lorsque A tend vers o, U, (x7})
tend donc vers o; si z, est la limite de 2y, on a par suite (n° 6)
U, (z;) = o pour tout y €E, donc z; = o, et par suite z,=o.
De méme, de la relation A2z, <2< 22, on tire AU, (z5) U, (22),
donc lorsque X tend vers + oo, ). tend vers o.

27. Fixons-nous, dans ce qui suit, un élément z > o arbitraire
de E,, et considérons la forme linéaire positive V= U, définie et
continue dans Ey. Dans la deuxiéme étape de notre raisonnement,
nous allons voir que V satisfait & {'axiome (VIl), ou, de fagon
plus précise, que l'on a pour tout yeE,, V(y)= sup V(zy).

z€T

Avec les notations du n° 26, on a y, <y, pour 0 <2< p; on en
déduit que y; est aussi la partie de y, appartenant a la famille
compléte de (Ay —y?)*, et par suite que (), -—)y) est disjoint
de y;.

Donnons-nous arbitrairement un nombre ¢ tel que o <<e<1,
et posons, pour tout enuérp (positif ou négatif),

Up = Y (a—s)p— Y (1—ejp+1.
Pour tout entier n > o, on peut écrire

n—1

Y= Z Up+ Yi—en+ Yii—g—m

pP=—n

tous les termes de cette somme étant deux a deux disjoints; en
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outre, lorsque n tend vers + o, ¢, = 2 u, tend vers y. Consi-

p=—n
n—1

dérons maintenant I’élément z, — Z “—__IT); u,; pour tout élément

p=—n
n—1

teE,, on peut écrire t = Z tp—+ U, ou ¢, appartient a la famille
p=—n
compléte de u, et ¢’ est disjoint de tous les u,; on a donc

n—1
1
Z”t-— 2 (I——E)p u,,tp
p=—n
n—1i
< . <(1 —¢)P zat< <t.
et comme UpSy_cp UplpS (1 — )Ly, doncz,tS 2 tp<
p=-—n
n—1
. . . I N
z, appartient a T. Par ailleurs, z,y = 2 mup, et comme
p=—n
UpS Yls—prsy Up2 (1— )P+ up, donc
n—1
Zpy 2(1—c¢) 2 up=(1—2¢)vn;
p=—n

on a par suite
V@ —220)SV(y —vn)+ e V(0p) SV(y —on) + e V(1);

d’aprés la continuité de V, V(y — ¢,) peut étre rendu arbitrai-
rément petit pour n assez grand, d’ou la proposition.

28. L’étape suivante va consister a montrer que V satisfait
aussi a U'aziome (Vll,) (*°), c’est-a-dire que, pour tout y € E,,
on a V(y)=sup V(zy). Nous ne pouvons utiliser direcltement

zZE€S

I'équivalence de (VII,) et (VII;) démontrée dans la premiére
partie, car pour démontrer cette équivalence, on s’est appuyé sur
I'axiome (V,), et en général, cet axiome n’est pas vérifié par V;
il nous faudra donc procéder d’une autre maniére.

(%). Nous devons faire ce détour, faute d’avoir pu démontrer directement
que P'ensemble T admet une borne supérieure dans Ey, ou ce qui revient au
méme d’aprés le théoréme 1, que pour tout z€ E_, U,(z)‘est borné pour z€T;
la relation U_(3) SU(x) n’est en effet nullement évidente a priori, tant qu’on
ne sait pas que S est partout dense dans T [ voir Note (32)].



— 238 —

Pour tout élément y > o de Ey, nous désignerons par y . la partie
de y appartenant a la famille compléte de x; nous étendrons cette
définition a tout y € Ey en posant y, = (y*)z — ()~ )o; comme y+
et y— sont disjoints, il en est de méme de (y*), et de (¥~ )z, donc
Y)Y = )ay (¥2)" =(¥")z; les y, forment un sous-espace
vectoriel de By que nous noterons E; lorsque y et z appar-
tiennent & Ay, on a (¥3)y = ¥ 5z; les éléments modérés de E,
forment donc un anneau de Riesz cohérent que nous noterons

A, y; les éléments y,, ou y parcourt E, forment un sous-anneau
de Riesz E, de A, y.

Montrons d’abord que, pour tout y € Ey, ona V(y) = V(y;);
cela revient a prouver que, si z est disjoint de z dans Ef, on a
U,(z) =o0; en vertu de la continuité de U, dans Ey, et du fait
que z est borne supérieure des z’' € Ay tels que 0<z'<z, il suffit
de faire la démonstration lorsque z € Aj. Supposons que z<a € E,;
il faut prouver que, lorsque y tend vers z en restanl dans J,,, on
a lim U, (y)=1im U(zy) = o. Nous raisonnerons comme dans
le théoréme 2; on a 2y <(x + y)inf(z, y) <(x + a)inf(z, y),
donc U (zy)SUg,o[inf(z, y)]; comme inf(z,y) tend vers
inf(z, 3) = o, et que U,,, est continue, on a bienlim U(zy) =o.

En second lieu, montrons que la forme linéaire positive
Ya—>V(yz) sur A,, satisfait a I'axiome (V,); d’aprés ce qui
précéde, cela revient a prouver que la relation Uz (y?)= o pour
¥ € Ay, entraine que y est disjoint de z. Or, I'inégalité de Schwarz,
appliquée a Ug, montre que U, (y2) = o pour tout z € E,; cette
relation s’écrit aussi [ formule (6) ] U; (y) = 0. Onadonc zy =o,
ce qui montre (n°4) que y est disjoint de z.

Pour tout z, € Ej, les applications

Ye>V(22|yx )=V (2|y|)=Uz(z|y|)=Usz((¥|) = Uz (1 ¥ |)

forment une partie des semi-normes qui définissent la topologie
du sous-espace E,y de Ey; elles définissent donc sur E,y une
topologie séparée [d’aprés (V)] moins fine que celle induite
par Ey. Pour cette topologie, il se peut que E, y ne soit pas com-
plet; son complété E,y sera aussi le complété de E,, muni des
mémes semi-normes ¥,—V (3. |¥z|), car avec cette topologie, E,
est partout dense dans E, y. L’espace E, y est d’ailleurs, relative-
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ment a Panneau E, et a la forme linéaire y,—V (y,) sur cet
anneau, obtenu par le méme procédé que Ey a partir de Eet de U;
la forme linéaire V,_, pour tout z, € E,, est donc continue dans E, ,
et a fortiori dans E,y, pour la topologie de E, y; elle est aussi
continue pour la topologie plus fine induite par Ey, donc elle
coincide sur E,y avec l'application y,->V(z,y.), puisque ces
deux applications sont identiques dans E,.

Cela étant, le raisonnement du n° 27 prouve que, relativement
a Uanneau E,, la forme linéaire V satisfait a 'axiome (VII;).
Comme elle satisfait aussi a (V,) sur E, nous pouvons cette fois
appliquer I'équivalence de (VII,) et (VII,) démontrée dans la
- premiére partie. Autrement dit, si S, désigne ’ensemble des é1é-
ments z, € E tels que z,u,Su, pour tout u, € E}, pour tout
¥« € E; et tout ¢ >0, il existe 5, € S, tel que V(y,— 5,y,) Se.
Or, z, provient d'un élément z € E,, qui n’appartient peut-
étre pas a l'ensemble S; mais on peut écrire z,—=1limz,, ou

n

zn =inf(nz, 3)<z,. Pour tout u € E,, on a (puisque 3z, appar-
tient a la famille compléte de z), 3, u = 3, u, Sz,u, Su, Su donc
3, €S; comme V(z,y,) est arbitrairement voisin de V(z,¥.)
pour n assez grand, on peut trouver n tel que V (y,—z,7.)< 2¢;
comme d’ailleurs V(y —2,y) = V(¥ — 2n¥2), il est bien prouvé
que V satisfait, dans E, a ’'axiome (VII,).

29. La démonstration de P’existence de I'élément e est mainte-
nant facile; il suffit de prendre pour e la borne supérieure de S,
qui existe dans Ey, d’aprés le théoréeme 1 et les relations
Uy (2) = U(z2)<U(2) pour tout x € E,. Pour tout y € E,, on
aV(y)=sup V(yz5)=V(ey) d’aprés la continuité de V; cette

z€8

relation s’écrit U, (y — ey) = o; comme I'élément z est arbitraire
dans E,. on a y — ey = o pour tout y € E.

Reste a prouver l'unicité de 1’élément e. Si P'on avait aussi
e'x =z pour tout x € E, on en déduirait (e —e')z =0, d’ou
[inf(|e—¢€|, )] =0, donc (n°25) inf(|e—¢€'|, z) = o pour
tout z € E,; a fortiori, |e — €| serait disjoint de tout élément
modéré, et comme il est borne supérieure des éléments modérés z
tels que 0 < z<|e — €'|, ona nécessairement |e — ¢’ | = o. Le théo-
réme 5 est ainsi complétement démontré.
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30. TutorimE 6. — Etant donnés un anneau de Riesz E et une
JSorme linéaire positive U sur E, satisfaisant & (V.), U. est une
forme linéaire positive sur E, satisfaisant a (V,) et a (VIL,),
et V=U—U, est une forme linéaire positive sur E, telle
que V(z?) = o pour tout z € E.

En eftet, pour toutz € E,, ona

Ue(z)=Ur(e)=sup U,(z)=sup U(zz) SU(z),
z€S z2ES

donc U.LU. D’aprés la formule (6), on a
Ue(2?) = Uex (2) = Uz(z) = U(22),

donc U, sausfait a (V,), et V(22)=o0 pour tout =z € E. Enfin,
pour € S, ona
Ue(22) = Uex (2) = Ux(3),

donc U, satisfait a (VIL,).

Comme U, (zy) =U(zy) quels que soient zeE ety €E, la
topologie définie sur E a partir de U, est identique a celle définie
a partir de U. D’aprés le théoréme 4, E est isomorphe 4 un anneau
de Riesz formé de classes de fonctions sommables sur un ensemble
Q, U, correspondant-a I'éntégrale sur ces fonctions; etl’on peut
toujours (par la construction de S. Kakutani) supposer Q formé de
telle sorte que I'espace de Riesz Ey soit tout entier « réalisé »
comme un espace de classes de fonctions sommables sur Q.

On notera que, lorsque tout élément z € E_ est un carré, on a
V(z) = o pour tout z € E, donc U= U,; dans le cas particulier
ot les éléments de E sont des fonctions bornées, on retrouve ainsi
un résultat démontré d’une tout autre maniére par N. Bourbaki

(¢f-L,n° 8)e

31. Le théoréme 5 permet aussi de voir ce qui correspond a
’énoncé du théoréme de Lebesgue-Nikodym lorsque la condition
(Vll;,) n’est plus vérifiée. Considérons en effet une forme lindaire
X sur E telle que 0SX<AU; comme dans la démonstration du
théoréme 6, on montre que X.<X et que X (2?) = X.(z*) pour
tout z € E. En outre, on a pour toutz € E_,

Xe(z)=Xz(e)SAUx(e) = 2Uq(2),
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autrement dit X.SAU.. Comme U, vérifie 'axiome (VII,), on
peut appliquer le théoréme de Lebesgue-Nikodym, et il existe
donc y € Ey tel que X, = (U,), = U,.

Ceci prouve que l'image par I'application y — U, de Ej est ici
la famille compléte engendrée par U.. En outre, V=U — U, est
disjoint de U, dans U'espace F; il suffit pour le voir de montrer
que, pour y € Ef, la relation U,(z?)=o0 pour tout z€E_
entraine ¥ = o; comme ) est borne supérieure des z modérés tels
que 0<z<y, on peul se borner au cas ou ) est modéré. Alors,
d’aprés l'inégalité de Schwarz, la relation U, (2?) = o entraine
U,(zz) =U,(y5) =o0 pour tout 2 € Ay et tout z€ E_, et en
particulier U, (y?)=o0 pour tout z€ E,; on a donc y? =o,
d’ou y =o.

Dansla décomposition X = X, + (X — X, ) d’une forme linéaire
positive X<AU sur E, X, est donc la partie de X appartenant a
la famille compléte de U,, X — X, la partie de X appartenant a
la famille compléte de V; on a d’ailleurs X — X, <A V.

Finalement, I’énoncé qui remplace le théoréme de Lebesgue-
Nikodym est le suivant : toute forme linéaire positive X sur E se
met d’une seule maniére sous la forme X=U,+ Y+ Z, ou
¥ € E{;, Y appartient & la famille compléte de V et est donc tel
que Y (z?) = o pour tout z € E, et ou enfin Z est disjoint de U.

32. On peut encore interpréter le théoréme 6 en disant qu’une
condition nécessaire et suffisante, pour qu’'un anneau de Riesz
soit isomorphe a un anneau de classes de fonctions sommables, est
qu’il existe sur E une forme positive U satisfaisant a (V).

Lorsque cette condition est remplie, les remarques du n° 31
permettent d’étendre le théoréme 6 a toute forme linéaire positive
X définie sur E [satisfaisant ou non a (V,) ]. En effet, la forme
linéaire positive W = U + X satisfait a (V,) et I'on a X<W; il
existe donc, dans 'espace Ey, un élément e tel que ex = z pour
toutz € E, et un élément y 2o tel que X, = W, et X (2?) = X (z?)
pour tout z € E. Comme X, est continue dans tout ensemble I,, X,
vérifie l'axiome (VII,), puisque e est borne supérieure de
I’ensemble S dans Ey.

En outre, si, pour tout z € E_, on désigne par z, la partie de =
appartenant a la famille compléle de y dans Ey, et si 'on pose
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2y = (x*)y— (x—), pour tout z € E, les z, forment un anneau
de Riesz E;; on montre, comme au n° 28, qu’on a

Xe(2) = Wy(z) = Wy(xy)

pour tout x€E [on se raméne a prouver que W, (z)=o
si z € Ay est disjoint de y; il suffit de faire la démonstration
lorsque y € Ay, et alors le raisonnement du n° 28 s’applique,
en remarquant que W, (z)= W, (yz)]. Si alors on considére X,
comme une forme linéaire positive sur ’anneau E,, elle satisfait
non seulement a (VII,), mais aussi a (V,); ici encore, la démons-
tration se fait comme au n°28 [ on doit montrer que W, (z?)=o,
pour z € E_, entraine que z est disjoint de y; il suffil de faire la
démonstrationlorsquey € A, etalorsona W, (2z) =W (zy) =0
pour tout z € E, donc zy =o].

(Manuscrit regu le 29 octobre 1944.)



