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DEUX REMARQUES SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE FINI p

PAR M. A. RÀUCH.

i° Avec les notations de M. R. Nevanlinna (1) nous posons

^^-.Ï.oU2^]^^^^ ">0

^^^{f^^6^}'-^^^ '
où ^ est étendue aux racines de f(^z)==x situées dans un angle
arbitrairement petit de bissectrice arg^==9, et d'ouverture 2 a.
Nous supposons f(z) de la classe de divergence de l'ordre p ^> o
et fini. Considérons la courbe I==I (9 ) rapportée à deux axes
rectangulaires 09, 01. Si arg^=9 est une direction isolée de
Borel d'ordre p, on a

2?c l imS(e , sa)= r ( 8 - + - o ) — i ^ Ô — o ) (2).
a==o

Si la fonction a un nombre fini de directions de Borel, S (9, 2 a)
est généralement "> o, quelque petit que soit a. Il n'en est plus
de même, si la fonction a une infinité de directions de Borel.
M. Valiron nous a suggéré d'étudier alors le rapport S : a.

Considérons un intervalle a <i 9 <: b où S tend vers zéro avec a
en chaque point. Partout dans l'intervalle la dérivée de 1(9) à
droite est égale à la dérivée à gauche. 9 i<<9o<<93 étant trois
valeurs de l'intervalle (9o—9i = 9 a — 9 o = = a ) , on a, d'après une
formule de M. Valiron ( 3 )

.i(e,)cospa^^^[s^]=[^"^/)^]=i(flo+i(e.),

( * ) Le théorème de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes^
Paris, Gauthier-Villars.

(2 ) Sur les directions de Borel des fonctions entières de la classe des
divergences de Vordre p (JBull. des Se. Math., t: 65, 1941, P- 219-224).

( 3 ) Sur les directions de Borel des fonctions méromorphes d'ordre fini
{Journ. de Math., t. 10, igSi, p. 457-480).
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où Z est étendue aux racines rnC^ de/(^) == a?, a — j 6,, — Oo [ = a,,,
situées dans Fangle 9i<9<92. Développons les lignes trigono-
mé triques et divisons les deux membres par a2. Il vient

^ nn, fs^i:fr^,/)^i
a ^.=p+oL ^J [j/i ^^^À+iJ

_ i ( eo^ i ( e , ) -2 i ( eo )
=——————^—————— 4 - p - I ( O o ) - + - 9 .

Le dernier terme tend vers zéro avec a. On diminue le premier
membre en rétendant seulement aux racines de Pangle | 0 — 9o[ ̂  a

et en remplaçant <Xn par -• On obtient

,S(^,a^i(9^i((y-.i(9^ ̂ ^ ^^S(e^«)

En faisant tendre a vers zéro on conclut :

Si en chaque point d'un intervalle a << 0 << b Vexpres'
sion lim(S : a) a un sens, et si la fonction 1(9) y admet une
dérivée seconde^ on a dans tout l^ intervalle

(i) „ iim^8^0 ^r(e) + p^i(e)<4^ ïïm8^200.
a=o a ~ a==o 2a

Aux limites a et b nous pouvons avoir des directions de Borel,
où S ne tend plus vers zéro avec a.

Cas particuliers. — Dans les hypothèses précédentes on
a l i m ( S : a ) = = o dans tout intervalle, où la fonction 1(9) est
partout nulle, ou sinusoïdale

1 == A. cospO -+- B sinp8.

De même l im(S :a )>o dans tout intervalle, où 1(9) == G,
ou bien

1 == A cos p9 -+- B sin p9 -+- G.

2° Soit f{z) une fonction méromorphe de Perdre p > o et fini.
On sait que

m^ yd^)= w^ 7 T^a;)^7-' rV^
^T(/-,/ ')-N(r,^)+S(r).
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D'autre part

"(-'T^)'^^-^7''^)-0^
Donc

(2) T(^,/)^N(r,—l^)^T(r, / /)-N(7——,)+S(r) .

Appliquons aux fonctions f'^ /", .. . le deuxième théorème
fondamental

T(^/ ' )^N(r , / )^N(^.^^)+N(r-)-N(r ,^)+S(r) ,

CTl^O,

T(^n^N(r , / )+N(r ,^^)+N(r ,^)-N^,^)+S(r) ,

02 ̂  0,

et ainsi de suite. Ajoutons toutes ces inégalités, y comprise (2),
membre à membre; il vient

T(r,7)-+-T(^//')+T(r,/w)-^-...+T(r,/^)
p

SN(7••7ïï^)^PN(r•/)-N(r'7^ïï)+s(r)•

L'inégalité se simplifie siy(-z) est entière

m(r, f) + m(r, /') + m(r, /'")+.. .+ m(r, /<*•))
p

^^T^)-^7-'/^)^^'
o

et a fortiori
v

(3) ^(r,/M)^N(r,——i-^)+S(r), aia2...a,^o.
0

Considérons maintenant la classe des fonctions entières pour
lesquelles

lun '̂"̂
/•==» w(r,y)

quel que soit /. Divisons les deux membres de (3) par m(r, f) et
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introduisons avec M. Milieux ( 4 ) les défauts

'<«. /"•'—»=•±H^1-
On trouve immédiatement

\>
^8(a,/(»)$i, a^o,

0

pour toute valeur de p.
( Manuscrit reçu le 3 juillet 1944-)

( 4 ) Les fonctions méromorphes et leurs dérivées, Paris, Hermann. (Les
résultats de M. Milieux sont plus généraux que les nôtres).


