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DEUX REMARQUES SUR LES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE FINI o

Par M. A. Ravcs.

1° Avec les notations de M. R. Nevanlinna (*) nous posons

1

S(e, 2d)=kl__ilpn+o% [2,_—5—(?)]![ m(r,f)’%s, k>9
] [ mr

[ 131 pcrem)

1

ou X est étendue aux racines de f(5) = x situées dans un angle
arbitrairement petit de bissectrice arg s =0, et d’ouverture 2.
Nous supposons f(z) de la classe de divergence de 'ordre p > o
et fini. Considérons la courbe I =1(0) rapportée a deux axes
rectangulaires O0, OI. Si arg z—0 est une direction isolée de
Borel d’ordre p, on a

27 lim (8, 2a) = I'(8 + 0) —1'(8 —0) (?).

)

. dr
I((‘)):k__l_—l;n_'_o{ rk+1

Si la fonction a un nombre fini de directions de Borel, S(9, 2a)
est généralement > o, quelque petit que soit «. Il n’en est plus
de méme, si la fonction a une infinité de directions de Borel.
M. Valiron nous a suggéré d’étudier alors le rapport S: «.

Considérons un intervalle @ << 8 << b ou S tend vers zéro avec a
en chaque point. Partout dans l'intervalle la dérivée de I(0) a
droite est égale a la dérivée a gauche. 0, <<0,<< 0, étant trois
valeurs de l'intervalle (9p— 6, =0,—0,—=a), on a, d’aprés une
formule de M. Valiron (*)

21(0,) cos g + 2—Pf lim [z 5;—2‘("%‘][[ mr, f)%]=1(01)+1(02),

k=p-+0

(1) Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des fonctions méromorphes,
Paris, Gauthier-Villars.

(2) Sur les directions de Borel des fonctions entiéres de la classe des
divergences de l’ordre p (Bull. des Sc. Math., t. 65, 1941, p. 219-224).

(3) Sur les directions de Borel des fonctions méromorphes d’ordre fini
(Journ. de Math., t. 10, 1931, p. 457-480).
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ou Zest étendue aux racines rne~de f(5) =z, a — | 0, — 8| = a,,
situées dans Pangle 8, << 0 << 0,. Développons les lignes trigono-
métriques et divisons les deux membres par «2. Il vient

2w . an 7. * dr
Tki';n»,o[za—n":]'[f m(r,f)rT.;;]
— I(84) 4+ 1(8,)—2T(8)

a2

+ p2I(0y) + 9.

Le dernier terme tend vers zéro avec «. On diminue le premier

membre en 1'étendant seulement aux racines de ’angle |6 — 6,] < ;

et en remplacant «, par ; On obtient

oS00, @) I(81) +1(0:) —21(8y)
—<

o2

_’_92[(0)_‘_?5__41;8&%“_).

En faisant tendre a vers zéro on conclut :

Si en chaque point d’un intervalle a <0 << b Uexpres-
sion lim(S:a) a un sens, et si la fonction 1(0) y admet une
dérivée seconde, on a dans tout l’intervalle

® = fim 20 D < pr(0) 4+ p21(0) < 4= T
oa=0

a=0

S(9, 2a) .

2

Aux limites a et b nous pouvons avoir des directions de Borel,
ou S ne tend plus vers zéro avec a.

Cas particuliers. —— Dans les hypothéses précédentes on
a lim(S:a)=o0 dans tout intervalle, ou la fonction I(0) est
partout nulle, ou sinusoidale

I = A cosp8 + B sinph.

De méme lim(S:a)>o0 dans tout intervalle, ou I(0)=C,

ou bien
I = A cospb + B sinph + C.

2° Soit f(z) une fonction méromorphe de I’ordre p > o et fini.
On sait que

(7)o om0

<T(r, f’)—N(r, ji,>+ S(r).
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D’autre part

I

(o )T = )00

Donc

(2) T(r,f)§N<r,

_I%)""r(",f')—N(r, %,)-&—-S(r).

Appliquons aux fonctions f’, f”, ... le deuxiéme théoréme
fondamental
NN o 1 1
T(r,f)§N(r,f)+N(/,m>+N(r,—f,)—N<r,7,>+ s(r),
ag # o,
T , 1 1 1
T(r, /SN )+ N (1, o )+ N (1 55) =N (1 7o )+ 50,
as # o,

el ainsi de suite. Ajoutons toutes ces inégalités, y comprise (2),
membre & membre; il vient '

T(r, )+ T(r, f/Y+T(r, f")+...+ T(r, f1¥))
<2N<r, fm >+aN(r,f)— < fwﬂ)>+5(r)

L’inégalité se simplifie si f(z) est entiére

m(r, fy+m(r, fYy+ m(r, f")+...+m(r, f)
- 1
<IN (r 7mz;) =N ) + SO
[)

et a fortiori

(3) vm(r, f ("))<2N<I‘, f\l) >-+- S(r), ayas...a,#o.

Considérons maintenant la classe des fonctions entiéres pour

lesquelles
lim m(r, fO) _
r=» m(r, f)

quel que soit {. Divisons les deux membres de (3) par m(r, f) et
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introduisons avec M. Milloux (#) les défauts

N(r, 7(—”1_—“) .
T(r, f)

$(a, f0)=1—Tim-
On trouve immédiatement

Ya(a, <1,  axo,
0

pour toute valeur de ¢.
(Manuscrit regu le 3 juillet 1944.)

(%) Les fonctions méromorphes et leurs dérivées, Paris, Hermann. (Les
résultats de M. Milloux sont plus généraux que les nédtres).




