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SUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITE;

Par M. Cur-Tar Cuuane.

Pour étudier un probléme proposé par M. Montel ('), nous
avons établi dans un travail précédent (?), un théoréme général
sur le comportement d’une fonction holomorphe dans le cercle
unité. La méthode employée pour établir ce théoréme était celle
utilisée par M. Bloch (*) et par M. Valiron (*). Dans le présent
Mémoire dont la plus grande partie a été résumée dans deux Notes
aux Comptes rendus (®), nous nous proposons d’établir un
théoréme analogue (théoréme I), par une méthode donnée
récemment par M. Macintyre (°). Nous appliquons ensuite ce
théoréme a améliorer certains résultats obtenus dans le travail
précédent.

Je remercie M. Valiron qui m’a suggéré d’entreprendre ce
travail et qui m’a aidé de ses critiques.

I. — Démonstration d'un théoréme général
sur le comportement d’'une fonction holomorphe dans le cercle unité.

1. Nous allons établir d’abord le lemme suivant, qui joue dans
la suite, un role fondamental :

Leume. — Solent & >> 0,0 <A <1 des nombres donnés, et g(x)
une fonction réelle donnée vérifiant les conditions suivantes :
1° g(z) est définie pour z20; 2° g(x) est continue et croft

(}) Enseignement math., t. 33, 1934, p. 11.

(®) Thése présentée a4 la Faculté des Sciences de Paris, Chap. I (Rendicont:
circolo mat. Palermo, t. 62, 1938).

(*) Annales Fac. Sc. Toulouse, 3° série, t. 17, 1923, p. 1-22,

(*) Mathematica, t. 4, 1930, p. 81-108; Actualités Scientifiques et Indus-
trielles, n° 570, 1937, Chap. III.

(%) C. R. Acad. Sc., t. 208, 1939, p. 76 et 16o.

(%) Math. Zeit., t. 44, Heft 4, 1938, p. 536-540.
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indéfiniment pour z > X(g). Soit g~'(y) la fonction inverse
de g(z), restreinte & x > X(g). Supposons que la condition

I I .
(1) ) 5 g(n) log-i\- > logn (n entier)

soit vérifiée pour n > n(a, A, g). Dans ces conditions, il existe
des nombres a=a(a, A, g), b=0b(«, %, g), c=c(a, }, g)
Jouissant des propriétés suivantes : Si p(t) est une fonction
conveze et croissante pour t << o, st sa dérivée a droite p, (t)2 1
pour t << o, et s'il existe un entier n =n(p, g) tel que

(2) w(t) > nt+ g(n) pour ¢ <o,

on peut trouver trois points t; << ty << t, dans U’intervalle
(3) —y<t<o, 7=;a—+;—+2a,

vérifiant les conditions suivantes :
4) p@)—p@)=ult) —p()=e A(a—t)Sth—tLib—1,
et
®  ww>a W@ <[b+u@ls[erTu@]
2. Considérons une fonction p.(¢) vérifiant les conditions énon-
cées dans le lemme. Evidemment on a
lim p(2) 2 £ (n), lim u(f) =—=.
>0 (>—=
Donc d’aprés la propriété 2° de la fonction g(z), en supposant

que n>m(g) ("), la courbe p=p(¢) coupe I'axe des ¢ négatifs
en un point [ —y'(x), o]. Distinguons deux cas :

Cas ou —y' ()< —y, v étant donné dans le lemme. Consi-
dérons la suite des points ¢; de Pintervalle — y << ¢ <Z 0, définis
par les équalions suivantes :

w(t) =u(—=y)+ia . (i=1,2,....).

Pour fixer les idées, supposons que la fonction p.(¢) soit bornée

(") Nous désignerons dans cette démonstration, I'entier (., g) par n.
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supérieurement, et désignons par £,(p23) le dernier point de la
suite £;. Comme 1(t) est convexe et p,(£)>1, on a

(6) tivi— LS ti— iy, ti—t; 1S (lh=—7, tpr1=0).

Montrons que, pour I'un au moins des points ¢;(i <<j < p),
I'on a a la fois les inégalités

A ., a
%) lar— 2N = ), L — 2 —
J+ 7 / ] bl 7 J f"‘(ti)-

A et « étant donnés dans le lemme. Pour le voir, procédons avec
M. Macintyre (loc. cit.) de la maniére suivante : Supposons qu’un
tel point n’existe pas. Eu égard & (6), on voit successivement que
parmi les intervalles (¢;, ¢j.), I’étendue totale des intervalles qui
vérifient la condition ¢; 4, — ¢t; <A(¢j—tj_,), est inférieure a

PA . . .
a_); tandis que 'étendue totale des autres intervalles, qui par

hypothése vérifient nécessairement la condition

o
tim—t < ——
TS S

est inférieure & .+ Par suite, eu égard & (6), on aurait

- 3 a_l_ -+ I
(< da+ —n  a’
contrairement i la définition de v.

Supposons que la fonction p(¢) soit non bornée supérieurement.
On voit de la méme maniére qu’il existe un point £;(j > 1) véri-
fiant les conditions (7). Pour cela, il suffit d'ailleurs de considérer
un point ¢,, p assez grand pour que — £, << «, et d’appliquer le
raisonnement ci-dessus aux points £;(1 << j < p).

Cas ou — y'(p) > — y. Posons
¥ s = partie entiére de :%;—E(n)~
En supposant que n > m(a, g), on a s >2 et g(n) —sa>aa.
Soit— w la valeur comprise entre — y'() et o, telle que

H(—w) = sa.
D’aprés (2), on a

0> g — sy &)
n = 4n

(9
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1° Supposons que p,(— w)<<n. Considérons la suite des
points ¢; dans l'intervalle — y'(p) <¢<< — w, définis par les
équations suivantes :

w(t) =ia FT=1,2,...,8—1).
Nous allons montrer que si n dépasse un certain rang ne

dépendant que de «, 1, g(z), il existe un point ¢; vérifiant la
condition

(10) ti+l—tzz)\(tj—ti__l),
avec

. . . 8s
(11) {2 g = partie entiére de 9"

En effet, si un tel point n’existe pas, on aura
tyr1— tg < ha, ceey te—ts g < A Ta (ts=—w),
donc, d’aprés 1°,
1
(12) (s—q) log-): < logn.

Mais on constate aisément que (s —¢q)a > gl(;z)’ sig(n)>10a;

par suite (11) nous donne une inégalité incompatible avec la
condition (1) du lemme, si n > n(e, 4, g).
Soit donc ¢; un tel point. On a ,

(13) peE)<n,  wpt)2q2
Sig>17,0na
) £(n) < g

(13) et (14) nous donnent
(13) we(t) <~ [§ l"'(ti)] J
en supposant que n > X (g), X(g) étant donné dans le lemme.

Donc si n > m,(a, }, g), il existe un point ¢; vérifiant les con-
ditions (10), (11) et (15).

2° Supposons que p, (— ») 2 n. Considérons la suite des points ¢;
de lintervalle — w << ¢ <o, définis par les équations suivantes :

() =(s+10)a (i=1,2,...).
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D’aprés 2°, on a

(16) ti—tiy < % (ty=— o).

(16), (8) et (9) permettent de voir comme dans le cas considéré
au débul, que si n > m,(a, }, g), il existe un point ¢; (¢; est infé-
rieur au dernier nombre de la suite ¢;, si cette suite est finic)
vérifiant a la fois les conditions

N N a
(17) tipa— L2 W (1i— timy), tiga— ;2 .

) n(t)g™! [§ Mh)J

Pour cela on constate qu’il suffit qu’on ait n > X (g) et

>Sa+ — 4+ ~-
1— A 2

&(n) a 2
4

Désignons par m(a, A, g) le plus grand des nombres m(g),
m(a, g), mi(a, X, g) et my(a, X, g) considérés dans ce qui
précéde, et soit L=L(g)2>o0, un nombre vérifiant la condition

g (L)2r.

En considérant (7), (10), (15) et (17) on a le résultat suivant :
Supposons que n >.m(a, A, g). On peut trouver dans 'intervalle
(3), trois points ¢, < ¢, << t; vérifiant les conditions (4) et

(19 p)2o () <[+ p@)le [L Jue)]-
3. Supposons que n<m(a, }, v). D’aprés (2), on a, dans I'in-
tervalle —y<t <o,
w(t) >—ym(a, A, &)+ h(g) = A(a, X &)

ou h(g) désigne le minimum des nombres g(v) (v=o, 1,..., ).
Par la méthode utilisée pour le cas considéré au début, on
voit que 'on peut trouver dans lintervalle (3), trois points
tyy, <<ty < t3 vérifiant les conditions (4) et

(19) p(ta) > A(x, A, g) +2a,  pi(t)S[—A(a, ) &) + (L) ]

Soient a(a, 1, £) le plus petit des nombres a et A(a, }, g) + 24,
b(a, 2, g) le plus grand des nombres 1 et —A(a, A, g), et
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c(a, 4, g)leplus grand des nombres L(g) et L(g) — g Aok, 8).

D’aprés (18) et (19), les nombres a, b, ¢ jouissent des propriétés
énoncées dans le lemme. Ce lemme est établi.

4. Etablissons maintenant le théoréme suivant :

Tutorime I. — Soient k2> 1 un entier donné et g(x) une
Jonction réelle donnée vér zfant les conditions1° et 2° du lemme,
et les conditions suicantes :

g———('Q-_“(), g( )

lim
lo

ny»=» I

> akt (n entier),

n>x

a étant une constante positive numérique. Soit g='(y) la fonc-
tion inverse de g(z), restreinte & x> X(g). Il existe des
nombres positifs A(k, g), «(k), B(k), B'(k), Bp(k) jouissant des
propriétés suivantes. Si

»

(20) f(‘-')=2"u "

n=—o

est une fonction holomorphe pour | z| < 1, qui n’est pas majorée

par .
1 -
Wk, &) [S +Z | i l:l 2 egln) gn,

i=0 n=0

ot S est un nombre positif arbitrairement donné, on peut

trouver, dans la couronne a(k) <|z| <1, uncercle
lal=r (r=rk 8/ 9]
vérifiant la condition M(r, f) > S, et k domaines
D; [Di=Di(r, f, w), i=1,2,..., k],

traversés par le cercle | 5| =r, dans lesquels f(z) se comporte
comme suit :

1° f(z) est univalente dans D; et représente ce domaine sur
la couronne fendue

%M (ro ) <iZ!<2M(n, 1), largZ — w ! <=  (w, arbitraire).
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2° 8¢ 1 <n<k, dansD;, Uargument de f) (3) varie de moins
de 3w, et l’on a

Ll s, o< < 00 o ML g [aog MEL),

H, étant un nombre dépendant de r, f(z), k, et n.

3° Si1<n<p, on adansD;
7)< BN, )| tog G L] g1 [2108 LY

5. Nous allons distinguer plusieurs cas :

Premier cas. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le
cercle unité, définie par (20). Supposons que les k premiers coef-
ficients dans (20) s’annulent :

(21) ch=0 (n=o0,1, ..., k—1),

el supposons que la fonction f(z) n’est pas majorée par

(22) zee(")z",

n=0

ou k21, et ou g(x) est une fonction réelle vérifiant les condi-
tions 1° et 2° du lemme, et les conditions suivantes :

(23) lim £ _ lim £(7) 5 152
ny>w N logn 1
logi

b}
n.}ao

a>o0, 0<<A<<1 étant des nombres dont nous choisirons les
valeurs. La condition (1) du lemme est donc vérifiée. Soient
a(e, A, &), b(a, 1, g) et ¢(a, A, g) les nombres fournis par ce
lemme.

Soit M(r)le module maximum de la fonction f(z), surle cercle
| 3| =r, et posons
(24) m(t) = logM(e?).

- D’aprés un théoréme classique de M. Hadamard (*), m(t) est une

(%) Bull. Soc. math., t. 24, 1896, p. 186-187.
LXVIII, 2
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fonction. convexe et croissante de ¢ pour ¢ <<o. Eu égard a (21),
ona

(25) m, (8) 2 m_(¢) 2k,

ou m/ (¢) et m_(t) désignent respectivement la dérivée a droite et
la dérivée a gauche de m(¢). D’autre part, la fonction f(z) étant
supposée non majorée par la série (22), il existe un entier n tel
que | ¢, | > es™ et, d’aprés les inégalités de Gauchy, on a

(26) m(t) > nt+ g(n) pour t<o.

Donc, d’aprés le lemme, on peut trouver trois points ¢, <, << {3
dans 'intervalle (3), vérifiant les conditions suivantes :

(27) m(t:) —_— m(t,) = m(t;,) e m.(t,) = @, )\(tg—- ti)gta— ts _<__tg—- ti,

et

(28) m(ty) > a, ml () <[b+ m(t:)]2g? [c -+ ?5; m(t,)] .

6. Posons
(29) ry= e’:, . ¢ = tg—ti, ¢ = l3— ls.

Prenons un point 3, sur le cercle | 3| = ro, ou | f(30) | = M(r0),
et considérons avec M. Macintyre (loc. cit.), la fonction

(30) p = L ew, ol

D’aprés M. Macintyre (loc. cit.), N est un nombre réel positif, et
I'on a
(31) mL(t,)gNng,(tg).

Considérons, dans le plan des 7, la bande définie par les inéga-
lités
(32) —d'SRt<oq,

ou Rt est la partie réelle de . D’apres M. Macintyre (loc cit.),
dans la bande (32), on a

(33) {log|tp(r)|§ a —eN  pour Rz2o,

log|o(x)|Se’N— a  pour Rzgo.
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Mais, d’aprés (27) et (31), on a

X
=
g

34) N

[LVAN
A
alR

’ Ae'Sasld,

donc il s’ensuit de (33) que dans la bande (32),

log i 9(s) | < 2= 1.

Supposons d’abord que, dans ce cas, on a dans (23)

-3

(35) et
alors dans la bande (32), on a
(36) fe(e)ige.

Cela posé, le cercle |7 |<o appartient a la bande (32). D’autre
part, on a ¢(0)=1, et ¢'(0) =o. Donc, d’aprés le lemme de
Schwarz et (36), on a '

37) PO =1+4() @<
dans le cercle
(38) ’ ltig =

20

7. Considérons les dérivées de la fonction f(z). Bornons-nous
d’abord aux k premiéres dérivées. En dérivant Ia relation

LG _ weg (v,

f(z0)
on a .
Z0€5 f’ (30 €7) - 9 (7)
2B o [?(t)+ =
ou
| e - oo
Puis on a
33e27 f"(39€") 94 (z)
NON—D7Go) = ° [?‘(T)'* ‘ ]

ct ainsi de suite. On trouve que I'on a, en général,
z{, e:tf(:) (Zo et) Nt _
NN (N—sw Gy — & w0

26 = 7o () + O, g0y = 90a),

39)
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pour s =1, 2,..., k. Observons que, d’aprés (25) et (31), on a
N2>k.

Soient 9y, 93,..., 0 et 0 <O <Op_, < ... <<H; <1 des nom-
bres positifs. D’aprés les inégalités de Cauchy, ow voit successive-
ment a partir de (36), que si

e e+'6,+...+8i

(40) NeG—y =%  (N=De(oi—0)

§ 31_,_1,

pouri=1, 2,..., Kk — 1, on aura

)

éai*’h
dans la bande —6;,,0SR7<6;40, pour j=o0, 1,.... A —1;
donc on aura

(41) los(7) — o () | $O1+...+ 8y,

dans la bande — 6,6 SRt <60, pour s =1, 2,..., k.
Comme N2>k, les conditions (40) seront vérifiées, si elles le
sont en y remplagant N — ¢ par N ( 1— Il:) - Prenons
1 I
2) S = —p——7p
rook 1001:’?].‘—— z')"I

I

8

il

1
T 0;— 04 = 1

1— 6 —T— 1
4K (k—i)?

Il

)

E=N

L}
pour {=1, 2,..., Kk — 1. En considérant l’intégralef z *dz,
1

k
on voit aisément que 26j<51'—'0 et 6k>%- Alors les condi-
=1

tions (40) sont vérifiées si I'on a
(42) No 2120042,
Mais, d’aprés (34) et (35), on a

a2

(43) N°>a+1

>a—1,

donc (42) est vérifiée, pourvu qu’on ait

(44) @ 21200 k2 +41.
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-

Par suite, il résulte de (41) que, pours=1, 2, ..., k,ona
1
l2:s(0) =2 ()| < 550
dans la bande —;gﬁfgga ct, d’aprés (39) et (37), on a

2y 5T f19) (20 €7)
N(N—1)...(N—s+1)f(30)

(45) =M+ 4()] %)< 5o

dans le cercle (38), pour s=1, 2,..., k. Il s’ensuit de (45),
(37) et (30) que ' '

z{) e.ﬂ.‘f(s)(zoe‘r)
N(N—1)...(N—s+1) f(30€7)

(46) =1+ M(G),  |h(R)]|< 516’

dans le cercle (38), pour s =1, 2,..., k.

Eu égard a (36) et (34), on a |f(3)|Se*'|f(5,)| dans le
cercle | 3| <rqes. D’aprés les inégalités de Cauchy, on trouve aisé-
ment que pour v2>1,

(47) () | <vtestrgl fa | (2)

v
I

dans le cercle | 5| Sry et D’aprés (43), No > g, pourvu que a > 1,
(47) nous donne

[f™(2) | <vlea+trgra=] f(z0) [ (4N).
Eu égard a (28) et (31), on a
(48) [fW(2) | <vlea+tea4|f(30) | [b + log | f(z0) |]*

< g [e+ Stog 17

dans le cercle |z[§roe;, ou Y:a(x—i—a)—}-;-}-ga.

8. Le cercle (38) comprend le rectangle

(d9)  — B <Rog BE,

2(k+1)=m
N - N

§lt§2(k;l)x,

si

(50) Ns > 20y/(log4)?+ 4(k +1)2=2,
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D’aprés (43), (50) est vérifiée pourvu que

(61) - a220y/(log4)? + 4(k+ 172 +1.

Dans le cercle (38), on a |

(52) if(_(zz"_:)'_)=em[;+q,(1)], 4] < ==

d’apres (30) et (37). Soit — n < w<wunnombre réel quelconque.
La fonction €¥ représente conformément le rectangle

log 1 3
ro -HEanc L gofancieg

sur la couronne fendue

(<IZi<é jagl—w|<m
Considérons le domaine défini par
D (o) S<iZi<s, lagZ—w|<Z.

Z étant un point quelconque de D(o), sur la frontiére du
rectangle A (o), on a

(53) e —2] > 2

Soit F(7) ='f}f;:;)- Eu égard a (52) et (33), on voit, d’aprés

le théoréme de Rouché, que I'équation
(54) F(x)—Z=o0,

définit une fonction 7 = G, (Z | w) holomorphe dansle domaine D (o),
qui est une branche de la fonction inverse de F (7). Les valeurs de
7= Gy(Z|w) couvrent une certaine portion du rectangle A (o).
T
I
définit une fonction 7= Gi(Z|w) holomorphe dans le domaine

Soit 0 << 2 < 7+ De la méme maniére, on voit que ’équation (54)

D (k) %<|Z!<2, |argZ—-w—lz}<-§.
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Les valeurs de 7= Gx(Z|w) couvrent une certaine portion du
rectangle

AR __log4<B <]og4 m;—h LS <w;—h+§.

Cousidérons le segment défini par Rt =o, §§1r§ gf’—;;—h),

appartenant aux rectangles A(o) et A(k). Eu égard a (52), on
voit que lorsque 7 décrit ce segment, Z = F(z) décrit un arc
simple situé dans la partie commune a D(0) et a D(A). La
fonction G4(Z|w) est donc le prolongement analytique de la
. fonction Go(Z|w). On prolonge la fonction Go(Z |») en consi-

dérant successivement les rectangles A(p%) et les domaines

D(p;—:) pour p=1, 2, ..., 6, et 'on obtient une branche

7=Go(Z|w) de la fonction inverse de F(z), holomorphe dans la
couronne

(55) laiz<o,

2

fendue suivant argZ — . En partant des rectangles

. _ og4 log4 w+2j7t_£ w427 ©
pour j=o, 1, .., k —1, on obtient successivement k branches

©=Gj(Z| w) de la fonction inverse de F(7), holomorphes dans la
couronne fendue (55). Ces branches sont distinctes. En effet, dans

la portion de la couronne (55), définie par w << argZ < w + 23,

les valeurs de G;(Z | w) appartiennent &8 A(2 j7), et les rectangles
A(2jm) sont distincts. Lorsque Z décrit la couronne fendue (55),
les valeurs des fonctions Gj(Z|w) décrivent respectivement des
domaines E;j(w)(j=o0,1,...,k—1) qui sont distincts. De
méme, en prolongeant la fonction Go(Z|w) considérée comme
ci-dessus, dans le sens négatif, on obtient k branches = G;(Z|w)
de la fonction inverse de F(t), holomorphes dans la couronne
fendue (55), dont les valeurs couvrent des domaines E; (w).
Soit w, un nombre réel quelconque. On peut écrire

w;— argf(%,) = w, lw|<x.
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Considérons les domaines correspondants
Ej(w) (j=o0, 1, .c., k—1),
et soient Dj(w)(j=o0,1,...,k—1) les domaines décrits par le
point 5= 3,€’, lorsque z décrit E;(w)(j=o0,1,..., k—1).

Comme le rectangle (49) est supposé dans le cercle (38), les
domaines D;(w,) sont dans la couronne

-9 o
(56) roe izl < rye®.

D’autre part, d’aprés les considérations précédentes, les domaines
D;(w,) sont traversés par le cercle | 2| = r,. D’aprés la définition
de la fonction F(r), il s’ensuit que f(z) est univalente dans
D;(w,) et représente ce domaine sur la couronne

57) S <IZ]<z2|f(a0)],

fendue suivant argZ = «,. Montrons que les domaines
Dj(wi) (j=o0,1,...,k—1)

sont distincts. En effet, soit Z, un point arbitraire de la couronne
fendue (55). Soientt; = Gj(Zo |w) (j =0, 1,..., k—1)les points
correspondants dans les domaines E;(w) (j=o0,1,...,k—1).
D’aprés la maniére dont on a obtenu les fonctions G;(Z|w), les
points 7; sont lous dans un rectangle

‘ log4 _ _log4 v+l = . _w+rk—nr+l =
38 - <Ri<x> F[F oF<I<—Fx—*w

ou / est égal a I'un des nombres p% (p=2,3,4,5,6). Comme

N2>k, la fonction z = z,€" est univalente dans (58). Par suite, les
po—i—nts zj=z,€% dans les domaines D;(w,) sont distincts. Evi-
demment, il résulte de la que les domaines D;(»,) sont distincts. De
méme, correspondant aux domaines E; (), on a k domaines D’;(w,).
Mais les domaines D'J (w1) ne ‘sont pas nécessairement distincts
des domaines D;(w,).

9. Considérons les conditions (44) et (51). Ces deux conditions
sont vérifiées si a = 120142 Donc, si 'on suppose que, dans les
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1201 k2
(1~ 1201 A?)
tion f(z) et ses dérivées possédent les propriétés (52), (45), (46),
(48) et celles oblenues dans le numéro précédent, en remplagant,
bien entendu, les nombres a, b, ¢, ¢, ¢, ty, ... par les nombres

correspondants.

conditions (23), on a a=1201k* et A= » la fonc-

La deuxiéme condition dans (23) est vérifiée pour o« = 1201 k?

1201 k2 .
A= ey silona \
. g(n) C\er
(59) ”l;n: Togn > 3o(1201)% k4.

Nous désignerons dans la suite par g(z) une fonction réelle
vérifiant les conditions 1° et 2° du lemme, la premiére condition
dans (23), et la condition (59); par a(k) D'entier 120142, et par
a(k,g), b(k,g), c(k,g), Y(k) les nombres considérés dans le

lemme correspondant a (&), 1_:-(&,%/?) et g(x).

10. Deuxiéme cas. — Soit (4, g) le minimum des nombres
g() (i=o0,1,...,k —1). Soit f(z) définie par (20). Supposons
que les k& premiers coefficients dans (20) vérifient la condition

k=1
(60) Dl <me-taka,
i=0

ou 70 est un nombre positif inférieur a 1, dont la valeur sera
bieut6t fixée. Supposons, d’autre part, que la fonction f(z) n’est
pas majorée par

®©

(@) ez,

n=0
Evidemment, la fonction
k—1

(62) f1(3) = f(2) = D erst
i=0

est aussi non majorée par (61). Donc, d’aprés le premier cas,
si 'on désigne par ¢, <<ty <<t; trois points dans l'intervalle
— v(k) < t<Co, vérifiant les conditions (27) et (28) corres-
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pondant a f,(s), a(k), %g—kl et g(x), et si 'on définit ensuite

les nombres ry, o', &, 3, N correspondants, comme au début
du n° 6, la fonction f, (z) et ses dérivées possédent les propriétés
suivantes, déduites de (52), (45), (46) et (48) : dans le cercle

(63) <1550

6“ a

(4) LED vyl 146 1<

69) gyt ) — N L) (O] < g5
pour s =1,2, ..., k, et

(66) N(N—I)ZZ?f‘(QT‘Vf(‘J—)(::fz))fi(zoef) =1+, e < 50
pour s=1, 2, ..., k. Dans le cercle |z gr(,eg, én a pour vé:,

(67) [fY(2) | <vietravta=v4Y| fi(z0) |[6 + log | fi(z0) []*

< gt [C+ glog 1 /1(%0) I]v,

ou a=ua(k),y=v(k), b=>b(k,g), c=c(k, g). D’autre part,
le cercle (63) comprend le rectangle (49), et la fonction f(z)
posséde les propriétés énoncées au n° 8.

11. Comme log|fi(50)| > a(k, g), et, d’aprés (34), No S a(k),
il découle de (64) et (65) que, dans le cercle (63), on a

a(k,g)—a_)‘lh
(68) |fi(zeen) > BT
et
& (k)
(k) — =
69)  1/P(e) | > 2NN—1)...(N—s+ne ¥,
pour s=1, 2, ..., k. Nous prenons, dans (60,),
o (k'
_ I 29 —latk,g)|———
(70) "= 360 30°- ’



— 97 —

Alors, d’apreés la définition de la fonction f£, (z), on voit que, dans
le cercle (63), on a

(71) fe) =f1 (e 1+ 8@, 1B() < 5=

et

(72) SO = P @) 1+ B®] )< g

pour s=1, 3, ..., k, dans le cercle (63). En particulier, on a
(73) S(@0) = fi(z) 1+ B©@)],  [B(0)|< 7=

D’aprés (64), (65), (66), (71), (72) et (73), on trouve par des
calculs faciles que, dans le cercle (63), on a

(76) LG _sepiri@) 190 1< 5
(75) N(N —fj).e.s.r{l(\:)(—fosezl)f(zo) =eM1+0:(1)],. [5G I< 7;6’

pour s=1, 2, ..., k, et

ztestfls vet
(76) N(N-——l).o.e. (ﬁifzsiz)f(zoef) =1+w:(v), """(T)}<}If§’

pours_l 2, ..., k.

Soit z;, un point sur le cercle | 3| =|23,|, ot | f(z)] atteint son
maximum. Eu égard a (73), on a | fi(30)|<<2|f(5,)|. D’autre
part, on a |f(2)|<|/¥(2)|+ k1| fu(5a) |- Diaprés (67), on

g

trouve que, dans le cercle | z|<r,e?, on a
(77) [0 (3) | < 2viex V| f(20) | [+ log | f()) |
x g1 o'+ S1ogis (20 1],

pour v21, out ' = b + log2 et c’:c—}—glogQ.

12. On a
17 | <1 | (1+ 555 ):
et, eu égard a (73),
1> (£ (1= 355)
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On a dOHC;E;Z)) = (14¢)e, |&| < %’ et, d’aprés (74),

J(z0e?)

7 S

=N+ 3], [3()] < g5

dans le cercle (63). Comme le cercle (63) comprend le rec-
tangle (49), la formule (78) et la méthode utililisée dans le n° 8
permettent d’obtenir k& domaines D;(w) (¢ =1,2,...,k) dans la
couronne (56), traversés par le cercle | 5| = ry; dans D;(w), f(3)
est univalcnte et représente ce domaine sur la couronne

(79) SIVE<IZI< 21/,

fendue suivant argZ = w, w étant arbitraire. D’aprés les défi-
nitions des nombres r, et o, les domaines D;(w) sont, a fortior,
a Pintérieur de la couronne

(80) e YRz | <1,

D’aprés (78), on voit que dans D;(w), ’argument de z varie de
. 1
15

. N
» et le module de z est compris entre ro(5>

moins de §N£

1

etr, ((_ig)ﬁ’ et eu égard a (75) et (76), on trouve que dans D;(w),

29
Pargument de f*)(z) varie de moins de 37, et I'on a

L _[/99)
(81) 3 < |H7G

<3,

avec

_ N(N-——l)...(N—-—s+1),

H =

pour s =1, 2, ..., k. En considérant (28) et (31), on a
! . 5
®) 1 <H{<en@[p+ log| £(a0) | 5~ [+ Flog /()]

ot b'=0b(k,g)+log2 et ¢'=c(k,g)+ glogz. Evidemment,

(77) a lieu, a fortioré, dans les domaines D;(w). Enfin, on a

(83). | £(50) | > S eaths.
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13. Troisiéme cas. — Soit f(z) définie par (20), et supposons
que f(3) n’est pas majorée par

k—1 \ P
(84) QQ+ZMOEMW%

n=0
ou Q :%e'a“""””, avec n défini par (70). Evidemment, la fonction

S =—"—LE
Q<1+Z|c,~|>

vérifie la condition (60) et n’est pas majorée par (61). Donc,
Jfa(z) posséde les propriétés données dans le deuxiéme cas. 1l suit
de ces propriétés de f5(3) que la fonction f(z) a les propriétés sui-
vantes : Dans la couronne (80), on peut trouver k& domaines D;(w)
(i=1,2,...,k) traversés par un cercle |z|=r, vérifiant la
condition

M (ry, /) > 5 Qeatks),

tels que

1° f(%) est univalente dans D;(») et représente ce domaine sur
la couronne

SM (ro, f) <IZ]<2M(ro, f),
fendue suivant argZ = w, w étant arbitraire.

2° Dans D;(w), 'argument de f1)(z) varie de moins de 3=, ct
Pop a

) R/ ()
1< HE< XY (K, 8) + logM (n, NI 61 @ (k £) + FlogM(n, ).

pour s=i1, 2, ..., k.
3° Dans D;(w), on a
[ SV (2) ]| < 2v! e+ M (7o, f)[6' (K, &) + logM (79, f)]?Y

- ; )
x gt [k, )+ FlogM (N ],
pour v21.
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14. Quatriéme cas. — Soit S un nombre positif arbitrairement
donné. Soit f(z) définie par (20), et supposons que f(z) n’est

pas majorée par :
k—1 o
QQ’(S + Yl !>2em) zn,

(=0 n=o
o  est défini comme dans le cas précédent, et ou

Q' = ek, gh+c'(k,8),

En considérant la fonction

fi(z) = {2(,;) )

qui vérifie la condition (84) du troisiéme cas, nous parvenons
enfin au théoréme I.

13. Remarque. — D’aprés la démonstration du théoréme I, on
voit que 'on a un énoncé qui se déduit du théoréme I de la
maniére suivante : On remplace dans le théoréme I la condition

par

a étant une constante positive numérique, et, dans la partie 2°, on
remplace les dérivées f1")(z) (n=1,2,...,k) par la premiére
dérivée f'(z). Le reste du théoréme I est non changé. En effet,
considérons la premiére condition dans (40). Cette condition est

I

vérifiée pour &, = — et §, = E si 22100e+1. Ceci et la condi-

50
tion (51) sont toutes deux vérifiées si @« = 381 k. Pour &« =381k
381 k . o . .
etA= Ik la deuxiéme condition dans (23) est vérifiée si

— ]

ny>wo

. g(n)
lim Togn > 30(381)2 4.

Les mémes méthodes permettent alors de démontrer notre énoncé.
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II. — Majorations dans le cercle unité des fonctions holomorphes
vérifiant certaines conditions.

16. De la remarque découle le théoréme suivant :

Tutorime II. — SiZ = f(z) =Z cn 3" est une fonction holo-
n=o0

morphe dans le cercle |z| <1, et si, correspondant & toute
couronne (T') dans le plan Z, de centre origine et d’'épaisseur
supérieure @ un nombre positif donné M, il existe un nombre
w(T') tel que la fonction inverse de f(z), restreinte au cercle
| 3| <1, ne posséde que k —1 branches au plus, holomorphes
dans (T') fendue suivant argl = w(T), f(3) est majorée par

k:l‘ ©
Bk (M +2 | e |> (1 + Znaks zu>,
=0 n=1

oU py est un nombre positif ne dépendant que de k, et « est une
constante positive numérique.

Il résulte de ce théoréme.une majoration d’une fonction holo-
morphe g-valente dans le cercle unité, et une majoration d’une
branche quelconque du logarithme d’une fonction holomorphe
dans le cercle unité, ne prenant pas les valeurs o et 1. Mais ces majo-
rations sont moins précises que celles obtenues par M. Frazer (°)
et par M. Littlewood ('?).

17. Nous allons considérer les fonctions holomorphes dans le
cercle unité ne s’annulant pas et vérifiant certaines conditions ou
interviennent leurs dérivées. Pour cela, rappelons d’abord les
définitions suivantes, données dans notre travail cité : Considérons
un polynome de la forme suivante :

(83) Uif, ff oo, fO]1+PLf f oo S,

II est un monome de degré d en f', /", ..., fi¥), ayant le coeffi-

(*) Journal London Math. Soc., t. 10, 1935, p. 143-150.
(1°) Proc. London Math. Soc., 2* série, t. 23, 1925, p. 481-519.
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cient a,, et P est un polynome de degré <<d en f', /", ..., f»,
ayant les coefficients a; (j =1, 2,...,0); k, p, d sont des entiers
positifs et @, 5% 0, a; sont des constantes. Nous désignons par d; le
degré du terme de P qui a le coefficient ;. Soit T(F,F’, ... Fv)
un polynome homogéne de degrés cn F, F', ..., F™ ayant des
coefficients constants. En posant F=ef, T prend la forme
esTW(f', f'y ooy fO). On dit que T vérifie la condition H(%, p, d)
si le polynome ¥ est identique au polynome (85). De méme,
T(F/,F", ..., F™) étant un polynome non nécessairement homo-
géne ayant des coefficients conslants, en posant F = e/, T prend
s

la forme Ze"f‘lf;,(f’,f”, coy ™). On dit que T vérifie la

h=0
condition K (4, p, d) si le polynome le";, est identique au poly-
h=0
nome (85). ’
18. Cela posé, nous allons établir le théoréme suivant :

Tutorkme Ill. — Soient T(F,F', ..., F¥)un polynome homo-
géne de degré s en F, ¥', ..., F¥ vérifiant la condition
H(k, p, d) et m un entier positif donné. Posons

Zl

Si F(3) est holomorphe et ne s'annule pas dans |z| <1, et si
Uéquation

da,

(86) SA=1+4+m+ log

(87) T(F, F, ..., F¥]=1

n’a que mracines au plus dans | 3| <1, alors logF(z)_ € 30,

ll.___(]
étant une branche quelconque du logarithme de F(z), est

majorée par

k—1 . \
o (k, p, d)(A +E| ci {> <l +Zn‘:fz"),
i=0 n=1

oup(k,p,d) estun nombre positif ne dépendant quedek, p,d,
Y est une constante positive numérique, et t désigne le plus
grand des entiers k* et pd.
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En effet, par hypothése, en posant F =e/, et ¢ = s/, I'équa-
tion (87) prend la forme

(88) e[ (9, 7" oo RN +Pi(3, 5", .o 5] =1,

ot le coefficient de I, est a), = a,s~¢, et les coefficients de P, sont
a;=ajs~%/. Appliquons le, théoréme I en prenant pour g(x) la
fonction définie par les conditions suivantes : g(z)=o pour
0lz<1, et g(x)=ahklogx pour x >1, ou A est un nombre
positif supérieur a un, qui sera fixé. Donc si la fonction ¢(z) n’est
pas majorée par

k=1 P
(89) % (k, g)[s +s 3 e | Yestzn,

i=0 n=u

on peut trouver, en particulier dans la couronne a(A)<<|s!<1,
un domaine (D) dans lequel ¢(z) est univalente ol représente ce
domaine sur la couronne fenduc

(o) SM(r o) <IZi<aM(ry9), largZ{<=zi  M(r39)>S3.

Dans (D), les dérivées de ¢(z) possédent les propriélés 2° et 3°
du théoréme [. Par hypothése, 'ensemble des équations

(91) p(:)+-zizl+logl[.+lng(1+ E):n,

1N

ou [ est un entier arbitraire, et ou les déterminations des loga-
rithmes ont été choisies en un point, n’a que m racines au plus.
On voil aisément que si

(92) M(r, ) > 6(m+1)=,

la couronne (go) comprend au moins 2 (m + 1) des points 277/,
et, pour chacun de ces points, on-a, sur la frontiére de (D).

(93) !?(Z)+‘zi::l[>ém(,.’ o).

En prenant en un point z, du domaine (D), les déterminations
réduites pour loga, et logo® (z)(n=1, 2, ..., k), il suil
de (go) ct de la deuxiéme partie du théoréme I, que, si S>e¢,

LXVIIL. 3
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on a dans (D)
(94) Hoglly | <[log | @y ||+ C(k,'d) logM(r, 3),
ou C(k, d) est un nombre positif ne dépendant que de £, d.

Considérons la fonction ;—: D’aprés (go), la deuxiéme partie du

théoréme I et la troisiéme partie, on a, dans le domaine (D), en

posant M =M (r, ¢),

opd;

5 M\ *d; [ M \ ahk:
P _ @ ('“g§) (§)
II—I‘II<C(I‘3P7‘I)2_ .

(9%) @ M,

j=1

Supposons que

G —_—
~ | @ |44
S L 1"
(96) >e | ('),
j=1
et écrivons
- _
(97) M=Hr, T 2 i/
97 A= B _].__1 a;)
D’aprés (95), on a, a fortiori, dans (D),
sp(d —1) a’j
P, ,(logH)2pd—1H @k & | g
(#8) lm I <¢ H 2’ =

J=1

On voit aisément que la somme dans (98) est <1. En effet, posons

Comme «;<1, on a

Soit r défini dans le théoréme III, et prenons

. 8\ =
(99) h= (H' ;) N

(') Nous supposons que les coefficients du polynome P ne sont pas tous nuls.
Le cas ot T(F, F',... F¥) prend la forme eI, en posant F = e/, est plus
simple.



Alors, si H> C'"(4, p,d), (98) nous donne

P,

I
(100) u_l l < 5",

dans (D). Cette inégalité fou;rnit une limitation du module
de log(l + :I—)—‘) dans (D), en prenant au point z, dans (D), la
1

détermination réduite pour cette fonction. Les conditions (93),
(94) et (100) sont donc vérifiées si

(101) S>6(m+1)r+e+[e+ C'(k, p, d)]I.

Enfin, d’aprés le théoréme de Rouché, on voit, eu égard a (93),
(94), (100) et (101), que I'équation (g1) a une racine dans (D)
pour chacune des valeurs 2in! considérées plus haut, si

S > C"(k, p, d) (1+ m+ |log | ay || +T).

Donc, si I'on donne a S une valeur vérifiant cette condition, la
fonction ¢(z) est majorée par (89). Ceci établit le théoréme III.

En posant F =e/, F¥ (v 21) prend la forme ef (/" + Py), ou P,
est un polynome de degré v —1 en f', f’, ..., f¥). Donc, on a le
corollaire suivant : '

CororLatre. — Soit F (z) une fonction holomorphedans|s| <1’
ne prenant pas la valeur zéro, et dont la dérivée d’ordre v,
FM(z)(v21), ne prend pas la valeur un. LogF (z), étant une
branche quelconque du logarithme de ¥ (z), est majorée par

av[1+ | logF (0) }]<l +2n‘r""z">,

n=1\

ot p,y est un nombre positif ne dépendant que de v et ' est une
constante positive numérique.

Takoritme IV. — Soient T(F', ¥, ..., F¥) un polynome en
F,F', ..., F" vérifiant la condition K(k, p,d) et m entier,
L, des nombres positifs donnés. Posons

L ¢ 1.

L d a.d—(li

B= [ et 4 N
NEREE
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Si F(z) est holomorphe et ne s’annule pas dans |s| <1, et si
aux points de | 5| <1, sauf peut-étre en m points, ou F(z)
prend la valeur un, on a

iT(F"F", .. ,F) <L,

alors logF(z):Ec,, 5", étant une branche quelconque du
n=o

logarithme de F(5), est majorée par

k—1 -
w(k, p, d) <B -0—2"l ¢ > <l+2n'7?z">,

i=0 n=1

ou w(k, p,d) est un nombre positif ne dépendant que de k,
P> d, 0 est une constante positice numérique, et v désigne le plus
grand des entiers k' et p d.

D’aprés les hypothéses, en écrivant F = e/, f posséde la pro-
priété suivante : Aux points de | 5| <1, sauf peut-étre en m points,
ou f prend une quelconque de valeurs 2:7/, [ entier arbitraire, on a

(102) VI, f ....f("))'—f— P(f [ .., )| <L.

D’aprés le théoréme I, en y prenant pour g(z) la fonction
définie dans la démonstration du théoréme JII avec A égal a la
valeur dans (99), si la fonction f(z) n’est pas majorée par

®

k—1
(103) l(k, g)[s +Z!cl|:|28ﬂ")5",
i=0

n=0

on peut trouver dans la couronne a(k) <<|s|<<1 un domaine (D)
que f(5) représente conformément sur la couronne fendue

(10) TM(r, /)<IZ|<2M(r, f), |argZ|<=; M(r, /)>S.

Dans (D), les dérivées de f(z) possédent les propriétés 2° et 3°
du théoréme I. D’aprés les mémes considérations que dans la
démonstration du théoréme III, on voit que si

1
a; "T’[;
ay

2
S> g(m 1)z e+ 'k p DY
j=
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la couronne (104) comprend 2(m —+ 1) des points 2¢nl, et 'on a,
dans (D),

(105) !

E|<5’

l P
Soient z' les points dans (D) correspondant a ces points 2iw/.
Donc, pour certains des points z', on a l'inégalité (102). Mais,
d’aprés (105), (104), et la deuxiéme partie du théoréme I, si

Kb

M(r, f)> G(k) (WLTI") )

on a, dans le domaine (D), |II + P|> L. Donc, en donnant a S
une valeur vérifiant la condition

1 1
L \? =4,
S>Cm(/€7P; d) I+m+<‘Tol-) +]Zx @ ’

]

f(z) est majorée par (103). Le théoréme IV est donc établi.

CoroLLARE. — Soit F(3) une fonction holomorphe dans|z| <1
ne prenant pas la valeur zéro, et dont la dérivée d’ordre v,
F™(z) (v21) est bornée en module par un rombre positif
donné L, auzx points situés dans |z|<<1, ot F(3) prend la
valeur un. LogF (35), étant une branche quelconque du loga-
rithme de F (z), est majorée par

1 e
m.,[l + L+ logF (o) |] (1 + Zna""z">,

n=1

ot @, est un nombre positif ne dépendant que de v et &' est une
constante positive numérique.

19. Remarque. — Considérons une fonction F(z) vérifiant les
conditions du corollaire du théoréme III. Dans notre travail cité
(Chap. IIT), nous avons établi 'inégalité

1
i

-+
(106)  log F(re®!'< ;_l_,. [)~1.+ hilog 'F (o) | + %2 log ;
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pour o < r <1, 050 < am, A, A, A, étant des nombres positifs ne
dépendant que dev. Cette inégalité permet de préciser le corollaire

du théoréme ‘III de la maniére suivante : Soit IogF(z):zc,,z"

n=0
une branche quelconque du logarithme de F(3). D’aprés les
inégalités de Hadamard (*?), on a

(107) |en|r<4logM(r, F) —alog|F(0)| (n>0,0<r<1).
(n—1)

n

Prenons, dans (107), r = (n>1). Eu égard a (106), on

trouve que
. .
len | < 8en()\0+ Alog! F (o) | + kglogn) — 4elog|F(o)] (n>1).
Pour n =1, on peut prendre r = ; On a, a fortiori,

|en| < A(1 + |logF (o) |)nlogen (n21),

A étant un nombre positif ne dépendant que de v. De méme,
soit F(z) une fonction vérifiant les conditions du corollaire

du théoréme IV, et soit logl'(z) :_—Zc,.z" une branche quel-
n=o0

conque du logarithme de F(z). Moyennant l'inégalité suivante,

obtenue dans le méme travail (Chap. IIT),

1

log |F(rei)| < l__'__,_‘[)\o_,_ e l;-gIF(o) | _,_)\2]}],

pour o <r <<, 050 <am, Ay, A, Ay élant des nombres positifs
ne dépendant que de v, on trouve que

1
len| < 8en<lo+ Ay I(Tg]F(o) | +)\,L“> — 4elog F(o)] (n>1),
ct
1
[c,,}<)\(l+L"+!logF(o) |>n (n21),

A étant un nombre positif ne dépendant que de v.

('*) Journal de Math., t. 9, 1893, p. 186-18;.
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20. Les théorémes III et IV améliorent respectivement les
thécrémes IV’ et VIII' de notre travail cité. D’une maniére
analogue, on peut obtenir des théorémes qui améliorent les théo-
rémes XIX et XXI dans le méme travail. Donnons enfin le théo-

réme suivant qui est démontré en établissant une inégalité de la
formel <= 5 par la méthode donnée dans la démonstration du

théoréme III :

Tutoreéme V. — Soient I(f, f, ..., fX) un monome, et
P(f, fly..e, f1P) un polynome définis dans les mémes conditions

qu’au n°17. Si f(3) :20,, z" est holomorphe dans | 3| <1, etsi
n=0
f(z) vérifie U'équation différentielle
UCE, [y voor SR)+Pfo [y ooy fIP)) =0,

f(z) est majorée par

G —_— k=1
T—=d;
Ak, p, d) Z g{) '_'_2: e <I+2n31—n>
j= =

n—=1

ou k (k, p, d) est un nombre positif ne dépendant que de k,
P, d, B est une constante positive numdérique, et v désigne le
plus grand des entiers k' et p d.

Remarque. — 1l estaisé de voir que I'on peut remplacer dans ce

1
--d

théoréme les

par 1+2l—‘ Pour cela, il

suffit d’observer que
¢ l‘_l ¢
a; |“~Y a;
PRSI
Qay ay
Jj=1 j=0

et que ¢ est au plus égal a un certain entier ne dépendant que de p
i

et d. En considérant I’ ﬁguranl dans la

i=t
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démonstration du théoréme IlI, on voil que I'on peut remplacer

= ! G
. ~ e |4 ~ a;

dans le théoréme I, la quantité ¢ N |¥ ar ¥ sd=4i| 4],

: ore ’ qus S d | 1y par 2 o

j=1 j=1

Enfin, dans le théoréme 1V, on peut remplacer l'expression

1 G
a;
arE L.
P ’a,,’
j=1

aj d—u;

ay

s

j=1



