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SUR UNE LIMITE POUR LES MODULES DES ZEROS
-DES POLYNOMES;

Par M. Tu. ANGHELUTZA.

1. M. Paul Montel (*), dans son mémoire devenu classique, a
montré que le polynome

(1) P(z)=ao+arx +...+apxP +...+ apx™,

dont les coefficients ao, a,, ..., a, sont fixes, admet p zéros
bornés en modules par un nombre qui dépend de ces coeffi-
cients et du nombre des termes non nuls de P(z).

M. Edward Van Vleck (?) a montré que ce nombre est la
racine positive de 'équation
(2) laplrPr—Ch_pii]ap—y|rPt —Ch_jigfap—2|rP2—...— Cf|as| =0,
ou C2 est le symbole des combinaisons, en supposant P(z) sans
lacunes.

M. Paul Montel (3) en retrouvant ce résultat d’'une maniére
plus simple, a démontré en outre que les modules des p zéros de
P(z) ne peuvent dépasser la racine positive de I'équation

(3) lanlrn—Chpiapajrr=t —Ch_,ryiaps! rr—2—. .. — CiZ} | aos| =o,

quand on suppose donnés ag, @y, ..., Ap_y, @n.

() Paul Mo~TEL, Sur les modules des zéros des polynomes (Ann. sc. Ecole
Norm. Sup., s. 3, t. XL, 1923, p. 1).

(?) Van VLECK, On limits the absolute value of the rocots of a polynomial
(Bull. Soc. math. de France, t. 53, 1925, p. 103).

(%) Paul MonTEL, Sur quelques limites pour les modules des zéros des poly-
nomes (Commentarii Mathematici Helvetici, Vol. 1, 1934-1935, Fasciculus
tertius, p. 178).
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Mais M. Van Vleck démontre le théoréme suivant : Pour que
le polynome P (x) ait p zéros bornés en modules quand on fize
certains de ses coefficients il faut et il suffit que ces coefficients
sotent @y, @y, ..., Apim ot l'onao<m<n—p.

M. Paul Montel démontre ce théoréme par une voie beaucoup
plus courte. :

2. Le but de ces lignes est de déterminer le nombre dont U
s’agit dans le théoréeme de M. Van Vlieck.
Considérons V'équation

{4) P@)=a+az+...+apxl+...+ux'=0
et soient zy, Lo, ..., Lp, ..., L, SES racines.

Je me propose d’abord de former Uéquation qui admet les
racines &y, Za, ..., Xy, en supposant connus les coefficients
Qoy Qyy « vy Qp_yy Ay, et les racines xp, 4, ..., z,. Cela revient &
former le quotient P,(z) de P(x) par le produit

o (x—Zps1) .. (x—zn).
n a
, P(t)
5 Pp(z)= - S
) »(2) (— )" P Zpiy «n. Ln(l— 2Z) .. (1— A L)
ou
1 1 . 1
a———"[ 3 ?’=—_7 ceny h o= .
p+1 Lp2 Zn
On a les développements
(—z2x) '=1+ 22+ 2222+, ..+ " 25+...,

(O—re) =14+ A2 + N2+ ..+ N5 +...,

convergents si |x|'esf inférieur. au plus petit des nombres |« |,
B, ...y |}|- En faisant le produit de ces séries, on trouve le
développement

(6)

1
(1—az) (1—3z) ... 1—rx)

=1+ K} _,x
+ Kl pz2+. .+ Kf_pai+...,

ou K;_, désigne la somme des combinaisons avec répétition des

n—pnombres «, B, ..., A pris s a s. K‘__ est donc un polynome
] ) Nep . poly
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homogéne de degrés par rapport a «, 3, ..., A ayant comme
termes ces combinaisons avec le coefficient unité.
Par exemple

K}l—-/1=1+3+...+ A, K}_,= Za2+ Zaﬁ

Le produit de P(x) par cette derniére série doit se réduire,
d’apreés I’égalité (5), a un polynome du degré p. On a donc
(7) (D) Pxpir ... 2, Pp(x)

=ao+(a1+ aK})_ )z +...

+(ap -+ K,‘,_,,a,,..i +...+a [\'Z_,,) xP.

Les coefficients des termes en zP+', xP+2, ... sonl nuls. J'ai
ainsi le quotient cherché

Py(z)=ay+ a\x + asx?+.. .+ a),_, P~ + ap xP

avec les équations

(—1)n—r Zpit ... TpnAy= o,
(—0)rPxpyy ... xpay= a1+ aK}_),
B) ' (=D Pxpiq ... Zpah=as+ a1 K}_,+ aK3_,
............................................. ,
(—1)"PZpis oo Tn@py=ap_1+ ap_sKh_,+. ..+ aK}iZ}.

On a aussi les égalitéé

(=) PZpig o.. Znan=ap —+ap 1K} ,+.. .+ aKf_,,
o=appm+apK)_,+...+ a1 K} _,+ asKit),
0=apies+ apR}_,+...

+ a:Kf_, + a1 Kt 4+ ay K7*2,

(9)

o=a, -+ anp— K},_,,+. ..

Les coefficients de P,(z) ne dépendent que de ay, ..., ap_i, an
etde Zp 4y ...y Zn.
I’équation cherchée est par suite

(10) P,(z)=o0.

3. L'équation (10) permet de retrouver les théorémes de
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M. Paul Montel et de M. Van Vleck. Supposons pour cela que les

modules des racines z,, Za, ..., z, soient inférieurs aux modules
de Zpy4;s - .., Za. Del'équation (10), on déduit 'inégalité

fanpPS| @),y lpPi. ..+ iay 2+ a)jp—+|ayi

‘ot p désigne le module de 'une quelconque des racines z, ..., z,.
Mais, des égalités (5), on tire

ao |
’ | I 0 |
[apis p"‘l”
! |
’ | ay | 1 | Qo |
I a; S P,,__,, -+ Cn—p n—p—H’
cetectitetettssasenanans N
] <‘ap—1! C1 !ap—‘.’! C2 vap-3§ Gr+l iao!
1 Apeay i = " n—p -+ /L—/:'P,T_;'_,_—l"' n—p+1 '97___,,_,—_—_) ...+ Wl P,,._l'

En tenant compte de ces inégalités, on trouve

| anl|pns| ap—il pP—1+ CI‘l—-l?+1 |ap—s]| P24 ..+ Cizilaoy,

et par suite le polynome P(z) a au moins p zéros inférieurs en
modules a la racine positive r de 'équation (3), car on a

psr.

C’est le théoréme de M. Paul Montel obtenu par une autre voie.
Supposons en particulier que I'on ait

| ol SMp, cees lap—1! <M,

alors I'équation (3) donne I'inégalité

1 , 1 1
lan|rm—p+1< M,,(l + Gy i Ch_pva et Cazt rp_l).

Cherchons les solutions r > 1 de cette inégalité. En tenant compte
du développement

(—u)y~lr—p =14 Ch_pyu+ Cl_, u2+...+ Chfur—1+. ..

valable pour |u | <<1, 0on a

' ] anl ra—p+1.<L
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D’ou la limitation
n—p-+1 M:

[ Qn;

r<14+

due aussi a M. Paul Montel. ‘
Si I'on prend le premier membre de I'équation (10) sous la
forme donnée par I'égalité (7), on déduit 'inégalité

i ) ~ i p—1 ‘ ) Q|
a, —C) . —— — ) —— P
[ P n—rT "ty 3

. Gy ooy

Sl apy +—= ap_y +...+—— la Pl

pt -1 P p—2 op—1 0‘ p

., T ay; Ch ,
+ [ @y, —Q—(‘,',_/,—;——+—(.},ﬂ’,,,kI T‘:-] 92.4_[‘; )+ oy s+ ayl.
h hd b

ou p a la méme signification que plus haut, en supposant toujours
que les modules des zéros z, ..., 7, sont inférieurs a ceux de
Zpity -« -y Zn. On a par suite 'inégalité ‘

ap oPSCh iy @pa| pr + Gl pig| @pa| pP 2.+ G ay '

Le polynome P (z) a donc au moins p zéros de modules infé-
rieurs a la racine positive r de I’équation (2). Nous avons oblenu
ainsi, d’'une autre maniére et pour le cas général, le résultat de
M. Van Vleck.

On peut donner pour r une limite supérieure par le procédé
employé plus haut. En effet, on a

lap| S MD(C:I—/)-H rP—t 4 C;)l.—[l+2 P2 4= CR),

ot M, est le nombre considéré plus haut.
On cherche, comme tout a I’heure, les solutions de cette inéga-
lité, qui sont plus grandes que I'unité. En I'écrivant sous la forme

, 1 1 oy 1
lay| <M, ((:,g_pH L Gl e+ G 75),

et en utilisan: le méme développement, on trouve

M

—r
T\ n—p+1?
l —
r

My,+|a,l<



BT
d’ou la limite cherchée

l .
r < .
A—p1

1— M,

M,+ap)

4. Aprés avoir retrouvé les beaux résultats de MM. Paul Montel
et Van Vleck, je passe a la question que je me suis proposé de
traiter dans ce travail. Dans ce but, je ferai dépendre les coeffi-
cients de I’équation (10) seulement de a,, ..., @i, @pin et de
Zpiay «+ .y Tn. Fécris les m + 1 premiéres relations de (g) sous la
forme

a,+ Hy—osa,=o,
K} _pap+ apy+ H,= o,
Kl pap+ Kb papi+ Ap 2+ H; = o,
11
( ) Kz‘:/;‘ ap + KZ‘:/? Ap 1+ Kﬁl—_//' Ap 2. o+ Aprm—1
. -+ Hp,—= 0,
K ,ap+ Kb ap i+ K2 ap o+ ..+ Kl ap m

-+ ap+—m'+‘Hm= 0,

avec les notations

= (—1)"PZpi1 ... Ln,
Ho= Kf{_,a+ Kilai+...+ K} _,ap,
(12) Hi= Kitlao+ Ki_,a+...+ K} _,a, 4,
Hnl—i = K’,:f_z‘" ao+ K%—i’”—;? ag—+...+ K,’{'_,,a,,_.,,
Hn= Kjai+ K ai+.. .+ K ay 4.

Le systtme (11) permet de déterminer les coefficients a,,
 @p.4y ...y Qp,m. En particulier, on a pour @, la valeur suivante

I o o ... o ‘Hy—ova,
K,‘,_p 1 o e o H1
. K?ﬂ—-p Kl‘l-—]) 1 Q Ha
Api+m= —
K,."'_-p' K,’c_‘,? K;{'_‘,,‘ cee I H,—

Kmr, Kigy K2 ... Kb, Hp
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(13) — apim=L8m—+ (—1)" (Hoy— can) D,
y
ou 'on a posé
1 o H,
Khp I H,
Am = K,a!—p ‘ K;l—p I HK 1)
KZL:; . K;’z:i‘ K/r?—?/;' 1 H m—1
Kpo) Komp Kpsp .. Kio,  Ho,
Kl'l-—/l I o ce (]
Kz, Ki_, 1 . o
D= | coeee oone- .
Koot Kpo? Koo, o1
KL, Ko KR Khi—p

Remarques. — 1° Le déterminant Dy, est égal a la somme S,
des combinaisons ordinaires des n-p nombres «, 3, ..., A pris
mam.

Par exemple,

K, I

= (K —K3_,= Zap.
K?i—p K}l—p (K% p) n—p 4

D.=

D’autre part, en développant D,, d’aprés les éléments de sa pre-
miére colonne, on obtient la relation de récurrence

(14)

Dm = K}l_pDn_i—K,%_pDn_g-l— K?,_PDn_a—. oo
+ (= Dyt KR Ko (— 1)KL,

Je pose

Dy=1, Dy=K} ,=Za.

Je multiplie I'identité

(1—az) ... 1—2z) =1—S1z+ S22 —. ..
+ (— 1) Spxm 4. . .+ (—1)"S,2n

par I’égalité (6) et j'obtiens

1I=1 +(K’,__.p— Sg).’b‘ -+ (Sg-— Sy K,“_p-’- K,"_,,)x’+. ..
A [(— 1) S o (—1)=18 Kyt ..— Sy R4 KB Jam .
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Il en résulte la relation

Spm= [\,',_/, Sm—1— K;‘),_/; Spm—2+ Ki‘,_p Sm—s—...
+ (=) m2 K} S, (— 1)m—1 K,

qui a les mémes coefficients que la relation (14). Comme on a eu

Dy=Sy=1, D;=S;1=Xaq,
il résulte
D m= Sm-
C. Q. F. D.
2° En développant A,, d’aprés les éléments de la derniére
colonne, on trouve

Ap=Aap—1+ (—1)m=H; S,

cl par suite
A=A+ (“‘ ])m—z H. Snl—-’,

d’ A =H,, +(_1)”m-1siy
ou

(15) A= (_ l)"'—l Hl Snl—l -+ (_ l)m—-z Hi Sm—‘_’ -+ (—" l)m_:l H" S"‘_3+ e
-+ (——- ])l{m_1 S1+ }lm-

En tenant compte de la premiére remarque, 'équation (13) donne

ga,=(—1)m +]]0+(_!)Ilt_r;

Upm
‘s m e

Substituant cette valeur de a, dans I'équation (10), on trouve

I'équation

(16) [(—D)ma,,m—+ HoSm—+ (—1)"Ay]xr
+ Sipo (@) 2P~ +. ..+ a'\x + a;) = o,

dont les coefficients dépendent seulement de a,, a,, ..., a,_i,
ap_metde Tpy, ooy xp.

3° Pour aller plus loin, il faut établir une formule. Je vais
ordonner le coefficient o

(—1)"apim—+ HoSu+ (—1)m Ay,

de zP de 'équation (16) par rapport a ag, @y, ..., Gp_sy Cpopi-
Soient Ay, Ay, ..., A,_, les coefficients respectifs de a,, a,, ...,
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a,_,. Sil'on tient compte des notations (12) et de la valeur de A,,,
donnée par la relation (15), on trouve

A 0 = l\;; -p S, — K“i}/s m—1 -+ Kéi:%S m—2— Kﬁi:/’,sm—‘! +.

o 4 (— 1)mUKEEmS, 4 (1 )mK”*'"

«‘\1 = K/;:| b/n - k‘(-—/; m—iu + Kn_psm — K"_/,S m—s—+.

-+ (__. ])m—-l K '-v-ln—.tsi —“+ (_I)mKIH-m—
A p—1= K,‘,_,;S,,,— K;",_/,S m—t -+ Ki’;_,,sm—z— K,”,_,,S m—3t+...
. , + (= 1) KRS (—)m K

On remarque que A, est un polynome homogéne de degré p + m
par rapport a «, 3, ..., 2. Ce polynome, a coefficients entiers, a

- I »
No= Cfi_,CiiL, — CR ' G5! + CRIRCRS — CRECS +. ..

+ (= CRETAChp+ (— 1) CRIt

termes, en comptant chaque terme autant de fois qu’il y figure.
Démontrons maintenant la formule

No - Cp+mcp+m_

A cet effet je vais prouver la formule plus générale

(7Y (=m=2CREm=g_, G+ (— 1)1 CRIi—f 1 CY=) +.
= A1
-+ (_ 1)m—1 C‘;Tm—"cn—w"" (_ l)mC‘;-f-nl_.

= (—1)m1 Cﬁ:%—f/—l Cp+m—l .

Elle est vérifi¢e pour ¢ =o0; supposons donc qu’elle soit vraie
pour g et prouvons qu’elle I’est aussi pour g + 1. En écrivant le
premier membre de cette formule pour ¢ + 1 et en tenant compte
de ce qu’elle est vraie pour ¢, on a, successivement,

—g— St — -m
(=)= Gz Gt )+ (— 1)1 CRtii Gy
p— (__ l)nz—q—l (‘/"f‘”l— /=1

4—,"-—‘//—)
(n+m—g—1)(n—p—1) (n—p—2)...(n—p—q) _, ]
v+ 1 ,
< [C/z—/: (p+m—q)(p+m—q=+1) ... (p+m) Cfoemes
— 1 (P __‘('l—])—l)(n—p—)) (n—p—gq)
= (i (P—i—m’(7+l)v
xr(n—-,)) (p+m)—(n—+m—gqg—1)(qg~+1)]
—g—1 O+ — (’L“/'—'W'l—-]l——z)...(n,—p__q)
=(_‘l)ln A 1C;lw~“: //—.) = (\([—{—1)!
< (n—p—qg—1)(p+m—gq-—1)

= (=)= Gl Gl h
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La formule (17) est donc établie. Si I'on y fait ¢ = m, on trouve
la valeur de N,, donnée plus haut. Désignons de méme par
Ny, ...y N, les nombres respectifs des termes de Ay, ..., \,_,.
On obtient N, en substituant dans I'expression de N, a n et p,
respeclivement n—1 el p —1; on a N,_; en substituant dans N,
an et ples nombres n — p 41 el 1. Par suite

Ni=CBo4*™Cl s, ..o Np_g= GZHICH

J'ai maintenant tous les éléments pour démontrer le théoréme
suivant.

Tuatorime. — Le polynome P(x), défini par Uidentité (1), a
au moins p zéros inférieurs en module & la racine positive r de
Uéquation
U8) apimirmtr— CEL L T — G2

VIRp— (V=2 . My — —
— Gy i“““)H—/i—‘_’ agr— g ‘-‘{n+l/f~l Ay = 0.

{ —_
Chogy ay 2 1v

quand on donne les coefficients ay, a,, ..., a,_y, «, .. le dernier
étant supposé différent de zéro ().

Avec les notations introduites, I'équation (16) s’écrit
(19) [(—n)7a, 4+ ap Ap_1+... @A+ @ Ao|r?

H+ Spo (@), otV dyr + ay) = o,

Supposons que le polynome (1) ait' n—p zéros, z,,1, ..., z,, de
modules supérieurs ou égaux & ceux de x4, ..., Z, et soit p le
module de 'un quelconque de ces p derniers zéros. On a alors les

inégalités
[ Aol S No _ CaztChhme,
pp+m - op+m
! \ I V" — (‘n—m ‘("" -2
¢ = o/l—t—m»—l - pp+m—1 ’
.............................. ,
Ia, (< Moo _ Coicn
p—1] < - = —
Pm+l Pm 1

led (
leag S| aol,

, a,’
2 Gy L
pr—1

(') Th. ANcugLUTzA, Sur une limite des modules des zéros de polynomes
(Bul. sc. Ac. roum., t. XXI, n° 7-8).
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D’autre part, I'équation (19) donne I'inégalité

|[(lp,_m ‘a,,__l\,,_q{——...—!a.,A,!—}ao;Xo§_]9P
<(-‘Z—I'!q: [ —1 » i I| [P
ST m (py pP o+ Lo+ ay)),
qui devient, en tenant compte des inégalités précédentes,

No—+ CA=1C,

0 m

N, -+ (43
-t

G
D=3 n—ny
ay!

| “p-LmIPP§ I ay |

Np—l —+ C‘ﬁ—l:

o +“.+Wlap—1!
ou
Apopm't ot PSCREL (G ey P 4 G2 LGN Ty pP2 4 L
RO, as g
-+ “‘5{'2“.’“' ( :Zz_r/-— 2 ' P+ Cper bﬁz?',»-. L Qo
car on a
‘“/wnz( m cm—y T+ “/l«lC;‘l-/:— ”HIIC‘;;;/ﬁ—i‘

Le théoréme est ainsi démontré, car p est plus petit que r.
Sil'on fait dans ’équatior. (18) successivement

m=n—p, m=o,

on retrouve les équations (2) et (3) de MM. P. Montel et
Van Vleck. On peut donner, pour ce cas aussi, une limite supé-
rieure de r. En effet, 'équation (18) donne l’inégalité

[ @pom i rm=PSM, (CIHL rp=1 4= G2 o ClyyyrP 2+ ..

+ (‘”H(I—'C‘%Hp—‘)r -+ C"H/‘C’,‘,;,' —1))

M, a la méme signification que plus haut. Mais on vérifie faci-
lement I’inégalité

Gm+h (A=) < Ch Cm h=1.9

‘Il—/l-r’t AMmirh—1 = Y—prhtin—p ( =1,2 ... P)~
Par suite, on a

a/:-o—m| rm< “ Ot /:((Ju—/»l’p_ T+ ("n—/:+ 2P 24+ GlZlrr=1 4+ Cf)

1\ =(2=p-+1) b
a,,+m lrm<M L,,_/, [(1— ;) —1J.

La limite cherchée est inférieure a la racine, supérieure a un,

ou
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de I’équation

| apim) 1
M= e—— e,
™ =
M,C2, (1 _1>n p+1i
r

D’ailleurs, on voit facilement que cette équation a une seule racine
plus grande que l'unité.

Je termine ce travail en remarquant que le théoréme de
M. P. Montel, cité au début, prouve I'existence d’une limite qui
dépend des coefficients donnés et du nombre des termes qui
entrent e ffectivement dans le polynome.

LXVII. 10



