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FORMULES NOUVELLES POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE;

Par M. Pierne Humeert.

Nous voulons, dans ces pages, indiquer quelques formules, sans
doute nouvelles, relatives au Calcul symbolique d’Heaviside, ainsi
qu'un certain nombre de représentations symboliques pour
diverses fonctlions qui n’ont jamais été étudides jusqu’ici a ce
point de vue. Nous utiliserons toutes les notations de I'opuscule et
.des diftérentes notes que nous avons déja publices sur ce sujet (').

Indiquons d’abord diverses correspondaﬁces fonctionnelles.
Si Pon part de l'intégrale de Carson,

VAU D) =pf l(‘ /"-"/l(.r) .
0

qui définit la représentation symbolique

S(p)=h(x),
nous pouvons écrire

T(logp) = lo;:pf p Sh(s)ds.
0

en remplacant par s la variable d’intégration z. Mais, si l'on
considére s comme un parameétre quelconque, on a la repré-

(') Pierre HuMBERT, Le calcul symbolique, Hermann, 1934 (fasc. 147 des
Actualités scientifiques). Les fonctions hypergéométriques et le calcul sym-
bolique (Annales Soc. Sc. Bruzelles, t. 53, 1933). Le calcul symbolique a deux
variables (ibid, t. 56, 1936). Some new operational representations (Proc.
Edinburgh Math. Soc., 2¢ série, vol. IV, 1936). Sur les intégrales de Fresnel
( Mathematica, Cluj, vol. X, 1934). Sur le logarithme intégral (Congrés Soc.
Savantes, Montpellier, 1935). :



sentation
8- 47
T
d’ou la formule suivante (') :
[A] Sogp) . f wsh(s)ds
logp ™ J, Tis+n)

11.

De la formule de Carson nous tirons encore

N

’ P _,;,2
A »-l;\ —:/ £ — h(s)ds.
») L,

Cherchons l'image symbolique de ¢ »7*p~2. Cette fonction s’écrit

{1 (—s) ,
e I,!n+:

iz
el son image est par conséquent
x
\ﬂ (— S)Il xrEn-e

hd (200 + 2)!

expression qui s’écrit aisément sous forme hypergéométrique

£« (3 — s.ur?
! ol'-.»(),:).: - \
'3 \ 2 Nl )
AN
/( .) v
r-

On a done

— st
’
i

) hos)ds,

/

ce qu'on peul écrire autrement, en introduisant les fonctions de
Bessel du troisiéme ordre (?), définies par

I rmn+n r .l"‘
| T) = - = < oFalm—+1,n+1; — .
o (1) Jrtr ' (m—4+1) U'(n =+ 1) ’ T an

(') Nous dé.ignons par des majuscules entre crochets les formules ou corres-
pondances (que nous croyons nouvelles.

(?) P. Humsert, Les fonctions e Bessel du troisiéme ordre (Atti Pontif.
Accad. Scienze, anno 83, 1930). Nouvelles remarques sur les fonctions, etc.
(Ibid., anno 87, 1034). Sur une équation aux dérivées partielles (1bid..
anno 88, 1935).



On arrive alors a la formule -

VAR .1:\/; 4 osfsat h(s)
; - = .' \ — - {8,
1] ()= L 1&(‘\/ ) N
Il

Supposons que h(z) soit loriginal de f(p), mais que h(p)
soit Pimage d’unc fonction & (), On aura donc

Spy oG h(p) S g ().

Quelle relation lie /(p) a g(x)? Il suffit d’écrire
fip)y=p /'t e s | s /" ¢ "'""‘.’_.’(.l‘)ll.l';l .

“n

donc

”

S »
fop :/;f gy dr / ¢ sy ol

0 0

d’oud, en calculant la seconde intégrale, la relation cherchée

. . * alr)ydr
“ = /i R —————t—
[ . Jep) lf Ty

Bien entendu, nous supposons toutes conditions remplies pour la
convergence des intégrales.
Voici quelques groupes de fonctions f ¢t ¢ de ce genre :

logp = — v —loga, — v —logp:  logr.
sinpci(pr—cospsi(p)r==  arctang.r, arctangp = — si(ar),
cospci(pr+ sinpsi(p) = — log\)’/‘l o, —logyr—+p:  ci(a

On peut, en particulier, obtenir une propriété des cosinus et sinus
intégraux. La formule bien connue d’Emneper, qui s’éerit

epa log(x';o— w"-‘)d’
—-—‘—-‘-vv—-r—"f‘*ﬂ &y

ci’(];)+si2(/:»:/ ‘ A

montre que I'on a A
log(1 + »?)

[eizip) + si2(p)] =- - ol e
C:herchons 'original de
P log(1+ p*) :

P



Comme on a

logy i+ pt=—cil.r),
on en lire
log(1+p*) P . .
——_IT— E—n / civr)ydsr =— 2|z ci(r)--sinr|,
*n

d’on. en appliquant la relation | G].

. .Y () — sina
ciz( p)+ si( =—').J —_—tee——— dl.r.
prestp==2) Ty
Intégrons par parties : on a
e eci(z)—sinr [ zci(z)—sina]* ** ci(a)+cosz—cosx dr
_/u (p+ar P+ o J o+ ’

La partie intégrée est nulle aux deux limites [car ci(®)=o0], et
on trouve la formule suivante, plus simple que celle d’Enneper,

= ci(z)
p+.’IT

|1 «-i‘-‘(p’p+sif(p)=--2f

o

dr.

.

La formule connue du calcul symbolique

Vpe fvr

peut étre généralisée de diverses fagons. Il est d’abord possible de
remplacer I'exponentielle du premier membre par une fonction
hypergéométrique quelconque de la variable — ky/p, et d’en
chercher original en passant par son développement en série. On
trouve immédiatement, sans qn’il soit besoin de détailler les
calculs, la correspondance

IE] vpoPelar .coiamivi. ooy s — kYD)
I a; a+1 ap &1, 71 i1 . ')."—-'-"kf)

="—¢——:::-F:.(—’ Y ey Ty =y vy —
EEVEY AT 2’ 2 T2 2 z

On peut aussi indiquer des formules d’un type un peu différent.
Posons, commme d’habitude, en introduisant les sinus du troisiéme
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ordre, ) )
..fi(w) = e“.t-’-e";x-.. e:,-‘r’
g Ve JE—JE - Jre St .
O e U=,
frlo = S S e

Comme on a le dévcloppement

—\ (——l)”.l‘ 7
N =2 mmyr?
0
nous écrirons

1
"o o=

\/Pf'('“VP)'_ ()ll)'.
12 expoaanl de p étant toujours fracuonn.nre, on peut passcr aux
originaux et écrire

1
-n—-

£

Vps—Vp) =

;(Zirz)lr(i-—;;j’

ce (ui s’écrira, en développant la fonction eulérienne et en faisant
des simplifications qui s’imposenl,

) (3’”)
T

En remplacant la fonction hypergéométrique biconfluente par une
fonction de Bessel, on trouve la correspondance

(F] Vp fi(— /P’ZT?;’—<@%)

oua encore

6.-—
,\
wiN

-
\al
~ —
S —

Si maintenant I'on part de la fonction f;, dont le développement

est
f-;(.’t) - _2 (— l)n_;-n

“Grn+n! '



on écrira encore

Be N\ P .
vpll=vp) -_21('%/4 +1)!’

¢, comme Lexposant de p est toujours fractionnaire, on pourra
appliquer la méme méthode, (ui conduira. tous calenls faits. a la
formule

[G] o I O R Y )

Vb 1 i\).'

Par ailleurs, comme on a

‘__l,n,du‘:
.(I"—_- —_—
2. (3n + 2)!

TN

3 . [ K% — .
Ve ) = i

le développement

conduil & des exposants entiers et positifs pour . de sorte que la
méthode ci-dessus ne peut pas s’appliquer, et que cette fonction
ne peut pas se représenter symboliquement d’une facon simple.
Oun rapprochera ces résultats du fait que {/peb(-=\/p) est
image d’une fonction facile a calculer. alors que \'//; sh{—/p)

ne conduit @ rien de simple.

V.

Ftudions a présent la fonction w(p) de Binet, détinie par

wop=loglopr— (/;——- A‘ ) logp + p—logy oz,

(i s’introduit, comme Pon sait, dans la formule de Stirling. Binet
lui-méme a donné Uintégrale
==y f o\
W) = — = 4 —— ) .
/ / (2 L — )

0

d'on Fon tire aussitot

PR T e e

Ou aura un résultat trés simple en appliquant les régles de dériva-

tion, par exemple
d f(p)

— P = b

I/.l' /)
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qui donuera

I
—_—
T er—1

. A2
——m'(—/—))' %j .<£—-I-+—'—>du.
2 o \2 u et —1 )
-Le second membre est égal &

2
r —log2x + logo +f
o

—pw(p)=;

ISR

On en tire

du
et —y

)

et "si Uon pose dans “cette intégrale e*—1=23, on la
dgale a ‘

P20
=1 ds I etr— 1
= log — logo.
, s(5+1) T et °
Mais
err—1q er—i '
log e =log So — loger 4+ loga,

¢l, par conséquent, on aura

] — (f) = logsh — logz,

Llrouve

formule trés simple, d’ou 'on pourra tirer divers résultats. Ainsi
on retrouvera facilement le développementasymptotique de w(p).

On connait en effet le développement

«
~ 9n—1(__ 7 B PTAN
logsh.r = log.r — 2 ————(———)—-,-L———,
n(zn)y.
1 .

ou B, est le nombre de Bernoulli. On en tirera aussitot

, }_) . 2!/:——!(_1)133'11-:/:
” (z) TZ n(2n)!

el .

, . (_ l)" B" acn

m(P.)TZ 2n(2n)! )
Donc )
g — S (=1)"B,
= (P) —Z 2n pn
1

cl

ol .__ n-HB"
w(p) =, =y

— L 4 const.
b (20 —1) 20 prr—t
L

LXV. 9
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La constante est nulle, car &(w0) =0, 2t 'on obtient le développe-

ment cherché
B, B, B,

1.2.p  3.4.p? * 5:6. p* -

On peul aussi retrouver une formule due a Tchebychev, de la
facon suivante. Nous partons du produit infini connu

shar
—']l I+— ’
nix?
il 2 \
(5) =2
—w (L) = log( 1+
' (').) : P nez?
1

d’ou

Mais nous avons rappelé toul a ’heure la correspondance
— c;psp ci(p)—sinpsi(p) == logy 1+ .02
Pour simplifier, posons avec Touchard

—cospci(p)—sinpsi(p)=B(p).
On aura

2B(nz=p)=log <1+ -{f— 1,>,

d’on la formule cherchée
1 [/ p ~
I (2Y=V¥'3 )
5" (27c> 2- (np)
!
On démontrerait de la méme facon une autre formule de

Tchebychev,
() =25

AN(p)y=sinpci(p)—cospsi(p).

ot 'on pose

\28

Comme nous 'avons dit, les fonctions (en rapport étroit avec le
sinus et le cosinus intégraux) que nous avons appelées A(p) et
B(p), sont respectivement les images des fonctions arc tangx

ot logy/1 — #*. On peut aussi chercher les images des fonctions
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A(z) et B(x), de la facon suivante. Si 'on part de la relation qui -
lie le sinus et le cosinus intégraux au logarithme intégral,
Ei(iz) = ci(z) + isi(z),
et qu’on en multiplie les deux membres par
. e—i*=cosx — isinz,
on trouve .
—e—ixEi(iz) = B(x)+ iA(z).
Or, on connait la correspondance

Ei(iz) = — log ({ —.1),

d’ou, par application d’une des régles fondamentales du calcul
symbolique

— e xEi(iz) = Pi ilog(—’i? —l),

d’ou, en séparant le réel et 'imaginaire,

A(a:):::—P,{:_l (logp +p§),

([t
= P =I).
B(z)= &3 (plogp 2)
On pourra en tirer diverses conséquences : par exemple, si 'on
applique a B(.z) la transformation

ff(;',) %f”Jo(zs/E)h(s)ds,
on\rouve °

pf(;',) =— ——Lr(low +P%> = A(x),

pr+1

d’ou la formule (qui parait nouvelle)
0 A= [ Jo(2y/57)B(s)ds.
] () f y(257) B(s) ds

VII.

* Les fonctions A et B se rattachaiit étroitement au cosinus et au
sinus intégraux, et la fonction de Binet aux fonctions eulériennes,
il n’est pas étonnant, en vertu de vésultats ‘établis depuie long-
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temps, de les voir se préler a merveille aux représentations
symboliques. Il est plus intéressant de chercher a rattacher au -
calcul d’Heaviside des fonctions jusqu’ici restées en dehors de ce
calcul. '

Telle est, au moins sous la forme que nous allons introduire ici,
la fonction ¢ de Riemann. D’aprés une formule de Jensen, citée
par Whittaker et Watson dans Modern A4nalysis, on peut écrire

— = »

i on 2P i o o dy
,(]))_PT[—AI‘/O‘ (1+ »?) -snll(arctanz,))m-

I'aisons le changement de variable
T+ yi=e*",

Il vient, tous calculs effectués,

. ar=1 ” L etdx
"(I’)='—._“2p e P e
pP—1X 0

‘e qu’on peut écrire

1 * L evdr
[
done
g ¥ . 4 "
—rp ,(])).—o- 2(1) — I) F o .

Or,

_r .

2wp—1)
d’ou

e e

2PpUp) S = — ———
rep) s 2 eryY +

. ev ery —1 - er L 7&'}’

e 2 2

ce qui conduit a la formule de correspondance
v . er R
[K] 2P p L p) = —;th [.’ive-"'—l]'

Cétte formule est trés probablement nouvelle; el'e différe, a plu-
sicurs points de vue, de celle qu’a éiablie récemment Tricomi, qui
d’aillegirs ne se place pas dans le champ du calcul symbolique.
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VIII.

Certainement nouveaux sont les résultats que nous allons
. exposer maintenant, et qui rattachent au Calcul symbolique les
divers types d’intégrales elliptiques.

Nous partirons .encore de la fonction de Bessel du troisiéme
ordre,

’ xm-&-n . .Z:\‘
Inn(®) = ST m T ° ('""""""‘" ‘;‘7)’

ct nous cherchons I'image de
Zh I, (),

ou A est une constante, au moyen du développement en série de
cette fonction. On trouve, par un calcul facile, la formule
m—+n+h+1 m+n+h+2 m+n+h+3

] . ' X
p—m—l—"3Fg ( 3 b] 3 ] 5 yM~+-1, n+1; _;j>

L3R (m+ D '(n+1)
T (m+n+h+1)

x/‘J,,.,,,(ar).

Bien entendu, seront particuliérement intéressants les cas ou la
fonction hypergéométrigne compléte du troisiéme ordre ,F, dégé-
nérera en une fonction d’ordre inféricur. Les plus curieux de ces
cas sont au nombre de trois.

I
1° m= = n=—-y Ch= ~.
b o

c’est-a-dire

“e
’_\
+
AL
lt

1 5 ’ I
20 m=-— -~ n=-—

On trouve Sl
: 1 | S S T | I 2
P‘:Fz(;.” ._,_'. . ‘;,‘—,—.‘)l-——-"—ﬁ—_'



n
30 =—i .—:——7- =I
m=-— & n 6’ h 5’
qui donne
: 3 1 1 11 1 1 p*
TR, (= 2y ng mt g —t ) =
P _( 67 6’2’6’ 6? P:’) p3+l

En effectuant, dans les trois cas susdits, les calculs pour les
seconrds membres, on est amené aux trois correspondances

'——p—- = 2 '7:.2‘.'1 (),
Vpi+1 3wy
2 . ayzz
(L] ( L2228y, (2
. yvPi+1 [
3
P %2\/.1:1[ ()
VP41 3 VT

‘Partant alors de la premiére de ces formules, changeant p en -— p,
puis multipliant p par le facteur V/4 . nous obtenons, toutes réduc-
tions faites,

d’ou nous tirons
pf T - Vr (_ 1).
p V4pP—1 = 3yx v 7%\
Posons alors
p=p(u;o, 1),

cas elliptique que les auteurs allemands appellent équiharmonique,

"nous aurons la représentation symbolique suivante :

[(M] up =pargpp = 3’% Ja, 4 (—- i'/iZ> :

[

Considérons a présent la seconde des formules [L] : un calcul
identique nous conduira & l'intégrale

T _pdp_ . V=, (__-",>,
Pf‘mﬁ_—. T/ e A S

P

d’oui la représentation, ou nous conservons les mémes notations
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que ci-dessus,

(N] P =

_‘i’;__.J A
wave bt ()
De la ntéme facon, la derniére des formules (L) nous donnera

[0] PP V_g%.l_%, S <.; ffj—i)

Enfin, pour exprimer I'intégrale elliptique de troisiéme espéce,
écrivons : '

d’ou, par-la formule du produit,

____E_____ = ‘,/E t;axfl‘e—ay‘] —_ _};\ dy
([)—a)V—{ET—_I T3 0 %’~!(l— ";/,4)‘/; 7

et il suffira de diviser le second membre par = pour obtenir la

représentation de I'intégrale du premier membre.

1X.

Pour terminer, donnons une formule que nous n’avons vu cilée

nulle part, malgré sa simplicité. C'est la suivante :
2
[P] (v +logpy+ & = logha.

Fort intéressante, puisqu’elle donne I'mage du carré de log z,
clle se démontre sans difficulté a partir des résultats obtenus
par Appell sur la Constante d’Euler, au tome 48 des Acta mathe-
matica.



