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FORMULES NOUVELLES POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE;

^AR M. P I E R R E HUMBERT.

Nous voulons, dans ces pages, indiquer quelques forniules, sans
doute nouvelles, relatives au Calcul symbolique d'Heaviside, ainsi
qu^un certain nombre de représentations symboliques pour
diverses fonctions qui n'ont jamais été étudiées jusqu'ici à ce
point de vue. Nous utiliserons toutes les notations de l'opuscule <*t

.des différentes notes que nous avons déjà publiées sur ce sujet ( ' ) .

1.

Indiquons d'abord diverses correspondances fonctionnelles.
Si Von part de l'intégrale de Carson,

f{ / ) ) = p j (> / / •>• // ( ./• ) fi.,-.
^o

qui définit la représeutation symbolique

/(/?)= //(.T),

nous pouvons écrire

fOo^p) = \o^p f p '••A(.<?W.v.
*7o

en remplarant par .v la variable d'intégration x. Mais. si l'on
considère .s comme un paramètre quelconque, on a la repré-

( 1 ) PIERRE HUMBERT, Le calcul symbolique, Hermann, 1984 (fasc. 147 des
Actualités scientifiques). Les fonctions hyper géométriques et le calcul sym-
bolique (Annales Soc. Se. Bruxelles, t. 53, i933). Le calcul symbolique à deux
variables (ibid, t. 56, IQ36). Some new operational représentations (Proc.
Edinburgh Math. Soc., 2e série, vol. IV, 1936). Sur les intégrales de Fresnel
( Mathematica, Clujy vol. X, 1934). Sur le logarithme intégral {Congrès Soc.
Savantes, Montpellier, i935). ;



120 —
senlalion

<Toù lii formule suivante ( 1 ) :

r ^ i /(IQ^/>) ^ F x .^«)tA- ^

^^p * Jo r(.ç-h- i;

11.

De la for in 11 le de Carson nous tirons encore

.";.)'/• /)î
—h { a } a s .

P~

(cherchons l'iina^e symbolique de e ^"'^-a. Celte fonction siéent

V (r-!̂ ,^ ^-•^î î

rt son iiD.t^e est par ronséqueut

^ (— s)11^'^''-
•̂̂  ( >. n -+- ï ) 1
i)

expression <|ui s^écrit aisément sous forme hyper^éométrique

./•'- [ • \ —s.^\•< ^'^^^—Y
On a donc •'(^-^r^^'^)^"-/<,.
ce qn'on peut écrire autrement, en introduisant les fonctions de
Bessel du troisième ordre ( 2 ) . définies pîir

•'—^ = v^r^^r^^i)^ (w ̂ I- /^ 1 ;
ynt-}-n / /•:i>'

^ r^T^TU^r^-1 {'" +'."+•;- :,̂

( ' ) Nous désignons par des majuscules entre crochets les formules ou corres-
pondances que nous croyons nouvelles.

(a ) P. HL'MBERT, Les fonctions de Bessel du troisième ordre (Atti Pontif.
Accad. Sciftfize^ ;»r»no S3. lO.Ïo). Nouvelles remarques sur les fonctions, etc.
(/bid., anno S7, TQ34). Sur une équation aux dérivées partielles (fbid..
anno ,SS. i((3.")).
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On arrive alors à la formule

'"' '•(.L)+^.fJ..i(lv/f:)to•'-
1 1 1 .

Supposons que li(x) soit l'original de /(/>), i i in i s que / / ( / / )
soit l'image d\»ne fonction ^ (^), On aura donc

f ( p ) ^ / i ( ^ . l i ( p ) ^ - y ( ^ ) .

Quelle relation lie/(^) à ^(^) ? 11 suffit d'écrir»*

/' /)) -= p Ç f ' / / < ̂  .< / /' ^(./- ) ././• j .
donc

/'( ^ } ̂  p j ^ { • ï ~ ) <ï.r I f '••</' •'•).v //.î.

d'où, en calculant la seconde intégrale, la relation cherchée

i i ' i ^ r x ç'(^}<i,f| < < | / ( / ? ) = y / / -s———___.
./ ^ /^-^^^

l^ien entendu, nous supposons toutes conditions remplies pour la
convergence des intégrales.

Voici quelques groupes de fonctions/et.^ de ce genre :
10^ : - 7 — log^, - 7 — \^p :: lo^/.

Mn/? ci(/^ ) — ros/? si( 7^ » = arc tcUig.r, arc tang/^ 4 — si(.r ).

ros/?ci(/^»-+- sin/>si(/)»--—Ip^^'r?"^, —lo^v/TT"^7 ; cif;/ ).

On peut, en particulier, obtenir une1 propriété des cosinus et s inus
intégraux. La formule Lien connue d^nnéper, qui s'écrit

c..^^^(^^^^-^log(^ ,,
» u '/

montre que l'on a

Ic^/^si^,!,.10^^ ,̂

(cherchons l'original de
- 1 10^(1-^-^)

. />
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Comme on .1

lo?ç ̂  t -»- /^ == — ci ( .r ),
on en lire

—^———^— ï —< A ./ cl ' •'' ) ^ • * ' = - 1> 1 3' ci ( ̂  ) - - si n ./• (,

cFo». en appliquant la relation [G],

., / .., » / * x .r ci ( .r ) — sin ./• ,c..^ ̂  „.(/,) =-.^ ^^ ./.,.

Intégrons par pcirties : on a

__ C* 't'Ct(^)— sin>r __ ra'ci(.c)—sin>r | * / • x c i (a-} •+• ces .g — cos x

J» i p -+- •'>î ^ L p •+• • / ' J « .̂ /' -»- /•
La partie intégrée est nulle aux deux limites [car ci(oo) === o], el
Fon trouve la formule suivante, plus simple que celle (TEnneper,

1 1 » | ^-dn ̂  si^>» == - 2 Ç cl :̂̂  •

1 \ .

La formule connu»* du calcul symbolique
/••i

^fpe ^ l 1 [- —=^e »•*'
/^.r

peut être généralisée de diverses façons. Il est d'abord possible de
remplacer l^exponenlielle du premier membre par une fonction
hypergéométrique quelconque de la variable — k \ / J ^ el d^en
chercher l^original en passant par son développement en série. On
trouve immédiatement, sans qu^il soit besoin de détailler les
calculs, la correspondance

|E] v///rl-\(ai. . . . .a, .; y,. . . . , Y , ; — A ^ ) :
l /ai a,-+-i oLr ar-t-i 71 yi-t-l a'-^-2/-'^

==—^-=: îrrs.îl —» ———? " •î —? ———î —» ———) • • ', — ————— )•
\/7.X v 'A '> 2 2 ' 2 2 ' X J

On peut aussi indiquer des formules d'un type un peu différenl.
Posons, comme d'habitude, en introduisant les sinus du troisième
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ordre,

e .«.•-i-c-/.i-+. e.i'-^/.(^)=———^——,
)̂=^^±Z!l̂  (y.̂ ,

/,(.)= ̂ îr̂ îr.

Comme on a le développement

r ( r\ vir-0!̂'i^^ csn)\ ?
0

nous écrirons

^•^-^^z^-
1/exposant de p étant toujours fractionnaire, on peut passer aux
originaux et écrire

VPA(-^)^——'——--V
" (:)")!^(-;-/^)

ce qui s^écrira, en développant la fonction eulérienne et en faisant
des simplifications qui s'imposent,

i
X •T y^ (—î)nyn

r^^^'
où encore

_ <
^ 3 p /2 -

————ol ' i ( 7 7 ?

En remplaçant la fonction hypergéométriquc biconflucnte par une
fonction de Bessel, on trouve la correspondance

IF] Vpfi{-Vp}=——} ,(———}'
\/'ïx "a \3v /oa-7

Si maintenant ron part .de la fonction /s, dont le développement
est

-, . ^(—l^a-^+i
f^--Z (3^0! >
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on oc ri m encore

^^'-^^^(^ryT-
cl, comme 1 exposant de p est toujours fractionnainî. on pourra
appliquer I;i même méthode, qui conduira. Ions calculs faits, à la
for 1 1 1 u le

l^ l ïpf^-Vp} :•- — J . ( — — ) -
\ '{./• ÏÏ ' • { ^ { . / • /

l^'ir ailleurs, comme ou a
,. Y ( — i ) " ./••î/< • i/ ,< . / 1 = ̂  —————r-'A^ i .i // -+- '< ).

^ '-l-L -̂̂ L2

l' 3 // -h- '<) !

Ir (Irvclopptînieni

^.A(-?.)-2;r,^.
rondiiil. a des exposants entiers et posilifs pour//, de >orle que la
méthode ci-dessus ne peut pas s'appliciner, et que cette fonction
ne peut pas se représenler svinholiquemeiit d une façon simple.

Ou rapprochera ces résultais du fait que ^y/ ch ( - ̂ /p ) est

1 iîua^e d^une fonction facile à calculer, alors que \ / ^ s h ( — t / / / )
ne conduit a rien de simple.

V.

Ktudions a présent la fond ion V!{p) de Rinet, définie par

, ., / i .m, // , = loi;! < // i— ̂  — ^ ) |,,̂  ̂  ̂  _ |<^.^ .

([iii s^iniroduil. comme l^on sait, dans la formule de Slirlin^. Binel
lui-même a donné l'intégrale

r ' i " 1 1 ) i 1 r « \ yTTT ( / / » = = 1 ———— 1 - — -+- ————— 1 ( { 1 .
J.. / \2 t < ' 1 - \ J

d'où l'on tire aussitôt

p ^ { p } --* -— — ^ -i- ——l— — '' • •-<;/• ./•ï ./•(^ t- i >

Ou aura un résultat très simple en appliquant le?^ iégles de dériva-
tion. par exemple

-/.^z^ :./.„„.,//./• p
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qui donnera

, , . . i i i— p V J { D ) ^ ~ — - + - — — — — — .1 \f/ . .̂  .̂ ^.c_i

On en tire
' / P\ - C ^ / I l r \— CT ( -/- ) = / ( - — - -+- ——— ) au.
\ 2 / Jy \2 // ^ — — — — I /

Le second membre est égal à
, , r'^ du.

.r—logaa? -h lo^o -+- ^ ————?

e t ' s i l^on pose dans "cette intégrale e"—1==^, on la trouve
égale à

r^-' eu , e^-i ,
1 — — — — — — = I Q V — — — — — — — — l o » 0 .

J,, 2 ( s -h l ) ''' e'^ "
Muis

, e• î c•—I , e^'—i
lo^r -^—— = log ^, -- log^--+- log-2,

cl, par conséquent, on aura

|HJ —^(-^\=ï^s}ix-\^x,

formule très simple, d^où l^on pourra tirer divers résultats. Ainsi
on retrouvera facilement le développement as vmptotique de nrQo).
On connaît on enet le développement

ï . . Y'Â^-^—I)'^,,^^]o«,çsh.r ==; o^ . r—7 ———-^——'-——-——«p ° ^ n(-An)\ î

ï

où B,( est le nombre de Bernoulli. On en tirera aussitôt

^ / P\ .^^--'(—1)^^
\ '2 / • ^J n{2/i)\

et
^/^y(^i)^^

VJP7 • Zj 27l(-2/l)î

Donc
^(^^y^D-B.
y ^-J 2^7?^'

ï ' : • •
<^

/ ^ V (—i^-^B,, -w(jo)==.V—v——1———__^const»V J l AJ^/i—i)^/!/?3^-1

LXV. 9
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La constante est nulle, car ^(oo) = o, jt l'on obtient le développe-
ment cherché

/ \ - Bl B. \ï.,
^W- t.'^p~TUJïi-^7^~^'~•"•

On peut aussi retrouver une formule due à Tchebychev, de la
façon suivante. Nous partons du produit infini connu

s li :r ï r / ./•î \
——-J.J.V^TT^}'

d'où
• / /' \ • Y î / •''î \

-"(t)^108^^)-
1

Mais nous avons rappelé tout à Pheure la correspondance

— C t ) s p c î ( p ) — s \ n p s i ( p ) ̂  1<)^ \ î-h^./-2

Pour simplifier, posons avec Touchard

— cosp ci ( p ) — smp si (p) = B ( //).
On aura

/ r2 \
2B(/<^) 4= loi: ( 1 - 4 - -^T^h

d'où la formule cherchée

--(^-s »<-""•
On démontrerait de la même façon une autre formule de

Tchebychev,
^^^VM"^,

\ 2 7: / <^ /t

où l^on pose
,\ (//) == sin/? c i ( / ^ ) — cos^ s i ( / / ) .

VI.

Gomme nous Pavons dit, les fonctions (en rapport étroit avec le
sinus et le cosinus intégraux) que nous avons appelées A(^9) et
B(jo), sont respectivement les images des fonctions arc langer
et log^/i -r- x2. On peut aussi chercher les images des fonctions



— 127 -
A(x) et B(.»), de la façon suivante. Si Fon part de la relation qui
lie le sinus et le cosinus intégraux au logarithme intégral,

Ei(èx) = ci(x) -4- isi(a?),

et qu^on en multiplie les deux membres par

<?—<a!'== cosa?— tsina*,
on trouve

— e-^Ei(lx} = B(x) -»- t'A(.r).

Or, on connaît la correspondance

E<(^)4—îog(-£~^

d\)ù, par application d^une des règles fondamentales du calcul
symbolique

-<-'.E.(..)=^log(-£^-.),

d^où, en séparant le réel et l'imaginaire,

A(^)--;^(log/^^),
[I

B(d7)== ^T^10^-^-

On pourra en tirer diverses conséquences : par exemple, si Pon
applique à B(.r) la transformation

Pf(1) = f'h(^\/Tx}h(s)ds,
\P / i/o

on trouve
^/(^)——^ÏÏ1 0^^^^)-A(^),

d'où la formule (qui paraît nouvelle)

JJ] A(a")= f^îV^B^)^.
i ^o

VII.

' Les fonction^ A et B se rattachant étroitement au cosinus et au
sinus intégraux^ et la fonction de Binet aux fonctions eHlériennes,
il n^est pas étonnant, en vertu de résultats élaÏïlfs depui» long-
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temps, de les voir se pré 1er à merveille aux représentations
symboliques. Il est plus intéressant'de chercher à rattacher au
calcul d'Heaviside des fonctions jusqu'ici restées en dehors de ce
calcul.

Telle est. au moins sous la forme que nous allons introduire ici,
la fonction Ç de Riemann. Diaprés une formule de Jensen, citée
par Whittaker et Watson dans Modem Analysis^ on peut écrire

•ï/y—i r* —/)- dr
^ { p ) = ——— — ̂  I ( i -+-J2) ï sin(arc tang^r)-^——•p — ï »/^ f "• -+-1

liaisons le changement de variable

ï-^-y4==eîl\

II vient, tous calculs effectués,

-., ^-l r^ c^dx
^^-pZ-,-^^ " " - 7 ^ -

'e qu'on peut écrire

- •>-/^(/)) -+- —!—- = Ç\ /^J-l^L,'v / / ^\p— ï ) J,, ^ -^-i
donc

Or,

d'où

-^/^(^)^3^^-^

P ^ ^'
^{p — i ) •" y.

., e 1 (••v

'> P p ^ ( p ) ^ - --^—

_._ e1' e^Y— ï _ e •'' , -^y
^ •>. e^y •+-1 "~ 2 '.» ?

ce qui conduit à la formule de correspondance

[K] ,,-/^:(^)^ ̂ th^^?^rr].

Cette formule est très probablement nouvelle; cFe diffère, à plu-
sieurs points de vue, de celle qu'a établie récemment Tricomi, qui
d'ailleurs ne se place pas dans le champ du calcul symbolique.
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vm.
Certainement nouveaux sont Içs résultats que nous allons

exposer maintenant, et qui rattachent au Calcul symbolique les
divers types (Tintégrales elliptiques.

Nous partirons encore de la fonction de Bessel du troisième
ordre,

T /\ X"1^ r. / X^\

J^(^)=3^.F(7n^I)^(n^I)OFa(m^ I^^ I ;-^)>

et nous cherchons Pimage de

^îm^x),

où A est une constante, au moyen du développement en série de
celte fonction. On trouve, par un calcul facile, la formule

^ • h v /m-^-n^h-^i m-+-/î-»-A-+-î m-+-/i-+-A-h3 i \
^ 3FÎ \———3———5 ———3———9 ———^———î m^ n^ -^)

. 3m+n^(m-^-î}^(n^-î) , -= r(^^/^i) ^^^(^

Bien enlendu, seront particulièrement intéressants les cas où la
fonction hypergéom^triqne complète du troisième ordre .iFa dégé-
nérera en une fonction d'ordre inférieur- Les plus curieux de ces
cas sont au nombre de trois.

i° m= ̂  n ==— ̂  A= ^.
b 6 2

Le premier membre est alors

p~^F^^^.^^^-^,

c^st-à-dire

~/ j \~^ pp a / 1-4-—. = - "
V ^' ^^l

20 m^—i, ^ = = — 1 ? À = I.
6 2

On trouve . ;

^U'rii^'1'-^)-^;-
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3o m^-^ n---^ h - ï ^6 6 2

qui donne
^^-(-yy^y-^-^)- P '

En effectuant, dans les trois cas susdits, les calculs pour les
seconds membres, on est amené aux trois correspondances

p ^ 2 \/ïï j
V/T?3-»-! ' 3 ^?—i-

[^ -4== =^p_,, _,(.),1 \ p^-^r-l tt °

_^==^J „ ,(.).
^V/)3-!-! 3 "iP "ÏÏ

Partant alorÀ de la première de ces formules, changeant p en - ^?,
puis multipliant p par le facteur ^/4< nous obtenons, toutes réduc-
tions faites,

P______ ̂  V^ T / •r '_JL==^J. <f-^'^4^-1 3 ^ '- î \ v^/

r' <» ^ ^_j (-^\.j,, \/^—i ' 3^x ï'-H yi;

^ —— '—— ,̂—— J 4 4 1 —— 77~

d^ù nous tirons

Posons alors
p == p(u; <i, l),

cas elliptique que les auteurs allemands appellent équiharmonique,
nous aurons la représentation symbolique suivante :

[AI] up =/> argp/» = v" J, _^ ("- —') •
3y.r ï' u \ v4/

- ^ i / x

Considérons à présent la seconde des formules [L] : un calcul
identique nous conduira à l'intégrale

_/" Pdp ^ ^ , /'--"\,
' J , ^4^=T^3^4Vï-ï--tV ^7

d'où la représentation, où nous conservons les mêmes notations
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que ci-dessus,m ^î^,-,(-^)-
De la ntême façon/la dernière des formules (L) nous donnera

w ^M=^J-^(-^)•V/4v/.c r <» \ v/4/

Ennn, pour exprimer l'intégrale elliptique de troisième espèce,
écrivons

—£— == e^,
p—•a *

P -»- V^j / jf.\
^4^-rT- 3 ^-^ î/4;'

d'où, par la formule du produit,

——p^^^^^re-^^ /-z,y^,
(^—a)v/4^- i 3 ^ iP-A ^47

et il suffira de diviser le second membre par x pour obtenir la
représentation de l'intégrale du premier membre»

IX.

Pour terminer, donnons une formule que nous n^avons vu citée
nulle part, malgré sa simplicité. C^est la suivante :

[P] (^-4-|og^)2-h ^ 4= J0g2.r.

Fort intéressante, puisqu'elle donne rimage du carré de lèg x^
elle se démontre sans difficulté à partir des résultats obtenus
par Appell sur la Constante d"Euler, au tome 45 dos Acta mathe-
mat i ça.


