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SUR QUELQUES SERIES INFINIES DES INTEGRALES;

Par M. Raziuppiny Sippior.

Introduction.
Nous démontrons les théorémes suivants :

I. Si n,p, &, L, ..., I, prennent toutes valeurs entiéres, et si
3
y=sinlizsinl.x...sinlyz, f,= f ysinnrdr,
0

donc, pour un nombre entier r quelconque, la série

2.0 nr—llfn |
(111: oo [;J.)"
n=1

est uniformément convergente, a la seule condition que r<p
lorsque p est un nombre pair.

IT. Si 2, sont les valeurs caractéristiques, et ¢, les fonctions
caractéristiques correspondantes de Sturm-Liouville, et si

y=ou@en(@). (@), fa= [ yeas)ds,
A v
donc, pour un nombre entier 7 quelconque. la série

1
r—-
A 1l

(Mg My e v i)
n=I.

est uniformément convergente pour tous ;, 4y, ..., {,21.

Ces théorémes ont une importance profonde dans la théorie
des équations différentielles partielles non linéaires des types
paraboliques et hyperboliques. Des cas particuliers sont étudiés
par 'auteur dans les travaux précédents (*).

(') M. R. Sipviol, Mathematische Zeitschrift, 35, 1932, p. 464-484; Bulletin
of the Academy of Sciences, U. P., 3, 1933, p. 1-10; Proceedings of the
Cambridge Phil. Soc., 31, 1935, p. 195-202; Mathematische Zeitschrift, 40,
1935, p. 484-490.
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l. Tatorime 1. — Soient .n, I, l,, l; des nombres entiers
,2.3, ...,

(1) y=sinljxsinl,z sin {z,
(2) Fu=fally, bsy ls) = j ¥ sinnz de.
o
Donce
:‘ n/—l _fn |
() XTI

nel

est uniformément convergent pour tous l,,1,, l,21, lorsque r est
un nombre entier quelconque donné.

LemME.

A2rys .
) I:([.I:'-'p]" =0 (p=1,2,3, .. )

.
Car nous asvons

=— (i + &+ )y -+20llcoslyxcos lyzsinlyx
+2/0,l;sinlyz cosl, coslyx + 2131y cosly.xr sinl,x cosl,x,
cest-a-dire que le second dérivé de y est composé de quatre

termes, dont Uun a tous les trois facteurs sin, et les trois termes
restants ont deux facteurs cos et un facteur sin.

Considérons maintenant le second dérivé d'un terme de la der-
niére catégorie. soil :

s=sinl,.rcoslsxrcoslyx.
Nous trouvons que

— =—(1+13+13)s—2lil,coslyxsinl,.rcoslyx

“+2alylysinly recosl,ccoslyr — 2130, coslyxcoslsxsinlyx.

d*y i dé N
T30 ce qui démontre que

(A3 . . .
les termes de 27;; sont tels qu’ils onl, soit tous les trois facteurs

Ceci est un terme caractéristique de

sin, soit deux facteurs cos et un facteur sin. Il s’ensuit immédia-
tement que le méme résultat est obtenu pour chaque dérivé
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zl‘l’y
dz*r

contient au moins un facteur sin, et en conséquence dlsparant ala

d’ordre pair. Nous voyons ainsi que chacun des termes de

. azpy|®
fois lorsque = o et lorsque z =, de sorte que [mJ =o,

ce qui établit notre lemme. Ceci est aussi évident si nous remar-
quons que y est une fonction impaire de z, et que

y{zxz)=—y(z).

Or, de fn, nous obtenons par intégration répétée, lorsque nous
remarquons que les termes intégrés disparaissent a chaque phases,

(5 frn= f sinnzydz
0

I I dy
=— —[cosnzy|F + — cosnr - dx
ol yIi+ j., s
1 [. dy = 1 " dy
= S |sinnx +—| — — sinnx — dz
n* dz |, n* J, du?
ay* I & n a3 d
= —lcosnz—| — — COSRL ——
n3 dz? |, nJ, dx’

1 I . d:l}/- ~ 1 = 4
=— —|sinnzr == + — sm)u—«l.r
n* | dz3 |, rnt J, dr*

— - e 5
I diy 1" 1 dsy
= cosnx —— dr
=— —fcosnx —=| + — ’
ns| dzt Jo = nd ), drt

Nous observons que le terme intégré consiste, abstraction
)[,_.1

faite du facteur numérique, soit de smnx—l——-‘ qui disparait

dp
4 0 et m en raison de sinnx, soit de cosnz 2 qui disparait en

G274

dry .. ..

raison de ——, ainsi qu’il appert du lemme. Nous obtenons ainsi,
dx?v

aprés avoir intégré r fois,

¥
1 dar . . .
(6) Jfon==%x Py f cosnzx (—{—‘5 dr, si r est impair,
0
n .
I . ar . .
= =% s f sinnz %‘};’- dzx, si r est pair.
0

Nous avons alors

™ -
(7) A=t | f | = ’[_L s (lry dz .

cos’ d r
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Or, les termes de% contiennent, en tant que facteurs numé-
riques, les diverses puissances de [, I,, I;, et la somme de ces *
puissances est toujours r, de sorte que si nous divisons n"~' | f;, |
par 7l I3, le quotient peut étre rendu plus petit que les mémes
intégrales qui ne contiennent plus ces puissances de I;, ls, I,

@) M ifaig i%

(RN / sinnz sinlyzx sinlaz sinlzz dx

[

~+ intégrales analogues dans lesquelles un

ou plusieurs sin sont remplacés par cos s,

lorsque A est une constante, dépendant seulement de r, mais
indépendant de n, z, l,, 1,, I5.

Ecrivons
an = f sinnzsin iz sinl, z sinls z dx
L
(qui est naturellement la méme que f,),
(9) b, = f sinnz coslyxsinlsxr sinl;x dr,
L

T
Cn = 'f cosnz sinlyxcoslsxsinlyz dz,
v

Ainsi, nous obtenons, en raisons de (8),

®

" )
=1 'l 1
(10) Z—W!'Tf,f'—‘gAZ;(a,,+b,.+c,,+...+z,,).
| IR )

n=l n=i

En la portant au carré, et nous servant de 'inégalité de Schwarz,
nous obtenons

2

S | fal < A2 S L z,)?
(Il) W ___A 2 2(¢ln+[)n+...+ Qn)

n=1 n—t n=—i\

' I 5 . P
$atAr Y W (@ + b 3,

n n

ou nous avons employé l'inégalité 2a b < a*+ b2.
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Or, le théoréme de Parseval nous apprend que les séries

N
Za;",, Zb,“:, .. .,Zz;", sont loutes convergentes. Nous savons
n

n

. L . 1 .
aussi que la serneErﬁ- est convergente. Il s’ensuit de (11) que-

n
la série (3) est uniformément convergente pour tous r entiers, ce
qui démontre le théoréme I.

2. Considérons ensuite que la fonction y consiste en quatre
facteurs sin :

(12) y=sinlyzsinlyz sinlyz sinl z.

- L'on peut aisément vérifier que jusqu’a la troisiéme dérivée
tous les termes contiennent au moins un facteur sin, de sorte que

Mais la quatriéme dérivée contient un terme

4111151, coslyz coslsarcoslyx cosly o,

el. par conséquent,

(16) ["—y]¢o

dzrt 0

Ceci signifie que pour la fonction

(15) fn=f~ysinnx([x,
. [}

lorsque nous employons le procédé d’intégration répétée, il arrive

R . I dry ™ . .
un moment ou le terme intégré — cosnz L | ne disparait pas.
ns dzx* |,
Nous obtenons alors :

1 E dry
= — —. sinnz —= dx
In nt [ dzé
ou

=
1 . as

ndfp =— 5 f sinnzx '(Tr‘% drx.
A r
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Si I'on utilise le méme raisonnement qu’au paragraphe 1, on

voit que

S |
(16) _";’2'_-__52(;((,,;-;- buid...+|3nl),

(bilslyly)

ou B est une constante, et a,, b,, ..., 5, sont des intégrales du

type

a,,:f sinng sinlyz <in s x sinlyx sinly e dor,

U

-
b, = / sinn.rcosly.rsinlsxesinlyrcoslyx dr,
Yo

Si Pon emploie I'inégalit¢ de Schwarz ainsi que l'inégalité

2ab < a®+ b?, comme auparavant, on obtient :

g 2‘ (N [.2[:"[;)5 l <o Z i Z(a,, + b2 +

~ . N ¥l
Suivant le théoréme de Parseval queZa}’,, b

n

convergents, nous pouvons conclure que .

Tutorime 11.
S S

(18) YN AAT
n -1

est uniformément convergent pour tous l,, lo, l,, ;2.

&
e

W b2

n

sonl

3. Dans les deux sections précédentes, nous nous sommes

borné, pour plus de commodité, a trois ou (uatre facteurs de y.

Il est évident, toutefois, que le raisonnement peut étre ¢tendu,

avec delégéres modifications, a un nombre quelconque de facteurs.
Nous pouvons donc considérer que le théoréme général suivant

est établi :

Tutorime L. — Si n,p, r, L, ..., I, prennent toutes

valeurs entiéres, et si

(19) ¥y =sin lirs_inl-zx...sinlu.t,

(20) Ja= f ysinnx de,
0
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donc, pour toutes les valeurs de 1y, L., ..., l,21, et pour tout
nombre entier r donné, la série infinie

nr=i !.f"!
(21) Tl by

n=1

est uniformément convergente, a la seule condition que r<p
lorsque p est un nombre pair.

4. Une généralisation plus étendue est obtenue lorsque, au
lieu des fonctions sin, nous prenons les fonctions caractéristiques
de Sturm-Liouville.

Soitent A, (n=1,2,3, ...) les valeurs caractéristiques et o,(z)
les fonctions caractéristiques correspondantes de l’équation de
Sturm-Liouville : ’

. od

(22) !

{u
—_ ) — L = <r<=
7l p(J)d‘L. 5 +hru=0 (o< <x),
avec les conditions données

(23) u(o)=o, u(=)=o.
Nous pouvons alors annoncer le théoréme suivant :

Tutorime IV. — St n, u, r, U, Ly, .... 1, prennent toutes les
valeurs entiéres, et si

(24) y=su(r)2n(2) . on(e),

(23) Su = / ‘hyq,,(.t)(l.r,

<0

alors, pour un nombre entier quelconque r, la série

x

. ;J‘,’_' Ifu |
(26) ) v v

=1

est uniformément convergente pour tous Uy, L, ..., [, 2>1.

Nous démontrerons ce théoréme pour le cas particulier u =3,
r = 2. Le raisonnement s’applique aussi bien au cas général.
Ainsi, soit pour lous j, Ak, {21 :

(27) y=2i(x)or(x)s/(x)
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et

(28) fo=fu(J, k, /)=/“y?n(w)dx-

Or, remarquant que la fonction ¢, satisfait a I'équation (22), et
aux conditions (23), nous (rouvons en intégrant (28) succes-
sivement

. " 4 . , 1,
(0)  fo=—s= [y pende  (su="2)
' I , 1 L , : ly
=——[ypouls + ff culpy’)dr ()' = —')

hn

)

1 - I " d .
= lep Io—zf o (py)
=~

{
=—— [ < ,;—J (py')dr.

~ndJ,

parce que le terme intégré disparait chaque fois.
Or, de (27) nous obtenons. en le différentiant.

Y =Tk CL %+ 9 9 %k
et

. { , R
(30) (;7([)_y)=——(/.,-+/‘k+/./)by
, . d , d !
TPy g (FhE0 + e g (309)) e G (350 (-

Ainsi, de (29) nous avons

)~'+;-k+"~/ B I -
(31) _fn——- DAV AL S f :.‘nvy daor — ;_f Snv dr
. o My

A )
ou
,d o _ cod o
(32) "=I’i?j ZE(?A‘Y/)""YI.'TJ,'?I‘:/')"'?[E_(?j?k)é.

Si nous appliquons de nouveau cette formule, nous obtenons

k3

N g g\ R hp=+ 1 B I
(33) fn= i ‘A /.\ i ‘l /f ,‘.:"),l/‘r_‘__ ?”v({_rt
o { hn v rn )
I 1 " o ,
_.‘_3._._. Cy f—([)l')l/.l"*.
hn hu S, dr )
K4+ e+ [T N+ e+ [T
(’—‘—i Suy dr— ’——‘——f onvdr
~n o o (0

Foodo,
+,-[. ¥ g (P Ar
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ou, puisque Az, A, A; est toujours 21, nous trouvons

An | fa |
S Fy¥] <>\,l§f ony s [ l?#l

(p D)
"’f ST >~ FEPE

dx %,

ou A est une constante < g.
Or, de (32) nous trouvons que

(35) v=2pw
ou
(36) ® = 9% 9} 91+ 9} 9 Tj+ 9 7 k-

En conséquence, si I’on écrit
b

v _ a2p , dw

dr:’ = Er
v=2pw+2pw, pv+2ppw+2pw,
) { , " . , y
(37) 7= (PY) = (2pp’ +2p™) 0+ 6pp'w’ + 2p?u,
ou, en raison de (36), si 'on écrit

3”’—1{3?", ey
vn d.l"

(38) w"=297(sk 1+ 9y 24) + 2%(9; 95+ 9 91) + 27 (%) $k+ 9% 9))
+2959kP+20k0) 9+ 29 9 Pk
+5vl nq,-&-:’)go/ i+ 59y ?J e

Or, les développements asymptotiques de 2, et g, sont (*) :

2 . i
(39) >\,,=n2:‘72+0(1), 9,‘(x)=c,,L“"17+o(l),

{p(2))F "
ou
T dx
—‘f q(x)=£f —_—
(40) v (z) 2 Vp(z)
.L= Fsin "q o
i Vp(z)

— " (s = U "t . ’ ” ’ ’ ) o
o' = 9] (k 91+ 9y k) + k() 95+ 9, R+ 9 () 94+ 2% 9)) + 3¢ 9% %)

(') CouraNT-HILBERT, Methoden der Mathematischen Physik, t. 1, p. 291.
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De ces expressions, il résulte évidemment que ¢, et, en consé-
’ " "
quence, ¢,, ‘—/?4'_- ) ;’L' » " sont uniformément bornés pour tous les n.
An ~n 12
n

d ,
' 7z 'P)
y . . N
C’est pourquoi les expressions T M et, en méme
temps, les intégrales dans (34 ), sont uniformément bornées pour
tous les n, J, A, L.
De (34) nous obtenons donc
ot S \B
4 ——— —_—
S PRI T
ou B est une constante indépendante de nr, j, 4, [.

1 .
En conséquence, étant donné que v; ;- est convergent, la série
(42)

est uniformément convergente pour tous j, A. A, [ > 1.

5. Cependant, si nous appliquons le théoréme analogue a
celui de Parseval pour les fonctions caractéristiques de Sturm-
Liouville, nous pouvons exprimer le résultat de la précédente
section dans une forme plus générale.

Tatorime V. — Prenons n, p, l,, l,, ..., l, comme nombres
entiers, soit
(43) Y =), (... 3l

Sn =f Yentrrdr;
[
donc, pour un nombre entier quelconque donné, v et pour tous
les |y, L, ..

.« ly21, la série infinie
1
] r—
(44

2 7'n "fu }

RISV
n=t
est uniformement convergente.
Nous démontrerons ce théoréme aussi pour le cas particulier
p =3, r = 2 du paragraphe 4.

Dans la section précédente, nous avons trouvé que, d’aprés (33),
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en multipliant par \/). nous obtenons :

3
Nk
(45) J"f"’ m.r
S \/7.,,

e
yn s

/ YN

(P" )
+f Cn —)—)ﬁ— d-l‘gv
ou, comme il est montré dans la section précédente, les intégrales
sont toutes uniformément bornées pour tous les =, j, &, L.
En prenant la somme, et la portant au carré¢, et en employant
'inégalité de Schwarz, ainsi que l'inégalité 2ab << a*+ b2, nous
obtenons de (45) :

dx

z

N ,Ill‘flll 2 1
(46) 3 (nj ’A/H§<3\E/n

n=u n

><2‘< f o,,y(/ry

AU

= i . = A \?
+<f on = L d:r)+< %n d.t‘(Pv)>%
) SININ » —_s .

IJI/II

Or. si nous remarquons que, en prenant
F(x) =2(7n on(x), a,,=f F(z)on(x)dx,
v

la série 2 a? est convergente en raison du théoréme de Parseval,

n
nous savomns, alors, que

= 2 = o :
Z(f 9"7’”)’ Z([ S
d

0

sont uniformément convergentes.
. . 1

De méme, puisque la série 2 ™ est convergenle, nous trouvons
n

3
Malfal)? AN
de (46) que { P}"\}{)\?z et, en méme temps, X3\
I n

uniformément convergent. Ce qui établit le théoréme V.

est



