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CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE DE S. LIE DE LA CLASSE
SUPERIEURE D’APRES L’INTEGRALE DE S. LIE DE LA CLASSE
INFERIEURE; EN PARTICULIER, DE L'INTEGRALE DE S. LIE
D'APRES L'INTEGRALE DE LAGRANGE;

Par M. G. PrEeIFFER.

Introduction.

L’intégrale de Lagrange d’aprés lintégrale de S. Lie est
construite par M. N. Saltykow.

Aprés les remarques de P. Mansion, les recherches de M. N. Sal-
tykow et nos recherches, la question de la construction d’apreés
I'intégrale de S. Lie de l'intégrale de Lagrange et des intégrales de
S. Lie de toutes les classes inférieures peut étre regardée comme
épuisée. Quant au probléme inverse, pas toujours possible, celui
de la construction de l'intégrale de S. Lie de la classe supérieure
d’aprés l'intégrale de S. Lie de la classe inférieure, de I'intégrale
de S. Lie d’aprés I'intégrale de Lagrange, cette question restait
encore ouverte.

Nous la résolvons dans le Mémoire présent.

La circonstance suivante nous a amené a I’étude de la question
indiquée.

En 1872, S. Lie a donné la classification des équations, il ne fait
pas mention des systémes, aux dérivées partielles du premier ordre
d’une fonction inconnue. Sa classification est liée a la notion dela
classe de l'intégrale. 11 dit : A. « Insbesondere schliesst sich an die
allgemeine Auffassung der Begriffe : partielle Differentialgleichung
erster Ordnung, vollstindige Losung, etc., eine neue Classification
der partiellen Differentialgleichungen (')» en vertu de ce que

(') S. Lig, Zur Theorie partieller Différentialgleichungen erster Ordnung,
insbesondere iiber eine Classification derselben (Nachr. v. d. K. Gesellschaft
der Wiss..., Gottingen, 1872, S. 473-474; Ges. Abh., B. III, S, 16); est admise
la permutation des mots; les mots sans importance sont rejetés.
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«unter den Gleichungen mit n + 1 variablen kann man ausser der
Classe der linearen noch weitere n —1 Classen angeben (') »;
B. « Unter den Lésungen einer partiellen Gleichung Gebilde auf-
treten, welche durch 1, 2, ..., n +1 Gleichungen zwischen
den n + 1 variablen z, ; reprisentiert werden. Auf dem Auftreten
solcher Gebilde beruht nun meine Classification (2) ».

Aprés l’éclaircissement du fait, que’équation, le systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre, admettant I'in-
tégrale de S. Lie de la classe ¢, possédent les intégrales des
classes inférieures jusqu’a I'intégrale de la classe o, I'intégrale de
Lagrange, il devenait clair, que la classification de S. Lie n’est pas
juste. On peut la corriger, en entendant par la classe de I'équation,
du systéme d’équations la classe maximum de U'intégrale de S. Lie.

S. Lie a senti que le fondement de sa classification n’est pas par-
fait; cela explique ses mots : C. « Die hier vorgetragene Classifi-
cation partieller Differentialgleichungen 1. o. soll iibringens keine
definitive sein, es gibt in der That noch weitere Gesichtspuncte,
auf die sich Eintheilungen griinden lassen () ».

P. Mansion (#) reproduit la classification de S. Lie; Ed. Gour-
sat (%) signale la possibilité de la classification.

1. Les paramétres essentiels dans un systéme des fonctions et
dans une intégrale de S. Lie. — Prenons I'intégrale de S. Lie en
deux formes

(1) (A) s1=an, Q2= aa, Cq=ay, Tg+1 = Ag+13

(2) (B) P(31,93, ....34, 3g+1) =0,

ou les fonctions indépendantes

(3) oi=9i(xo, 1, ..., Tn, C1, ..., Cp) (To=235 E=1,2,...,9+1),
(4) h<n—gq,

(1) 2bid., S. 474; ibid., S. 16.

(%) Ibid., S. 484-485; ibid., S. 23.

() 1bid., S. 487; ibid., S. 25.

(*) P. MansioN, Theorie der partiellen Différentialgleichungen erster Ord-
nung (Berlin, 1892, S. 23).

(%) Ed. Goursat, Legons sur Uintégration des équations aux dérivées par—
tielles du premier ordre (Paris, 1891, p. 237).
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sont indépendantes par rapport aux variables z,, 2y, ..., z4
~ D(?h?ia-'ﬂ Qg .°q+1)
(3 BT, , # o,
(‘ZIO’ Ly ooy Tg—1y -Z'q)

®, fonction arbitraire des arguments.
Les paramétres

(6) €1, €2y ..oy Cpy

doivent étre essentiels comme dans le systéme des fonctions (3),
aussi dans 'intégrale de S. Lie [(A)~(B)].

Deux conceptions : 1° le caractére essentiel des paramétres (6)
dans le systéme des fonctions (3) et 2° le caractére essentiel des
paramétres (6) dans l'intégrale de S. Lie [(A)-(B)], comme on
verra tout de suite, sont différentes.

1. La question du caractére essentiel des paramétres dans un
systéme de fonctions se résout par certain critére de S. Lie (');
néanmoins, dans un autre lieu (*), en traits généraux, S. Lie parle.
d’une seconde méthode de jugement.

L. Bianchi a beaucoup étudié le critére de S. Lie et I’a amené a -
une forme commode pour la pratique (*). Ayant simplifié les

recherches de L. Bianchi, nous sommes parvenu (%) a la seconde
méthode de S. Lie.

Utilisons nos résultats :

Avec h =1 le paramétre, ¢, = ¢ dans les fonctions
(7) 9i=9i(Lo, L1y ..., &n, C) (i=1,2,...,q+1),
est essentiel, si au moins une dérivée

(8) (a) %1 %o,

(') S. Lie und Fr. EneEL, Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig,
B. I, 1888, S. 13-14).

(2) Ibid., S. 183.

(3) L. BiancHl, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transfor
mazioni (Bologna, 1928, p. 30-36). ,

¢) G. PreIFrER, La simplification des recherches de L. Bianchi, générali=
sant le caractére de S. Lie, que les paramétres soient essentiels (Attid. Re
Acc. Naz. dei Lincei, 6¢ série, vol. XVI, fasc. 9, 1932, p. 420-426).
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Avec h == 2 les paramétres c,, ¢, dans les fonctions
(9) $i=Qi(Zo, T1, ..o  Tny €1y ¢2)  ((=1,2, ..., 9 +1),

sont éssentiels, si se vérifie une des conditions

(10) D(?‘A,‘?{J.) ‘o
D(C|.Cg) '
) D (9‘“ ':i' )
7 . r;
(1n) () ko, il %o,
gy
oy D(?”’F:,)
(‘2) l)(‘g zo’ D(C1.C:) ¢0,

II. L’intégrale de S. Lie [(A)-(B)] améne au systéme d’équa-
tions linéaires.

(13) Ph=clhpg+ab_ pya—...+aipr—af

=Fr(zo, 21, ..., &0, €15 ... Chy P1y ooy Pg)
(k=qg+1,9+2,...,n),
D (91,93, ..., 9¢) Pg+1)
(14) a5= D(xo,D..., Ljty Loy Ljaty ooy Tq)
(?17?-’-7 R A 9‘1‘4")
D(zy, 24, ..., x9-1,2q)

(J=o0,1,...,9).

Les paramétres (6) dans l’mtégrale [(A)-(B)] sont essentiels,
si au moins un déterminant

D(Fz, F-,....Fs)

15 0
(15) D(eiycay ... h) ’
Ty Tay « « -y Tny combinaison des nombres ¢ +1, ¢ + 2, ..., n, ou,
ce qui est la méme chose, au moins une expression

Jdoyn, Jdon :)oA
, D(» ey By ety ety ey IR
(16) [ 1) 92, 1+ 960 Den ! " e =0,

D(x(,, Lty eoey gy Tty Tty ooy zT,)

X1, Ay, ..., A4, combinaison avec répétitions £ a & des nombPes
1,2, ..., ¢+1,le symbole [[ ]] indique, qu’on doit prendre la
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somme des expressions qui y sont contenues pour toutes les per-
mutations avec répétitions des éléments A,, Ag, ..., Ay (*). .
De ce que nous avons dit, découle que :
avec A =1 le paramétre ¢, = ¢ a 'intégrale de S. Lie

(17) { 9i(®0, 21, ..., Zn, ) = ay (i=1,2,...,q+1);
/

l d)(?” Q2 «eey ?q+1)=07

est essentiel, si au moins une expression

Ly 093
(18) (a) ‘ D(?h?i,"': Sq+1s T;) D(?iy?!;'-'79q+ﬁ %)
D(zy, 21y ..., 24, x7) = D(zo, 1y - .., Zq, 1)

(71 =T, )\| = ;\);
avec h = 2 les paramétres c,, ¢, a I'intégrale de S. Lie

(19) { si(zo, 21,y ..., @ny 01y 02) = ai (i=1,2,...,9+1),
' l ¢(?|,?3,...,?q+|)=(),

sont essentiels si au moins une expression

193, 09
D(?ly?:’; ""?ll+1,’:;;—:', (’;ct’>

D(‘”m L1y oeey Lgy Tty .1;-;,)

(20) (B)

# 0.

Il est clair, que les conditions (a), («); (&), (B); ..., sont dif-
férentes. ’

Admettons que le systéme d’équations (13) contient les para-
métres (6), a chaque paramétre ¢; correspondent des nombres 3,
7; pour lesquels les expressions

Do, 0% A
D(C1 O3, ..., 9 1 -—‘—') D 1,92, ..., % 1 —_
(.”) \. » Y2y ,Aq+7l)ci - Yi, Y2y 7.q+7dci
- D(zo, z1, ..., 2y, x1;)

Zo

D(zy, 21, ..., zq, ;)

(¢, un des nombres 1,2, ..., A).

(1) G. PFEIFFER, Sur les intégrales des équations et des systémes d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue, qui pos-
sédent les intégrales de S. Lie (Comptes rendus de I’Académie des Sciences
de Paris, t. 189, 1929, p. 1928-1930); Ueber die allgemeinen Intégrale von par-
tielen Différentialgleichungen erster Ordnung mit einer unbekannten Funk-
tion und von Systemen solcher Gleichungen, die Intégrale im Sinne von
S. Lie zulassen (Math. Zeitschtr., B. 36, 1933, S. 790-805).
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En attribuant a quelques paramétres (6), si cela est nécessaire,
des valeurs fixes, on peut toujours atteindre, que tous les autres
paramétres de l'intégrale de S. Lie [(A)-(B)] seront essentiels :
c’est pourquoi, a I'avenir, nous supposerons, que dans I’intégrale
de S. Lie [(A)-(B)] les paramétres (6) sont essentiels, les condi-
tions (16) sont vérifiées.

Il est facile de se convaincre, qu’on peut toujours par la permu-
lation des indices, parvenir a ce, qu’avec les conditions

D(F«, F-, ..., Fz,)

Tey

22 °
( ) D(C|,L‘;,...,cll) #
Dz, = - t)?‘h ’)?‘lg d?“h— 1 ’)‘?"h >
TP e Ty, 5 rren ’
(23) IEZY) 7 Ot De dey— - dey, o
D(Z'(\, Ty oony Ly L3y Lps oo Ty .l‘r,,)
D o d3v, J%, Dy 9,
T1, P2y eee Oprty oy AR R P
Y1, 92, qrh dey ' des dej—y 7 dey, )
(24) ¢ o,

D(.Z'o, L1y oous .L',,, Le oy oo o LTy .I':,_)

auront lieu les conditions

D(F:,F-,...,Fs_))

25 ?_é o
( ) D(Ci,Cg_, .7..,011_1) ’
' 99u, Moy, 9o\ "
) D<9|’”"“'?”?1.70_|"7c—;’“.’bc_/l:
(26) =0
D(zy, 21, ..., &y L2, Xy ooy Toyy)
Jdoy, do dou,
D 91,?:,...,?,]_.-1,—“':—&:“‘, il
(27) dey T des Jdep— <0
i D (Lyy L1y ovey gy Tz, Loy v ey TTp_y) ’
(28) D(F<, F—,,‘...,F—,A.)¢0
D(ci,cay...y¢4) ’
doy, 097, J93
D (51,98 .0y Ogity Gty 9ty <oy ‘>
(2()) dey 1)0: ()Cg ¢ °
: D(zy, 21 ..oy 2gy 22,y X2y o000 T2y) )
a9%, J93, l)?)\,,
o D(' DR e s 500 Dy ? Ve,
(%o) #Z 0,

D(xzy, &1y ..., 2y 22, 27y ..o, -‘l'?e)

2. L’élévation de g unités de la classe de l'intégrale de S. Lie
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de la classe g(¢>o0). — Prétons Iattention au cas particulier de
'intégrale de S. Lie [(A)-(B)], quand les fonctions (3) s’expriment
par des fonctions indépendantes

(31) ’ Wi, Wi, ... Woig,
ne contenant pas les parametres ¢,y €3y ..., Cg:
(32) wi=wi(Zy, Ty ..., Tn, Cg1y -+, Cn) (i=t2...,9+g+1)
et les paramétres
(33) Cy, C», ey C,‘,’;
alors
\ vl =01 (W1,W¢, ---wl/—i—;,'+1yclrc‘l7 )cg)y
(34) ) e
Ve =0 (W, wa, Lo Wage i, €y 0y L, C).
Grice a l'identité (30) on trouve
o 993, 990,
Wi = J D1y y Pg+1y dc1’ . E) dcg,cl, ,cg y
(35) 4 ettt ,
w g ( a2 o9
g+g+1 = dgrg+1{ Iy » T+t ’ 4 ) C1y » Cg
de deg

Prenons, que les fonctions (31) sont indépendantes par rapport
aux variables o, 1, ..., Zq, 411, .

“ ey .Z',[+g
(36) D(Wi,...,w,/+1,...,Wq+g+1)¢0‘
D(xg, ..., @gy ooy Tyig)

En vertu de la non-identité (29) le systéme complet (13) se résout
par rapport aux paramétres (33). En les éliminant des égalités (13),
on parvient, comme nous avons montré ('), au systéme complet

(') G. PFEIFFER, Sur les intégrales complétes d’un systéme complet d’équa-
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre (Journ. de U’Inst.
math. de l’Acad. des Sc. de I’Ukraine, 1936, p. 79-89).
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d’équations linéaires avec les intégrales (31)

(37) pPr= ?’f/+gl’r7+§' + Bgrg-1Pyrg—+. ..+ gip—3

U=q+g+1,9g+g+02 ....n),

I)(W“ Way ooy “)I/Aghl)

. D(zys oo lji e Ljin ooy Lyig .
(38) 35= (zo Lj iy L L g Lyrg) =010 g+ &)

D(wiows, ...owyre.n)
D(xry, L1, oooryig)

De la suit, qu’on a la possibilité dans le cas indiqué de I'intégrale
de S. Lie[(A)~(B)] de construire, d'aprés l'intégrale de S. Lie de
la classe ¢(g > o) l'intégrale de S. Lie de la classe ¢ + g

(3()) (C) wy = bl. W = bg, veey Whie= bq+;’,. Wyrg+1 = bq*—y 1y

(40) (D) D(wy, way o Wy W) = 0,

alors se pose la question, de savoir si 'on peut aux conditions (28),
(29), (30) trouver l'intégrale de S. Lie [(C)~(D)] d’aprés l'inté-
grale de S. Lie [(A)-(B)], et, si c’est possible, quelles sont les
conditions complémentaires ?

En introduisant les significations

(41) ’—'—)ﬁ“ = 3 ’—~);7"’ = 3 ’-—)?l“ =3
e, ’ Je, - ’ deg &1
%4 o1 e =y ey 991, =3z I9hr =0 3 g+
dey ’ dey - » dey . de, » dey
91 = W ’)?)na—l = s ey I, = Z» {)?-A,-H =ws ) ’)?7+—I
— = cess T = 0)2 R = T %2, T =W a4 y
des ’ Jey T e, des, rh de.,
......... s O PPN
31 - d?.l‘g—l - ')?)\g _ ')9}\r"' - g
1 —_ e =g o honte
deg g1 deg T deg 5 deg 5 herb deg
Jz J3a dzg -
ST = W - = 0)ys - = Wig
Jdey ’ Je, ’ s 8
34 — Jdzs - Jdzg  —
. — = W3 = Mage e —_— = Wag
(43)- de, ’ des ’ S Cs 87
........ . ey , eeeeeaaay
Jdz - 30— 4)53 -
— = 0gl — =W o — = oo,
de, £ de, g% de 887
5 & 8

=W, 941,

= We, g+1,

= (v)g,,l+1;
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prenons le systéme des ¢ + g + 1 fonctions

-2 (Pt oey @guty By oony 5gy €1y -2y Cg)

= - - . 3

(/'4) Ja (‘:'h~~-y9q+1,zh.-.,a,,01,....L_,),
-

\ Dyt (T iy Tga1y 31y 0y BgyCry . Cg)s

indépendantes par rapport aux arguments @, ..., Pyi4: Sty .-y S

(45) 0(31-321 -~'93‘l]+—g+‘l)

D(g1, ey 341,31y .00,y 2¢)

# 0

Uy

et exigeons, qu’elles ne dépendent pas des paramétres (33).
1l est clair, que les fonctions J-(44) satisfont au systéme des

relations
JS3 I3z I 0 93
T 1) e A A O h ey e = B e A= O}y ———— ...
dey 24 o '4);',“_, Jer, s bkl 0%, +1
I3 P d3+— o3 ot .
~+ U} 0y~ o) W)y — =0
N ey " 9z, PN ¢ 9z,
(46) ( coveiii et et eiie it s ee st ety
ds 71 P~ Iz - 93
— e W g} ——t . 0) —_ + g o, o m——
deg, T U8 dey Bl o3 R ARP YN
9z - J3 - i -
-+ ) — e (1) —— e W) gy ) —_— =0
&9+ ')?’I‘H 8 97, &2 Jz. L14
Si l'on accepte, qu’ont lieu les connexions
i = fonet. (€1, ..oy Pyrty B1e el Bgy €1y ol Cg)
(Ji=1,2y oo, M—I, M1, ..., q+1).
.. = fonel. (214 ..., Pg4ts Bte . o Bgy C1y . . Cyg)
(s=1,2, ..., 8)
{47) b e e e e e '
wyj,=fonct. (1, ..y Pgaty By ooy Spo €1y ol cy)
(JAK=I, DBy ooy )s‘_.h ‘A‘+1, ceey q+l),
wge = fonct. (34, ..y g1y 31y ooy 3g, C1y v ey Cg)

(s=1,2, ..., 9)

alors le systéme (46) sera un systéme d’équations lindaires -homo-

genes aux dérivées partielles du premier ordre.
LXIY.

17
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Quand sont vérifiées les conditions (47), et, qu’en ‘outre,:le
systéme (46) est complet, ses intégrales

(/{8) 31, 32, cevy 3q+3+1

sont indépendantes par rapport aux arguments q;“ ces Qgity
3y, ..., 3g. Elles donnent les expressmus (33). Les égalltés

(49) 317 ws = T, ey Wq+g+1 = 3'q+g+1

aménent aux égalités

‘ o= 0'(“"1’ y Wq+g+1; C1, ) cg)
(50') 1 v
Pg+1 =041 (w, y Warg+1y € vony Cg)y
Py "
(50) { dc,l =& (Wi, o0y Waigity Cly «vey Cg),
(50") Cteeie e meeerecaaas prenees N ,
935, ) i
de - Eﬁ(w' y Wa+g+1, €1y ’ cg), b

dont la premiére partie reproduit les relations (34).

La non-identit¢ (29) montre, que les paramétres (33): dans
Vintégrale de S. Lie [(A)-(B)] sont essentiels; en les éliminanit des
équations (13), on viendra aux équations (37)

En vue de la non-identité (30) les égalités (50) sont équivalentes
aux égalités (35)-(49).

Ainsi, aux conditions (47), avec le systeme complet (46) ona la
possibilité de passer de I'intégrale de S. Lie [(A)-(B)]a 'intégrale
de S. Lie [(C)-(D)].

D’aprés U'intégrale de S. Lie [(C)- (D)] on f01 me facnlement les
intégrales de S. Lie des classes inférieures.

Quand g =1, le nombre des équations (46) est un, les condi-

tions, que le systéme (46) soit complet, disparaissent.
Co ' ;

Remarque. — Admettons, qu’ait lieu la non-identité

A _ doA‘ I}G)" 992 '
(éli)nu"—,t;la)(ﬁp B2 P ()t,‘- S (761!) et el

D(.’L‘o, Tay vany xeq,,‘l?:,s &ty o .»,"wrg)z S AT
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En introduisant les significations

a2 © a9, 9,
52 =z 2t =z . ——f =z,
( ) 001 1) dC1 2y 3 ()Cl Zg 5
| ng ()?)\ —1 LY
i —_—=w . —_ e =Wy ,— =z
I dca 11, ) Je, 1, hy—1, e 1y
()Ol‘-o;i : ’)01,—1 Ja9),
—_— = . — 2 =Wy —f =z,
des Dty ' de Lh—t g T %8
I% g+t J
g+ Pg+1
des = We, )41, ceey Jos = W1, g1,
a9 Jox
—_—=uw R —=w v
(53) { des O dcs o ’
42 J
4 Pg+1 __
ng hd (.t)g)‘, ) ()C: - w2,7+17
........... , . ey
094 dey,
dcg = Wg,, ’ dc; = Wgly °y
| d?}., J¢ g4
— =w =w
dcg o ! de g a+t
034 " 93y 5 34 =
dCi =" dey =W ’ dey =M
()21 (—u 022 ; 4)5’.‘, —_—
— = 9 = w
(54) dey o dey "’ T des 28
A ) eeeieeeeeeeiien s eeeeeeeaas s
0z p» 0z 5 dzg =
= Weg1, = Weo, ) = Weg,
decg dcg dcg

prenons le systéme des ¢ + g + 1 fonctions

"F1(P1y ey Ggaty Bty cvey Bgy C1y onny Cg),

(55) 3!(91’ ceey PgHty Bry ey Zgy C1y « -y cg),
3‘4.54.1(?1, ceey Pg+1y B1y ey Bgy €1y o ny cg),

indépendantes par rapport aux arguments ¢y ..., P i1, F1; o+, 3g

D(sh 3!9 sty 3'q-t-gd—i)
D(?i, ceey g1y B4, ey Zg)

(56) #o

eL'exigeons, qu’elle ne dépendent pas des parameétres (33).
Il est clair, que les fonctions J+(55) satisfont au systéme; des
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relations
5z, . 0~ 9z 95
D Wy =— 4+ ...+ 5 — 3 -+,
e o, Zn “F e
9=z - % -
+ O, g4l T W) A, W =0
AR Y Az, '”l)zg !
1> 751 JZ a3
v Wy L )y e (D g m—— e, L,
deg 8% go, M, “*s oy,
- 4}3 + - ] - [/ °
Mg o) = W= = A Wgg=—— = 0,
]+ ’);q*_‘ E ’):| 88 dzg

Si pour tous les w, o

/58) @ ==fonct. (31, ..., Tysts B1e v.. Tgy Civ o v Cg)s
) 0 = fODCL. (91, ey Gputs Bte oeny Bgy Clu onny Cg

alors le systéme (57) est le systéme d’équations linéaires homogénes
aux dérivées partielles du premier ordre.

Au cas, quand s’effectuent les conditions (58). et, en outre, le
-ystéme (57) est complet, ses intégrales

1500 wy = 3'|. Wa == 3‘:, e Wy gl = 3,,+_,,+1

sont indépendantes par rapport aux arguments ¢, ..., Qgri,
24y .... Zg. Elles donnent des fonctions des variables indé-
pendantes Zo, Z., ..., Z, et des paramétres gy, ..., Ca, qui ne
sont pas lides avec les paramétres ¢y, ¢, . .., co. Les égalités (59)
aménent aux égalités

{ si=081 (w1, .. Worp, €1y el Cg),

................................ veaey

gt =01 (wr, oo, Woigrt, €1y o.l, Cg);
. a9
(60) 1 = w w, c c
\ ) 2y 1y s o N e
()01 ( ’ y Wag+g+1, €1y ’ g)y
...................... e ererrieeaeaaey
a9,
L =z, (Wi, c.uy Wapgaty €ty vy Cg)e
vodey §

La différence entre les raisonnements précédents et les présents
raisonnements consiste en ce, que dans le premier cas la non-
dentité (29) indique. que les paramétres (33} 31 Uintégrale
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de S. Lie [(A)-(B)] sont essentiels, dans le second cas une telle
non-identité ne se présente pas.

Entre les suppositions extrémes (30), (51) sont possibles des
suppositions intermédiaires; nous ne les regardons pas.

3. La construction de l'intégrale de S. Lie de la classe g(g > o)
d’aprés l'intégrale de Lagrange. — Prenant dans les recherches.
qui précédent ¢ = o, nous réduirons 'intégrale de S. Lie [(A)-(B)]
a l'intégrale de Lagrange.

,’ O(Zoy Ly ooy Ty Cly «nvy Cp) =a, Zy=3 (h < n),

(61)

dx,

le systéme (13) se transforme en systéme
(62) P+ —— =0 (k=1, 2, oy n);

les conditions (28), (29), (30) deviennent identiques

Js do do
ploes, | drs, o OE
(63) R TR
U odzy dz, dzx,
Dier, €2y oo0yey)
de  de do
b B S i
. L (F‘dcl’dcz’ ’dcg> %0
h (_di &+t D(@y, r,y 21y .o, .'l:r:)
dzo)
Les significations (41), (42), (43)
7 - dy do )
(64) Jo. = g = c‘_zg,
/ ()21 —; Qfﬁ __; iz_{ —(:
sdc‘ = 11, dcl - 12 ceey dc‘ = 18,
9z - d3s  — dz - — —
(65) 1 (;«:i:w“’ Jos = W33, Cees -d—c-j‘r-_:wzg ('—"iiz“’/'i);
......... s ey s
9z, P 73 - 721 -
| dcg 8 e, &M T dog ke



et les fonctions (44), (45)
D1(9, B, «- -y Bgy €1y « .-y Eg),

(66) 3:(?, 2y, ‘.‘ , Zgy C1y « oy Cs), ’

3g+1(?) By +evy Bgy C1y oo ny cg);
D(Sh 3!; sy Sg-H)

6 o
( 7) D(?y 2T ...,Zg) ?-é
aménent au systéme
03 ds +— 0‘3 +¢-—o
d_L‘i+Zld? m“ng -+ ... 1gdzg—-0
B e e, 2
(68) dos T Prog T g T %0z,
....................................... )
a3 % e —
\ ()7; +ng‘P We1 ()Z| -+ +U)ggdz =o,
qui avec les conditions
(69) w;; = fonct. (¢, 21, ..., Zg, €1, ..., Cg),

est le systéme d’équations linéa}ires, homogénes aux dérivées
partielles du premier ordre.

Quand sont vérifiées les conditions (69g), et, qu'en outre, le
systéme (68) est complet, ses intégrales

(70) w, =3, we = I, cee W1 = Jgi1,

sont indépendantes par rapport aux arguments ¢, 5, ..., 3
entrainent les égalités

g elles

¢ = G(W“ ceey Weit; C1y ooy Cg),
I
—— = (W1, ..., Wgit, C1, ..., Cg),
- ()01
(s1)
................................. ,
%% ( )
—_— = (W1, ..., W 1, C1 Cy
ng 8 ) H g+1y ) y “g

Les expressions (70) donnent la possibilité de passer de l'in-
tégrale [(A)-(B)] de Lagrange (61) a l'intégrale [(C)-(D)] de
S. Lie i

(72)

{ W1=b1, We = bg, ceey wg+1=bg+1,

d)(W’, Wi, ..., Wg_'_‘):-o.



