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SUR LA CONVERGENCE ET LA SOMMATION DES SERIES
DE FONCTIONS ORTHOGONALES;

Par M. D. MencHOFF.

INTRODUCTION. — Soil
(1) fen(z)t=loi(x), o), .ooy 2nlm), .00}

un systéme normé de fonctions orthogonales sur un intervalle (a, b),
c’est-a-dire

b ‘ . A
(2) f ?i(-")\?k(“’)‘[-”:) o ’;;CA’

|1 si t=k.

Suivant MM. S. Kaczmarz ct H. Steinhaus, nous. désignerons un
tel systéme par ON (*). Nous dirons qu'un systéeme ON (1) est un
svsteme de convergence, lorsque la convergence de la séric

(3) NG

N

entraine la convergence presque partout dans (a, b) de la série

(4) D engula),

n=1

oucy, n=r1, 2,3, ..., sont des constantes quelconques.
L'existence des systémes de convergence a été démontrée par
M. A. Haar (2), M. H. Rademacher (3) et d’autres auteurs. On
peut se demander, quelle est 'étendue de la classe des systémes de
convergence. Nous allons démontrer que chaque systéme ON con-
tient une partie qui est un systeme infini de convergence.

(') S. Kaczmarz et H. SteINHAUS, Theorie der Orthogonalreihen, Warszawa-
Lwow, 1935. Nous supposerons que le systéme (1) est infini.

(2) A. HAAR, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Math.
Annalen, 69, 1g10, p. 331-371). )

(%) H. RapeMAcHER, Einige Sdtze iiber Reihen von allgeneinen Orthogonal-
funktionen (Math. Annalen, 87, 1922, p. 112-138).
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Comme application, nous obtiendrons un théoréme qui concerne
le changement de 'ordre des termes dans les systémes ON. Dans
le dernier paragraphe nous démontrerons encore un théoréme sur
la sommation des séries de fonctions orthogonales par les méthodes
linéaires de M. Toeplitz.

1. Tutorime I. — Chaque systeme ON contient une partie
(5) {omlz)}=1{om(x) sm (L), .oy puulx), ...} (mr—r << mp),
qui est un systéme infini de convergence.

DemonsTraTION. — Désignons par w, le maximum de

3

f. ?n(l‘)(l.l‘
%

lorsque « et B sont des nombres arbitraires sur (@, 4). On a
donc

(6)

)

3
f calx)dr
Jo

et, de plus,

3.
(7) Wy = lf ?n(-l‘) dr
1Y,

ou a, et B, sont des nombres déterminds qui vérifient les inégalités
ala, <BnSb.
Il est facile de voir que

(8) lim w, = o.

n>»

Sy (a<a<35b)

2

En effet, si (8) n'est pas vraie, il existe une suite de nombres
entiers et positifs &, k=1,2,3, ..., tels que

(9) - o> >0, lim I = o,
k> o
ou A est une constante. On peut d’ailleurs supposer que «, et 3,
tendent vers des limites déterminées o' et ' lorsque k& — oo,
(10) lim oy =d, lim B, =§.

> o K> o

8 .
Les intégrales / ¢n(2z) dz sont des coefficients de Fourier par
Jor
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rapport au systétme ON (1) de la fonction égale 4 ur dans l'inter-
valle (o, B') et a zéro en dehors de cet intervalle, d’ou il résulte

que )
(11) - lim f on(z) dz =o.
. .

nyw

En se servant de 'inégalité de Schwarz, on obtient

a’ &
S enta)ds é\/la’—aulf o1 (2) do SVIT— ],
a,k a,k s

d’ou il résulte, en vertu de (10),

ol

(12) lim f on(z)dz =o,

k> o a

et 'on démontre de la méme maniére ue

relk
(13) lim on(x)dx =o.
k> o 3

En comparant (11), (12) et (13) avec 'inégalité évidente

a 3’ {jlk
A ?u(w)dx|+ S en(a)ds +|f s (@) dz
a a 5'

lk
lim w;,= o,
K> o

wy, <

1

on obticnt finalement

ce qui est incompatible avec (9). L'inégalité (8) est donc démon-
trée.

Pour chaque valeur de n nous avons

d T
(—[‘;[ gn(t)dt =2n ()

presque partout dans l'intervalle (@, &). Donc, en vertu d’un
théoréme d’Egoroff ('), la fonction de z définie par I'expression

. x+h
- ca(t) dt
WAL

(') D. Ecororr, Sur les suites des fonctions mesurables (C. R. Acad. Sc.,
Paris, 152, 1911, p. 244).
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tend uniformément vers ¢,(z) pour & — o sur un ensemble situé
dans (a, b) et dont la mesure est aussi voisine que l'on veut de
b — a. Par suite, pour chaque nombre entier et positif n et pour
chaque nombre nombre positif ¢ on peut définir un ensemble G,
situ¢ dans (a,b). et un nombre positif 4 qui vérifient les conditions
suivantes :

, TG '
Lo Ié-./: c,“.(l)ll[-—-?;(-l))‘<:a (1€s<n, 2 G),
20 mesG b — o —:.

Nous pouvons toujours supposer que pour < G les points
correspondants z -+ 6 se trouvent dans Uintervalle (a, b).

Déterminons une suite de nombres entiers et positifs my, une
suite d'ensembles By et une suite de nombres positifs o, A =1.
2, 3, ..., de la maniére sunivante. Posons tout d’abord

ny=1i, Ly = (a. b), or=0—a.

En supposant ensuite que les nombres ng_y, ¢, et 'ensemble K, _,
soient déja définis et en nous servant des condilions 1° et 2° ou

I N B
on pose n == My_;, € = 7= nous pouvons déterminer un ensemble
I 1y T dét J ensemble
E, situé dans (@, b), et un nombre positif 3; qui vérifient les iné-
galités

R
Jf o) dt — g (u)| <. —l~ (1<s<mp, & Ep),
& e =2 -

(14)

-
(15) mesE; >0 —a — ‘,f; :

On peut d’aillcurs supposer que

(16) Bt <l Op—, 04<l g+

>~

En tenant compte de (8), nous pouvons a présent déterminer le
nombre entier et positif m; qui vérifie les inégalités

S
(17) Oy < ;ZAJ
(18) mi> Mmjp—y.

Nous voyons donc que les nombres my, o et les ensembles E;
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peuvent étre définis de proche en proche pour toutes les valeurs
de k=1, 2, 3, .... De plus, pour k > 1 toutes les inégalités (14),
(15), (16), (17) et (18) sont vérifides.

En supposant que m; sont les nombres que nous venons de
définir, nous démontrerons que le systéme {9, ()} est un sys-
téme de convergence. A cet effet, prenons une séric

%

(19) PATDIME

k=1

ou ¢k, k=1,2,3, ..., sont des constantes quelconques telles que
la série

(20) | >

k==t

converge. Comme il est bien connu, la série (19) converge en
moyenne dans U'intervalle («, &) vers une fonction f(z) a carré
sammable, ¢’est-a-dire

b
(21) lim [f(&) —=Sr() P dt =0,

>0 Jy

ou
k

Si(z) =2 Cs Sm, ().

s =1

Nous allons démontrer que la série (19) converge vers f(z)
presque partout dans (a, b). L'intervalle («, 3) étant un inter-
valle arbitraire situé sur (a, &), nous aurons '

fgf(t)dt—f{jsk(t)dt

d’ou il résulte, en vertu de (21),

3
<\/G—o [ —suora

B 8
(22) kl;“lfa sk(z)dt=fa f(2)de.
Posons
(23) E = lim inf E;.

k>
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Il résulte de (15) que la série

imesCEk
k=1

converge, ou CE; est le complémentaire de E; par rapport a
Pintervalle (a, b). Donc

mesCE = mes‘lim supCEr=0 (1),

et, par suite,

(24) mesE =4 —a.

Soit E' 'ensemble des points z dans l'intervalle (a, b) ou la-

x
dérivée —‘if Jf(¢t) dt existe et vérifie la relation
dz J,

(25) i [ rwdi=re.

Nous avons
mesE' = b —a,

et, par suile, en vertu de (24),

(26) mes(E, E)=54 —a,

ou (E, E’) est la partie commune des ensembles E et E'.

Nous démontrerons que la série (19) converge vers f(z) en
chaque point de I'ensemble (E, E'). Soit z un point quelconque de
cet ensemble; donc 2 C E et z CC E'. ll en résulte d’apres la défini-
tion de I'ensemble E [la relation (23)], qu’il existe un nombre
entier et positif &, tel que z < E; pour toutes les valeurs de & > 4,
Le nombre A, dépend en général de z.

En supposant que k > k,; nous aurons  C E;,, et, par suite,
en vertu de (14),

24Oy
). 5= [ om0 de—sm ()| < (1<s<k).
8l'+—l x

LI
(k+1)

(') Cette égalité résulte de I'inégalité évidente

Ll
mes lim sup CE, < 2 mes CE,,
k> =
k=)
ou j peut avoir une valeur arbitraire.
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11 est clair que

(28) fer 1Sy (hk=1,2,3,...),
ou
(29) : Q= ﬁr}’..

k=1

Donc il résulte de (27) que

Lo ;“ 1
(30) :—'—j S“/n//—.\“.(u-)|
Ok,
A " *";k 3 1
AN 1 v ot _ LN )
’5}-4 eyt ) ‘[ P (O A= g, () | - h+1 e ke
S0 ’

ot S;(z) a la méme signification que précédemment.
En tenant compte de (22), on peut choisir un nombre entier
{>> & de telle fagon que

s | KT TN v . ,r+'~:k.,‘ , I
—_— A ) D e
(31) = f S de BA».,.‘[ () dt] <2

L

ot I dépend, en général, de z ¢t de A. On a de plus, en vertu
de (28),

1 a ’;(., ‘l .1.‘—1—';(..‘
— f Sy(1) et — —— Si(t)dt

Okiv o/, Okt J,

!
° X4~k by
1 \‘
< \ ey Sm, () dt
Ofy) dand el [ Fona (£) € l
s=hk4+1 :
Jan— 4 cad
e - XA0k oy
{! 2 f 91:1,(z)f” y
T Oy x
s=hk4+1 *

et, par suite, il résulte des inégalités (.6), (17) et de la premiére
inégalité (16) :

3 . x40k ..,b 4 . 4Ok < 4
— Si(t) dt — — Sx(t) dt
(32) 0k+1./; () 8k+1.£ £(£)

LXIV. It
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En comparant (31), (32) et (30), on obtient finalement

."—'—';‘.,;‘ =
(33) ! f LUl — se(y | < 28+
Okit J, * k

pour toutes les valeurs de A > k.
1l résulte de la seconde indgalité (16) que 1i_m %41 = 0. Puisque
>

—

2z  E', on obtient done de (25) :

koo Okt S

lim — /'"""A'l./u)mz_/(;L-)

et, par suile, en vertu de (33),

(34) lim Sg(x)= f(x).
k> =

La relation (34) est vérifice en chaque point de ensemble (E, E').
¢’est-a-dire la série (19) converge vers f(z) en chaque point de
cet ensemble. Il résulte done de (26) que‘ la série (19) converge
presque partout dans Uintervalle (@, 4). Mais les coelficients ¢; de
la série (19) sont des constanles assujetties & une seule condition
que la série (20) converge; par suite, | 9, ()] est un systéeme de
convergence. Puisque my < myo, k=1,2.3, ..., le théoréme 1
est démontrds

2. Dans ce paragraphe nous considérerons une application du
théoréme I qui concerne le changement de Pordre des fonctions
dans les systéemes ON. Soit % (n) une fonction de 'argument
entier et positif r qui vérifie les conditions
(35) W(n)>o. lim W (n) =<=.

ny>x
Nous dirons gu’une telle fonction est un multiplicateur de con-
vergence ou multiplicateur de M. H. Weyl pour un svsteme ON
donné {0, (z)!, si la convergence de la série
(36) N 20(n)es
n=\
entraine la convergence presque partout de la série
@

(4) ch?n(m):

n=1
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ou ¢, sont des constantes. Nous démontrerons le théoréme sui-
vant.

Tutorime II. — Etant donnés une fonction arbitraire W (n),
vérifiant les conditions (35), et un systtme ON quelconque
{on(Z)}, on peut effectuer dans ce systeme un changement de
Uordre des fonctions gn{z) de telle fagon que pour le systeme
{9y, (2)}, ainsiobtenu, la fonction W (n) soit un multiplicateur
de convergence.

DemonsTraTioN. — En vertu du théoréme I, le systeme | 0, (z)}
contient une partie
{om(2) | ={om(2), 3my(2); «..s Pme(®), - ooy (M << M),

qui est un systéme infini de convergence. En tenant compte de la
seconde relation (35), nous définirons, de plus, une suite de
nombres entiers et positifs o;, { =1,2,3, ..., qui vérifient les con-
ditions

(37) ai=1,  o<pn, W(p)>2  (I>1).
Déterminons une suite de nombres entiers et positifs
(38) Vi, Vi, V3, +eey Vmy
de la maniére suivante :
1° Lorsque p; < n < p144, L=1,2,3, ..., nous poserons
(39) Vn = Mg,

ouk=n—1L
2° Lorsque »n =py, I=1,2,3. ..., nous poserons

(40) Va = @i,

ol py < g <...<ps<...sonttous les nombres entiers el posi-
tifs, situés dans l'ordre de croissance, qui sont différents des
nombres my, k=1,2,3, ....

Les nombres v, sont définis pour toutes les valeurs entiéres et
positives de n, et I'on voit immédiatement que dans la suite (38)
chaque nombre entier et positif se trouve une et une seule fois,
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c’est-a-dire la suite (38) est obtenue de la suite.

1, 2, 3, ..., n, ...

par un changement de 'ordre des termes.
Nous allons démontrer que la fonction 2 (n) est un multiplica-
teur de convergence pour le systéme { ¢, (z)}. Prenons une série

(41) C Denvwla),

n=—\

ou ¢,y R=1,2,3,..., sont des constantes quelconques telles que

la série (36) converge. Pour démontrer le théoréme 11 il suftit de

prouver que la séric (41) converge presque partout dans (a, b).
Soient

(42) Zlcn ?v,,(-l')
et )
(43) S ensua ()

deux sérics infinies, ou la somme X est ¢tendue & tous les indices

n différents de p;. {==1,2,3,..., tandis que la somme X' est
étendue a tous les indices n=p;, l=1,2,3, .... Supposons, de
plus, que dans les séries (42) et (43) les indices n soient situés
dans Y'ordre de croissance. Nous allons démonirer que chacunc
des séries (42) et (43) converge presque partout dans (a, b), d’ou
il résultera la convergence presque partout de la série (41).
On voit imm¢édialement que
«

(44) Z/C" ‘Pvn(x)=2 Cp Imp( ),

k=1

ou ¢} = Crsy le nombre I étant défini par Vinégalité p, <k < pyyy.
Il résulte de la convergence de la série (36) et de la relation
lim % (n) = o que la sériez ¢ converge, d'ou 'on conclut que
nyoc .

la série

n=i

w
!
R = ci
S-S
k=1
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est aussi convergente. Le systéeme ON {¢,,(z)} étant un systéme
de_convergence, on voit donc de I'égalité (44) que la série (42)
converge presque partout (&, b). ‘
Il résulte de la définition de la série (43) et de I'égalité (40)
que

n”.
(45) N enovn (@)= o),
1=
ot { ¢, ()} est un systéme ON. En posant

2W(n)c?,=a,
n=1

nous aurons

a
2 <
w200’
ct, par suite, en vertu de (37),
. @
Cg, < ;7)
d’ou il résulte que la série
(46) 2 (logl) ¢,
=1

converge. Il vient donc, d’aprés un théoréme sur la convergence
des séries de fonctions orthogonales, que la série

2 Coy w(x),

=1

qui est identique a la série (43), converge presque partout dans
(a, b) (). On voit, en résumant, que chacune des séries (42)
et (43) ct, par suite, la série (41) convergent presque partout
dans (a, b), ce qui achéve la démonstration du théoréme 1I.

3. Dans ce paragraphe nous démontrerons un théoréme sur la

(') H. RADEMACHER, Kinige Sdtze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonal-
Sunktionen (Math. Annalen, 87, 1922, p. 112-138).

D. MexcHOFF, Sur les séries de fonctions orthogonales (Fundamenta Mathe-
maticae, 4, 1923, p. 82-105).
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sommation des séries de fonctions orthogonales par des méthodes
linéaires. Rappelons tout d’abord la définition de ces méthodes.
Etant donnée une série infinie quelconque

(47) U+ Us+Us+.o o+ Un—+. ..

et une matrice infinie

gy, 132y, di13y ..y A1k,
Ay, QaAs, ceey Leeey Qag,

(48)

@ity A1y eevy  eees Qiky

considérons la série
L]
(49) 2 aiksk,
k=1

k
ou s :Z un. On dit que la série (47) est sommable par la
n=1

méthode linéaire définie a aide de la matrice (48), si la série (49)
converge pour toules les valeurs de ¢, suffisamment grandes, et
posséde une somme qui tend vers une limite finie, bien détermince,
lorsque {—> . La valeur de cette limite est, par définition, la
somme géndralisée de la série (47).

On dit qu'une méthode lindaire est régulicre, si les éléments de
la matrice (48) vérifient les conditions suivantes :

1° La sériez aix converge absolument pour toutes les valeurs
k=1
de ¢, suffisamment grandes, et

lim air=1.
ir»w

k=1

2° Pour toutes les valeurs de 7, suffisamment grandes,

D launi<om,
k=1



— 189 —
ou I ne dépend pas de &.

3° limair=o0 (1) (h=1,2,3,...).
iy»wo

Soit y; le maximum de tous les nombres | ai; | pour une valeur
fixe de i,
(50) Yi= max |uirl.
18 kT += ’
Nous désignerons par T' toute méthode linéaire pour laquelle les
éléments ai; de la matrice (48) vérifient les conditions 1°, 2° et
aussi la condition
40 lim vy, =
iy o
I est clair que toute méthode T’ est une méthode réguliére,
mais le réciproque n’est pas vrai. D’ailleurs, il est facile de voir
que les méthodes de Cesaro de tout ordre positif sont des
m¢éthodes T'.
En effet, on peut considérer une méthode de Cesaro d’ordre
positif quelconque 6 comme une méthode linéaire pour laquelle
les ¢léments @i de la matrice correspondante (48) sont définis par

les relations
(8 +i—k— l)
i —k

(2) aik= P lorsque 15k<0;
)
(B) ar=o0 lorsque k>,
ou
(r - (r+s)_(r+x)(r+2)...(r+s)_ F'(r+s+1)
o) s - s! T I(r+1)Il(s+1)

(s=1,2,3,...) (2).

(') La définition des méthodes régulieres (méthodes T) est due & M. Toeplitz,
Uber lineare Mittelbildungen ( Prace Mat. Fiz, 22, 1911, p. 113-119).

M. Toeplitz a démontré le théoréme suivant :

Pour qu’une méthode linéaire soit réguliére, il faut et il suffit que chaque
série convergente soit sommable par cette méthode, la somme généralisée
étant égale a la somme au sens ordinaire.

(%) Voir, par exemple, Hoson, The theory of functions of a real variable,
2¢ édition, t. 11, 1926, p. 70-71.

Dans le livre de M. Hobson, les éléments de la matrice || @, ||, ainsi que
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.y . i :
En vertu des propriétés des expressions (' s s) on trouve

immédiatement que
i

aix2o0, Eau:x,

k=1
d’ou il résulte en vertu de ($), que les nombres a; vérifient les

conditions 1° et 2°. En tenant compte des relations

r+s s” :
o< ("3 )ﬂm('*:"’ fmle=o (r>-—n),

on trouve, de plus,

sr r—+s s .
C1m<( s )<C:m (.\=I,')..J,...,I‘>—I).

ou G, et C, sont des constantes positives. On a donc pour ¢ > o,
k<<i,i>1:

C: P +1) (i= kP _ (a4
R i G fr=r i =i L

ou £(0) ne dépend que de d, et 'on obtient de la méme manicre :
o 1 1 I'(d+1)
(52) aij= (5—0—-!'——!) C—1 (i—l)a

i —1

En comparant (50), (51) et (52), on trouve finalement

;] (e>1).

- 1
w20+

ou £,(9) ne dépend que de d. 1l résulte donc que les nombres aj;
vérifient la’ condition 4° et, par suite, la méthode considérée de

Cesaro est une méthode T'. C. Q. F. D.

les termes de la série infinie Xu,, sont numérotés par desindices qui prennent
toutes les valeurs a partir de zéro. Dans ce cas, pour avoir une méthode de
Cesaro d’ordre 3, il faut définir les a,, par les relations -

(8 -+ i——-k—l)
a;, = ;_Lk__, lorsqueo < k <4,

(%)

a; =o, lorsque &k > ¢.
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On peut démontrer le théoréme suivant :

Tutorime III. — Etant donnés un systénie ON (1) quelconque et
une suite de constantes cn telles que la série (3) converge, pour
chaque méthode T’ on peut effectuer dans la série correspon-
dante (4) un changement de Uordre des termes de telle fagon
que la nouvelle série, ainsi obtenue, soit sommable presque
partout dans (a, b) par cette méthode 'T'.

" Démonstration. — La série (3) étant convergente, on peut déler-
miner une suite de nombres entiers et positifs my, k=1, 2, 3, ...,
tels que

(53) mp< miaa, |c,,’.,,|<:—;/; (k=1,2,3,...).

Il en résulte, d’aprés un raisonnement déja employé dans la
démonstration du théoréme II, que la séric

)

(54) : Xcl"k omi( )
k=1
converge presque partout dans U'intervalle («, b).

Désignons par p;, I=1, 2, 3, ..., tous les nombres entiers et
positifs, numérotés. dans 'ordre de croissance, qui sont différents
des nombres my, k=1,2, 3, .... Posons

{
(55) wu(2) =Y ¢p, 9p,(2).
s=1

x

La série Ecgl étant convergente, on peut déterminer, d’aprés un

=1
* théoréme connu ('), une suite de nombres entiers et positifs /,
J=1,2,3,..,;< ljss, tels que }Ln:r,i(.z') existe el posséde une

valeur finie ¢ (z) presque partout dans (@, b), c’est-a-dire

(56) lim v (z) = (=) '
J>

(!) Ce théoréme peut étre obtenu comme une conséquence d’un théoréme de
M. H. Rademacher. )

H. RapeMacner, Einige Sdtze iiber Reihen von allgemeinen Orthogonal-
Sfunktionen (Math. Annalen, 87, 1922, p. 112-138),
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en chaque point d’un ensemble E, ou
(57) ‘ EC(a, b), mesE = b —a.
Chacune des fonctions w/(z), I=1,2,3, ..., et Y(z) étant
finie presque partout dans (@, b), on peut déterminer, pour chaque

valeur de j, un nombre positif £; et un ensemble G; qui vérifient
les conditions '

(68) £;<C L., maxllltl(x)|+|¢(z)|]<£’; pour zC Gy,
) 1<y 1

=t=c
(59) 6, (a, 0), mesci>b—afji,.
En posant '
(60) G = lim inf G;,
j> =
on voit de (39) :
(61) G (a.b), mesG =b—a.

Considérons, a présent, une méthode linéaire T' quelconque
définie a aide d’une matrice (48). Dans la suite, nous désignerons
cette méthode par T, (') Nous allons démontrer qu’on peut effec-
tuer dans la série (4) un changement de V'ordre des termes de
telle facon que la nouvelle série, ainsi obtenue, soit sommable par
cette méthode T', presque partout dans (a, b).

Posons
(62) Y= max g

iZs<+=»
ou v; est défini par la relation (50). En tenant compte de la condi-
tion 4° (définition des méthodes T') on voit immédiatement que
63) lim v, = o.

. iy o

Définissons deux suites de nombres entiers ; et pj, y=1,2,3,...,
de la manjére suivante. Posons tout d’abord A, = 1y = 0. En sup-
posant ensuite que les nombres 2j_,, w4, j>1, soient déja
définis et en tenant compte de la relation (63), définissons le

(') Sans restreindre la généralité des raisonnements, on peut supposer que
pour la méthode Ty les conditions r° et 2° (définition des méthodes T et T)

soient remplies pour toutes les valeurs - de ¢ 2 1.
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nombre 1; de telle fagon' que

’ 1
(64) N <Ny T B < 5

D’aprés la condition 2° (définition des méthodes T et T") la série

E | aix| converge pour chaque valeurde 7 ('). On peut donc déter-
k=1
miner un nombre entier 11, tel que les inégalités

1
(65) Pj—t =+ i <<, £;8;< PYi
soient vérifices, ou
(66) 3= max ¥ |aul.
T=iZ b *:!"'/'

En partant des nombres 7, = p,=o0, nous définissons donc de
proche en proche les nombres entiers 2; et p; pour toutes les
valeurs d’indice ;. De plus, les inégalités (64) et (65) sont vérifiées
pour toutes les valeurs de j > 1.

En posant

(67) ly=o, =i+ li— 1l (J=1,2:3,...)
on obtient de la premiére inégalité (65)

(68) i< <pjiw (J=1,2,3,...).
De plus, il résulte de I'égalité p, = o que
) j
(69) N r— ) = G+ gy — =1
r=t
Définissons une suite de nombres entiers et positifs

(7o) Vi, V2, V3, ...y Yn,

(1) Suivant la remarque faite 3 propos de la méthode Ty, nous pouvons sup-

poser la convergence de la sérierz | @ | pour toutes les .valeurs de i 2 1
k=1

au lieu de la supposer pour toutes les valeurs de i, suffisamment grandes.
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de la maniére suivante. Lorsque n vériﬁe P'inégalité
(71) P‘l‘<n§*‘l} (j=l> 2,3, ...),

nous poserons

(72) Yn= pl,
ou
(73) l=l,‘-_1+ll—p./',

c’est-a-dire, si n croit indéfiniment en prenant successivement
toutes les valeurs vérifiant les inégalités (1), le nombre corres-
pondant v, prend successivement toutes les valeurs appartenant a
la suite '

(74) g1 <lpe<l...<pr<....

De méme, ldrsque n vérifie 'in¢galité
(75) ‘ p.}<n§u,-+1 J=1123...)

nous poserons

(76) Vo = myg,
ou

j—1
(77) k=2(p,“_y;).+,.__“/f’

rozi

c'est-a-dire, si n croit indéfiniment en prenant successivement
toutes les valeurs vérifiant les inégalités (75), le nombre corres-
pondant v, prend successivement toutes les valeurs appartenant a
la suite

(78) mp<me<...<mp<....

Puisque p, = 0, les nombres v, sont définis pour chaque valeur
de n, et I'on voit immédiatement que chaque nombre entier et
positif se trouve une et une seule fois dans la suite (70), c’est-
a-dire la suite (70) est obtenue de la suite 1, 2,3, ..., 7, ... en
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y faisant un changement de I'ordre des termes. Donc la série

(79) PILIEINES

n=—1

ne différe de la série (4) que par I'ordre de ses termes.
Nous allons démontrer que la série (79) est sommable presque
partout dans (a, b) par la méthode T, considérée. I’osons

(80) cy=Cy,, ¢, =0,

si n vérifie une des inégalités (71), et

(81) ¢, =o, ¢ = ey,

si n vérifie une des inégalités (735), d’ou il résulte

(82) ¢y, =, + ), (n=r. 9.._3, o)

Pour démontrer que la série (79) est sommable presque partout

dans (a, &) par la méthode T, il suffit de prouver que chacune
des séries

(83) Dz (@)
et n—=
(84) N etov (@)

n=i

est sommable par cette méthode presque partout dans (a, b).

Il résulte de (80), (81), (75) et (76) que la série (84) est obtenue
de la série (34) en y ajoutant des termes égaux a zéro. Par suite, la
série (84) converge presque partout dans (a, b). Chaque méthode T’
étant réguliére, on voit donc que la série (84) est sommable par la
méthode T, presque partout dans (a, b).

Démontrons a présent que la série (83) est sommable par la
méthode T, vers ¢(z) en chaque point de I'’ensemble (G, E), ou
(G, E) est la partie commune des ensembles G et E, définis plus
haut [voir les relations (56) et (60)]. Posons

k

( 85) o Si@) =Y (@)

n=1
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et considérons la série

(86) D auSe(2),
k=1

ou «¢ sontles éléments de la matrice qui correspond ala méthode T,
Soit z un point quelconque de I'ensemble (G, E). Pour démontrer
qu’en ce point la série(83) est sommable vers ¢ (z) parla méthode T},
il suffit de prouver que, pour ce point z, la série (86) converge
pour toutes les valeurs de Z, suffisamment grandes, et posséde une
somme qui tend vers ¢ (), lorsque i{— . En tenant compte de la
condition 1° (définition des méthodes T') il résulte immédiatement
que cette derniére proposilion sera démontrée, sil’on prouve qu’au
point z considéré la série

(87) Dbl 1Sa(2) = ¥(2)|
k=1 "

converge pour toutes les valeurs de £, suffisamment grandes, et

. . I
posséde une somme qui tend vers zéro avec r

Posons
Wj+1
(88) wj(z)= 3, lawllSi(2)—Ha)l,
k=pj+1
(89) ()= max |u(z)—Y(2)l.
JEs<+

Puisque le point z appartient a 'ensemble (G, E) et, par suite,
a Pensemble E, il résulte de (56) que

(90) lim ¢;(z) = o.
j> e

D’autre part, le point z appartient a ’ensemble G, et par suite, il
résulte de la relation (60) qu’il existe un nombre j, tel que zC G;

pour toutes les valeurs de j > j.
On obtient de (85) (80) et (81):

(o1) Sk(x)—z 2 ov, ov, (%) + Z v ova(2) (i< kSp)),

r=1 n=fhp+1 n=p;+1

J
(92) Su(z) =Y, Z v (@) (1j < kSpje)-

r=1n=py+1
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De plus, on a de (67) et (69) :
(93) lim<lja+k—wjSlj= i+ pj—
pour p; <A Zp;. Donc, en comparant (71). (72) (‘fl(’;'-?)j) avec (91).
(92), (93) et (33), on trouve '

(94) sk(u—E ¥ 50 924( ) + Z Cansnle)=5(2)

= .._“-1 s=lj—y 1

(14 < A Spf)

onl=10;_,+ k—pject, de méme,
(95) Sc@)=, N ensa(@ =) (ThIu.

En supposanl que

(96) NP (j=1.2.3,...).

nous allons considérer les propriétés de la fonction 7;-(2). Nous
aurons, en vertu de (88); (94) et (95) :

[
\ .
(97) sir(@)S ¥ Jawlizu@) — b))
k== 41
, TR
(@) — ()] 2 laie'  (r=1,2,3, ...),
k=W +1

I'indice ! dans la premiére somme étant considéré commne une
fonction de A définie par légalxté l._.[,_,—i—/\—y, (donc

Lo <L),
Lorsque r=j —1our=j, j—1>j,,< i<2jpr,onaz Gy,
et I'on obtient de (58), (89) et (97) :

l"',- [
w(@)$ 8 N lawl+ (@) Y, laul,

k=41 k=@l +1

Dong, il résulte de la définition du nombre v; [la relation (50)] et
de la condition 2° (définition des méthodes T et T") :

(98) (%) S Rrvi(ph— tr) + Mep(@) S L)1l h— o) + Men(2).
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On obtient de (62), (96), (67) et de la premiére inégalité (63) :

(99! RS Y'/‘,- pr— e LS,
d’ou il résulile en vertu de (y8) et (64).

\ 1 o
(100) ol ; 4 NMz,iur)

(r=j—ronr=j. .70 J..h, 0 hj.

Lorsque r>> j 2> Jo 2,<7i7 20, 00 a

(101) 1.

De plus, on obtient de la relation <7 G, pour r > j, et des iné-
galités (97). (58)

3["(".) ;. 2, \‘

ko4

d’ou il résulte, en vertu de (66), (65) et (101),

\ O | e s L e
(102) 3ip () LG (r o> Jus 2 TES k)

a2r
En tenant compte de (30) et de la premiére inégalité (¢g), on
oblient
;zi‘l!gz'f,‘l (/.:l.'_’., 3...., ;~,‘<\I’E_;‘,‘ ,) (')’
et, par suite, en supposant 1 << j, il résulte de la relation & < G;
pour j > j, et des inégalités (97), (58)

(103) 31 (2) < Y3, £ (hrp—wr)  (r="J J > Je TSR ),

Lorsque i >3, .., on peut déterminer un nombre j > j, 4+ 1 qui
vérifie 'inégalité (g6) et, par suite, il résulte de (102) et (88) que
la série (87) converge au point z considéré. Donc cette séric
converge au point z pour toutes les valeurs de 7, suffisamment
grandes. En désignant par T;(z) la somme de la série (87), nous

(') La premiére inégalité (ga) est vérifiée sous la seule condition X, < i, -
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aurons
j—2 ’ o<

(10§) Ti(a) =Y, (@) +o1jm1 (@) + 00 (@) + Xy airl@) (D)
r=1 r=j+1

ou le nombre j est défini par I'inégalité (g6).
Nous allons démontrer que

(105) lim T;(x) =o.
i> o

En tenant compte de I'inégalité (103) et de I'égalité py=o0, on
obtient

j—2 j—2

~ , ’
2‘ sir(z) < Y‘,\,ij (Bra—wr) =1, Ljpj—1,
r—1 r-=1i

d’ou 1l résulte, en vertu de (64) et de la relation lim j = «

i>x
j—2
(106) lim EGi,.(x):o.
l“””r:i
Puisque j > j,+ 1, il vient de (100)
03,j—1(.r) \jl + Me;_y(x),
o (). J‘-.+ons,~ (z),
d’ou il résulte, en vertu de (go),
(107) limo;j_1(z) =0, lim oy () =o.
i>wo N iy w

De plus, on trouve de-I'inégalité (102) :

o

2 () < 5,

r=j+1
et, par suite
s P 3 -
. N\
(108) . lim oir(2) = o.
> e
r=j+1

En comparant (104) avec (106), (107) et (108) on obtient la rela-
tion (103).
On voit, en résumant, que, pour z_ (G, E), la série (87) con-
LXIV. ' 12
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verge pour toutes les valeurs de ¢, suffisamment grandes, et
. . ) I .
posséde une somwe qui tend vers zéro avec >+ Puisque

mes(G, E)=b6— a,

on voit donc, d’aprés ce que nous avons déja dit, que la série (83)
est sommable par la méthode T, considérée presque partout dans
(a, b). Nous avons déja démontré que la séric (84) posséde la
méme propriété. Par suite, il résulte de (82) que la série (79) est
sommable par la méthode T, presque partout dans (a, b), ce qui
achéve la démonstration du théoréme IIL.

On peut démontrer un théoréme plus général que le théoréme 111,
a savoir :

Quels que soient une méthode T' et un systeme ON (1), on
peut effectuer dans ce systéme un changement de Uordre des
Sonctions de telle facon que pour le systeme {¢, (x)}, ainsi
obtenu, la convergence de la série (3) entraine la sommation
de la série

£

2 Cnv,(Z)

n=—1
par la méthode T' considérée presque partout dans (a, b).

Dans ce dernier théoréme le changement de l'ordre des fonc-
tions dans le systéme (1) ne dépend que de cc systéme et de la

méthode T'.



