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SUR L'IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES;

Par M. PAbbé Porron.

M. Hilbert & démontré le théoréme suivant, que je désignerai
par H(n, k) : Si un polvnome V¥ (z,, ..., zx), a coefficients
entiers, est irréductible dans le champ rationnel. il est possible.
d’une infinité de manicres, de donner & «y, .... &, (n<<hk)
des valeurs entieres |,. . .., I, telles que le polynome F(I,, . ..,
lis Znivy - oy k) reste irréductible dans le champ rationnel (*).
Dans une Note. qu’a publiée ce Bulletin (*), j’ai indiqué que, une
fois H(r, k) démontré, quel que soit A. il suffit. pour obte-
nic H(n, k), d’appliquer successivement H(i, A—1). ...,
H(1r, K —n+1). Jai indiqué aussi que H(1, k) peut se déduire
de H(1. ) en représentant. au moyen du procédé de Kronecker (*)
le polynome F (2, x.. ..., x;) par un polynome f(r, z,)ayant
les mémes coefficients et devant se décomposer en méme temps.
Mais la démonstration ne s’applique plus si le polynome f(y, z,)
est réductible dans le champ C(z,) des fonctions rationnelles
de &, a coeflicients entiers.

La démonstration qui fait Uobjet de la présente Note s’applique
dans tous les cas. Elle donne en méme temps le résultat suivant :
l'ne fois H(1, 2) établi pour tout polynome normal (') par
rapport i lune de ses deuz variables, H(x, k) s’en déduit, quel
que soit k, pour un polynome quelconque.

I. Soit F(z,, .y, .... x;) un polynome a coefficients entiers,

(') Crelle, t. 110, 1892, p. 104-13q.

(%) B. S. M., L. LX, 1934, p. 117,

(*) Crelle, t. 92, 1882, p. 19-13.

(*) F(x, y), a coefficients entiers, est dit normal pwr rapport a y si,
i -1 Vs élant les racines de I'équation F(z, y) = o en », on a, pour chacune
d’elles une expression de la forme ¥, = r,(x, ¥,). r; étant une fonction ration-
nelle a coefficients entiers,
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irréductible dans le champ rationnel. On peut le considérer
comme un polynome de degré m en x,, . ... ., ayant pour coef-
licients des polynomes en ., a coefficients entiers. Opérant au
besoin sur @x,, ..., 24 une substitution lindaire a coefficients
entiers. on peut supposer que ce polynome contient un terme X z7',
X étant un polynome en z,. Il est entendu, une fois pour toutes,
que x ne prendra jamais aucune des valeurs, en nombre fini.
annulant X. Remplacant alors x, par X 'z, puis &y, ..., x4
par .. ....., et posant X" 'V (xy, oy, ....oay) = F(2,.

’

Ly. ..., x7), on obtient un polynome en ., ..., s, contenant

le terme z”, et dont les autres coefficients sont des polynomes’

en z, a coefficients entiers. Il suffit évidemmment (') de démon-
trer H(1, &) pour le polynowme F. Je supprimerai désormais les
accents.

2. Remplacant, avec Kronecker, .z; par .y"’ T(l== oK),
¢ désignant un entier > m, on obtient

Ry, ra, oo, re)=py"=+..., no= otk o2,

Supposons, c¢e qui ne peut arriver que pour certaines valeurs
de .y, qu’il existe deux polynomes P (.. ..., x4, || 7)) (}) =25 +...
et Q(aay oo Ty |x) =2 +. .. (A + B==1m) vérifiant I'iden-
titt PQ -- F =o. Par la transformation de Kronecker, il
leur correspond deux polynomes p(y, !l zy) = y“+... et
q (¥, z)) =y"+... vérifiant 'identité pg — f = o. Il faut remar-
(uer qu’a tout polynome p(y) de degré << n, la transformation
de Kronecker fait correspondre un polynome complétement déter-
miné P(x,, ..., ry), de degré </ (*); mais il est possible que,
p et ¢ vérifiany 'identité pg — f =0 en y, les polynomes corres-
pondants ne vérifient pas Uidentité PQ —F =oen oy, ..., 24

3. Soient vy ..., yu les racines distinctes de  U'équa-

(') Cf. de SEGUIER, Groupes de Substitutions, n° 128,

(?) Cette notation désigne un polynome par rapport aux variables qui pré-
cédent le signe:||, les coefficients ¢tant des fonctions quelconques de la
variable qui suit ce signe.

(*) Cf. Konie, Theorie der algebraischen (irossen, p. 3.
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tion f(y', xy) = o: ce sont des fonctions algébriques de.ry, racines
d’une équation de méme espece g(y\ ay) = o. Le discriminant de
cetle équation est un polynome en 2. en général £ o, (uine peut
lonc s’annuler que pour certaines valeurs de . en nombre fini,
formant un cnsemble (o). Soit p(y. |[lr) =3"=4... un poly-
nome en j- divisant f( ). 2,) quel que soit .y, C'est le produil
de « facteurs lincaires 3 -— yy, distincts ou non. Soient I. hors
de (a), une valeur particuliére de z,, et b; ce que devient y;
pour z,=1{. Le polynome g (3. /) a exactement les A facteurs
linéaires distincts )= - b;, correspondant aux /o facteurs liné-
aires y - - . Il v a done, pour / entier hors de (a), correspon-
dance biunivoqueentre les diviseurs de f(y, {) et ceux de f(y, &y).
Donce, sé 1 est hors de («), @ tout diciseur de ¥ (1, wq, .. .. ;)
correspond e polynome obtenu en faisant x,=1 dans un
diviseur de f(y, ). _

Pour chaque degré «a. le nombre de ces diviseurs est fini.
Comme a est <n 1, leur nombre total est fini. Ils forment deux
catégories suivant que. par leurs coefficients, ils appartiennent ou
non au champ CG(.r,). Deux diviseurs complémentaires étant
toujours de la méme catégorie. il suftit de considérer les diviseurs
de degré a<nja.

A. Soit p(y, o) =y*+... un diviseur de premiéve calégorice,
etg(yyx)=3"+...(w+ b=n) le diviseur complémentaire.
D’aprés un théoréme de Gauss ('), les coefficients non écrits sont
des polynomes pi(.ec,), q,(z,)(i=1. ..., a;j=1, ..., b)a
coefficients entiers. Soient P(«, x4, ..., &) et Q(&y, Loy ..o 2y)
les polynomes correspondants (n°2). Sion les ordonne en z., .... 2,
leurs cocflicients sont les p;i(x,) et ¢;(z,). L'identité¢ PQ —F=0
(en &,, .....;) enlraine entre ces coefficients un certain nombre
de relations de la forme K(z,)=o0. K ¢tant un polynome.
Les K(x,) ne peuvent se réduire tous a o, car alors I'iden-
tité PQ = F aurait licu en z,, .y, ..., Z4. et le polynome F serait
réductible dans le champ rationnel. Ainsi, pour chaque divi-
seur p(r, x,) de la premiere catégorie, le polvnome correspon-

(V) Disquis. arithm.. avt, 82 Voir pac exemple Koxia, op. eil., p. g2,
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dant P(z,. x,, ..., ;) ne peut diviser F que pour un nombre
fini de valeurs de z, formant un ensemble (§). Je désignerai
par (03) la réunion des ensembles (6) relatifs aux diviseurs de
premiére calégorie. Si lest hors de (B), P(l, x,, ... '
divise pas F(/, z,, ..., ;).

v

zk) ne

5. Soit maintenant p(y, ||z,) un diviseur de la deuxiéme caté-
gorie. On va voir que 'on peut donner a x, une infinité de
valeurs entiéres [ telles que p(y, ||l) n’appartienne pas au
champ ‘rationnel. Alors, quand méme P(z., ..., &, || 1) divi-
serait F(l. 24, ..., &), cc nc serait pas un diviseur a coefficients
rationnels.

Soit R(v, wy)=o0 la « résolvantc générale » de I'équation
g(y, z)=o0 ('). Cest une équation normale de degré L!,
avant & ! racines distinctes, qui sont les 4! valeurs distinctes que
prend une fonction rationnelle de y,, .... ys, convenablement
choisie, quand on effectue, sur ces & racines, toutes les permuta-
tions possibles. Le discriminant de R(¢, z,) est un polynome
en x,, en général £ o, qui ne s’annule donc que pour certaines
valeurs d¢ z,, en nombre fini, formant un ensemble (¢), lequel
contient évidemment I’ensemble («) du n°3. Soit R, (¢, 2,) un
divisear de R(v, z,), irréductible dans C(x,), ayant pour
racines ¢y, ..., ¢;. On sait que toute racine y; a une expression
rationnelle r;(¢,, x,), et qu'il existe un groupe S, formé des j
substitutions s, sur les y; qui transforment ¢, en v, (a.=1,...,J).
s. remplacanl y; par y, = ri(v.. x,). Ce groupe S est le groupe.
pour le champ C(z,), de I'équation g(y, z,) =o.

Soient, pour x, =1 hors de (¢), by, ..., ba, ¢4, ..., ¢; les
valeurs, toutes distinctes, que prennent ¥, ..., ¥a, ¢4, ... ¢j. On
a toujours b, = ri(c,, l); et, a chaque substitution s,, répond une
substitution ¢, remplacant b; par b, = ri(c., !). Ges substitu-
tions ¢, forment un groupe T, qui n’est autre que le groupe S écrit
avec d’autres symboles.

D’aprés le théoréme H(1, 2) pour tout polynome normal, on

(') Pour la théorie des équations algébriques, voir, par ‘exemple. BiaxcHI,
Teoria dei Gruppi di Sostituzioni, ou DicksoN, Theory and Application of
Jfinite Groups, Part. TI1.
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peut donner a x, une infinité de valeurs entiéres ! formant un
ensemble (@) telles que R, (v, ) reste irréductible dans le champ
_ rationnel. Alors, pour tout nombre { de (@) hors de (c), T est le
groupe, pour le champ rationnel, de I'équation g(y, ) =o.

6. D’aprés les propriétés fondamentales de ce groupe :

1° Si son ordre j était égal a 1, toutes les racines yi, donc tous
les diviseurs de f(y, x,), appartiendraient au champ C(z,).
L’existence d’un diviseur de deuxiéme catégorie suppose donc
que j est > 1.

2° Si I'on opére surles i toutes les substitutions s, du groupe S,
le diviseur considéré se transforme en b (>1) dwnseurs dis-
tncts py (¥, [|21); - <5 po(2y || 20).

3° Le produit (5 — p,)...(5 — ps) est un polynome en 3 et y
appartenant a C(x,). Le p. p. c. m. des dénominateurs de ses
coefficients est un polynome en x,, en général 3£ o, qui ne s’annule .
donc que pour cértaines valeurs de x,, en nombre fini, formant un
ensemble (¢). En multipliant le produntconsndéré par cep. p. c. m.
on obtient un polynome G(z, y, x,), de degré b en 3, admetmnt
les b racines distinctes p,, ..., ps. Son discriminant est un poly-
nome en y el z,, en général 3£ o, qui ne peut donc se réduire a o
que pour certaines valeurs de .z,, en nombre fini, formant. un
ensemble (). (&) et (F) désigneront la réunion des ensembles (.)
ot (f) relatifs aux diviseurs n’appartenant pas a C(x,).

Si 'on donne a x, une valeurs ! appartenant a (D) et située
hors de (c), (&), (F), les transformés de chaque diviseur de la
deuxiéme catégorie par le groupe T restent distincts. Il est donc
impossible qu’aucun d’eux appartienne au champ rationnel, car il
serait alors invariant par le groupe T.

7. Si donc, de I'ensemble infini (@), on retranche les entiers,
cn nombre fini, pouvant appartenir & I'un des ensembles (@),
(¢)y (&), (F), il reste une infinité d’entiers ! pour lesquels
F(l £y, ..., Fi) De peut avoir aucun polynome diviseur en
T, . .4, a.coefficients rationnels.



