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SUR L’'INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. H. Kgess.

Introduction.

Les recherches qui font I'objet de ce Mémotre se rapportent aux
équations aux dérivées particlles. Nous nous limitons dans ce
travail a la construction des équations aux dérivées partielles
linéaires. Dans une premiére Partie nous donnons une méthode
générale qui permet de déduire de toute équation linéaire intégrable
et de sa solution une autre équation linéaire intégrable et sa solu-
tion. Dans une deuxiéme Partic nous appliquons notre méthode a
la construction des équations hyperboliques intégrables et de leurs
solutions. Nous nous sommes proposé de chercher toutes les équa-
tions hyperboliques qui possédent une solution présentant deux
fonctions arbitraires et leurs dérivées. Nous supposons les équa-
tions ramences a leur forme canonique.

Nous exposerons dans d'autres Mémoires la partie de nos
recherches qui se rapportent a la construction des équations ellip-
tiques intégrables et a celle des équations paraboliques intégrables.

La méthode qui nous a permis de construire les équations
linéaires intégrables a deux variables indépendantes et leurs solu-
tions peut étre appliquée a la recherche des équations intégrables
non linéaires ou a plus de deux variables indépendantes et de leurs
solutions.

PREMIERE PARTIE.

1. Nous donnons dans ce chapitre une transformation générale
qui permet de déduire de toute équation linéaire du second ordre
et intégrable de sa solution une autre ¢quation linéaire du second
ordre et sa solution. La méthode permet de construire toutes les
équations lindaires intégrables en partant des plus simples d’entre
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elles. Dans la seconde Partie de ce Mémoire nous donnerons les
équations hyperboliques intégrables et leurs solutions.

2. Considérons I'équation complétement linéaire

(1) (u)y=Ar—2Bs+Ct--Dp+Eg+Fu=o,

dans laquelle les coefficients A, B, ..., F sont des fonctions de
deux variables indépendantes z et y, la fonction inconnue étant
désignée par u. La condition pour que I'équation (1) soit la somme
de deux dérivées par rapport aux variables 2 et y est que I'on ait
I'identité

J2A J2B 22 C Jb ()l:‘

T aray T aE g oy T

, )2
(2) )) Jdy
Lorsque les coefficients de P'équation (1) ne satisfont pas a
'identité (2), on peut chercher a la mettre sous la forme d’une’
somme de deux dérivées partielles en la multipliant par un facteur
convenable 5. La condition pour que I'équation (1) puisse étre la
somme de deux dérivées partielles est que la fonction 3 satisfasse a
['équation
92\ z o 02Bz N 2Cz  Jbz  JEsz
Jdu* Jdrdy Jdy: dr Jdy

(3) LY(iz)= + Fz=o.

L’équation (3) s’appelle I'équation adjointe de I'équation (1).
Réciproquement, 'équation (1) est 'équation adjointe de 1'équa-
tion (3). Le probléme de I'intégration de I'une de ces équations est
équivalent a celui de I'intégration de I'autre.

Supposons que ’on connaisse une solution quelconque z, de
I'équation adjointe (3). Le produit de la multiplication de I'équa-
tion (1) par la quantité 5, peut se mettre sous la forme

) 0 Jd\ sz, Ju JB z, Ju
IR = - — A3 — —Bz -~ —Ds
(4) z5(10) d.r( u e A Il).l'+“ Iy B I').}" .u)
J ()BZ] Ju ()CZ| ()lt S _
—W<—u’)'—’" + Bz, J;—u T +C3z, ‘},‘V -+ l:...u) = o.

Les expressions qui figurent dans les parenthéses peuvent étre
considérées comme les dérivées partielles d’une fonction U que
nous appellerons la « fonction associée » a la fonction u.
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La fonction U est définie par les relations

. JU . du . du IBZ, 0CZ, ..
(5) e BZ, or + (72, i)'; —u D ”W— + KZ,u.
. JU . ou . du VEAVA JBZ,
(61 ‘).': _-—,\/‘ld'; — BZ, ').‘»’ +NT + u 0 — DZ,u.

Lorsque 'on multiplie de méme U'équation (3) par une solution u,
quelconque de Péquation (1), on obtient un produit qui peut se
mettre sous la forme

3 J AVA ., duy JBZ ., Jiy >
- 1 — B - — —— —
ARV A ,}.r< ", g AZ o -+ 1 I BZ I 1)111[,
J JBR7 LAy JC7 ., diy .
— = 8 g C ezl kw7,
a7 < ULy B7Z e u, T lw).', E ull>

La fonction 7 associ¢e a la fonction s est définie par les relations

X a7 JIB7. JC7. e Y
(8 o — s T —+-|,LW+(‘LWTLN,/‘|.
i UAVA JBZ ,, iy L, ou, ,
C9) ,)'vl’ - My e — \7Z o BZ 5 Dw, 7.

Lorsque l'on remplace dans ces expressions la fonction 7 par
une solution Z, de 'équation (3). la fonction associée ¢ prend une
valeur Z, définie par les relations :

74 JBZ YA ., Ju ., Ju . B
(10) (;l" — ’)'r’ —1417)771-‘—”/47,_‘ +(A/‘17.V-' + Ku, 7,
)% IAVA IBZ 1 . du .
an u,’ L u,’ 1—:\&,’ ! ——B/,,’—’—'——l,)u,lq.
Jy o.r ay o.r v

La fonction g, nous permet d’éliminer les dérivées des coefli-
cients de I'¢quation (1) des relations (5) et (6). Nous obtenons
pour déterminer la fonction U les expressions

JU .odu o Au .oy u duy VISR

2) = = BL - +CL -——-—BL, — — Gl — — -y
e Jdr Yox "oy Yor ", ! Jdy o Jdorou, !

- dU du du Dy u ., duy u :51 u

- =—AL o~ —BZ, —- 7y — — + By — — .
Dy "Jr I/)_y + arouy ! Ay u, v
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Les valeurs des dérivées de la fonction U peuvent s’¢crire

; ou Jd u Jd u G u
(_[4) (); = Bllile—’.—r 171 —r-'Clh Z1 ()uV —&—1 -+ (—)—.; 17171’
) Ju Jd u L, 0 u 0% u
(IS) ()iV ———-Au,Zl ;;;_BI“ley_‘V&—‘_*_;};m

Ces relations nous donnent

Jd [Liu . . J u J u
(16) (;5(—[7— >~(c1—BmL1)a;Z—Cuiz,d?u—',
d [(Liu Lodou , J u
(17) (X/(?_ )—AlquA[(}:ElT’-F(C\—‘—Bl“Lj)JL; 1710

Nous posons .
(18) U= gl—“ —

I

Les relations (16) et (1~=) deviennent, en remplacant U’ par U,
7) 3 plag p

U . , Jd u ., 0 U
(19) dhx—-—(,1-‘—-Bu1l|)()7 ;t—‘—cltlljl-); my
JU J u J u
{20) ,)7‘Ale’E;—1+(t1+B“1Z1)Q_}’;.

Les relations (19) et (20) définissent une transformation qui
permet de déduire de toute équation (1) intégrable une autre
équation intégrable et sa solution. L’élimination de la fonction u
nous donne I'équation
72U 2 U 02U 2 (B2— AC)u2Z2
e +2Bd(.)r—dy +C7}F RS el ulZA,C)U'Z‘

0 Au 7, Jd {1+ Bu, 2, JU

[( Jr LT —(BE—AC) w3 L7  Jy (3—(B*—ACG )u‘fz;-'>5}
J Zi—Bw Z4 Jd CuZ, oU

(‘fTr G—(B—AC)Z; Ay —(B—AC) u‘%Z?>f)._V]:

(21) A

3. Les résultats obtenus permettent de construire toutes les
équations linéaires intégrables et leurs solutions. Supposons qu’une
équation (1) intégrable soit donnée avec sa solution w. Si 'on
désigne par u, une solution particuliére de ’équation (1) et par Z,
une solution de I’équation adjointe, les relations (10) et (11) nous
permettent de calculer la fonction ,. Les relations (18) et (19)
nous donnent une fonction U et I'équation (21)1’équation a laquelle
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elle satisfait. Les coefficients des termes du second ordre de I'équa-
tion (21) sont les mémes que ceux de I'équation (1). Les propriétés
essentielles des ¢quations linéaires sont déterminées par les termes
du second ordre.

Nous pouvons continuer I'application de la méthode et déduire
de I'équation (21) une aulre équation intégrable et sa solution.
D’aprés la maniére dont on a calculé les expressions (19) et (20),
il résulte que la fonction U peut s’obtenir par des quadratures. La
méthode peut donc étre appliquée indéfiniment. On ne sera jamais
arrété par des expressions qui ne sont pas intégrables.

Pour appliquer la transformation définie par les relations (19)
et (20), on doit calculer une intégrale Z, de I'équation adjointe a
I’équation dont on part. Ce calcul peut étre simplifié en déduisant
de méme les équations adjointes les unes des autres ainsi que leurs
solutions par la méme méthode.

4. Lorsque l'on remplace dans les relations (5) et (6) la solu-
tion u par la valeur particuliére u, on obtient les expressions défi-
nissant une fonction U,

()U| ()I(] l)lh I)BZq ()CZ|

(22) or = BZI 717+CZ|7;3/- — U, ) w, l)_V +E14 U,
J Z,
(23) ’—)—E—l = —AZ, di'— — BZ, ’)—Iﬂ -+ dAZ -+ U, (——)BZ‘ — DZ, uy.
dy Jdoe dy or dy

Nous éliminons au moyen de la fonction U, les dérivées de la
fonction u, des relations (8) et (9). Nous obtenons les expressions

(24) 97 . JBZ . JCZ . JBZ, L —u JCZ, Z N U, 2

Yoor T M7 t Jdy "I9r 7, ! Jdy I, or 1,
)5 a4 u JAZ —u JBZ " JAL, L . JBZ, Z . U, Z
(23) dy "or oy "o 7, “ dy 1, dy I,

On en déduit les expressions plus simples

( gz 0L . . 9L JU L
(26) ;)‘—I‘_—BI“ZIJE Z_| —(_;IllL|(7}: Z——I+W T,’
. 9 ‘ I Y A . Jd 1 JU, Z
(l/) J“V = ,\llq[ql—):I" TT‘ +BII|L1('); Z—| +W ZI

Nous pouvons écrire ces relations sous la forme plus pratique
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pour les applications

U,z Z 'I
(28) ,)J< Z >: (U,—;—-Bm?.))— 7- +— Cu, 2, '_,, 7,
. D (UZ N\ Z )z
(29) (—)—};<——Z-‘-—5> ———\ll;lq— Z-+(I,‘|—~Bll17|)-——-z~
Nous posons
. U,Z
(30) y= 7’ —Z.

La substitution de cette valeur dans les expressions (28) et (29)
nous donne en remplacant ¢’ par { et en changeant le signe de u,
les relations

% | 7 A /A
(30) B U= Buz Gt )
. )% VA Z
(32) :)‘__Au,Z,—)——z;+(U|+Bu'Z|)~Z—‘

Lorsque 'on compare les relations (31) et (32) avec les rela-
tions (19) el (20), on remarque que I'on passe des unes aux autres
en permutant U, &y, u el u, respectivement avec &;. Uy, Z et Z,.
L’équation a laquelle satisfait la fonction § s’obtient en faisant la
méme permutation dans I'équation (21). On obtient I'¢quation

2, 2 (B2— AC)u2Z?
(33) ATE L 9B’):)”;vy+03}§ Ut — (B AC) ui ¢
A[(i Au,Z, _‘__/)_ Ui+ Bu, 2, )%
dr U2—(B:—AC)Yu2Z2  Jy Ui—(B2—ACu}Z3}/ dr
J U —BuZ, J NaVA J%
<—,TIU~T’—<B —AC G oy Ui B'l-—ACiu'fZ',-’>r)7]:"'

Pour que les transformations qui se rapportent a I'équation (1)
et a son équation adjointe (3) se correspondent exactement, on
doit se servir des relations (16) et (17) pour transformer I'équa-
tion (1) et des relations (28) et (29) pour l'équation adjointe (3).

Les équations transformées s’obtiennent en substituant >— C' al

dans P’équation (21) et .UT’E — ¢ a ¢ dans I'équation (33) Suivant
le but que 'on se propose, il y a avantage a employer des groupes
différents de ces relations.

‘La transformation obtenue permet de construire toutes les ¢qua-
tions linéaires intégrables et leurs solutions en partant des plus
simples d’entre elles.
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DEUXIEME PARTIE.

5. La transformation donnée permet de construire toutes les
¢quations hyperbeliques en partant de la plus simple d’entre elles.
Des transformations connues sont des cas particuliers.

Nous considérons I'équation hyperbolique générale

34 D u ar)u, —b Ju +cu
— _ —_— = O.
(34) dar dy Jdxr Ay ‘

Nous prendrons pour le coefficient B de Péquation (1) la
1 . , .
valeur 5 Les relations (10) et (11) nous donnent pour déterminer

la fonction ¢, les expressions

4 )2

(35) b’i:{(—u.’—;—'ﬁ—l.%)-}«-bu.l,,
) )Z )

(36) :»}% = I:( u‘(()yl —Z.%ﬁ}) —au, Z,.

Les relations (16) et (17) nous donnent pour déterminer la
fonction U les expressions

i Jd [(Liu _( wmZ\\ d u
(37 a;ﬂh— »‘F 2)55?

, Jd [(Cu B $Zy\ 0 u
8 e - — =(Z _ .
(38) dy ( u, U) <”l+ 2 )dy uy

6. Nous supposons que l'équation (34) est identique a son
¢quation adjointe. L’¢quation correspondante qui a ¢été étudiée
par Moutard peut s’écrire

Pu
dedy

(39)

Les relations (36) ¢t (37) nous montrent que la fonction g, est
constante. Sil'on suppose que ¢, est nul et que 'on prenne Z,
¢gal a u,, les relations (37) et (38) nous donnent, si 'on rem-

u u .
place %— — U par — —, les expressions
1 1

(40) Jou _uidou
10) Jdr u, 2 dxr 111’
, Jd u uiy d u
(41) dyou T ady W
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Nous obtenons la transformation donnée par Moutard.

7. Les équations hyperboliques peuvent étre construites au
moyen d’autres relations qui peuvent étre établies directement.
L’équation adjointe de I’équation (34) est

, P 0L [ da by,
(12) dxdy ~ *or bdy+ “Tor oy L=o

Supposons que l'on connaisse une solution Z, de I’équa-
tion (42). L’équation (34) peut s’écrire

J [du J [JL,
‘H'(W +au) Z'_J}—/<ﬁ —bZ1>u_0.

La fonction U associée a la fonction u est définie par les rela-
tions

()U _ le
(43) 07—(,;7—”‘)“’
, JU Ju
(44) -();_<W+au) Z,.

Lorsque I'on suppose que I'on connait une solution u, de I'équa-
tion (35), par un calcul semblable a celui que nous venons de faire,
on obtient pour la fonction associée ¢ a la fonction Z de 'équa-
tion adjointe (42) les expressions

9 (0L
(45) (};-((ﬁ'—bZ) Uy,
4 ’)_C — (du1
(46) Ty = Ty “+auw, ) 7.

Ces relations permettent d’éliminer les quantités a et b des
relations (43) et (44). Pour ne pas multiplier le nombre des
fonctions que présentent ces relations, nous supposerons que Z
est égal a Z, dans les expressions (45) et (46). Nous désignerons
par ¢, la valeur que prend ¢. Nous avons

. \ ()Cl _ I)Z|

(47) ;ﬁ—(ﬂ—bll) Uy,
. J% du

4 Tt _ (7 A

(48) Py (dy +aul) Z,.

La substitution des valeurs de a et de & dans les expres-
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sions (43) et (44) de U nous donne les relations

4 (b N _y dou
(49) dr\ u, U)=% or ]
Jd [Liu N oy Jd u
(%0) ():;/(u—,— )—(»1—11121)’)7 v

8. Nous appliquons les relations obtenues a la recherche des
équations qui ont leurs invariants ¢gaux a I'ordre prés et auxquelles
correspondent des suites de Laplace présentant un nombre pair
d’équations. Nous avons étudié ces équations dans notre Theése
de doctorat (Paris, 1925). Les équations peuvent se mettre sous
la forme réduite

Ju 1 dlogi Ju M= ¢
dray 2 dr dy 4T ®

(51)

L’¢quation adjointe de cette équation est égale a sa premiére
transformée de Laplace et est

927 ! Jlog) JZ " <1; J2 logn -—-—k)Z:o.

drdy 2 dr dy dx dy

(52)

Les solutions des ¢quations (51) et (52) sont reliées entre elles

par la relation
1

1w
<
N

(53) 7 =

o

Les relations (47 ) et (48) nous donnent pour les dérivées de ¢,
les valeurs

I)C1 . 9
(54) o =
. i 1 [Jduy\*
5 — = - — .
%) Tk ( 0)”)

L’élimination de u, entre ces relations nous donne pour I'équa-
tion a laquelle satisfait g,

( LS 4‘,')_:_'. L1y
dedv) T or oy

(56)

La valeur de la fonction &, est

o 1 /Juy\?
(57) G qu; dr + )_<§71) dy.
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La fonction { déterminée par les relations (45) et (46) satisfait
aussi a l'équation (56) lorsque l'on suppose que Z et u, sont
reliées -par la relation (53). Ea fonction U déterminée par les
relations (43) et (46) satisfait de méme a I’équation (56) lorsque
I'on suppose que Z, et u, sont reliées par la relation (53). Nous
pouvons exprimer u, et Z, au moyen de ¢, dans les relations (49)
et (50). Nous posons
u 1 '
(58) My
Les relations (49) et (50) peuvent s’écrire en remplagant U’
par U, ’
Jd U

J u
(59) oz _—:1 =Y Iz —;)?)
‘% o
dxr
I
9% —
3 5!
Jd U Yoxrdy o u
6 Zz .
( 0) ()}, P I d:cl d}/ dcl
—E dx dy iz
Jdx

Nous retrouvons la transformation de M. Goursat que nous
avons utilisée pour construire les équations qui ont leurs inva-
riants & l'ordre prés et auxquelles correspondent des suites de
Laplace présentant un nombre pair d’équations. Les relations (59)

&

et (60) ne changent pas si 'on remplace ¢, par + et que Pon
permute u et U.

9. Les termes de I’équation hyperbolique peuvent étre groupés
autrement. Les expressions qui définissent les fonctions associées
correspondant a u et z s’obtiennent en permutant z et y et a et b
dans les relations (43) et (44). La fonction U, associée a u est
définie par les relations

I)U1 ()u N
{61) W_<(7;c-r—bu>Z,,
U, (()Z,
6' —_— —_— .
(62) T oy aZ,) u

LXII. 9
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Les relations (43) et (44) et les relations (61) et (62) montrent
que les fonctions U et U, associées a la fonction u ne sont pas
indépendantes. Ces relations montrent que U et U, sont reliées
par la condition

(63) U+U=Zju+C.
La quantité C est une constante arbitraire.

La fonction ¢’ associée a la fonction Z est définie par les rela-
tions

7.4 7]
(64) :)-5; = ((d—uj-i—bm) Z,
Ja _ (JL
(6)) T}/ = (();—al> uy.

Les quantités ¢ et ¢’ sont reliées par la relation
(66) {+=wZ~+C.

La quantité C, est une constante arbitraire.
Lorsque 'on remplace dans les expressions de U, Uy, ¢ et ¢,
u par u, et Z par Z,, ces fonctions prennent des valeurs

(‘67) (D) :;,,
(68 (U1) =(¢).

10. Les relations que nous avons obtenues nous permettent de
construire les équations hyperboliques intégrables en partant de
la plus simple d’entre elles et leurs solutions. Ces relations nous
permettent également de montrer que l'on peut ramener une
¢quation d’un certain rang par rapport aux variables a une équa-
tion de rang inférieur. Par conséquent on peut ramener une
¢quation hyperbolique d’un rang quelconque par rapport aux
variables a la plus simple de ces équations.

11. Pour simplifier I'écriture et rendre plus claires les démons-
tralions qui vont suivre, nous poserons quelques définitions.

Nous dirons que les relations (61) et (62) définissent une
transformation en x et nous la désignerons par T,.

Nous dirons de méme que les relations ( 43) et (44) définissent
une transformation en y que nous désignerons par T,. La fonc-
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tion U que I'on obtient par 'application de cette transformation
sera désignée dorénavant par U_,.

Nous dirons encore que les relations (16) et (17) définissent
une transformation en .z et en y et nous la désignerons par T, ,.

Les fonctions que 'on obtient par I'application de ces transfor-
mations sont désignées par U, et U_, pour les distinguer des
fonction u, et u_, que I'on obtient par I'application des transfor-
mations de Laplace.

12. Les transformations T, en .z élévent le rang d’une intégrale
par rapport a la variable  d’'une unité en régle générale et laissent
dans la régle le rang de l'intégrale par rapport a 4 sans change-
ment. C’est ce que nous allons d’abord montrer.

Considérons donc I'équation (34) et supposons que sa solution
soit de rang m —1 par rapport a .« et de rang n + 1 par rapport
a y. Nous pouvons représenter cette solution par I'expression

(69) wu=2X+0X4+...4+ 22X+ uY 4+ Y+, 4w, Y

Pour simplifier écriture et les démonstrations nous posons
(70) Su)y=hu+ ...+ ryum,
(71) Silu)=pu—+pu ...+ w,wn.

La solution u représentée par l'expression (6g) peut donc
s’écrire avec ces notations

(72) w=f(XY+fi(Y).

Nous désignerons par g(u) et g, (u) les équations adjointes des
équations (70) et (71). Nous avons les relations

. oo
(73) vf(u)—ug(m,_(jz_li(u,v»,
(=4) | vfi(r)=u (vh‘iB(u v
7 () =wgil =gt )

les expressions B(u, ¢) et B, (u, ¢) étant bilinéaires par rapport
duetavo.

" Lorsque I'on remplace dans les relations (61) et (62) w par
I'expression (72), on obtient deux groupes de termes qui con-
tiennent respectivement la fonction X et ses dérivées et la fonc-
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tion Y et ses dérivées. Nous désignerons les parties correspon-
dantes de la fonction U, par (U,)z et (U,)y. Nous avons donc
par définition la relation

(75) Ui = (Uy)z + (Ui)y.

Nous calculerons séparément les valeurs des fonctions (U,),
et (Uy),.

Nous avons d’abord, lorsque 'on remplace dans les relations (61)
et (62) la fonction u par 'expression f(X), la valeur de (U,), :

(76) (U‘),_f[df<x)+1 f(\)]Z dr+<(;—y1—aL )f(xw_y.

Nous pouvons intégrer par parties et mettre cette relation sous
la forme

779 (Un)e=1, /(M—f(‘&——u )f(X)d.p
-+ [()fd(.:() +af(X)] Z,dy.

L’expression sous le signe d’intégration étant par définition une
différentielle exacte pour toutes les valeurs de la fonction arbi-
traire X, nous pourrons lui appliquer le théoréme qu’a donné
Darboux pour les expressions de ce genre ( 7héorie des surfaces.
t. 11, p. 165). Nous pouvons remplacer dans la relation (73) u par X

et ¢ par <(:)i — bL,)

La relation deévient

1)21 - !)L| ()Z'

La substitution de cette valeur dans la relation (7~ ) nous donne
pour déterminer (U, ), I'expression

(78) (Ua).n:Z1f(X)—B<Xx')ﬁ—bZ) fx (‘)_Z'__bz)
") f(X)
+[ dy

+a f(X)— —B‘<X, il —bz,>] dy.

L’expression sous le signe d’intégration devant étre une diffé-
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rentielle exacte, d’aprés le théoréme de Darboux on doit avoir

— J . ()Z1 _
(79) ,)—],é <_dx —bZ,) =o,

J [If(X) 9 IZ, B
(80) ,)Tp[ 5 —+—af(X)—(TyB(X.7)7—bZI>]__0.

L’intégrale Z de I’équation adjointe a I’équation (34) est de
rang n -+ 1 par rapport a x et de rang m + 1 par rapport a y. Par
conséquent si I'on désigne par X, et Y, des valeurs particuliéres

des fonctions arbitraires que comporte la solution Z, de I'équation

adjointe a 'équation (34), le polynome g(% —bZ,) doit étre

indépendant de y et 'ordre de la dérivée de X, qu’il présente
est m + n +1. Ce polynome n’est pas nul en général comme on .
peut s’en rendre compte en calculant le coefficient du terme qui
présente la plus haute dérivée de X,.

Nous posons
(81) Xg(’—)d—lzz_l—bL):X;.

La fonction (U,), a donc pour valeur, si nous substituons X
a X,,

X’ X' oz :
(82) (Ua=20f[—p }—B[ o —d?’—-—bZi]—X.
¢(5—0n) (5 —0m) |

La fonction f(u) présentant les dérivées de u par rapporta x
jusqu’a 'ordre m, la quantité (U,)2 contient les dérivées de X
jusqu’a 'ordre m + 1.

Nous calculerons maintenant la valeur de la fonction (U,),.

Nous obtenons la valeur de (U,), si nous substituons dans les
relations (61) et (62) f,(Y) a u. Nous avons

(83) (Ul)y:‘f[l—)%-)-—f-bf;(Y)] Zldw—;—(%—ah)f,(Y)dy.

La relation (74) donne lorsque I'on remplace u par Y et ¢

par (% — aZ.) Iexpression

()Z| ” le () dZ1 -
(G —am) AN =Y (G —a) + Bi (0 5 —at).
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Nous obtenons donc (U,), en intégrant par parties la valeur

7.,
(8)  (Up) =B, (\'1 aa _az,>

+f['i~f!i.’. b fi ) — L, <Y, il ——aZ1>] dr
r ' or A%

)7,

La quantité sous le signe d’intégration étant une différentielle
exacte, le théoréme de Darboux nous donne les équations de con-

dition
) )7, oo
(85) e (G2 —at) =0
Jd [adfiY) 7] Jd7.,
(86) ’U‘[ S 00— (v aZ.> o.
La quantité 2, (2" —a7,) ne dépend d as d L
a qll(]ll 1Le g| 7)*}— —-— 44 ne (,pQIl onc pdh e xr e on

montrerait par un raisonnement semblable a celui qui a été donné
. a7, r sy
pour la fonction g (71— — /)L,) que cette quantité n’est pas nulle
en général.
Nous posons donc

o7,
(%) yg‘<7;_az,);vz_,.

72

La relation (84) donne pour la quantité (U,), lorsque l'on
remplace Y, par Y la valeur

(38) (U, = By

Le polynome B, (u, ¢) présentant les dérivées de w et de ¢
jusqu’a Pordre n — 1. la fonction (U,)y est donc de rang n +1
par rapport a la fonction Y.

Lorsque I'on remplace dans la relation (55) les fonctions (Uy).,
et (Uy), par les valeurs données par les relations (82) et (88), on
obtient pour la fonction U, associée a la fonction u qui est la
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solution de Péquation (34) expression

» X’ (! 7
t8g) U=2f]l—707—|—B b 7.

7., . A . oar
p (W—/)l,,> .g<E‘-—/)L|>

B Y’ 7., .

Comme nous I'avons démontré en régle géncérale le rang de la
fonction U, par rapport a la fonction arbitraire X dépasse celui de
la fonction w d’une unité ¢t son rang par rapport a la fonction
arbitraire Y n’a pas changé. _

Nous concluons donc de ce qui précéde qu'une transforma-
tion T, définie par les relations (61) et (62) permet de déduire
d’une équation hyperbolique intégrable et de sa solution une
autre ¢quation hyperbolique intégrable et sa solution, le rang de
la solution de la nouvelle équation par rapport a la fonction arbi-
traire X ayant en général augmenté d’une unité ct son rang par
rapport a la fonction arbitraire Y n’ayant pas changé.

Les transformations T, nous permettent de déduire d’une équa-
tion hyperbolique intégrable et de sa solution une suite d’¢qua-
tions hyperboliques intégrables et leurs solutions. Le rang de ces
solutions par rapport a la fonction arbitraire X augmente d'une
unité d’une équation a l'autre et leur rang par rapport a la fone-
tion arbitraire Y reste conslant en général.

13. Des considérations semblables a celles que nous avons
faites sur la transformation T, pourraient étre données sur la
transformation T, définie par les relations (43) et (44). Nous
pouvons donc nous borner a donner les résullats. De toute équa-
tion hyperbolique intégrable et de sa solution une transforma-
tion T, permet de déduire une autre équation hyperbolique inté-
grable et sa solution. Le rang de la solution de la nouvelle
équation par rapport a la fonction arbitraire X n’a pas changé et
son rang par rapport a la fonction arbitraire Y a augmenté d’une
unité en général.

14. La conclusion qui résulte des considérations précédentes
. est que Papplication répétée des transformations T, et T, permet

b4






