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SUR L'EXISTENCE DU POTENTIEL UNIFORME SUR UNE SURFACE
DE RIEMÀNN QUELCONQUE;

PAR M. OTTON NIKODYM.

Au cours du I I e Congrès des Mathématiciens roumains à
Turnu Severin, j'ai présenté une méthode nouvelle permettant de
démontrer Inexistence de la solution du problème de Dirichlel
pour l'équation différentielle

ô { W\ ô { ^L\ , ) ( ^U\ ,-
^^^;-^^^;+^(^^J-^U=0•

où p{x^ y, 5), y(^, y, ^) satisfont à certaines conditions de régu-
larité et aux inégalités

0 <^ a ^ // <^ ^' ° ̂  9. <^ V ?

où a, p, y .sont des constantes. Le domaine du problème est bornée
d'ailleurs quelconque. La méthode est celle du principe du
minimum simplifiée par Inapplication de théorèmes très élémen-
taires concernant l'espace de M. Hilbert à une infinité de dimen-
sions.

Or, jai remarqué que, si l'on modifie convenablement la
méthode en question, on peut obtenir une démonstration très natu-
relle de l'existence du potentiel uniforme sur une surface de Rie-
m;(nn quelconque.

La démonstration que je présente ici, tout en restant au fond la
même que celle qui se trouve dans le livre de M. H. Weyl : Die
Idée der Riemannschen Flâche^ est débarrassée de tous les arti-
fices y contenus qui, quoique ingénieux, compliquent l'exposé con-
sidérablement.

Pour mettre en évidence la méthode, je ne l'expose que dans le
cas do la surface de Riemann répandue sur le plan de la variable
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complexe. D'une manière générale, je considère le cas d'une sur-
face quelconque séparable et connexe à deux dimensions pourvue
d'une métrique partout localement euclidienne. Le cas plus général
de la surface abstraite de Riemann-Klein-Weyl peut être traité par
la même méthode si, au lieu du groupe des mouvements locaux et
euclidiens, on introduit le groupe des transformations conformes.

Je considère au lieu de l'équation de Laplace

^\] ^L _
^77 - Jj^ ~ °

l'équ.ition plus génénile du type elliptique

à [ à\j\ ,) / W\ ..
T~ [P T~ }~¥~ T ( P "T ) ~ (/ IJ == °-f)x V ()x J <)Y \ f)y I l

où p^ q sont des fonctions du point de la surface, cette géné-
ralisation ne compliquant pas essentiellement le traitement du pro-
blème. La méthode s'étend facilement aux espaces à un nombre
fini quelconque de dimensions.

Dans ce qui va suivre, nous emploierons les notations suivantes :
£FD désignera la frontière de l'ensemble D.
E désignera la fermeture de E. c'est-à-dire la somme de

l'ensemble E el de son ensemble dérivé.

I. — L'espace réel abstrait de M. Hilbert.

t. On appelle ainsi toute classe non vide H d'êtres quelconques
(appelés vecteurs) a condition que le^ axiomes suivants se trouvent
vérifiés : /

i° ./'-l- g = 8 +/'' /-t- (.^ + h) = (/-+- ^) -' h\

-si/+^==/+^, ona^^:, >.(/+^)=^/4-A^;

(A - ÎJl)/== A/- îV; A({JL/) = (A.U)/; 1 ./=/,

y, g^ h désignant des vecteurs el À, pi des nombres réels quel-
conques.

/4-^ À/représentent des opérations toujours exécutables et
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donnant des vecteurs : / ---- ^ est une correspondance cuire vecteurs
el vecteurs appelée égaille et satisfaisant aux conditions usuelles :
f ^:- /'; si /': ^. on a ^ -- /': si / ' ^ ^ cl ^ •.-..- //. il en résulte /'== //.

^•> /' .- ^. >./ '>ont des invariants |)ar ra()porl a l'égalité des \cc-
leurs et l'égalité des nonil)res.

l.es axionie.s 1 ° cl M" iiii|)li(nient la possibilité de la soustraction
fies r^f'teurs et l'exi-stence du r^cteiff nul 0 (iin((pie par rapport a
la uolion <l'e^'.dile ). caractérise par les formules

/ ^ y; <>../'" "•
: î • t f/,^|^|^./|: |/./]^<^ 1 / - / 1 ^ 0 (^riNiHit a /^ / ) :

A y.,,. -1 A./^ j : /' -Hy\ ,,• | • | y, ^ ' -4-1 y", ^ ].

f' l/operation ( / . ^ | loujonrs exec«ilal) le et donnant des
nombres réels, esl in\arianle par rapport a la notion de renalile
<les \ectc*nrs.

î2. Kn |)<»sanl |jy| -- \ I./*./ | et en appelant ce nombre la not'tne
de /, on inirodnil la notion de In l i m i t e ( l ^ n n e suite infinie (//'
r e c t e u r s , en dénnissnni

«î^ /. --- /'
\}\\\ la relalion

[j./'/, -./'[| - - < > pour n .a.

La noiion de ia iimile une lois (ixee. on ()enl se .servir de la
notion de la s e i K i r a b i l i t e et de celle de la c^mpleteté dans le sens
admis dans la théorie des ensembles.

Voici maintenant deux lemmes fondamentaux oui vont se r \ i rde
base pour le conlemi du travail.

LEMVIK 1 < Généralisation d'un théorème de M. Zaremba).
^ni! ir Hfi soas-esfxiee vectoriel de \\ et soit f un vecteur quel-
conque de H. Si V^n suppose que 1T est complets i l existe un
cecfeur (unique} /' te/ que f ç 1 1 ' ef \ f—f. ^ ' [ 1 ^ = 0 pour
l o n t y ' ç II'. On 4/" 1 < K/H.

f.i':\fME II. - .SV II" est un hyper plan de 1 1 (^est -d-cli'f'e, .s/
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/ç H°. ^g H°, o^ a a^.m />^ T"^ ç H° ^o^r tous les nombres

réels À, /JL, o/< À + ̂  ̂  o), ,̂ ^/ H0 ̂  complet, il existe un vec-
teur unique h ç H° tel que j h || ̂  minimum.

Nous n'aurons besoin de ces théorèmes que dans le cas oi'i H csl
séparahie et complet ( f ).

II. — Variété partout localement euclidienne.

1. Soit V un espace topologique, c'est-à-dire un ensemble non
\ide d'êtres quelconques que nous considérerons au point de vue
des axiomes connus de M. V. Hausdorff ( 2 ) .

D'une manière plus précise nous considérons une correspon-
dance fixée <î> faisant correspondre à tout élément P ^ V une classe
non vide <pp de sous-ensemhies de \ , appelés voisinages de P et
.satisfaisant aux axiomes suivî in ts :

1° Si a ç c^p, on a P ç a :
2° Si aÇ (pi,, hç cpp, il existe un voisinage c de P tel que

r C' a. b ;
3° Si a ç^ Op , Qç a, il existe un voisinage c de Q ici

<iue c C^ 6^?
/t0 Si P C V . Q^ V , P^Q, i l existe des voisinages a. h

où a ( cpp. /> ç Î^Q tels que a.h = o.

Toute correspondance <^ satisfaisant aux axiomes ci-dessus S(T.<
appelée correspondance topoforme pour V. C'est cette corres-
pondance qui caractérise l'espace topologique. (Elle pourrail être
considérée par définition comme l'espace même. )

Deux correspondances^, W topoformes pour V s'appellent ef{ui-

( ' ) 1*001' le» démonstrat ion voir par exemple mon travail : Sur un théorème
de M. .S. Zaremba concernant les fonctions harmoniques (à paraître dans le
Journ. de Math.^ t. XII, fasc. I, i933).

La démonstration du lemrnc II (dans le cas de séparahilité paraîtra dan» mon
travail Sur le principe du minimum dans un des recueils mathématiques rou-
mains où seront publiés les t ravaux du //' Congrès deft Mathématiciens rou-
mains.

C1} FEUX HAUSDORFF, Grundzûge der Mengenlehre, Leipzig, 1 9 1 4 » P' < 1 I3•

LXI. l5
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valentes^ si la condition suivante est satisfaite : quel que soitP ç V
et si a ç 9p, il existe un voisinage a'ç <^p, tel que a'ç^a et^
si V Ç ^»p, il existe un voisinage 6ç 9?, tel que bÇ^V\

Si deux correspondances topoformes sont équivalentes, elles
représentent par définition le même espace topologique.

2. Supposons que Fespace V == V$ peut partout être métrisé
localement de la manière euclidienne et plane. En voici la signi-
fication :

II existe une correspondance topoforme 0°, équivalente à <î>, telle
que tout voisinage de <1>° est homéomorphe à un cercle ouvert situé
sur le plan euclidien. On peut attacher à tout voisinage 9 de <Ï>°
un cercle k ouvert, situé sur le plan euclidien et une correspon-
dance d'homéomorphie R(<p, k ) entre les points de 9 et ceux de k
telle que, si 91 et 93 sont deux voisinages de ^°, ou 9^ .927^ o? 1̂
correspondances

^(?i, ^i)[H(^. Â2)]-i, H(9t, À - î ) [R(y i , k,)]^

sont des correspondances isométriques ( ' ) . Ce sont des mouve-
mouvements euclidiens (conservant Findicatrice, ou non). Cela
étant posé, on peut à tout couple de points A, B situés dans un
même voisinage 9 de <Ï>° attacher un nombre | Ay B | appelé distance
de A à B. En effet, on peut poser | A, B égal à la dislance eucli-
dienne des points a, b qui correspondent respectivement à A,
B par la correspondance R(9, A"), — 7V. B. Il faut fixer une lon-
gueur-unité pour pouvoir mesurer les segments rectilignes du plan
euclidien. On a ainsi partout imposé à V une métrique plane locale
et euclidienne.

3. Soient P() un point de V et p un nombre positif. Appelons
cercle normal centré en Pô et de rayon p Fensemble de tous les
points P tels que 1 P, Pô | <i p, mais dans le cas où cet ensemble
est homéomorphe à un cercle euclidien.

Or, on peut démontrer que, quel que soit P(), il existe un
nombre po tel que, si o <i p << po, il existe un cercle normal centre

( ' ) On a ainsi une fonction « définie » pour tous tes voisinages (p de «t»8 et dont
les « valeurs » sont des rorrespoof^nces.
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on Pô et de rayon p. On vérifie sans peine qu'il existe une corres-
pondance topoforme, équivalente à 4> et telle que tout voisinage
soit un cercle normal. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une suite infinie P ( , P..», . . . , P,(, . . . de points de V tende
vers Pô est qu'on puisse attacher à chaque cercle normal centré
en Pô un indice à partir duquel les points de la suite soient situés
dans ce cercle.

\ oilà en quoi s'exprime ce que V peut partoul être métrisé
localement de Li manière euclidienne et plane.

l. Soit a0 un cercle normal de 1;< variété considérée. Appelons
système des coordonnées dans a" toute fonction faisant corres-
pondre d'une manière biunivoque et biconlinue à chaque point
de a° lin couple ordonné de nombres réels. Nous allons introduire
une classe do systèmes des coordonnées pour tout cercle normal.

Soit a° un cercle normal et R(a°, k •) la correspondance isomé-
trique entre rt° et le cercle euclidien k comme plus haut.

Choisissons dans le plan euclidien un système ordinaire des
coordonnées rectangulaires et transformons-le défoules les manières
possibles nu moyen des relations que voici :

ç'= a i , Ç — a^r, -\- ai:;.

•^'= a.M^ — a.^,^ •+- a,:;,
on

7•\ 1 ^ •21 ~1- ^l.» ^•22 '== °l a2 | "~ ^TL* ==: ̂  | ~+~ a3•J :=- ^

les nombres y.{k étant réels. Soit A un des systèmes obtenus ainsi
et soit (^, r/., ) le couple des coordonnées du point p variable du
cercle k (par rapport à A) . Soit P le point bien déterminé de a°
auquel correspond le point p . Or, attachons à P le couple des
nombres j ? p = = ^ , V^^ r ' ' / ; ' On a obtenu ainsi un système local des
coordonnées sur V. Les systèmes des coordonnées locaux qu'on
peut obtenir de la manière indiquée s'îlp Délieront systèmes nor-
maux des coordonnées sur \ .

3. Soient a°, a° deux cercles normaux, tels due a°.a^^o et
F0, F^ des systèmes normaux des coordonnées respectives dans a°
et a°. Disons que F0 et 1̂  s'accordent hien^ s'il existe des
constantes n, m telles que, quel que soit le point BÇ a°.a^
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et (.r, y), < . r i , y , ) ses coordonnées respectivementpar rappori
à r°. r^, on <(

•ri — x -+- in . )i == ^ -4- /< •

On voi t aisément que, si l'on se donne deux cercles normaux, arbi-
traires a0. a\ tels que a° . ( ( ^ ̂  o et un système normal r° des coor-
données dans 6?°, il existe toujours un système T\ dans a^ qui
s'accorde bien avec F0. Si x\.y\ sont des coordonnées variables
pour rt'11 s'accordant bien avec F0, il en est de même pour x\ 4- ^/.
V ^ -4- yz\ on //i', /?' sont des constantes arbitraires.

Abstraction fai te de ces constantes additives (d'une translation ).
le système F° est détermine parfaitement par F".

G. iNous admettons encore deux axiomes concernant notre
variété :

La variété est séparable.
La variété est connexe.
Il en résulte l'existence d 'un nombre au plus dénombrable de

cercles normaux recouvrant toute la variété V. Ces cercles peuvent
être choisis de manière qu 'aucun point P (• V ne se trouve couvert
par un nombre infini de ce.s cercles. Dans ce qui va suivre, les
cercles en question seront désignés par a i , a.j, . . . . cii^ . . . .
Chaque //„ peut être pourvu d'une classe {F/,J des systèmes des
coordonnées normaux de manière que la condition suivante soit
sa t i s fa i t e : si l'on envisage une suite f in ie quelconque

de cercles j / /„ ;. te l le que

(in • ̂ u • > -^ ° ( A- =- i , . . . , ^ — i)

et, si l'on choisit arbitrairement un système Fi appartenant à [ F// j
il existe des systèmes

i^ç ; r,j ( Â - = ^ . . . ,^ )

tels que F^ et F/,^ i s'accordent bien. En vertu de la séparabilité de V
les classes {F^ } peuvent être admises au plus dénombrables.

7. Pour donner des exemples des variétés à deux dimensions
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qui peuvent être me irisées partout localement de la manière eucli-
dienne, remarquons que toute surface de Riemann dans le sens
propre du mot ( ' ) est une telle surface. Le tore ordinaire peut de
même être pourvu d'une métrique partout euclidienne. En effet, il
est homéomorphe à la surface

jc^ ==, cosç, .^2= sinç, ./'a == cos<^. ./',»= sin'-L

plongée dans l'espace à quatre dimensions ( 2 ) , et l'on a

dx^ — dx^ + dx^ -+- dx\ == d^-^-d^-.

Le « ruban » de Mœbius en olïre aussi un exemple. Remarquons
qu'il est impossible d'attacher à la surface de la sphère ordinaire
une métrique partout localement euclidienne.

III. — L'équation différentielle et ses invariants.

l. Soit donnée une variété V topologique à deux dimensions,
séparable, connexe et pourvue d^une métrique partout localement
euclidienne. Considérons un ensemble au plus dénombrable de
cercles normaux [ d n ] couvrant V de manière que tout point ne
soit contenu que dans un ensemble fini de ces cercles. Attachons
à chacun des cercles a.n. une classe { I \^} de systèmes normaux
des coordonnées rectangulaires s'accordant bien mutuellement
conformément au n° 6 du paragraphe précédent.

Soit Pô un point de V. Considérons l'équation différentielle
partielle
/ ô 1 ù\]\ ô 1 ()V\ .,
( l ) — ( p —— ) -4- — ( p —— } — (]\] •== o,(îx y <)x J ôy V ày ) l

où / ^ ( P ) , ^ / ( P ) sont des fonctions du point variable P de la

( 1 ) En ce qui concerne la définition précise d'une telle surface, voir mon tra-
vail : Sur les surfaces de Riemann des fonctions analytiques d'une variable
{Comptes rendus du Ier Congrès des Mathématiciens des pays slaves^ 1929;
Varsovie, 1930, p. 159-165).

(2) M. E. Cartan, à qui je dois cet exemple, a posé (pendant son cours, pro-
fessé à la Sorbonne en 1926, sur la géométrie différentielle des espaces métriques
de Riemann) le problème intéressant de déterminer toutes les variétés à n dimen-
sions capables d^être partout métrisécs localement d'une manière euclidienne.

15"
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\ariété, définies partout dans un certain voisinage de Pô. Suppo-

sons q u e p ( P ) y est continu ainsi que les dérivées ^5 ̂ , la déri-A àx ày
vation étant exécutée par rapport à un des systèmes normaux
considérés des coordonnées locales. Quant à Féquation ( i ) , on
voit aisément quelle a un sens indépendant du choix du système
normal des coordonnées. En effet, si Fon pose ^, = x. jc^-= r,
. /• — r'. x\ —- y\

• '• /--^«/a.^/a-^a- 4 - a^ < l -- î , •2 » ,
a =;--1

où a^ sont des nombres réels satisfaisant à la condition d^orlho-
^onalité

Y7 «,y_ rt(3 == o on i,

suivant le cas, où a ^± [5 ou a == (3, on trouve que le membre
gauche de ( i ) inaltéré pas. En effet, on a, en se bornant aux fonc-
tions U(P) continues ainsi que leurs dérivées partielles de deuv
premiers ordres,

^U \^ à{]
( ' > ) .— = = 7 T—^/a ( / ^ 1 . ^),< ) . r i ^à().r^ /'

a -= i
d\)ù

Y ^ / ^u \ v Y r ^ / ^u \ v iL^\p^==^ i^^^l^^^
c'est-à-dire

Y ^ / ^U \ yi ^ / ô\] \
L^.v^.) -L^^^)
1'-: 1 0 = 1

IMous voyons ainsi que, si Fon a affaire aux fonctions / > ( P ) , y ( P )
et U ( P ) définies dans un domaine ouvert de la variété V et suffi-
samment régulières, Féquation ( i ) possède un sens bien déter-
miné.

2. Remarquons que la forme différentielle

K àvy /^UVI iT,p ^^(^r^
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représente aussi un invariant par rapport aux transformations
locales et orthogonales. En effet , f a ) implique :

V /^U V Y Y / W ()\j y \ •
L{^) -LL^^L'11^^)'

i - 1 ^ = ) a — i ' < - i

Y /^u V Y ( <)^ Y
1(^ -1(^)'
/ — i a --• i

La relation ( ^ ) est valable lorsque/^, q sont définies dans le voisi-
nage en question et U y possède des dérivées premières continues.
Mais on peut remarquer, et cela sera d^importance pour ce qui
va suivre, que (3) subsiste presque partout dans un domaine
plan. même si l'on ne suppose que les dérivées premières de U
par rapport à x^ x^ et par rapport à x^ x\ existent presque par-
tou t et que la relation (2 ) a lieu aussi presque partout.

3. Convenons d'appeler quasi harmonique dans D toute fonc-
t i o n U(P) définie et continue dans D ainsi que ses dérivées par-
lielJes de deux premiers ordres et y satisfaisant partout à l'équa-
t ion donnée f i ) .

IV. — Les fonctions (Lp).

1 . Cela étant posé, considérons un domaine arbitraire ouvert et
connexe 1) de la variété V. Supposons que p ( P ) ^ q ( P } sont
définies presque partout dans D et que

yf l ^O, 0 3CS/^P)^.

où a, |5 sont des constantes posi t ives. Désignons par (Lp) la classe
de toutes les fonctions /(P) définies presque partout dans D et
jouissant des propriétés suivantes.

Quel que soit a,,, où On. D ̂  o et le système F des coordonnées
»(ppartenanï à la classe i F^ { dont nous avons parlé plus haut.
on a :

i° ,/ (P) osl absolument continue intérieurement sur presque
loule droite relative à a^.D et F. Par une droite relative à a,,.D
et F nous entendons tout ensemble ^.a,,D, où / est une droite
parallèle aux axes du système F, mais à condition que / .On.D^ o.
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Le terme « presque toute droite relative » JL• == ^, ou y == y^
n'exige pas de définition. «y(P) est absolument continue inté-
rieurement sur Ici droite relative .r == \ » exprime par définition
que, si l'on envisage un segment droit et fermé contenu dans a/^.D
et situé sur la droite x = i, / (P) y est absolument continue dans
le sens de G. Vitali, si l'on ne considère y(P) que sur ce segment.

'>>" Les dérivées — ? — existent presque partout dans a^ .D el

y sont somma blés avec leur carré.

3° Si F' et Y" sont deux systèmes de coordonnées appartenant
a ! I\ { , et si le passage de F A V s'exprime par les formules

j e " = a\\ .r'-4- a^î y' -\- ((\:'^ ,» '"'-=- d^d'' -+- a^y' fi'-i?.-i

on a presque partout, dans ( t u . I) ,

<if ôf ôf <)f ^f ^f
——, = ——— (ï\\-^~ ——„ «î\. , =- -"„ ^12-^ ——— « •'t' •^.r' f).r" ôy <)y ô:r" ( h " •~

4° L'intégrale / j q f1 d^ exisU^.
J /̂,.i)

.V* Si l'on considère l'ensemble de tous les domaines ouverts
/ > i . b^. . . . . b,,,^ . . . maxi inaux et contenus dans

»-î ,
ou ^ ( i n désigne la frontière de a,,, la somme

s/jCH.^)'- ̂ )'l -^i"-
converge dans le cas ou elle est in f in ie .

Ï. Remarquons que, d'après ce qui précède, le nombre non
négatif ( i ) ne dépend pas du choix des systèmes des coordonnées
dans les cercles dn^ à condition que ces systèmes appartiennent
à {I \ j . On démontre aussi que ( i ) ne dépend pas du choix du
système du de cercles normaux qui couvrent la variété V. CYesl
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seulement la métrique et les systèmes des coordonnées qui y jouent
un rôle ( ' ).

3. On peut démontrer que la série

^•'^fwy^y/^v'-ni m

converge absolument si f et gappartiennent a (Lo). 11 en résulte
que, si y6(Lo) , g '6 (Lu)? ^ cn est de même pour f -[-g et
pour ^y, où ^ est une constante réelle arbitraire.

Posons
VllD^yîTTJD

et convenons de dire que deux fonctions j\ g de la classe ( L|/)
sont « égales » : f^g^ si

! /—^ ||D== 0.

On démontre sans peine que la condition nécessaire pour que l'on
ait f^g pour deux fonctions y, g de (Lu) est que f soit égale
presque partout à g -\- const. dans D. Cette condition est aussi
suffisante dans le cas où q •==- o presque partout dans D. Dans le
cas contraire, la condition nécessaire et suffisante est f =-- g
presque partout dans D.

V. — L'espace de M. Hilbert attaché à l'équation différentielle
et au domaine D.

l . La classe (Lo) p<mt être considérée comme une réalisation
de l'espace vectoriel abstrait et réel de M. Hilbert. En effet,
[fi ^ÎD constitue le produit scalaire de deux vecteurs /', g"^
f + g représente la somme et ^./la multiplication du vecteur y*
par le nombre réel \.

Si Fon considère l'égaliLé ( ( f ^ g ' - » comme une interprétation de
l'égalité des vecteurs y, ^, on vérifie aisément (pie les axiomes du
paragraphe 1 sont des propositions vraies.

2. L^espace vectoriel (Lo) est séparable. Démontrons qu'il est

( 1 ) La classe (LD) représente une analogie avec la classe de fonction; qi e j'ai
introduite dans le travail cité, concernant le principe du najninaum.
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complet. Supposons donc que

(n li"' ^y .——/,„ , ) := 0:
/ / , in > y.

il s'agit de démontrer l'existence d'une fonction/g (1^) telle (pie

, ,f ii—./ ) D ^ o pour n > < K .

IVaprés ( i ) on a, dans le cas on < ? , . I) ̂  o, (^ = i , •^ . . . ) :

..""-./'.(.J^C'7^)'̂ '̂ ^1)'] '̂/-/-!""-
Il en résulte ( ') qu'il ev is ie dans </,.!) une fbnclion/(P) lelle que

«un /l f ^ /, [ (^A^Y (^f.-f)Y-'] . ^ ,, ( ,
n> . J J,, „ ^ / l V ^.r ] \ Ty————) | -+- ^ G^ ——/)- ^ ^t0 = 0.

La touchon / ' (P) joiiil.des |)roi)rieles suivantes :

i" Elle esl définie presque partout dans a^.D.
•^ hlle est absolument continue intérieurement sur presque

chaque droite relat ive à a,. I) et par rapport à chaque système des
coordonnce.s appartenant à j I\J.

•^> I/ intégra le

\ / <)f\1 / ^/Vp \\ -v \ -+- ( -v- \f.o"\{&ï-{'m^"^ \\^.r) \^y)

existe pour toul ; l\, \\.

4° Pour t o u t domaine I ) ' conneve contenu dans ^,,.1), il existe
•me suite de constantes j a,,; lelle que /„, + a,, tend, en moyenne
carrée ordinaire, vers/ dans lou l ensemble fermé contenu dans D'.
Pour qu'une su i t e {^ ; jouisse de la même propriété (dans D'), i l
faut el il suff î t que lim (a/, - (3^) :== o.

'i •>- f.
>0 Si F et JT sont deux svsiémes des coordonnées de la

classe \ V^\ et si les formules

•r' —. ^i, ./•' -4- <y, , y' 4- a^,,. \ " --z (7^, . r ' -i- a,^r/-+- a.^

( 1 ) On peut trouver les moyens suffisants pour le démontrer dans mon travail
suivant : Sur une classe de fonctions considérées dans l'étude du problème
de Dirichlet (à paraître dans les Fund. Math., t. 2 1 ) .
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représenlent le passage de F' à r", on a presque partout, dans D.^,,,
àf àf àf àf àf àfà-x'== y11^- ̂ a2'- ^ -= ^al2-+- ôy9^-'

Ces propriétés nous permettent de démontrer qu^il existe une
fonction /(P) uniforme et définie presque partout dans D jouis-
sant des propriétés i°, a°. 3°, 4° spécifiées dans le paragraphe
précédent.

3. Pour démontrer qui* / 'fi^Lo), il suftil do démontrer la pro-
priété 5°.

Posons d'une manière générale :

, / i r r\ r^àh à g ï ) h } 1 . 1 /k- ̂ TrJ yjp [£ ̂  ̂  i ̂ i ̂ ^h\(^
i l^ l |E== \/['^, ^]E,r'/

dans le cas où ces expressions ont un sens bien déterminé;
E désigne un ensemble mesurable, d^ailleurs quelconque.

La supposition ( i ) peut s^exprimer:

^) lim VllA-Ail^^o.
n,m> w Ap"

('= l

Nous ne considérerons que le cas où la somme est infinie, parce
que le cas contraire est évident.

La série

^\\f.[î,

converge pour lout n et Pon a

(S) ' / / /—/ l l^-^o |>01"' n -><x>-

Supposons que

É^/i^
diverge. Alors, quel que soit N > o, il existe des indices o«;(î
tels que

?
Sl^l^-'"'^-
^-=a
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Mais on trouve sans peine que

^ ^^ yi'M^-yr/ii^
f) ^ X A—— •̂»

^ == a '/ =: a

Donc, pour // suffisamment grand, on a

if^>1-
v ̂  a

11 en résulte q u ' i l existe une suite partielle À,, d'indices telle que

i i ff<n 1 D —> 00 |>o il r n -> oo.

Mais cette conclusion peut être aisément amenée à une contra-
diction avec (2). La fonction y appartient ainsi à (Lo)-

i. 11 resie à démontrer que

[//*—/ lu ^o.

Pour démontrer cela, supposons le contraire. On peut évidemment
supposer, sans restreindre la généralité, que

H) \fn—f\\\)> 7 :> o ( n = i, 2, . . .) .

Soit e > o. En vertu de Phypo thèse, il existe un nombre p. tel que
les inégalités n > ,a. m .> ^ entraînent

('5') nfn—fm\\D \ 2.

D'après ( 4 ) ^ il existe un ensemble F égal à la somme d^iin
nombre f in i d'ensembles &,,, tel que

(^ \\A-.f^>^
D e ( 3 ) i 1 vé s u 11 e q u < '

lim ^fm—f^v ^o;
///. > x

<lonc il existe un nombre /// ^> n tel que

< 7 ) , |A-/HF<-

De (6) et ( 7 ) , il suit que

li^-AilE ï ii^-/llF-HA-/llF > ^ - ̂
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ce qui entraîne

\\fn-f,n\\^ -2.

En tenani compte de (.*)), on en obtient 7 -— s < e. donc £ > J?

ce qui est impossible, si l'on choisissait e < ^- Nous rivons ainsi
démontre que

]im ;/^—/J|D -r-.o.

Kn résumant, nous pouvons affirmer que l'espace ( L,)) est com-
I) le t .

VI. — Hypothèses du théorème d'existence.

1. Soit S un domaine ouvert de la variole V homéomorphc a un
domaine plan et borné.

Soit la frontière ^FS de S une courbe simple fermée à langenle
continue». Soit < Ï» (P^ une fonction définie et quasi harmonique
dans le voisinage de tout point de ^S.

Supposons que
<l^
^==0

parlout sur ^FS. où N désigne la direction de la normale intérieure
à la courbe ^S. Par exemple, ^ (P) peut être une fonction quasi
harmonique dans S, sauf un ensemble de points de S, où elle peul
avoir des singularités prescrites. Si Inéquation différentielle esl
celle de Laplace et si l'on pose ( ' )

x .r
^^^y^ ——T. -+- .,5

où p désigne le rayon du cercle S centré en (o, o), les hypothèses
sont satisfaites.

Admettons de plus les hypothèses suivantes concernant notre
équation différentielle :

^ / ^U\ f) 1 M\
\ >. } — { D — ) — . ( p — ] — (/ U == o.fï.r \1 àx / f)y \' t)y / 1

( 1 ) Voir H. WEYL. Die Idée der Riemannschen Flàche (Leipzig et Berlin,
1913, p. y.).
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II. On a

o < a < / ? ( P ) < P. o ^ y ( P ) <v,

partout dans V, où oc, ?, •/ sont des constantes.
/?(P) est définie et continue partout dans V ainsi que ses dé-

rivées partielles des deux premiers ordres. <y(P) est continue
dans V.

III. Quel que soit le point Ap Ç. V , il existe au voisinage dp A<>
une solution principale (1 ) de ( 2 )

H (A. P ) = M ( A , P ) l o ^ i A , P i - + - N < A . P > .
où :

^^-p^
dans le voisinage de A == A() ;

'-»° M (A, P). N (A, P) sont continues dans le voisinage de
\ --== Ao, P == A(), ainsi que leurs dérivées partielles jusqu^au troi-
sième ordre ;

3° 1 A, P | désigne la distance de A à P ;
{ ° II (A, P), considérée comme une fonction du point P et du

paramétre A, satisfait à Inéquat ion (2 ) dans le voisinage dr
A == A((. P == \,(, sauf les points A == P.

IV. Quel que soit le point A 6 V et le nombre £ >* o, il exista
lia cercle ( 2 ) ^ centré en A et de rayon inférieur à £ tel que le
deuxième problème des l im i t e s est résoluble pour ^ dans le sensdeuxième pro
que voici .

Si 7 (,r, y ) esl uii polynôme ( satisfaisîint à la condition

f p\ ^/A — o
• ^Ï.

dans le ens où q == o par tout (hms 1), il existe une fonction F(P )
satisfaisant à l'équation ( 2 ) dans ^, continue ainsi que ses dérivées
premières clans le cercle fermé 2 possédtmt les dérivées deuxièmes

( 1 ) En ce qui concerne l'exislence de la solulion principale, voir p. ex.
E. E. LI.VI. Sulle équazioni lineari totalmeiïte ellittique allé derivate par-
ziali {fiend. di Palermo, t. 24, 2' sem. 1007).

( 3 ) Le cercle 2; peut être remplacé par une courbe quelconque suffisamment
petite et i-f^iiliêre.
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continues et bornées dans ^ et satisfaisant à la condition
rf¥ \
</N ^ A

partout sur î^2 (où M désigne la direction de la normale inté-
rieure à ^FZ).

Remarquons que dans le cas de l'équation de Laplacoles hypo-
thèses H, III et IV sont satisfaites.

VII. — Théorème d'existence.

Mous allons démontrer le théorème su ivan i :

Si V représente une variété topologique à dcum- dimen-
sions^ séparable connexe et pourvue d^une métrique partout
localement euclidienne^ si les hypothèses I, II, III, IV sont
satisfaites^ alors il existe une fonction IJ*(P) définie dans
V— S, sur f^^et dans tous les points de S ou ^(P) est définie^
et jouissant des propriétés suivantes :

i° U*(P) est uniforme partout où elle est définie et quasi
harmonique dans V — S et au voisinage de tout point
de S, où ^(P) est quasi harmonique;

2° II existe une fonction W (P), quasi harmonique dans S
et au voisinage de tout point de 91 S, telle que

[J^P^^CP)-,- wc i» )

dans chaque point de S, où <1>(P) est définie.

Démonstration :

1. Diaprés l'hypothèse 1 du paragraphe V I , il existe deux
domaines S' et S" ouverts dont les frontières ^S', ^FS" sont des
courbes simples fermées et tels que

1° s'este s";
2° S" est homéomorphe à un domaine plan; '̂ S" possède la tan-

gente continue;
3° ^(P) est quasi harmonique au voisinage de tout point de la

cou ro nne S" — S'.
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Considérons la classa ( z ) de toutes les fonctions CJ(P) définies
presque partout dans Y et satisfaisant aux conditions suivantes :

- C(P) est du tvpe L^ si l'on ne la considère que dans S.
d(P) est du t v p e L v _ s ? sl l'011 nc ̂  considère que dans V —S.

La classe ( z ) n'est pas vide, parce que la fonction égale partout
a zéro y appartient assurément.

K l a u t données deux fonctions G ) ( P ) el (12 ( P ) de ( z ) ^ posons

< « > G,, G,| - |G,.G, ls+iG,. G,|v-s.
i!l'

les .symboles spécif iés dans le second membre avaul la s ign i f ica t ion
i n t r o d u i t e p lus l i î i u l . Posons aussi

(' '•>. » : G |' = \/\ ( « , G ' .
tll

I I est aisé de vo i r que. les définitions ( i ) . ( 2 ) admises, on peut
rousidérer ( z ) comme un espace réel de M. Hilberl, où ( i ) désigne
le produit scalaire de deux « vecteurs » G i , G_».

Deux fonctions soûl « égales » suivant la norme ( • - » ) dans le cas
et. seulement dans le cas, où elles sont égales s u i v a n t la norme i ' . . . j s
et s u i v a n t la norme . . . v-?' L'espace ( z ) est séparable el complet.
(•c q u ' i l esl aisé de v é r i f i e r .

ï2. Nous allous d é f i n i r main tenant un sous-enseml)le ( z ' ) linéaire
de (' z) représenlaul l 'analogie d'un hvperpLm de l'espace ordinaire
«i l i n nombre f î n l de dimensions.

Considérons la classe ( z ' } de toutes les fonctions G ( P ) de ( J )
le l les (pie : i l ex i s te une fonction ( r ( P ) du type Ls, satisfaisant
dans S" - S a l ' équat ion

( . ( P ) _ G ( P ) ^ ( I ) ( | > ) .

l 'égalité é tant re la t ive à la norme ||. . . l ' s -s et satisfaisant dans S,
a l 'équation

G ( I > ) - G ( P ) ^ o ,

l 'égalité é tant r e l a t ive à la norme 1 1 . . . | js . Démontrons d'abord que
la classe ( :•' ') n'est pas vide. Dans ce but prenons un quatrième
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domaine S'" dont la frontière ^ S ' " est une courbe simple fermée.

a tangente continue et que 1° S''C1 S'''; a^S^—S''est homéomorphe
à un anneau circulaire et plan.

Posons G^P) = o par tou l dans \ — S'" et dans S, G'(P) = ^(P)
dans S"--S. La fonction G ' ( P ) est j ) a r l o u t é^ale à o sur la
courbe ff^'" et épde à ^(P) sur rW. hhi resolvant le problème de
Ihncidet ordinaire pour la couronne S'" - S" et pour Inéqua-
tion Al == o. on obtient dans cette couronne une fonction qui,
composée avec les fonctions déjà définies dans V - - S"', S et
dans S"— S. donne une fonction du h pe ( -3). Si l'on pose G'(P) == o
dans S", ou voil que (/( P) appartient à (;' ).

.Nions avons ainsi montré que ( z ' ) n'est pas vide.

3. Soit maintenant G i Ç ( 3 ' ) , ( i , . Ç ( ^ ) et soient ^, ;j. deux
nombres réels tels que /. + ̂  ^/-- o.

Posons

<lf A -+- a

< i ap( )ar l i ent évidemment à ( ; ) . J^our montrer que ( i ç ( j^). consi-
dérons des fonctions G^ (j.^ qui correspondent respectivement à G )
et G.j.

Ou a
^ • i — ^ i ^ J * . ( , , — G , ^ < [ » <l, ins S ^ — S ,

^ • i — ^ * i l < » . ^ « • j — ( ^ o l o dans S.

Si l'on pose

,11 A -^ ^

on voi t que GC \^ el , en outre,

< . _ F, ^ il) dniis S"— S,

(. — (i ^o (l.nis S

^ous avons a in s i démontré que ( ; ) est un ensemble linéaire.

i. Démontrons (pie ( ^ / ) est complet, ou, ce qui revient ici au
même, que (:?') est fermé. Soient G|, G,», . . ., G,,, . . . . une suite

LXI. ro
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inlinie de fonctions de ( s ' ) lendant vers G suivant la nonne . .
attachée à l'espace ( z ) . Soient G,, G,. . . . , & „ , . . . , des fonctions
correspondant respectivement a G,. G.,. . . . . G,,,

Posons
(,o(P) = G( P ) dans S

<ir

Go fP)= G(l^-<!)(?, dnns S^-S.

On a
li in j ( ,^— f. ^
//>ac(0

i l im| | (^ ,—(, !v-s- o,
f / /^ac

l imj! < . , /— < , |!s- ..s--- o.

d\)ù

(^

Gomme

(^(P)^^(l») drtUS ^,

< « ^ ( l'^C.^ I ') — '|*( I» ) dans S^—S,

ii resulic de ( :î ), (/| ) et ( 3 ) :

an
lin) ' ! d/, ( I» > — < ! „ ( ! * ) .,s

1 / ? y x

1 Ii m | (v,, { l* ) — (;„( I* ] lis" -s •"• <».

la nonne étant 1111 invariant par rapport à « ï'éffalité ».
I l en résulte :

l i m G , , (P ) — r , ^ ( p ) ! ! ^ . ̂
//. 1 1 1 > y.

lim G / / » ! * ) — ( ' ; / „ ( V } ' j s " _ $ = = < » .

jini h G,,( I» ) - <^( I» ) i s- = o,
i l , W > x

ce qui entraîne l'existence d'une fonction G ( P ) du type Ly telle
(|ur

l i m ! ( \ , ( P » — ( ' . (P ) i | s "==o .

Il en résnite que

lim i 0,<(P ) — G( P) js == o,
// >- x

l im| |G,,(P)-(^( l»^!s-_s==o.
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En tenant compte de (6) eL de l'unicité de la l imi te d'une suite
intime convergente suivant la norme, on trouve

< i ( P ) ^ C u ( P ) <l;<ns S <-( S'—S.

Par conséquent, en tenant compte de (.^). ou ohlieni

< '« (P ) ^G(P) <l.»ns S,

( ' , ( ? , ^ G ( P ) — < r » ( P ) dans s "—s.

La fonction G(P) appartient donc à ( z'' ), ce qu'il fallait
démontrer.

t'). Appliquons maintenant à {z ) le théorème fondamental 11
(?j 1 ) concernant l'espace de M. Hilberl. Il existe donc une fonc-
tion VI (P) appartenant à ( z ' } et rendant parmi toutes les fonctions
de ( z ' ) la norme M( P) | ^ minimum.

Pour démontrer que M(P) est dans V — S « égale » a une fonction
quasi harmonique et qu^il en est de même pour le domaine S, on
peut se servir précisément de la même méthode que j 'ai employée
dans mon travail cité concernant le principe du min imum.

lui î envoyant le lecteur au dit travail je me contente de remar-
quer que c'est le lemme fondamental 1 du paragraphe 1 qui sert de
hase a la démonstration. Les hypothèses II cl III du paragraphe VI
permettent de démontrer que l^ensemble de fonctions « égales )^
aux fonctions quasi harmoniques dans les domaines en question
forment un sous espace complet de l'espace de M. Hilberl.

Le lemmc II permet de remplacer M(P) au voisinage de
n'importe quel point du domaine considéré par une fonction quasi
harmonique qui. en vertu de Phypothése IV du paragraphe VI,
s'accorde bien avec le reste de la fonction M(P) . I/unicité du
min imum implique alors que la fonction cliangée est <( égale »
a VÎ(P).

(). La fonction M(P) étant du type ( • 3 ' ) , il existe une fonc-
lion VI (P) du type L^" et telle que

( M ( P ) — M ( P ) ^ < 1 > ( P ) dans S'—S,

( v l ( P » — M r P ) l < » dans S.



— w —

La fonction M ( P ) élan! absolument continue intérieurement sur
presque toute droite relative à S" et par rapport à n'importe quel
•système des coordonnées admises, de plus, la fonction ^>(P) étani
aux dérivées premières continues dans S" — S\ il s'ensuit que M(P)
considère dans S"— S, cl M(P) -{- ^ (P) considérée dans S — S\
admetteni des valeurs l imites et frontières sur ^S bien déter-
minées, si l'on s'v approche sur les droites en question. En vertu
de ( - ) ces \alenrs l imi tes sont sur ^S presque partout égales.
Donc si l'on déduit une fonction dans S"—S / en la posant iden-
t i q u e à \ T ( P ) dans S"—S et identique à M ( P ) + ^ ( P ) dans
S — S', et si on la déf in i l sur ^S en la posant identique presque
par tout aux valeurs limites et frontières en question, •on obtient
une fonction absolument continue intérieurement dans la cou-
ronne S"— S' sur presque toute droite relative à S"— S'.

Posons
^ ^ p ^ i M O 1 ) - 4 - ^ ( 1 » ) dans S,

<K f M ( P ) dans \ — S .

l^P) considérée dans V — S' est une fonction du type Ly-g'.
lui imitant le raisonnement employé dans le livre cité de

M. VVeyl ( ' ) nous allons démontrer que U(P) est égale suivant la
norme ; i . . . liy-s' «* 1111̂  fonction quasi harmonique dans V — S'.

Elle l'est assurément au voisinage ( t j) de tout point de V — S
et au voisinage de tout point de S — S', parce que M et ^ sont
égales aux fonctions quasi harmoniques.

Il ne reste qu'à examiner ce qui se passe au voisinage d'un point
arbitraire P<, si tué sur t^S.

7. Soit donc P(,Ç ^S. Traçons autour de P,( un petit cercle ^.
où ÏC^—S^ La fonction U(P) étant du type LS dans ^, il
existe une fonction quasi harmonique Up(P) dans 2 et admettant à
la frontière 3^ les mêmes valeurs limites et frontières que U(P)

( { ) P- 9'rO''.
( 2 ) C'ost-à-dirc il existe lin voisinHp' ^ du point m question que tV^alité il lieu

p;»r rapport a !.< norme |!...|1^.
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si l'on s'y approche sur presque chaque droite relative à i et par
rapport à un système donné des coordonnées admises. L'existence
d'une (elle fonction est établie a 1 aide du principe du minimum
dans mon t r a v a i l cite. Celle fonction est du type L^.

On peut démontrer ^ans peine qu'elle est absolumeul conl inue
non seulement dans 1 in tér ieur de presque toute droite relat ive a ^.,
mais auss i sur presque* l o u l e droite re la t ive à^ entière. Donc si l'on
dél ini t une fonction, en la posant dans ^< identique a cette fonction
quas i ha rmonique el i d e n t i q u e dans \ --.là U ( P ) » cl si on la
dé t in i t sur ^(^ en l u i a t t r ibuan t des va leurs l i m i t e s et frontières en
quest ion, on obt ient une fonction absolument cont inue intérieure-
ment sur presque tou te d ro i te relative à S"— S\ Kcmarquons que,
si ( . ' ( P ) n 'étai t pas « égale » a une fonction quasi ha rmonique au
voisinage de P,(. on a u r a i t nécessairement

8. Supposons qu ' i l exis te un point P ( » Ç ^S tel due l ( P ) nes t
pas « égale » à une fonction quasi harmonique au voisinage
de P,,. On a donc

< .s » l ,» [ii:--, -.{^ '1\^.-

hormons la fonction auxi l ia i re

l l o d ^ — ^ ^ l » ) <l;ms ^.( ,S — S'),
N(l)^ t » ( P ) <l.u^ ^.(^-S),

( MO') <l;ms le reste de la v.melé \ .

La fonction \ (P ) appart ient , si l'on v attribue sur ^^ des
v a l e u r s l imites et frontières dont nous avons parlé dans le numéro
précèdent, au type ( ^ ). En eHet elle est du type L., dans S en vertu
de ce que nous avons dit dans le numéro 0; elle est aussi du
t v p e Lv-s dans V — S. Si l'on pose

N ( 1 * ) --= \( l*) dans S,
df

S ( P ) ^ - . M P ) — < I ) ( P ) (huis S '—S,

et qu 'on v a t t r i b u e sur ^FS des valeurs limites et frontières aisées

i6»
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a préciser, on trouve que N(P) est du type Ls . ̂  P^ ^P.) est
la fonction correspondant a N(P) ronformén.ent à la defmihon

de la classe ( z').
Nous allons demonin1!- <|ue il N | < M |!. l̂ n r.lÏel. on a ( 1 )

'^ ' .^ -- !i ^u—^. iLs- 4 - ! ! l oii^v-^
"\- :j^J•,,s+':l I;.l^'v-^) ^MiÏ.s-^1;-11*' '^^

d M li; - II l — ̂  i ^.s-^ ^ l ' l^. 'v.-.^)
' _ . ; i ; ^-+-|s l. i|^,v s»-^!1^^^- ' " l < < l > i ^ • s l

d'ou
^M]^_ i i \ ^ . : . : . | | l i;^-l:l ' i l Ï - ^ S 1 -^^.s-

\I;»is on Dent inonirer <|uc
/̂<I)^ - > . . i > , . s y / - < * -l'")^^,.rfs•

<••»<!:. Si

^\; «It'isia'nrtitl Ici itoriiittli' inl»''i')('iii'<'. _
()r. sur I.» parli<' «In conlour ^ ( ^ .S ) -o irouvnnt .sur f<-S. hi

<lcrivce ̂  .'eviu.omi .l'..(>r.>s l'In |><>» l i cs< -1 d.. paragrnphc VI. On..-

la <Jcux.ei.ic parli.- .1. , ^rnlonr. on .> ^ -= U;, presque p.irlout.

P,ir ronscdncitl
l — t n.'l '^.s ^".

11 en rc.sulle <| i ie

; ;M| ' Î - ; : \ ^ - • ' < i;;-li^o!l^

<)oiic, fii \ c r l u (le (8 ) ,

! ! \ | ' ï - l !Mi '^ <1'"" l'iVI'OI^I8-

Vl.iis, .•u verl.i fie l'unicilc du nlinimuni. on doitavoir iwccssimv-
ment N' M P'>r rapport à la norme altachcc à (s). Donc i, N 1 == | M |;

cintraircmeni u l'incsalité obtenue.
Nous »v«ns ainsi démoulrc que IK?) est partout localement

éiîale dans V - S' à une fonction quasi harmonique. Il en résulte

due U(P) est «épale » à une fonction quasi harmonique dans \ — ̂ .
Par conséquent il existe une fonction IT(P) définie partout dans \

( i ) ,, N II? <lcsigi>c : |i N lls.s-^- II N II^.(V-S)-
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telle que1 : i ° U * ( P ^ — ^ ( P ) est quasi harmonique au voisinage
de tout poini du domaine fermé S; 2° U*(P) est quasi harmonique
au voisinage de tout point du domaine fermé \ — S.

- Le théorème est donc démontré.
En particulier, nous avons ainsi démontré Inexistence d'un

« potentiel » uniforme sur toute la variété V et possédant dans un
point P(, arbitrairement choisi la singularité prescrite d'un dipol
magnétique. En effet les hypothèses II, III et IV sont vérifiées, la
solution principale étant le logarithme de la distance.

On voit sans peine que la méthode s'applique aussi à l'espace à
un nombre fini quelconque de dimensions pourvu partout d'une
métrique localement euclidienne.

Remarquons que, si l'on remplace le groupe des mouvements
locaux euclidiens par celui des transformations conformes, on
démontre par la même méthode l'existence d'un potentiel sur une
-surface abstraite de Ricmann-Klein-Weyl quelconque.


