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UN THÉORÈME SUR LES ZÉROS DES MATRICES NON NÉGATIVES;

PAR M. V. ROMANOVSKY

(Tachkent).

I . Soi!
aii «i .i ... a i /<

(ln\ fl nî • • ' d nu

(a//^o),

une matrice non négative carrée. Les racines de Inéquation carac-
téristique

( i ) A ( .s- ) == j s K — A i =o

de la matrice A, ou, simplement, les racines ou les zéros de A,
sont profondément étudiées par G. Frobenius ( ' ) qui, parmi
d'autres résultats, a montré que ( i) a une racine réelle positive
simple, r, surpassant en valeur absolue ou égale à toutes les autres
racines de ( i ) . pourvu que A soit une matrice indécomposable,
c'est-à-dire telle, que. par une permutation identique des lignes et
des colonnes, elle ne peut être mise sous la forme

A =
P Q
K S

où P, Q. R. S sont des sous-matrices, P et S étant des matrices
carrées, Q et R des matrices rectangulaires (en général) et où l'une
au moins des matrices Q. R est nulle.

Le théorème que nous démontrerons plus loin donne les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que ( i ) ai t des racines du
module r de la racine maximale de A (comme est nommé r par
G. Frobenius), la matrice A étant supposée indécomposable. Ce

( l ) G. FROBRNIUS, Ueber Matrizen ans nicht negativen Elementen {Sitzun^s-
berichte der Pr. At'ad. der Wissensch., 1 9 1 2 , p. 4^-477)-
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théo rallie me semble éire nouveau cl assez intéressant et important
pour être publié.

^. Supposons donc que A es! indécomposable. Alors. évidem-
ment. elle ne peut contenir des lignes on des colonnes vides, on.
en d^autres termes, toute ligne et tonte colonne de A contiendront
an inoins un élément ai/, qui n'est pas nul. Celle condition fait (oui
de sui te voir qu^il y a toujours une suite d^éléments

^,-//i. ^//,//,,, . • - , "/u ,,-

<|ui lou.^ ne soni pas nuls. x\ous appelons une telle suite cycle (/^
/ o r d r e /i de A et V matrice cyclique de l'indice k. si tous les
c\cles de \ ont leurs ordres divisibles par /..

Kvideinnient, pour / • ^ • ) . on doit avoir < ' / / , • -—o ( / -̂= i. / / ) et
///,,:=-- o toules les fois que ( i j f i^ - o cl /» ^> 'i.

Nous pouvons inainleuant énoncer le théorème suivant qui fait
l'objet de cette noie.

l^onr f/ne lu n i n t r i c e mm nég'ati^e et indécomposable A mf
pour r f i c i j i e s toutes les racines de l'équation

< •Jî) .V^—— /•/ ^ < » .

<n} r est la racine fna.t'iniale de A, // faut et i l ^ n i j i l aue \ soit
une matrice cyclùfiie de 1indice /.

\ous remarquons ici qu'on a toujours /• - o pour les matrices A
indécomposables et non négatives, parce qne ( ' ) /• est contenu
entre la plu s grande et la plus pelile des sommes

"i^^^ ^ i h ( À ==: ( . / / )

qui sont toutes positives.

\\. Démontrons d'abord que la condition énoncée est suffisante.

i 1 ) (.. FROBENIUS, Ueber Matrizeti aus positiven Elementeii {Sitzunnsberichte
der Pi\ Aha<l. cler Wissen.'ifh^ r<)oS, p. \^\}.
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On remarque que

( '< ) A ( \ ) - .Y'7 -+- ̂  .S-"- /' ( —— f (// ^ [ ai a.^. . .a,, </ , a, ^a, • • • "//a,.,

a?/ / .

où | ai a,,. . .a,t 1 == ^- i ou -i suivant (lue Ii» i)̂ !'!!!!! ta! ion ^,,
a_». . . . . a,, des noini)^^ i, '->. . . ., // cousiste d tin nombre pair on

inipair (l'ilivrrsion^ c t ^ désigne uno .somme prise pour loulcs les
a ;//)

ix'rmiitalions -5(,. 5(.., .... a// (pli laissenl fixes // —// des noml)res i,
^, ..., / / . ces n - — h nombres clant pris dans Ion les les combi-
naisons possibles el les elémenis eorrespondanis

(|in cntreni dans le j)rodnil ^la/^jx, • • • ^'ny.,, t;^;ml remplaces par
l'unité.

Or, la matrice A est c\ clique de l'indice /., donc, sous le

si^ne^. on ne rencontrera qiie les membres composes des cycles
a(/<)

dont les ordres sont divisibles par A , d^on l^on concint (1116 le
nombre // est aussi divisible par /.. On \oit de cette manière
que A(.v) a la forme

\ {• .y ) ,, .y// -(- \ , ,s-^ / • -+- A .^s" 2/" -+-. . . -h \ ,j, .s-7' ^/',

< » l'i y. /»' < i l .

Soit maintenant s^ une des racines de ( ' ^ ) . On aura

\ ( \ . , ) -.- ^ î { j I -4- \i /-/"•+- \^/— : ^ /•-^-. . .-+- \,j./- ')•/'

. ( s^\ ,f ̂ -^ A , /- / / ^...-h \.,,r"-^']

== . \ ( /•) - < > .

ce qui prome due notre condition est suffisante.

1. Pour démontrer sa nécessité nous établirons d'abord un lemme
simple et 1res utile dans nombre des cas concernant l'étude des
zéros des matrices.

Considérons le système d'équations linéaires homogènes

( - Î ) •^h^^.^i^il, (.', li =-I, / / ) •

i
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LE M M E . — So ie n t

s = ; s i (cosO -i- / s inO ).

x i , == 1 .r i, \ (cosO/, ' - - ( s i n O / , ) (// rr-- i. / / ) .

les valeurs de s et .r// satisfaisant ( f\ ). Alors

( ;">) i s _ j j"/, ; === ̂  1 .r/ ' « , i , c o s ^ O / — O/, — ( ) _ ) (i, / t = = i , / / ) .
/

En en et, on ii

A- ; ,r/, j cos( ()/, -4- 0 ) == ̂  ; .-r/ ' n /•/, cos ()/.
/

,s- 1 ./•/, "in ( O/, 0 ) =^ ̂  | .r/ ' an, s inO/ .

d où, rn niul t ip l iani la preiniére de ces relations par cos ( /) //-}-- 9) el
la seconde par sin(^+ 9 ) et a joutant les résultats, on obtient (4 ) .

Soit maintenant s^ une de^ racines primitives de (^) satis-
faisant ( i ) , par exemple

/ 27-. . . •A7:\
.^os^.sin^-),
/ 2 7-. . . Â7-.

•s-o == /' ( cos .- -»- ( sin -.-

el soi t -/'^ (A ==- i . 7l) la so lu t ion correspondante du système ( i ) .
Les .r^ ne sont pas t o u ^ unis et les relations (5) deviendront

< ^ > /• •^X | = = ^ ; •/•° « i l , ^o- ( O / — O/ /— ^ ) (/. h =- i. / / ) •
^" \ / ' //

Ou eu conclut que

( : ) /t •^ ! -^ 1 •ro - ^ / / / (l- h ==I-^)'
/'

si pour tous âih^- o on n'a pas cos ( ^ — Ô//— 7: ) == i .

Mous a'iloiis montrer que pour tous a,h~^=- o. on doit avoir

cos ^0 /—0/ ,—-^ == i .

Eu effet, si cela n'avait pas lieu, on obtiendrait les inégalités (7)
pour certaines valeurs de h au moins.
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Mais, pour s == 7', comme l'a démontré G. Frobenius ( ' ) . tous
les mineurs du déterminani

A(.?)= I . ^ E — À I

sont positifs, puisque A est indécomposable. Donc, le système

< 8 ) r y i = V ciif, (i, h = T~n )

a une solution y^ ^> o (/ == i , n ).
Multiplions les deux membres de (7 ) pary^ et faisons la somme

pour h == i , 7i : on aura, en tenant compte de (8),

'•21 -^ i ̂  <2! •r? '2 ̂ /A^ = ̂ 21 •r'i -ro?
h i h i

ce qui est impossible ('-').
Donc, on doit avoir cos [ôi—Qà—2-1) ===i chaque fois que a^^o.
Nous avons remarqué plus haut que la matrice A qui est indé-

composable doit avoir des cycles tels que

^//i» Clh^h^ ..., ^/i,,,-iy

où tous les éléments sont différents de zéro. Par conséquent, nous
aurons

cos ( ()„, — O/,, — — ) = i.

cos^ -O/^—^ --= i.

cos(e,, ,-0,,-^) =,,
d'où

^ — (^,— 1— ^ ̂ ^ r,,

2 7^
0//i — O/^—— —— =-273 Î7,

û 2îr
0^— -^- = •2îr,,^,

(1) G. F'ROBENIUS, /OC. Cl^., p. 462.

( 2 ) La conclusion reste la même, r< r, si ron suppose que quelques-unes de»
inégalités (7) sont remplacées par les égalités.
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7i. 7,.. .... o"/,, étant (les iKHniH'cs ont icr.s. Kii <Noiil<inl ces égalités,,
on obtient ré^alité

— m -.— — ••> ( 7i 7^ -+- . . . -(- 7^ ),-,/»

<|iii montre (|iic //< (loil ^trc dmsihh' pur / .
De celle manière nous voyons one les ordres de Ions les e\cles

de V doivent eire des multiples de /., si A ndmel comme zéros les
rîicines de l'eqnalion ( ' ^ ) . ce (jiii prouve In nécessite de noire con-
dilion.

,1). ,\ous lircrons (piehpies conséquences lmllledl.ll(ks du llico-
mne d(''monlr<''.

I. Si
\ (0 ) - . \\

la malrice A ne peiil eire c\clique (|ue d lin indice ((ni esl un divi-
seur de l'ordre de A. Donc, si l'ordre n de A esl un nombre premier.
V est on non cvcliqiie on cyclique de l'indice r i . Elle peul être mise.
dans le dernier cas. sons la forme

II. Pour que la matrice indécomposable A n'ait que la racine
/ ( - ^ / ' du module r, il fant et il suffit qu'on puisse la rédnire,
p.ir une permutation identique des lignes et des colonnes, à la forme

\ -

I I I . Si A est une matrice indécomposable el cyclique de l'indice/. ;
requation ( i ) peut être écrite comme il s u i t :

A ( .S- ') - .V7- ( .f/l — /- /- )(.^'— \ i /'/' ) . . . ( .^' —— < m f'- ) — 0.



/. -4- //?/»• - / / . A ^ 0. A) I, . . . . '. V// !

1 \ . La matrice non négative V est dite slocasiicinc si

Si elle csi de plus indécomposable el cyclique de l'indice /.. elle
admet comme xeros simples les racines de l'équalion

puisque sa racine maximale esl,^ == i. Inversemeni. elle est c\cliqne
de rindice /.. si, élani indecoinposahle. elle admel les racines de
celle équation comme ses xeros.


