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Sur les développements en séries des irrationnelles du se-
cond degré et de leurs logarithmes népériens; par
M. EDOUARD LUCAS.

(Séance du n juillet 1877.)

Les développemcnis des fractions en séries par la formule de
M aciaurin donnent lieu à un très-grand nombre de formules pour le
développement des irrationnelles du second degré, et des fonctions
symétriques des racines des équations du second degré à coefficients
commensurables. Nous montrerons ultérieurement l'importance
de ces développements, dans leur application à la théorie des
nombres premiers.

\. Désignons par a et b les deux racines de l'équation

(l) ^r^P^-Q,

dont les coefficients sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, et
premiers entre eux, nous ne considérerons que le cas des racines
réelles. Soient, de plus, les fonctions numériques simplement pé-
riodiques,

(2 ) ^^r-^' ¥„=«"-+-//";

on a, en désignant par \/A la différence des racines de l'équa-
tion ( i ),

/ n / '——— \
x r r\'~) n \/ ~ î i { t \V«= îQ 'co .s j -—^—'^A^

(3) /L,=^Q^u>(^,o^;,

ÎIi' - _- '-_ (ano ("^ ioe(1 \.v»~ ̂  °V a g^
Ces relations indiquent l'identité des fonctions Un et Vn avec les
fonctions hyperboliques et les fonctions circulaires. On a ainsi les
formules de récurrence

(4; ( a,+,=pu,^--Qu,,,
| V,.^^:1'V«+,-QV,,,
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qui correspondent exactement a celles de Thomas Simpson :

sîn (n4- 2 ) 2 == acoszs in (n - ^ î ) z —• sin nz,
cos(n -4- ^ ) z == 2 cosz cos(n -+- 1)2 — cos/i3,

On a de même
( 2lL.+.,-=U,V,4- U,V.,
( ?.V^,=V,V,,~AU^V.;

(5)

ces égalîtés correspondent aux formules d'addition qui donnent
sin(j + z ) et cos(j -h- z ) ; on a aussi

! V^-AU^ = 4Q«,
(6) U/î- U«-.U^,==+Q"-,

( V^- V,_.V^.=-Q—A;

ces égalités correspondent aux formules

sin2 x -+- cos2^^ î ,
sin2 x— sîn (.r — r ) sin [x -+-y) == sin2^*,
cos2^ — cos(^* — y ) cos(.r -4-y) == sin2^.

2. La première des formules (6) conduit, par la théorie de la
division des fonctions numériques, à la résolution de l'équation de
Pell. On a encore

U^/,-Q-U^= U.U,^,
v^-crv^Aau,.,.;

la première des formules (7) a été appliquée par M. Gùnther, pour
/• === i, à la résolution de l'équation indéterminée

^—Q.z2:^/^,

en nombres entiers ( l ) ; il serait facile de généraliser ces considéra-
tions.

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Resal, pages 33i-3^i ,
octobre i8';6.
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Les deux formules (7) donnent immédiatement

,u^.),_u. u2^-^--^-Q^-+ -t--0^"!,"v^-'u;" L '•Lur^+u„u,.•••+U(„_,)„u„J'
lo) v^o._v, r - Q - _Q^ ^ , cr 1.

( -^ - V» - Au'- I.V.V; + V,V,. + • • •+ ¥(«-,), Vj1

et les deux relations

( €(„+,) ¥„— U»V^,=2Q''U,,
(9) i V(,.^)V» - AU,U,+, = 2Q»V,
donnent ainsi

[U^_.u r_i_^_0_^ ^_Q^_.-[,
V^~V»'4" y IV.Y^ l \ n ^ \ r ^ r ' \ n ^ i r \ n ^ r }

(lo] iv < v r i o7' Qo-i)'- nJ v"-^<r _ " o 0" TT ._ v _i_ -L ^_____ .
(ïJ :̂-"U.~ y "l-UrU .̂ U^U^.-^U^-r-i.U^J

Lorsque n augmente indéfiniment dans les égalités (8), le second
membre a pour limite la plus grande a des racines de l'équation (i),
et, lorsque 7r augmente indéfiniment, les seconds membres des éga-

lités (10) ont pour limites -7- et ^/À. On peut ainsi développer la ra-

cine carrée d'un nombre entier en séries de fractions ayant pour
numérateurs l'unité : c'était un usage familier aux savants de la
Grèce et de l'Egypte; ainsi, par exemple, cette valeur approxima-
tive

\l3 i i
— == -T 4- — -4- £,4 3 io

rapportée par Columelle au Chapitre V de son Ouvrage de lie
rusticd; ainsi encore cette valeur approximative

,- i i i
Y'2 = i -+- -7 + —7 — ——n +Ê»T 3 3.4 i2.34

donnée par les auteurs indiens (1) ; cette valeur est égale au quotient

—% en supposant, dans l'équation ( i ), que P === i et Q = — i.
DS

( l ) M. CANTOR, Rendiconti del R. Istftiito Lombarde; Milano, 1877.
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3. Les formules qui donnent la somme des sinus ou des cosinus

d'arcs en progression arithmétique deviennent

| U. 4- Q"2 U^, + Q""2 IL-Kr 4-... 4- CT"2 IU.

U^Q^
==u /i/'

"iU,_Q
i i nr

TV. -t- Q 2 V.^ 4- Q~ 2 V^^ 4-... + Q""2' V,̂ ,

==v
v^

' —————~nr~ 5

UrQ2

mais on a les formules plus simples

Ur+Q"U^-U(^l)rU.+U,,.-t-...+U^=——-'
I+Qr__V,

12
Vr+Q'-V^-¥(„+.),

V,+V,,-,-...-4-Vn,== i+^-Vr

Si, dans la relation

AUr+2itpU,+»tT == Vr+,+2t(e+,,) — Q'-'-'̂ V^+ittp-,),

nous supposons successivement k égal à o, i, 2, ..., ra, nous obte-
nons par addition

Y^ TT TT __ Ur4-2npUj->-(?«-M)(r —— Q^^^Ur^-fîn-H^pUj+^g
2j lJ^24lJ.^- —————AQ"(^U,-«U^—————AQ»(^)U,-^U.+,

UrU.-^-Q'-fU^U,
AU,-,U^ "" '

(i3) {^o

et nous trouverions de même les sommations

/i "=: ra À' = re
, / , V Vr+,»,V,+ ,̂ V Ur+s<pV,+it»
II4) 2^--QÎ^~ ^""Q*^"'
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On a, en particulier,

U;
Q-
u^
Q-
Y7!
Q-
Y^

\ o''

_ ^ uj
Q^-1-^-^-

u ^ . u ^
Q3" Q"
v2 v2

2/' -1- "/-'
• Qîr -t- • 3r

Y4'
Q-

Y^.
Q. +-. . .4-

n^+i)/-
Q(«+«)r

U 2
(^/i+ .)/'

Q(2"+t)r

V2
• nr

~Q11'
v2
v (a/7->-T)r

^( •-'"+•}/•

1 1" U^^3)r 1

ALUrQ^'^ 27^- jJÎ^«-+-1)

U4fn-H)r^r_U4C/H-Or___ __ -]

ALu.rQ^'7-4-^ 2n ^J'ALUarQ^^'^

U(?^4-)Jr

'u '̂271 -- 1 +

2/1
U<(,H-i)r

(J^Q(2/<-h.)r*

On obtient encore

,6)

^ U/îî+Âr ==
V2/ff4-?(M4.l)r —— Va»» —— (̂  ( Va^-t.înr —— Vîm—'jr

A^-Q--!)

-2Q'

^ ^ Y 2r

^QQ*4-l)r__^

^(Q^i)1

/ v /n+ kr ~~
V,^2(^.)r —— V^ —— Q^tV^^. —— V^r)

AtV^-Q^-i)
Q("+.)r__,

^-V-r.-'

en particulier, pour P ^=. i, Q === — i dans l'équation (i),

U ;4 -Uî+U^+. . .+U, î==U«lU. ,

et, par la première des formules (10),

v/5 i i ï
I2 l ' + I 2 l2-}-!2-^-?.2

l '+i2^- 22+3a 1^4-1^- aî+S2'-^2 "'' "'

4. Pour la multiplication des fonctions numériques^ on a d'a-
bord

( ' 7 ) If,, _: U«V,., 2 V,. == V2 - AU 2 ,



— 183 —

et, à cause de la première des relations (6),

; i 8 ) V^==V/Î -2Q" .

On a ensuite les formules

('9l

IL,=AU3. +3Q"U»,
Ui„=A2U^-^-5Q"AU^ -4- 5QI'U„,
U;., == ^V'n 4- 7Q"A'l^ + •4Q"AU;; + 7Q"'1-'".

t't aussi

20

V^-V,^- 3Q»V»,
v„.^\^-4Q"V, t-^-2Q2^
V„„=V^-5Q'•V^+5Q2"V„,V,
V«,, =- V^ - (>Q"V^ -«- 9Q1"V,2 - ̂ .Q'-V,.,

qui correspondent à des développements bien connus; on en dé-
duit inversement

,' v^v^Q" -+- v;,.,

21
¥„= VaQ" + v^Q2""-!- '̂"

|v,,=v/V,, == v ^ Q" + V 2 Q2" + \/2 Q4" -}- V,,,,

Ces formules sont analogues à celles qui donnent cos-< cos y

eos -^î • • • ; on trouvera de même des formules semblables à celles
16

qui donnent les expressions de cos ^—;» cos —^ cos ̂ 5-^ ctc-

On peut exprimer les puissances de U» et de ¥„ en fonctions li-
néaires des termes dont les rangs sont des multiples de TZ, par des
formules analogues à celles qui donnent les puissances de sin-s et
de cosz développées suivant les sinus et les cosinus des multiples



l < S î

de Fcin; r:. On n .misi

(^) /

cl

(23)

5. Ei
l'identitt

(, - z ] [ i - s f " ) • ( i - z . ) ( i 2 / " - ) ^ ^ z } { t - z r " ^ ^

All,î ==V,,,-aQ",
A2U/,---V,,.-4Q''V,,.-1- ()(JP-,
A'U,, =-- V«,. - 6Q"V,,, -4- l502'•V,„ - 2o(V",
A^U; ---r V«, - 8Q"V.,, + •.•SQ2"V.„ - afiO"^-.,,, + 700"',

AU,î =U,»-3Q"U,.,
A2^ =:U». - 5Q"ll,,.-+- ioQ"'U,»
A'I],;..-- U,,,- 7Q"U»,, • -̂ 9.) Q'"U:,,,.- 35 (yil,,,
W = L',, - 9Q"U-,,. + 36Q-U,» - 8.10-1"!;,,, + l•.>60<'•U„,,

i i

z -

V^^V^+aQ",
V^-^V^.+SQ'-V,..
V,; = V,,. -+- 40» V,,. -i- 6Q'",
V,l=V„,-^5Q'•V3„-+-loQ•-•"V,„
V; = V.,, + 6Q"V.,. + iSQ^V,,, + aoQ'",
V,; == V,,, + 7Q"V,,. + aîÇ-^'V.,,, + 350•1"V,„

lesigiiant par p et /t deux nombres (luelconques, on a

- ZP" 2/"' — z^»+1 ; .-/'"n
* —

i>i l'on fait successivement n égal à i, a, 3, . . . , n, on obtient en

faisant l'addition, et en posant z =• —i

(^4)
criy.,),. Q^U^-,),. Q^U(,_,)^

IJ^U^ 'u.u^ U/A.U,,>,. • • • •

Q/""-U^-, ),,.._ Q^^^,.,),
u/,",u^"+.. u,û .,.

On calcule les numérateurs et les dénominateurs de ces fractions
au mo^en des formules de multiplication ; lorsque n augmente in-
définiment, le second membre de la formule précédente a pour
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h1'limite l'expression ,-p et l'on a, par exemple,
Dr

//• ()'•• o2'- u3'' Q^i25) ir^ïr^ir^ir^ir"4"*'*Jr ^tr ^r ^sr »-'li(r

et ainsi

i — \/~5 __ i i i i i
' a ^ " " T 4 " ^ 4 " ^ ' 4 " 3 . 7 . 4 7 4" 3.7 .47 .2207 4- * " ?

ï — \'7 ^ T 5 5 1
._________ --— __ _ t , ___„ 1 ._________ —L.. ——————————————— —^— , . . •

2 2 2'.3 2 l . 3 . 1 7 2 4 . 3 . 1 7 . 0 7 7

il est aisé de généraliser la formule (24) qui donne des développe-
ments très-rapidement convergents. Cette formule revient au
calcul des réduites d'une fraction continue périodique dont les
rangs sont en progression géométrique. C^est, en quelque sorte, la
combinaison du calcul logarithmique et du calcul par les frac-
tions continues. Ainsi le dénominateur de la trentième fraction du

développement de ——v— a environ cent millions de chiffres.

Les formules de duplication

0 Vn == IL, et AU^ + V2, == 2 V,«
donnent

AU. _ V, V,.
"V.'-iL4"2^

en changeant successivement n en 2/î, 47^5 8/;, ... et ajoutant, on
obtient

^6) A(^A+...^A)^-^-^
\V« \m \2Pn/ Uî^+'/i U«

et, en divisant par ^ et faisant croître p indéfiniment,

, a,,̂ ..̂ ..̂ ...
, , i _ v ii___v -ni___v ̂ i___^ s»__ .

y/A 2 X 2 X 2 X 2 X ...

cette formule correspond à la formule connue

T 1 V T V 1 V
- — 2coLr == tang.r 4- - tang - -t-ylang- -4-.. .^- -^iang^4-...
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6. Soit F(.r)une fonction développable en série convergente
pour toutes les valeurs de la variable dont le module est inférieur
a l'unité , par exemple,

F (.y) ==Ao4-A,.r 4- A^-f-. . .-+- A».r"4-. . . ;

on aura, par conséquent, en supposant z positif,

F (^) = A, 4-A. ̂ +A. ^-+...4-^-^4....
\ I 4 - ^ / 14-2 ( ï + ^ j ' 2 (14-^

F ( —— ) --= A,, 4- A, ——— 4- As —!—- 4 - . . . 4- A« ,—!—- 4-... ;
\ i4-2/ i4-2 (*4-^ î 1 — ^ / '

donc, par addition et soustraction, en faisante === — (avec la con-

dition de /' pair^ lorsque les racines a et b sont de signes con-
traires),

l'F^)-.Fm=,A.-.*,^..^.-A.^....,
, „. 1 \ y r / \ ' r / \r V,. \/.
fa8) <

/ F ̂ tt^ F ̂ '\ /-^ ̂  ur t ^ ̂  ^ ljr ^- \
! F W ~ F [V..) -'v/ A l̂  v/^ + ̂  + A3 V7 + • • - } •

Si l'on suppose ^ == — —, on obtient deux développements ana-

logues aux précédents ; mais, bien que ces développements soient
beaucoup moins rapidement convergents que ceux du n° 8, leur
étude paraît plus importante au point de vue de V arithmétique
supérieure^ 'dans les recherches concernant les lois de la dissémi-
nation des nombres premiers dans les séries à termes commensu-
rables.

Le développement du binôme (i—.r)"1 donne ainsi, pour m
quelconques, les développements

l Y ^ — V — 7 " ^ m ̂ m ~~ T ^ ̂ rîr w(w— ï ) ( r r î — ^ ) Va-\ y - — ' 0 ' T V , ^ ~ 1 7 2 " v 7 ~ " r ^v? . ' 4 " " * '(20) <
j ^""- _ m ̂ ' __ m ( m ~" T ) ^2r 777 ( m —— i ) f ^" — ^ ) Usr

( \^1 ~' T v,: "' 7 7 2 ' y ; ? + i 7 2 ~ 3 v 7 + ' "l

que l'on peut déduire directement de la formule de Bernoulli ;
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pour m == — i, on a

^-v -.Y^X2:-^
( ^ - ^ " " V . V ^ V ; 1 '

(3o )
U^__U. U,. IL. \^
^ ~~\r V^ V,3 V 4

par exemple, pour P == i et Q

3 - 18 47
0:=2-4-• , -^ - - i -^ - •— +o- - + - • • •-/ 3 9 27 81

i 3 à 21 55
3==7,+-+—-4" ÏT "^"T^4"-* • ;

j ^ 27 bi 240

les numérateurs de ces deux séries de fractions sont donnés par la
relation de récurrence

N^,=:3N^.-Nn.

On obtiendra des formules analogues en supposant m= ± ̂  le

développement de (i 4- x ) ' " ± (i —.r)'" donne aussi d'autres for-
mules .

Le développement de log(i — x) donne les formules

1 V3. V? V,.
^Q——V;

iY2:
2 V;.

Y .̂
4 v;, '^ '^Q- V. 2 V;. 3 V;, 4 V;

l31) i 1 bîr /X ^u- ' U,. I I Î3 . . 1 U^ ,( l o g ^ = 2 ^ A ^ + ^ + 3 ^ + ^ + . . .

et celui de log—-— donne.

^ - / a i AU,, i A2^ i A^;
(3.) log^ =2v/A ^^ 4- ^ ̂ - + 5 -^- + ̂  -^- -4

La formule connue (

f ^
L^-/^2 3

A2

^^/i2^
A4

- log -——r == Hz | ———T-2 ° z — A L2 "
2_4 __^^__ _ 2.4.6 _ A6__
375 ^~-J^ 3.5.7 ( ̂ -'^ )4

* ) HEHMITE, Cours cl'An aï } se de l'École Polytechnique^ t. I, p. 'i']'î-
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dans JaqueUe on fait

z^-fi^a1; z-/i=.b', z^-fi^Q^, /^^Au^

donm1

(33) lo;? ̂  -= -^ (-L - ï Al1! + îi A2 ̂  _ ̂ -e ̂ u,* \.
Q" 2 \y 3 2<)"- • 3.5 î.'Q3'- 3^7 2 'Q^ + ' " ] '

on suppose, pour la convergence, AU^4Q''; on a ainsi, à la
limite de convergence,

log(,+^=v/.^--+--4-^-(1+^8--...Y\i ^ 3.5 3.5.7 3.5.7.9 /

Les développements de arc sinz et de (arcsin^)2 donnent de même

l lo"^=^a^r~—-^-..__L-3__A2u-4 !
, ! '^ Q; L I .2.32•<)-+ I . . .3.4.5Ï<Q^-•j î

(llo.^r=AU/L---1.9JA2^. I ^4A3U6•„
1 4 Q'' ^-^Q^ 2 3 s^ 3*3.5 s6^^ < * " 1

et a la limite de convergence

10g (l 4-V-2) = I---'-+-(î-3^---J-'-3-5^ +
i.a.3 i.a.3.4.5 i.a.3.4.5.6.7 "

log-(,+^)=.-1-.^'.^-12^ ,
2 v > 3 3 . î ) 5 3 . 5 . 7 v /

La formule remarquable de M. Schoitz ( t) conduit au développe-
ment

^2r A^IT3^ 3 . 3 / i \ A U 2 .
^^——^-^-^(^^^

-i-3t5-3 / _!. .̂\ ^U;. _
(35) // 4^-7 \ '+ ' 3 2 +5V a^Q2'-"""*

^ 3.5 7. ..(^-i)3 r ^
4.6.8...2^.(2/ï 4 -1 ) L 32

__t__1 ^A"-^^
(a^—iIsJa^-^Oc1-1)'-"4"**'1

_i__1 A^U^^ /
i—i)^2"-^^1-1)''"4"**')

( 1 ) LAISAM, Essai sur les fonctions hyperboliques. Paris, Gauthier-Villars, 1874,
I»- aG.

0.1. BEniRAND, Traité de Calcul différentiel^ p. 42/1.



— 189 —

et à la limite de convergence

,0,(,^)=,-^(,-^)^(,^^)-....

7. Les quantités aT et If sont les racines de l'équation

^—^v.-^o^o;

si l'on développe Fune des racines par la formule de Lagrange,
on a ainsi

/ , 0'- Q2- 4 Q3' 5.6 Q^br== V^Vj^v^^v;^-
} 0'- (y 3 Q3'- 5.4 Q^(36) j log^ = log^ 4- ̂  + , ^ -4- ̂  ̂  -.-...,

&-_ o" Q 3 ' ô O4'... 7_6 0^ .
y-- ^ "^v; 2 v;. 2.3 \;. • • '

L'équation précédente donne

^Y^^r-^,

et par le développement du radical par la formule du binôme

i aÇ^ i a'Q^ . i .3 a'O31- .(37) ^^^-vT^^-vr-4 '^^"^^---'
en particulier à la limite de convergence

r -L JL _^3 _ I '3 '5 i
V 2 " ~ T - ~ 2 -2.4 24.6 2.4.6.^

On a encore

0'- Q^ 4Q" 6-5 O4" ^P-6 O5" .(38) A^^4-^^^4-^^-.^4,T-...

Si l'on applique la formule de Burmann au développement de

suivant les puissances de -lz—^ on obtient pour tout module de
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inférieur a l'unité

_ i iz î / 2 ^ \ 3 r . S / ^ z V
2 1 •4- ^ 2.4 V -\- Z»'1] 2.4'^ V "^ -2"/

^r
et, si l'on fait .2^== --» on retrouve la formule (37).u1


