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Sur les développements en séries des irrationnelles du se-
cond degré et de leurs logarithmes népériens; par
M. Epouarp Lucas.

(Séance du 11 juillet 1877.)

Les développements des fractions en séries par la formule de
Maclaurin donnent lieu Aun trés-grand nombre de formules pour le
développement des irrationnelles du second degré, et des fonctions
symétriques des racines des équations du sccond degré i coefficients
commensurables. Nous montrerons ultéricurement I'importance
de ces développements, dans leur application a la théorie des
nombres premiers.

1. Désignons par a et b les deux racines de I’équation
(1) 22=Px —Q,

dont les coeflicients sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, ct
premiers entre cux; nous ne considérerons que le cas des racines
réelles. Soient, de plus, les fonctions numériques simplement pe-
riodiques,

( 2) Uu =

an— b
—s V,=a"+ b

’
a—0

on a, en désignant par /A la différence des racines de I'équa-
tion (1),

! n A
3 ny —1 «
‘ ‘v’“: 2Q1COS(\——?— logz),
2 = . /n\/:—l 11\"»,
(3) (U= oy Q*sin \—% log 7
Un I /n\/—l (1\\
- = ——==—= lang|{ ————1log; |-
L Vo =2 °\ 2 gb}

Ces relations indiquent I'identité des fonctions U, ct V, avee les
fonctions hyperboliques et les fonctions circulaires. On a ainsi les
formules de récurrcuce

‘ U,,+1 = pUn+—l - QUny

(4/ 2 ‘Yn-ri = l)vud—l - Q\iu )
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(qui correspondent exactement a celles de Thomas Simpson :

sin (n +2)z = 2 coszsin (n +1)3 — sin nz,

cos(n +2)z =2co0szc0s(n +1)z — cosnz.

On ade méme
2Um+n == Um"ru -+ Uu ‘rm‘

(5 ) 2 V,,,...,, e Vm Vn —_ Aquh;

ces égalités correspondent aux formules d’addition qui donnent
sin() + z) et cos(y -+ z); on a aussi

( V:i— AU = 4Q~,
(6) ¢ U: - Un—l Uu+| =+ Q"—!'
( V: —_ V’n—lvn-e-\ = — Q"_' A H

ces égalités correspondent aux formules

sin? x + cos’xr =1,
sin? x — sin (z — y) sin (z + y) = sin®y",

cos’x — cos(x — y) cos(z + y) =sin?y.

2. La premiére des formules (6) conduit, par la théoric de la
division des fonctions numériques, a la résolution de I'équation de
Pell. On a encore

U/’1+t- - Qr U/";
Vier—QV,

Ur U‘ln+r,
AU, Usnr

I

la premiére des formules (7) a été appliquée par M. Giinther, pour
r =1, a la résolution de I’équation indéterminde

):__ Q.l’: /)’Z.

en nombres entiers (*'); il serait facile de généraliser ces considéra-
tions.

() Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Resal, pages 331-3jr1;
octobre 1876. .

12.
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Les deux formules (7) donnent immédiatement

( U(n+|)r . U 2 Q’ Qr Q("*')f
(8) V'“‘ - _[I - U . [U Uzr + U-zr Usr Hee U(,,_,),. U,..-
V(n+|)r _ V . Lr QZr Q,,,.
V. —v, AU [V v, TV T Vo Ve

et les deux relations

U(n+t‘) Vn - Un Vn+r =2 Q" Ur,

(9) V(u+r) Vn el AUn Un+r = 2Q"V

donnent ainsi

Un+lr U" [ Or Q(lr—| r -
— 42 U e+ ’
S v"+h Vn Q V Vn+r n+r A fi-2r V,H.];.. 1 y n+er

n4-hr Vn n Qr Q(l‘—l)r
(UM, 0. 2QU[U U GO 77 ]

Un+k__—1r Un+kr

Lorsque » augmente indéfiniment dans les égalités (8), le second
membre a pour limite la plus grande a des racines de 1'équation (1);
et, lorsque k augmente indéﬁniment, les seconds membres des éga-

lités (10) ont pour limites —= VA et \/5 On peut ainsidévelopper lara-

cine carréc d'un nombre cntier en séries de fractions ayant pour
numérateurs 'unité : ¢’était un usage familier aux savants de la
Gréce et de UEgypte; ainsi, par exemple, cette valeur approxima-
tive

V3 I
- =5+ —+g
4 3 10

rapportée par Columelle au Chapitre V de son Ouvrage de Re
rusticd; ainsi encore cette valeur approximative

I

34 T 12.34

\/z_1+ -} -+ €,

donnée par les auteurs indiens (*); cette valeur est égale au quotient

%’9, en supposant, dans I'équation (1), que P=2et Q =—

(') M. Cantor, Rendiconti del R. Istituto Lombardo; Milano, 1877.
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3. Les formules qui donnent la somme des sinus ou des cosinus
d’arcs en progression arithmétique deviennent

r nr

Un+Q 2Upsr +Q 2Uppar+2..+Q 2 Uppwr

U, QF
:U m.—g—-,

m4— nr
' U,.Q
(11) ¢ _r e ’ _nr
Vot+Q 2Voir +Q 2 Voprr4+... +Q 2 Vi
Upss, Q*

m+" nr 3

mais on a les formules plus simples

‘ U+Up+...+U,= U+ Q"Uw — U(n+-)r,

1+Q —V,

(12) V., +Q"V v
. _r nr — (n+')r.

?Vr"‘Vzr"’u--"‘Vm“—— I-l—Qr'—V,-

Si, dans la relation
AUr-}-M’@ Ut = Vr+s+zk(p+a) — QRV, e iak(p—a)s

nous supposons successivement k égal 4 o, 1, 2, ..., n, nous obte-
nons par addition

AQ e U,_, U,y

Ur U:-—-lo‘» :Qa~e Ur—p I];s
AU_ U, 7

k=n
U - Ur+‘1n9Us+(1M+|)a’ —_ Qc'eUr-o-(?n-t-ngU:-o-ms
r+42kp U:+ﬂlm' —_
( I 3 ) k=0

et nous trouverions de méme les sommations

k=n k=n
Ur+'.'l9 Vt+7hy

\ Vr+?&9 Vs+7/m'
\1 4 / _—-Q‘(?+‘_)— .

Qk(‘w—a)
k= k==0
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On a, en particulier,

O U U Uy 1 Ui g
Qr er Q:ir Tt Q(z:+|)r A UrQw-o-l)r ’
U U U U [ Uiy "
Qo Qa'_ Q" " e Qror —A 2rQ(m+|)r"' n—=21y,

(15)
-+ == -+ -+ =2n—1-+

’@- er ar et Qnr Ur Qur ’

V,’ V}, »»?r‘ »(:m-&m U‘ —+
¥ e _ e
+ ...+ = 2n+2+Ur 21y

i i:)-r -+ Q.\r -+ —@r ° Q('lu-i-l)r

) V,z V:, V_:izr: + }Z’ U( W1 )r
\

On obtient encore

i k=n
/ 2 U, - Vzm+7(n+|)r - V'zm - 0‘”( V1m+7nr - v‘lm—‘zr)
m+ kr — A(V"__er__l)
k=0 QU1
—_— 2Q"‘ —_—y
A(Qr—1
(16) k=n (Q )
E A\ . V1m+2(n+l)r - V2m - er (V2m+"nl' - V'm—w)
ot ke AV — Qv —1)
k=0 QU+
*: m QU
-+ 20 Q,-__ P ?
en particulier, pour P =1, Q = — 1 dans I'équation (1),

U+ Ul+Ui+...+ U0 =10,0,,,,
et, par la premiére des formules (10),

l—l—-\/g__l 1 1 T

- +
1? 17412 12412+ 2?

1 1
124224 30 -1 224 34 50

4. Pour la muliiplication des fonctions numériques, on a d’a-
bord

(l7) Uz, = Un‘rn, 2V:n = Vf, - AUI?Ii



— 183 —

¢ty a cause de la premiére des relations (6),

('S] Vou = V: - 20"‘

On a ensuite les formules

s sn — AU,:: ~= 3Q"Un‘
(19) U"_ AU+ 5QAU; + 5QU,
. ," - _y‘U -+ 7Q"A’ Uz + |4Q1nA {,: 4 7Q3,, U,,,

et aussi
Vo= V2 — 3Q0V,,
Vi Vi— Qi+ 20,
(20) « Vo= V3 —5Q*V) +5Q»V,,
( Vo= Vi — 6Q V) + 9Qu Vi — 2Q™V,,

qui correspondent a des développements bien connus; on en dé-

duit inversement
Ve=y2Q" + V.,
IV, V2 Vel + Ve

, V.= \/20" -+ V2Q™ <+ \/20"‘—1—\'“,,,

Ces formules sont analogues a celles qui donrient cos s cos =,
g q 4 8

T A |
—_y «++3 on trouvera de méme des formules semblables a celles

16

T s ™
qui donnent les expressions de cos z—» cos y COS ——— 3 CtC.
3.2" 5.ar 15.2"

COSs

On peut exprimer les puissances de U, et de V, en fonctions li-
néaires des termes dont les rangs sont des multiples de 7z, par des
formules analogues a celles qui donnent les puissances de sinz et
de cosz développées suivant les sinus ct les cosinus des multiples
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de Pare z. On a ainsi

CAUR =V, — 20y,

AU == Vi — Q" V., 6Q™,

AU, ==V, — 6Q"V,, + 150"V, — 20,

AU == Vi — 8QVy, —+ 28QV,, — 560V, + =0,

A'JU/E; - U.‘-u - 5Q"U:m -+ ’UQM Um
A, = Uy — 7Q Uy, + 21 Q* U, — 35Q+U,,
AUL =L — 9Q*U., + 36QU,, — 81 Q+U,, + 1o6Q%U,,,

ct
[ Vi=Vu+2Q
V=V, + 3Q"V,.
Vi=Vu+4QV, + 6Qm,
(23) C Ve =V, +5Q"V,, + 10Q™V,,

V=V, +6Q'V, + 15Q"V,, + 20Q™,
Vi= Vo 7Q"V,, + 21Q"V,, 4 35QmV,,

5. En désignant par p ct » deux nombres quelconques, on a
8 P | jues,
I'identité

z — zP" Zl‘" . z,,lH-l - :’/‘" i}

(v —3) (1 — z¥) + (1—3z) (1 — zr") = (1—2) (l—zl'"*'};

s1 l'on fait successivement n égal a 1, 2, 3, ..., n, on obtient ¢n
br

faisant I’addition, et en posant z = —,
) P Py

OrU -t ) OI”U -t)r p?rU p—1)p?
““')-{-” (p)+0 (/)Ir+

(24) U, U, Upr Uper Upr Ups, te
( o QrUgp—iyprr Q'U(/:"*"—')r_
UP""UP"'H" - UrUpn+l,.

On calcule les numérateurs et les dénominateurs de ces fractions
au moyen des formules de multiplication ; lorsque 7 augmente in-
définiment, le sccond membre de la formule précédente a pour
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_— Lo
limite Vexpression — et Pon a, par exemple,

U,

) ])r— Qr J Lsr Qu- ‘
-\25) U: U, +U +U +"Tl;-x—...
¢t ainsi
el LT USSR SO NN S
2 1 3 3.9 3.7.47 3.7.47.2207 7’
— + 5 . 5 + 1 s
2 2 213 23,17 20.3.17.579 0 777

il est aisé de généraliser la formule (24) qui donne des développe-
ments trés-rapidement convergents. Cette formule revient au
cdlcul des réduites d'une fraction continue périodique dont les
rangs sont en progression géométrique. Cest, en quelque sorte, la
combuzcuson du calcul logarithmique et du calcul par les ﬁac-
tions continues. Ainsi le dulomlnateur de la trenticme {raction du

=
1— 5 . e e
developpement de ——;[— a environ cent millions de chiflres.

Les formules de duplication

U,V,==U,, et AU 4+ V2=2V,,
donnent

AU, _V, V.

v, — U, U

en changeant successivement z en 21, 41, 87, . .. et ajoutant, on
obtient

Uu U'n U)"u . N Vzl"“n ‘fn
(26) A<V‘+ Vot ) =

et, en divisant par 27 et faisant croitre p indéfiniment,

gﬁ U +22U~—+93 Usn +
. 1 "/,, \Tg,, \/m Vv sn " .
{27) —_—= 5
VA 23K 22 X2 X.

cette formule correspond a la formule connue

! 2 COLZ = LANZ Z —+ — tan x-}—'t ngZ 4 + Lang®
- — & = tlang - - 4+ - T — .
T o 2 gg 48 g[‘ on gz,""
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6. Soit I'(x) une fonction développable en série convergente
pour toutes les valeurs de la variable dont le module est inférieur
a I'unité ; par exemple,

Flz)=A+~Ax+ Ay’ 4. ..+ A2 4. ..
on aura, par conséquent, cn supposant z positif,

- z z z? "
l'( ):Ao-i-A. -+ A, - A — ...
\ I+ 3 1+ 2 (142 (1+2)"

.o

1 ! 1 1
F = A, + A, + A, — 4. A/
1+ 2 1+ 3 (1+ 3} (1t—3

r

b
donc, par addition et soustraction, en faisant z = — (avec la con-
7}

dition de r pair, lorsque les racines a et b sont de signes con-
traires),

(6 () ow(Q)= N Ve, Ve
(28) « 0 - U
ar / wr r \
(r(v—,)_r(v)— < Ay )
. 1 br ) .
Si 'on suppose z = — —»on obtient deux développements ana-

logues aux précédents ; mais, bien que ces développements soient
beaucoup moins rapidement convergents que ceux du n° 5, leur
¢étude parait plus importante au point de vue de 1" Arithmeétique
supérieure, 'dans les recherches concernant les lois de la dissémi-
nation des nombres premiers dans les séries a termes commensu-
rables.

Le développement du bindéme (1— )™ donne ainsi, pour m
quelconques, les développements

(Var mV, m(m—i1)Ve m(m—r1)(m—2)V,

~7‘V“_TV,+ 1.2 Vi 1.2.3 Vi
(29) wr_ m U, m(m—r1) U, m(m—x)(m—2) U,

(W'—"T——,— 1.2 Vi 1.2.3 v} T

que Pon peut déduire directement de la formule de Bernoulli s
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POlll‘ m=-—1,0na
V’ —_ ‘7 + V’I’ + V?l’ + v;r i
Qr V \/ 3

(30)
) U_"——I~]_"+.I.J_’f+p_:‘_"+u"_|_ :
Q TV, VETvVEpT Ve

par exemple, pour P=1 ¢t Q = —1,

N
9 21 81
3—1+§+~8— 2I+—5—5—+
T3 g 27 B 243

les numérateurs de ces deux séries de fractions sont donnés par la
relation de récurrence
Nu+1 == 3Nu+| — N..

-+

On obtiendra des formules analogues en supposant m = =+ —; le

développement de (1 + x )™ == (1 — x)" donne aussi d’autres for-
mules.
Le développement de log(1 — x) donne les formules

‘ lo _‘Y,i__ V. 1V, + 1 VYar_*__! V4r+
BTV, eV TIVE Vi T

(32) logL \/A( + 5

La formule connue (*)

(*) Hewoute, Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, t. 1, p. 272.
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dans laquelle on fait

s+h=a, z—h=0, z»2—=Q,
donne

ar \/AU > AUz AUZ 0.4 AU
(33) log~: Q Py ((T" - 22(‘” + 3.5 23Qr -

h= ~A—U—7

4

2.4.6 A'UR
3.5.9 2Q¥

)

on supposc, pour la convergence, AU; Z4Q"; on a ainsi, a la
limite de convergence,

2

2.4.6

2.4.6.8

~—\ — (1 2
ot 5 (3 - 38

3.5.7.9

Les développements de arc sinz et de (arcsinz)? donnent de méme

low 7 VAU, v Al (1.3 AU
% o= z T 2.3 1.2.3.4.5 2Q* _"_I'
(34) ¢ o
Log @ AU 12 800 12 fAT;
4 08 (‘)r"_z')Qr ;'5 Q‘Q"’ 3 -—52 Q.\r ten
ct & la limite de convergence
VR 1 (1 3) (r.3.5)
log (1 V2) =1 — oo+ s — o s T
-y T2 9..4 1 2.4.6 ,
|O°2(l+\/2)-—- —E'3+§'3——5—5 357+. ()
La formule remarquable de M. Scholtz (*) conduit au développe-
ment
@ _ATURY 3.3 1) AUz
8 G- = Q%.Z'.' 1" 745 32) 22Q)r
+3.5.3 L1 AU .
)/ f67\' T3 5) gr
3.5 7. (on—1)3 1
T s ST
T 4.6.8...2n.(2n +1) [l T

I

AU

(2n—1)

d

22:1—;Q(:;—1)r +

(') Lasast, FEssai sur les fonctions hyperboliques. Paris,
p- 205,

(%) J. Bertraso, Traité de Calcul différentiel, p. 424.

Gauthier-Villars, 1874 ;
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et i la limite de convergence

— 3.3 T 3.5.3 1 1)
togi(s 4+ ) =r— 23 (1 5) + 352 (1 ) =

7. Les quantités a" et " sont les racines de I’équation
22— zV, +Q =o;

si I'on développe 'une des racines par la formule de Lagrange,
on a ainsi

[ L Qr Qnr 4 Q.‘u 5.6 er
. Qr Qr 3 Qar 5.4 Qar ‘
bvr— Omr Qar 5 Q" 76 er

I A T R o S v

L’équation précédente donne

pr— Yr— WV =407

et par le développement du radical par la formule du binoéme

20" 3y ‘325”
\Q+12Q 1 Q

. 2.4 Vi 2.4.6 V!

{ =

(3’]) br =

<

N

cn particulier 4 la limite de convergence

I 1.3 1.3.5

A 2.4.0  2.4.0.8

¢-2———-I:

On a encore

|-
BN

Qr Q'.‘r 4 Q\r 6.5 er 8.7_6 er
/ r—_ % . - = — ——
(38) b=y +yryvitoavitasga o

Si I'on applique la formule de Burmann au développement de =

2

suivant les puissances de - -s on obtient pour tout module de =

k4
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inférieur A 'unité
Z_I 23 + T 23z ’+ 1.3 23z ’+
T21+23 2.4 \1+2 2.4.6 \t -+ 3*

. . or
et, si Pon fait z*= ~ on retrouve la formule (37).




