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. SUR UNE FAMILLE DE SERIES TRIGONOMETRIQUES DOUBLES:

Par M. F. Lgsa.

1. Soient r et s deux nombres non négatifs assujettis a la rela-
tion

(1) r-4-s=I, r2o, s20,

et o et 3 deux variables réelles quelconques. Le but de cette Note
est d’examiner la convergence (') des séries trigonométriques
doubles dela forme

(p+=v)! riesy

(2) D eilpatvd)

pvT v

w,v=0
ot la sommation s’étend a tous les indices u, v=o0,1,2,... 2
I'exception des indices p =v = o.
.Observons que, si la série (2) converge, la convergence ne peut
pas étre absolue car, si 'on pose :

ﬁ(p.—t-v)' ks
"'"_2 24 'v' p—f—v

p=0 v=0
et .
M = min(m, n), N=m-~n,
on obtient les inégalités

o
) (1 —+ .vV r—=— sV
®) ISRV

A=t k==1

w

. \ ' . N s
(') Une série double 2‘ a,. estdite convergente (au sens de M. Pringsheim)
v,v=20 L
m n

si la suite double s

A O L. S
= 2‘ L a,, tend vers une limite s, c’est-d-dire si &
p=o0ov=0
chaque ¢ > o correspond un indice p tel qu'on ait |s

n>p.

,,‘"—s|<5[;ourm}p et

LIX, 9
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@’ou il suit d’aprés (1) que la suite A,,, tend vers I'infini avec m
et n.

2. La sc¢rie (2) reste dans une intime liaison avec la fonction
analytique de deux variables

1
n ——,
1—x y

dontle développement en série de Taylor a la forme suivante :

(LS ey . .

A Z A —_— B T 0),

! wlvl w4y % <)
W, =0

Cette série converge absolument dans le domaiue (')

() je-+1lry|<1

et diverge dans le domaine complémentaire, ce qui résulte des iné-
galités (3) si 'ony pose |z =r,|y|=s. Aux points frontiéres du
domaine (3), ou

roe=relr,  yp=jself (r+s=nn.

la seérie (4) devient identique avec la série (2).
Je vais démontrer le théoréme que voici :

Turonive. — Quels que soient r et s assujettis aux condi-
tions (1) et les variables 2, 3, o

6 0z Lz, 03 2z,
la série trigonométrique (2) converge si

i ra-¢si>o

et diverge st

RPN R 0
ra-s-s3=o0 (*.

Avant de passer a la démonstration nous prouverons quelques

(*) Dans ce domaine la somme de la série ()) est égale & la valeur principale du

[ ——
(%) 11 est prohahle que e théoréme peut dtre généralisé aux séries trigonomé-
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inégalités préliminaires. Posons @y, = o et

() (e —=v)! rsy

Ly =
U vl wey

pour u +v > o0;

on peut montrer que :
Quels que soient rets, »r+s—=1,ona

(9) o

UA

ayy < pour p >0, v>o.

Vi (e v)
En effet, en verta de la formule de Stirling

n!=e"nn\amn et

ou

4
o< g;’

on obtient de (8)

aw—_—(“ﬂ-v l')P. (H—'_vs)v _‘:\____ sipg,v>o0
" v Vi (e -+ v) ’
ou I'on a posé
A= l_ eCp+v—Ep—Ey,
27T

Or, si i1 et v sont fixes, la fonction de »

g(,.)=<:%1,.)9(1%—_‘1s>" (s2=1—r)

atteint son maximum au point

* M
L § =
[T e vy
triqques n-vples que voici @

- ! Vi v, v
—~ wi = v - v ) ryraris .
2 ( ; ) . = ce (V% . Vay),

MypeYaiea Vg V| = Ve ...V,

Ve, Y =0

o la sommation s’étend & tous les v, v,, ..., v, =0, 1, ... pour lesquels
Vv Y, >0 et oU P 20,8 Ty e, =L

Cette série semble étre convergente si la somme rya —+ ra,+ ...+ r,a, est
positive et divergente dans le cas contraire, étant supposé que o S a, < 27, pour
k=1, 2, ..., n. Néanmoins la méthode dont je me sers plus bas n’est pas suffi-
sante dans ce cas général.
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donc on a g(r)< 1, quels que soient wu, v, r. D’autre part, on a

1

A<i1caro<{g, <8_n’ donc les inégalités (g) sont vraies.

Nous aurons encore recours aux propriétés suivantes des expres-
SI0NS (ty,
Si r et s sont positifs et fixes on a, quel que soit p =o. 1, ...

P N . -
(10 dun < Ayy Lo < A2 Ay g > dyyrk >

oul'ona posé (')

7

L/ ws—1 L s —1
vy, = L(‘v“), si 2 o,
(1)

vy = 0. si
!

Cela résulte immédiatement de (8). D’autre part, la série simple

(120 Z (T

P=0

ou 1 et s sonl supposés positifs et fixes, est toujours convergente.
En effet, on a d’aprés (g)
1

( [V Q.
0 dy, ‘= =)
\ Vg (A )

donc, élant en vertu de (11)

1+
on a pour p > ——
B

[T <

d’ou résulte la convergence de la série (12).

4. Démonstration du théoréeme. — Considérons deux nombres

(') E(x) = le plus grand entier nc surpassant pas a.
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lixes z et 3 satistaisant a I'inégalité (6), et supposons que la somme”
(7) soit positive et, par suite, qu'un des produits 7z oun 53 soit
positif. Sans nuire a la généralité, on peut supposer que

(13) §3 0.
Posons
by, = el'patv3
ot
| — i3
Buyz=byuv b+ o+ byy= 2 o — ¢
: ' : 1 — el

donc on a, quels que soient u, v =0, 1, ...,

’

an | IE..“] < M.

on M est un nombre fixe, ne dépendant pas des o, v.
En vertude (13)et (1)onao<<s<1.Sis==1,onar==oetla
série double (2) se réduit & la série simple

«
O ef3Y
25

v o

bien connue, qui est convergente car o <3 <ar. Supposons que
0 < s 1 et, par suite, que o < r <1.

Les sommes partielles de la séric (2)

m n
- 'Y W g%
=3 SV Y e (wy > 0)
mun . m [ v, w4 K A -~
[l * )
EL:O V=0

peuvent étre écrites comme ilsuit

m

m n n
Smn 22 Z Ay by.') :2 2 a[.w(Bp.v— Bp.‘r—l)
w=0 [

v=u =0 V=0
ou
n n—1 m
([5) smuvzz 2 B:‘w(apﬂ—ap,,v+l)+ Bunap,,.
=0 V=0 v=0
Or, la suite double
m

(16) Cmn :2 Bp.uap.n

=0

tend vers zéro, si m et n -»w, car, d'aprés (14) et (8), ona

m

S [ n—1 sn 1
Con | < M — : re<<M— ——
Pomn i <M 24 n—1 <Y =
L=0
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d'ou
. M
"Cmn | < —y
n
car 1 — r == s. D’autre part, la suite double

n n ~1

am 7 :«.2 2 Buy(ay— Au,v+1)

=0 v=o

est convergente car la série double

-
(18) 2‘ By (s — @y vir)

=0

converge absolument. En effet, d’aprés (14), on a

w «©
X Bt — ) <MY Y = |

u,v=u p=0 v=v

et d’aprés (10). on a
-
\ | Wyop— Ay i | é 2Qy.v

-

Y=o

"

donc la convergence absolue de la série (18) résulte de la conver-
gence de la série (12). 11 s'ensuit que la suite double (15) tend
vers une limite dans le cas ra 4 s3> o.

Supposons maintcnant qu’on ait ra—+sB=o0.Si 'ona r> o
el s = 0.on doit avoir 2 = B = o et dans ce cas la série (2) diverge
en vertu de 'mégalité (3). D’autre part, si » =o, s=1, on doit
avoir 3 == o et dans ce cas la série (2) se réduit a la série simple

”

S o .
2‘7 done le théoréme est démontré.

'’

r

5. 11 est facile de trouver la somme de la série (2). J'avais
démontré ailleurs (') que :

Si une série enticre double

P

ae J(r.oy)= 2 Ay 2y
®,?=0

(') Voir ce Journal, t. 5%, 1029, p. 72-77.
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° converge absolument dans le domaine
Hzl<lzol |yl <yl

'2° converge au point (&,, y,) et 3° si toutes les limites (')

. o
lim sup. Zawxv (v=o0,1,...),
x> x4
w=0
lim sup. Zap,v_yv (w=0,1,...)
y>yo | b

sont finies, on a toujours

D) awatyy = Jim f(2y).
w,v=0 Y>o
Il suit de cette proposition que, si les conditions (1) sont rem-
plies, on a, quels que soient r, s, « et { satisfaisant a (6) et (7),

3 (p+v)l rsv ol I
W (pa+v3) = —_—_—
plvl paey hatvd "I —reta—se’

(20)

®,v=0

ou le terme de la série (20) correspondant aux indices u =v=0
est supposé étre égal A zéro, et la partie imaginaire I du loga- -
rithme satisfait aux inégalités

—n<I<n.
Des deux séries réelles )

(u+v)' Raad

(21) T R ) (k>0
w,v=0
Uorksy
(22) 2“‘;}.) Tl sin(uat v (wrv>o)
w,v=0

convergentes si ra—+sp > o, la seconde converge aussi dans le
cas ra -+ s = o versla somme = o. La somme dela série (21) est

(1) Ou x doit rester dans le domaine |z | <|z,|, | |z — 2| <ai et y

zo|— |z |
dans le domaine 3 [y 1<yl Tl—,{-l!—’:—{}t—,—l- <p i, {z’et B étant des nombres
21 quelconques, mais finis. - '
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. La . -
2‘/7‘ sin? - 4 s sin? E — rssin? B

2 2 2

in

et celle de la série (22) est égale a I'argument o de l;expression

(1— rcosa — scosf) + i(rsina + ssinB)

V(I—rcosa — s cosP):—+ (rsina + ssinpB):

0 — < ¢<m.

6. En terminant, je vais donner une application de notre théo-
reme :

l.e domaine de la convergence absolue d’une série entiére
double (19) est constitué par 'ensemble des points (z, y) satisfai-
saut i une certaine inégalité de la forme

(3 ly1<se(lzl|) pour |z |<R,

ou ¢(r) est une fonction positive non croissante, dépendant des
coefticients ay, de la série (19), et R est un nombre positif fini ou
infini. J'ai démontré ailleurs (*) que, si ¢(r) = const. dans un
mtervalle 0 <r < Ry<R, I'ensemble des points de divergence de
la série (19) situés sur la partie

l.}/{:?(lxl% I‘E|<R0; <

de la frontiére du domaine (23) n’a jamais de points isolés (?).
Il s’éléve la question, si la frontiére du domaine (23) jouit de la
méme propriété dans le cas ou ¢(r) est une fonction décroissante.
Or, la réponse est négative. En effet, considérons la série
entiére double
- (r+v)!  ap+y
plvl (p+v)

P, v=0

D

on le terme constant est supposé étre égal a zéro. Cette série
converge absolument a I'intérienr et sur la frontiére de la spheére

(') Ksiega I Pol. Zjazdu Matem. (Supplément aux Annales de la Soc.
polon. de Mathém., 1929, p. 127.)

1?) Bien que Pensemble des points de convergence, y situés, peut avoir des
points isolés,
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a quatre dimensions

(25) lzl*+|y|=<1

et diverge 4 son extérieur, ce qui résulte immédiatement de l’xden-
uté

(r V)l apt+y [2(.2"—4—)/2)]/‘
plvl (u+v) Z

U4v=1
La sphére (25) est située avec sa frontiére a I'intérieur du domaine
(26) fz]+]y|<1

excepté la variété a deux dimensions
(27) T = ieia, y= —l-el{i (a et § quelconques),

qui est située en méme temps sur la frontiére de la spheére (25) ct
sur celle du domaine (26).

D’apreés le paragraphe 2, la série

(28) (r—+v)! zbyy
pivl w4y

W, v=0

converge absolument a lintérieur et sur la frontiére de la
sphére (25), a I'exception de la“variété (27). Elle converge aussi,
mais non absolumem, sur la variété (27), excepté le seul point
rT=y= —, en lequel elle est divergente.

Lonsxderons la série entiére double égale a la somme des séries
(24) et (28). Il suit de ce qui précéde que :

1° Le domaine de la convergence absolue de cette nouvelle
série est identique avec la sphére (25) et que :
a® Cette série converge sur la variété frontiére (& trois

dimensions)

e+ yi=
partout, & Vexception du seul point =y = - ert"lequel elle
est divergente.



