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Formules fondamentales de Géométrie tricirculaire
et tétrasphérique; par M. ÉD. LUCAS.

(Séance du 2 mai 1877.)

1. NOTATIONS. — Nous désignerons par :

ri le rayon (Tun cercle ou (Tune sphère de centre 0,;
dij la distance des centres 0, et Oy de deux cercles, ou de deux

sphères ^
OH le cosinus de l'angle des deux cercles ou des deux sphères 0,

et 0,;
i\j le rayon du cercle ou de la sphère qui coupe orthogonalement

les deux cercles ou les deux sphères 0, et Oy et la ligne de leurs
centres ;

s'ijk Y aire du triangle des centres O», Oy et O/, de trois cercles d^n
plan ou de trois sphères;

7^7 le rayon du cercle orthogonal aux trois cercles d'un plan ou
de la sphère orthogonale à trois sphères et au plan de leurs
centres;

^tj'u le volume du tétraèdre formé par les centres de quatre sphères;
î'iju le rayon de la sphère orthogonale a quatre sphères;
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.r, avec l'indice correspondant, la puissance par rapport au cercle

d'un point de son plan, ou la puissance par rapport à la sphère
d'un point de l'espace.

De plus, nous supposons

au âij
djï ajj

au dij dik
sWAijh^ ajf a,j a/k ,

smîA,j=

Clki Okj Otk

Ct-ii Clij dik Clu

aji (ijj djk ciji
sin'A^/^

aki Clkj Clkk Ctkt

ci/i aij a/t au
et ainsi de suite.

2. Cela posé, on a les formules suivantes :

( i ) ir, rjâij === rï 4- r] — d^

(2 ; (^rf^+^rysinA^

( 3 ) ( i . % rijkSijkY-^- ( ri ry r* sinA,y*)2 ==

( 4 ) ( i . 2.3 r^i v^iY + ( ri rj r* r/sin A//*/)2 ===

3. On a encore

(5)

w

du

aji

i
ri

au

an

a^

i
l'i

dij

ajj

ï

0-

ai,

^•j

m/

i
n

ï
ri
ï

Tf
ï
r2
'*/

au, -
n
j

^ .;.
ï

CÏHh -
rk

ï ï
f'A rf,,,

=0,
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d'à dij Ctik au

dji ajj cijk aji

dhi akj an, ciki

du CLij aïk au

i i i i i
r* ^ ^ n ^ki

Ces formules permettent de déterminer par comparaison, avec les
précédentes (2), (3) et (4), la longueur de la distance, l'aire du
triangle ou le wlume du tétraèdre formé par les centres de
dcuXf trois ou quatre sphères dont on donne les rayons et les
angles.

On a ainsi

au ai,
n

(8) ^ a/7 —
i i

duY
.r.r,

r, rj

du <iij ans

(9)

aji a,, a^
^ ^ f-^-^-V,
i V'*Q-^/

ciki cihj au —

^ ''/ rk

au a,, aik au —
n

Oji ai, ajk a/i —•

(iki a^ akk uu — - (^L^l^V
\ ï \ r j r k r i ]

au aij aïk an —

r, r, i'f, r /
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4. On a, entre les cosinus des angles de cinq sphères quelcon-

ques de l'espace, la relation

(n ) sin'Ay^i^o;

on a d'ailleurs une formule analogue pour les cercles d^un plan.
Les puissances d'un point par rapport à quatre cercles Oi, Oç,

0)3 et 0)4 sont liées par la formule

( 1 2) X i S j k l — XjSkii + XiSuj — XlSijf, == K,

dans laquelle le second membre est constant; on a, de même, pour
les puissances d'un point par rapport à cinq sphères quelconques,

( 1 3 ) XiV^— XjVk^i-^- XkVimij— ^l^mijk-^- ^n^yA/^K.

Lorsque les quatre cercles sont orthogonaux à un même cercle,
ou lorsque les cinq sphères sont orthogonales à une même sphère,
le second membre des équations précédentes est nul.

5. Désignons par ̂  la distance du centre radical de trois cercles
0,, 0, et Of, à la droite des centres 0, et Oy, et par Ç;̂ . la distance du
centre radical de quatre sphères 0«, Oy, 0^ et Oi au plan des trois
centres O/, Oy et 0^; on a, pour le calcul de ces distances, les for-
mules

( 14 ) (dijî,ijY= (r^ysinAy)2^ (rf</r/,*)2,

ou encore
( f K } (:?. —— ^1 __ .,2.
[13 ] ^i} — ' i j k ' i ] »

et, dans l'espace,

(16) (^Sv*)2 ^=- [^ri^n sinA,yA)2 + (rf^-r^/)2,

ou encore

(17) ^À==^/--^.

6. On a pour l'équation linéaire du cercle orthogonal à trois
cercles O/, Oy, 0^, ou de la sphère orthogonale à trois sphères et
au plan de leurs centres

( 18 ) X i j k == -l— ( ^ i d j k i j h 4- ^jch.îki + Xkd,j'iii} 4- 2/^-;
2 Sijk
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de même, pour l'équation de la sphère orthogonale à quatre
sphères

(19) ^i== •,—— [xidjki^ki+Xjdiu^kii^Xkduj^j^yiduk^ijk]^^r^

On obtient encore les équations homogènes et quadratiques du
cercle orthogonal à trois cercles, ou de la sphère orthogonale a
quatre sphères, par les formules suivantes :

20

21

Xi
du a,j dik —

^ û// û^ -/

rj =0,
Xk

Ohi Clki Okk —

x!
ri

Xi
au

X i
dji

Xk
aki

xi
au

Xi

ri

Xf

r/

Ûy

ff//

a^

a

x!
rj

Xk

rk

dik

ait

Okk

Ijâlk

Xk

rk

ri,
l^A
\ r.ft/

au

aii

an

an

Xj { X i j ^ 2

ri \ r i j u )

2

'n

0-

rk

ri

: o.

On aurait de même Féquation linéaire et Inéquation quadratique
homogène du cercle ou de la sphère orthogonale à deux cercles ou
à deux sphères et à la ligne de leurs centres.

Il existe entre les puissances d^un point par rapport à trois cer-
cles quelconques la relation fondamentale

' Xi -+- Xi 4- 2 au ri ri Xi -+- x, -+- 2 a,j ri rj Xi -4- Xk 4- 2 aa r< FA
22) x^-\- Xi-}- î d j i r j r t X j - ^ - X j - ^ ' î . a j j r j r j xj + Xk -+• 2 ajk A y r k ===o.

Xk + Xi 4- 2 aki n r i . Xk -4- Xj 4- 2 a^ rk r, Xk -+- Xk -r- 2 akk rie r/,

Cette relation est du second degré; il en existe une analogue
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pour les puissances d'un point par rapport à quatre sphères ; on a
plus simplement pour les puissances par rapport à deux cercles,
d'un point de la ligne des centres,

' 1 2
Xi -î- oc, -+- i au r, r/ .r, 4- X j 4- 2/ï,y r/ rj
x, -h Xi -4- a «y, r, ry ;r/ -+- .r, -+- idjj r; ry 0.

7. L'ensemble de deux cercles ou de deux sphères réciproques
par rapport au cercle ou à la sphère 0;̂  a pour équation

(,4) ^^±fP^^Pi^^P^=^
l'i^-rA j \ n ij rk ]

ou, en tirant x^ de la formule (20),

Xi
Ctu dij ftik -—

l ' i

(25)

(ifi aj, ajk r, _^ I p j X . _^fW^. P^\\
Xk ' \ r' r/' r* / 'Xk

Clki (Ikj Clkk —

îi ^l xk o
'* I j rk

On obtient, pour déterminer les rayons p de ces deux cercles, la
formule

( 26) p ̂ sinA^ 4- ^sinA*< 4. /^'"ÂV ± ^^^ ̂  ̂
\ ^ Q- ^ r i f ^ r h j v )

en supposant

{ î r î } A===

««

^

«JS«

' s i n A y A
^t

«„
ai,

flt/

^sinA,,
r/

rt*A

^

«^

' s i n A »/'* 7

^sinAy*r/

^sinA^
'>•

ffsînA,^

—i

On obtiendra de même les équations et les rayons de deux sphères
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réciproques par rapport à la sphère orthogonale à quatre sphères
données.

8. En déterminant les coefficients p^ de telle sorte que l'ensemble
des cercles ou des sphères réciproques passe par les points d'inter-
section des trois cercles ou des quatre sphères, on a pour le système
des huit cercles passant par trois des six points d'intersection de
trois cercles donnés l'équation

(^8 ^Xijk±(^sw^±^^^±xk-sm^i,r i r /n ' \r, ' /) ri : o.

Cette équation devient du seizième degré en coordonnées carté-
siennes, après la disparition des doubles signes. L'équation précé-
dente peut s'écrire encore

rt- [cOS(A,y±:A^.) —COsAyj î ]

(-?.9) ; 4-^[cos(A/,±:A^.)—cosA^]
•r

4- -<L [cos(A^±A^) — cosA,y] =-- o.
\ ^k

L'ensemble du système de deux cercles réciproques, défini par la
règle des signes, a pour équation

(3o)

. Ai, + A// — A/A . A» 4- Kjk — A*,r, X j .rk sin ————1——J- -+- /y ̂  xi sin —/——J———
2 î

. A/A -+- AA( — A»-+- rk r.i x, sin —"———————== o.• 2

Les rayons p de ces deux cercles sont fournis par la formule

, . , 9. . Ajk -4- A*/ 4- A,y __ sinA/^ sinA^ sin A,/ ?.S/,<( 3 1 --sin -———————— — ——— 4~ ——— 4- ——— -— ——— *1 / p 2 i i rj rk t \ r j r k

11 est facile d'appliquer ces résultats au système de quatre sphères
ou tétrasphère. L'ensemble des seize sphères circonscrites à la
tétrasphère est donné par l'équation

6V,y^ „.
• ̂ tjlflri ry r^ n

a
rf ' r/ ' ris " ' n

[39.]

j ± ( — î sinA/A/±:— /sinA^=i=-A sinA//, ±;- /sinA^) •-=- o,» \ r: ' r. ri ' r i '
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qui devient du trente-deuxième degré en coordonnées cartésiennes.

Les rayons p des sphères circonscrites sont donnés par la for-
mule

(33)

2

P

. A,*/ -4-cîn •
2

sin A/*/ , sin Ai/,
ri

A*/, -+- A/,y 4-

n

- ^ijk

, sinA/,/
rk

smA,,* 6V/,*/
ri '±.

r, r, rk n

La formule (3i) conduit immédiatement à ce théorème :

THÉORÈME. — La somme des inverses des rayons des cercles
passant par trois des six points d'intersection de trois cercles
orthogonaux deux à deux est nulle.

9. Par des considérations analogues aux précédentes, on ob-
tient Inéquation du système des huit cercles tangents à trois cercles
donnés et des seize sphères tangentes à quatre sphères données.
On a, dans ce dernier cas,

(34)

0

sin
2̂

. «A,,sin2—
2

sin'
2̂

Xi

ï'i

sin '̂
2

0

sin'
2̂

sin^î
2

x!
r,

• , A;(sin2—

sin1^*

sin'^*

2

2

0

2

XI,

rk

sin'̂ '
2

sin'
2̂

sin
2̂

0

^/

/'/

Xi

ri

2
Q-

Xk

rk
xi
ri

0

On trouvera des résultats analogues pour les rayons de ces
sphères et pour les équations'et les rayons des cercles conjugués
au système de trois cercles, et des sphères conjuguées à la tétra-
sphère.


