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SUR DEUX CLASSES REMARQUABLES DE CONGRUENCES W;

Par M. Jores Dracu.

INTRODUCTION.

I. Les congruences W sont =~ congruences de droites ou les
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface
focale. ‘

Parmi ces congruences, que I'on sait définir avec quatre solu-
tions d’'une équation de Laplace a invariants égaux, en existe-t-il
(ui découpent sur la surface moyenne un résean conjugué, c'est-a-
dire qui soient aussi congruences de Ribaucour? Dans une Thése
récente, M. Vaulot s’est proposé I’étude des congruences WR; il a
ramené leur détermination a celle des systémes

(1) Juoe =

(2) gt = © 90t
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qui possédent trois solutions communes linéairement distinctes,
ou encore a celle des équations (1) pour lesquelles le déterminant A

_ |y 9 9K
a=lo g S

formé avec trois solutions &, £,, &3, de (1) est encore une solution
de (1). Le probléeme général conduit a deux équations aux dérivées
partielles du second ordre a deux inconnues et parait inabordable.
J’ai réussi a traiter complétement le cas ou les équations (1) et (2)
possédent quatre solutions communes linéairement distinctes.
L’équation (2) s’écrit dans cc cas e
02 2

g 3 1
ot N s’obtient par une quadrature en partant de M. Deux cas
essentiellement distincts sont a envisager :

1° Pour U=V =1, I’équation (1) est 'équation harmonique
générale, M =f(u + ¢) — g (v —v) et les solutions communes a
(1) et (2) sont les quatre solutions harmoniques relatives aux fonc-
tions f'+ J, g-+ h ou hest une constante arbitraire.

Les éléments§,, £,, §; qui permettent de définirla congruence Wk
dépendent linéairement de douze constantes dont neuf correspon-
dent a une transformation affine. La définition de la surface moyenne
étant invariante par une transformation affine, on a seulement trois
constantes essentielles.

La surface (A )\de Darboux, lieu du point de coordonnées =5

&

T ou A est une.quatriéme combinaison linéaire des solutions har-

moniques, est du second degré; on sait qu’elle correspond a la sur-
face moyenne de la congruence WR par plans tangents paralléles.
Cette surface moyenne S, est ici une surface de translation et les
tangentes & Pane des courbes de translation de chaque systéme
coupent le plan de Pinfini suivant une conique. La surface S; rap-
portée a ses asymptotiques, qui correspond a la surface moyenne
par orthogonalité des éléments, est aussi de translation et posséde
la méme propriété.

2° Lorsquc U, V ne sont pas constants, on peut former dés
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1dentités
Mdude = f'(u;— oy) duydey =[® (ua~+ 03)— W(uy— 0,)] duy dey,

ou l'on a posé

duy= gi» duy =
U

La détermination de U, V, M est ainsi ramenée au probléme
classique traité par M. Kaenigs, des éléments linéaires de révolu-
tion réductibles a la forme de Liouville. Les tableaux donnés
par I’éminent géométre peuvent étre immédiatement utilisés.

A chacune des équations harmoniques spéciales (1), que 'on
forme ainsi (avec les variables w,, ¢, ou ug, v;), correspond une
équation (2) qui dépend de constanles nouvelles, dont le nombre
peut aller jusqu’a 6 dans le cas d'un ds*=Mdudv, a courbure
constante et qui posséde avec (1) quatre solutions communes
linéairement distinctes. Par exemple, sil’on part de I'équation

Pt m(1—m)
(M duydey — (uy—vq)? &

on obtient pour (2) 'équation

J2% - \ 9% 1 g _
(2) Eu—?r(u,)A— 5 o, [F (u.)—l]—f—d—o—?r(tl)—l-_—l o [F'(¢vy)—1]—NE =0,

ot F'(u,) est un polynome quelconque du quatriéme degré et ou N
peut s’écrire
1

F(u.)—+-F(v,)+ F'(v))— F'(wy)
4

(uy—9y)? uy-—'0y

N=m(1—m) 2
+%[F"(v,)+F”(u,)] z + h.

La détermination de ces solutions communes dépend générale-
ment d’un systéme linéaire du quatriéme ordre a coefficients ration-
nels en u, ¢y, mais en raison des transformations qu’admet (1) on
peutréduire F a une forme canonique. Il y aplus:si§est unesolution

. 2t ' .
quelconque de (1), c’est-a-dire de .;();-‘— = M§&,le premier membre

duov
1 0% o2k . )
de (2) o= U = 553 — NEest une solution nouvelle de (1).
C’est la généralisation d’une propriété connue de I'équation harmo-

nique géncrale.
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Les solutions communes a (1) et (2) peuvent étre algébriques ou
transcendantes en u,, ¢, ; la surface (A) correspondante n’est plus
nécessairement algébrique. L’étude compléte du systéme (1), (2)
au point de vue analytique semble présenter quelque intérét.

II. Une autre classe de congruences W remarquables est formée
de celles dont la surface moyenne est un plan.

M. U. Sbrana dans un travail déja ancien (') avait donné pour
les définir en coordonnées cartésiennes une équation du troisiéme
ordre. En reprenant la question j’ai obtenu les résultats suivants :.

Si I'on forme la congruence (A) en menant par les divers points P
d’un plan, qui correspond a une surface génératrice (S) par
orthogonalité des éléments, des droites A paralléles a la normale
4(S) au point correspondant M, on doit écrire que les asympto-
tiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale
de (4). Il semble que cela puisse étre obtenu de deux fagons : 'étude
de la premiére hypothése conduit & une équation du troisiéme
ordre pour (S), qui exprime que les lignes s* — rt = const. sont
asymptotiques sur (S). En intégrant cette équation et déterminant
les nappes focales de (A), on constate que 'une d’elles se réduit a
une courbe. On a donc traité ici la détermination des surfaces
génératrices (S) de maniére que l'une des nappes focales de (8)
soit une courbe. J'ai montré que pour toutes ces surfaces (S), les
asymptotiques de ’autre systéme peuvent se déterminer par
une quadrature en partant de I'équation cartésienne.

L’équation du second ordre s* — ¢ = const. donne le cas par-
ticulier des surfaces (S) pour lesquelles les deux nappes focales
de (A) sont des courbes planes quelconques situées dans des plans
paralléles au plan moyen (P).

Dans la deuxiéme hypothése on retrouve d’abord simplement
I'équation de M. U. Sbrana, que j’ai remplacée par une équation
cartésienne du deuxiéme ordre

® demeurant arbitraire.

(') U. SBRANA. Le congruénce W con superficie media piana (Réndiconti del
Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII, 1go2, p. 169-184).
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Si l'on transforme cette équation, en prenant pour variables «, v
les paramétres des asymptotiques, on peut lui donner une forme
sous laquelle elle exprime que ¢'élément linéaire

ds? = Ardu?+ Ctdy?,

ot A et C sont fonction Uun de l’autre, convient au plan.

Le probléeme précédent est ainsi rapproché du probleme de
Weingarten :

La détermination des surfaces dont les rayons de courbure prin-
cipaux sont fonction 'un de l'autre se raméne a mettre I’élément
linéaire de la sphére sous la forme A2du? + C2de?, ou A et Csont
fonction I'un de Pautre.

Cette interprétation permet d’indiquer des relations entre A et
C, et par suite des formes de ®, pour lesquelles on sait trouver
toutes les solutions. Les plus intéressantes sont : 1° la relation
A =C" qui donne pour m + 1 = o I’équation cartésienne

4(s2—rt)y+tt=o0
et pour m quelconque I'équation

fmsrt4+rt(m—i1)2=o0

quel’on raméne toutes deux &l’équation des télegraphlstes =17

)[3
o

2° Ia relation — +Ct_l qui convient & un plan rapporté a un

systéme orthogonal de coniques géodésiques ; 'équation carté-

sienne correspondante est transcendante et s’écrit

by _bs
BVsl—rt=t<e’—e ‘>

Elle correspond al’équation transcendante découverte par Wein-
garten, qui I'a conduit aux surfaces applicables sur le paraboloide
de révolution.

La connaissance a priori des systémes orthogonaux du plan
formés de coniques géodésiques donne les surfaces (S) solutions de
cette équation rapportées a leurs lignes asymptotiques. Une autre
méthode, ou 'on met en évidence les variables.caractéristiques,

YA
conduit simplement a I’ equatlon e =o.

dadf
Nous avons pu alors transformer, de maniére générale,'équa-
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tion qui détermine « en x, y de maniére que
dut  dv?

- W = 4dxdy
(etdelaquelle tout résulte), parl'introduction de variables carac-
téristiques o.-f3 et 'amener a la forme, a invariants égaux,
07 1
—_— e i ———
daoB 8 PRV TS Ja  JB

o(e?+09") —oo (az r)Z) —

ou w est lié aux variables a, 8 par

—a o'
B =f - duw.
2 we
Ainsi la détermination des congruences W a surface moyenne

plane se raméne en derniére analyse a I’intégration d’une équa-
tion harmonique particuliére

020
m=r(“ —-B8)0,

ou la forme de la fonction I ne dépend que de la forme de ® dans

I'équation
r $
;=2 (;) ’

ou encore de la relation entre A et G dans le ds? plan
A2du? 4 C2de?,

L’équation harmonique en question s’intégre d’ailleurs par des
intégrales définies quand on a préalablement intégré I'équation
linéaire du second ordre

d29

;ﬁ\-,; F(A)0 ().

I. — 'LEs coNGruENCES W QUI SONT EN MEME TEMPS CONGRUENCES
DE RiBAucour.

1. Une congruence R, ou de Ribaucou:, ¢st une congruence de
droites dont les développables découpent un réseau conjugué sur

(') Une partie.de ces résultats a été communiquée 4 I’Académic des Sciences,
Comptes rendus des Séances de ' Academie des Sciences, Paris, 4juin 1923,
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la surface moyenne. Les congruences W, ou de Weingarten, sont
d’autre part celles pour lesquelles les asymptotiques se corres-
pondent sur les deux nappes de la surface focale. Dans une Thése
récente ('), M. Vaulots’est proposé I’étude des congruences WR qui
possédent a la fois les deux propriétés précédentes : leur détermi-
nation a été réduite par lui a un probléme d’Analyse que nous allons
d’abord indiquer.

On définit de maniére générale une congruence R en partant
d’une surface S, rappportée a ses lignes asymptotiques, qui sera
donnée par les formules de Lelieuvre en partant de trois solutions
£y, &, &5 de équation & invariants égaux

(1)

c’est-a-dire que les coordonnées z,, 22, 3 du point (z) de S, satis-
font aux conditions

3 3 0 - 06e
0_1‘1252425—532-5—2 oxl=—<5~z-£-§:%%—>y

La surface S, la plus générale qui correspond & S, par orthogo-
ylaplus g q p p 8
nalité des éléments est le lieu du point ()’) dont les coordonnées
¥1s ¥a, ¥3 sont données par
ayi 28 JdE; ¢_9__}_f_,

‘—+)\l—)_l—l,-, dv

Jdx a¢; .
()_L:—_—Et()u “21(7;‘)\% (i=1,2,3),

ou A est une quatriéme solution, quelconque, de I'équation (1), et
I'on obtient la congruence R en menant par le point (y) une paral-
léle A a la normale de S, aupoint (), c’est-a-dire une droite de
paramétres directeurs £, £,, ;.

Les coordonnées des deux points focaux (z) et (¢) deladroite A

sont alors
3; = yi+ N, t,'=_}','—)\E,' (i=1,2,3),

d’ou P'on déduit, par exemple,

()z,'__ ()E, dz,'__ d)\. — . o o<
da = wmorhig gmRigyy =T

(1) Journal de U’Ecole Polytechnique, 1923.
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Formons en partant de la 'équation différentielle des lignes
asymptotiques de la surface F;: on sait que les développables d’une
congruence découpent sur les deux nappes de la surface focale un
réseau conjugué ; 'équation cherchée sera donc

Jd%z 0z dz 0z 0z 03

il dod 2 liadidadibdnd
du? du Jdv dv2 du dv

dv? = o,

ou les coefficients de du? et dv? sont des déterminants construits
avec les dérivées indiquées de z,, 55, z5. Cette équation donnera
immédiatement avec les mémes notations

O[5 ] 25 9%, dx| Ot 0% _
bAJ;[A Idu’—k%ldv duE\d’] o.

Jdu? du
L’équation correspondante pour la deuxiéme nappe focale I,
lieu du point (¢), s’en déduira en permutant u et ¢ et changeant X
en —A.
Elle est donc

a2t [x

Si l'on veut que la congruence R soit aussi W, c’est-a-dire que
les asymptotiques se correspondent sur F, et Fy, il faut donc et il
suffit que I'on ait

92t ot
Tt 39

2 o€ 98,
dv +()u l du oy °

(Iu’] = o.

ad\ I
9% 0% 0§ o E%esl
(%) ki R R R | et |

2. C’estcette condition (Zg) que nous allons transformer en suivant
la méthode de M. Vaulot.

Les quantités &,, &, & peuvent évidemment étre déterminées
par un systéme de trois équations (a une transformation linéaire

prés)

(9E 0k Nt 0
s = A —I—B() +CE = =A3+B E+c.s,
‘ ()12
= M¢
' r)udv_M‘

et la condition (Z,) donne simplement, entre les coefficients, la
relation
I\ OA
Jdu dv
)

(%) BA,=
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D’autre part, le systéme (X) possédant trois solutions §,, &,, &;
linéairement distinctes est complétement intégrable : en écrivant
03¢ 93¢
. ) ) du’()y’ ou dv?
maniéres différentes, on obtient entre les coefficients A, B, C, A,

B,, C, et M les relations nécessaires et suffisantes

I'identité des dérivées troisiémes calculées de deux

oA _oB,

o = ou = M—BAy
i B oA
(Q) -5+ BBi+C=o, —0—9—‘+AA1+C.=0,
dM  oC oM 9C,
E——W—Q—ANIH—BCH dT—W+BlNl+A‘C.

Les deux premiéres équations s’intégrent immédiatement si 'on
tient compte de la condition 2; elles deviennent en effet, puisque
Iona

92) OA 9B, _otlogh

— = M2, ———— =

dudv dv du duov

d’out 'on conclut

N I\
A=‘-,)f—‘+f(u), B,=dTO-+g(v).

Mais si I'on observe que (Q) a, ainsi que (Z), une signification
indépendante du choix des variables u, ¢ et que, d’autre part, une
transformation u,=¢(«), ¢,= ¢ (v) change la forme des coeffi-
cients A, ..., M, on reconnait aisément qu’'un cheiz particulier
des variables w et v permet de prendre f(u) = g(v)=o0, c’est-
a-dire qu’on peut écrire simplement

oA 2
Ju o
A=i%, Bi=5-

d’ou ’on conclut AB, = BA,, ou encore
A_B_
Ay _'.Bl -
Les deux premiéres équations du systéme (X ) donnent alors

(2) 3—:—;;——".’(»3—2‘;—5+6E
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avec 5 = (G — w(, et le systéme formé par les équations

ot
(M Soan = Mé

et (2) admet les trois solutions &, &, &;.

3. Cette condition que le systéme (1), (2) posséde trois solutions
distinctes suffit a assurer la correspondance des asymptotiques sur
F:etF,.

Sil’on pose

I =

0% 0%
Jdu dv

on trouve d’abord 'identité

0*H
dugdv

LN
ou? Jv? I’

=MH+|

d’ou I'on peut conclure que la condition précédente est équivalente
a celle qui exprime que H est encore une solution de (1).
Comme d’autre part

oH _

Ju

el R

: JH
dut dv oo

=AH,. Jy

les expressions de A et de B, montrent que I'on a nécessairement
H = k), k désignant une constante.
Ainsi la solution X a I'aide de laquelle a été formée la surface

moyenne S, est telle que
0% 0%
Ju dv l

k\=

On peut d’ailleurs supposer & =1, ce qui revient a remplacer la
congruence WR par une congruence homothétique. 11 n’y aura
donc dans les congruences WR pas d’autres arbitraires que celles
qui figurent dans §,, &, .

Les remarques précédentes permettent de réduire l'équation
différentielle des asymptotiques pour ¥, et F;, donnée plus haat,
a la forme simple

wdu?+ dv? =o,

commune aux deux surfaces.



— 4A4 —
La condition que le systéme

9

() Jude ME,
g 91k

(2) Ja =gt

posséde trois solutions linéairement distinctes §,, &, &, est donc
nécessaire et suffisante pour que ces solutions et

of JE,

A= du oy *

[ qui est alors une quatriéme solution de (1)] définissent la surface
moyenne S, d*une congruence WR.

C’estle résultat obtenu par M. Vaulot. Il en a tiré diverses consé-
(uences particuliéres pour lesquelles nous renvoyons a son travail.
Nous allons montrer qu’il est possible de trouver tous les cas
ot lesystéme (1), (2) posséde, non pas trois, mais quatre solu-
tions linéairement distinctes.

Au sujet du probléme général, nous nous bornerons ici aux
remarques suivantes : '

Les conditions pour que (1) et (2) aient ¢rois solutions com-
munes peuvent s’écrire en w, M, o; elles ne conduisent pas aisément
a des équations a unc seule fonction inconnue.

On peut déduire du systéme (Q) signalé plus haut, en posant

aA N
J

A= 7, B1=--— B)\:f" Al)sr-‘l”

L
A o’

le systéme suivant .
2B B dyy 0 /1 I\
7ot X Ou )'c)_u' <5: dudv) =%

NPay  a 98, )\_ﬂ 10
dir "X dv< =0

avec

Cette derniére relation permet de poser

g 0 R
T al_p. dv



— A48 —

et I'on obtient ainsi, a 'aide de A, les deux dérivées
Quand A est fixé, u dépend au plus de quatre constantes, puisque
toutes ses dérivées troisiémes sont connues.

II. — CoNGRUENCES WR ATTACHKES A L’EQUATION HARMONIQUE GENERALE.

4. Nous allons chercher les conditions pour que le systéme

22k
(v Jdude = Mg,
NEg d 0*¢
(2) Pyl -+ o

posséde quatre solutions linéairement distinctes.
I’équation (1) dérivée en « et en ¢ donne

P05 oM PF 9F IM
dutdv  du D T I R P Py

On a d’autre part, en dérivant (2) par rapport a «, une seconde
P3¢

xpression de —->—
expres Ju?op

k3 __wd3§+t)¢o 02t dg,
Jdurdv o3 | dv det 605+d_v"
d’ou il résulte

(3)

IE  Jdw J:% f l)b M()' dz  IM\,
wl)03 PER T <()v Ju ) T

Cette équation donne, si ® ;£ 0, I'expression de la derlveez —

Ainsi la solution du systéme (1), (2) dépend au plus de quatre cons-
-tantes : les valeurs initiales de

p 98 08 0L
Y du’ Jdp’ vt

Elle aura cette généralité quand le systéme (1), (2), (3) sera
complé'l.ement intégrable. Il faut et il suffit pour cela que les

expressions réduites de 04§

Soioa 4u "on peut déduire de (3) et de I'équa-
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01
0udvt

en égalant les coefficients de

tion antérieure qui donne —=— soient identiques. Nous obtenons

02t os ot
ovt’ 90’ ou’®

o0
1(d_v>_o
Ju\w /)

les quatre conditions

dw ds oM
ME)_+.0_(E_)+2(M=O ‘)__V:_d—z_-d_(l_\!):o
©w  Jdu\w Jdv ! 3 Jdu\w ’
Jw /ds  JdM
oM dv a(o_o_?E 0°M
AR A AR
La premiére d’entre elles donne immédiatement w:——-%, en

désignant respectivement par V et par U des fonctions des seules
variables ¢ et «. Sil'on écrit alors I’équation (2) sous la forme
symétrique

(r)*) ‘) +V ;)Vz NE,

en posant N =goU les conditions précédentes prennent la forme
symétrique

N oM , 9N ()M ]

la derniére s’écrivant

(3)

2 T 1
2MU _ 9 (vau).

ourt  do\ dv

On observera tout de suite que la condition d’intégrabilité des
équations (4) qui donnent N

0 M ] JM
- b %
dv<2v MV) P <2U¢)u+ML>

conduil & remplacer (5) par I'équation symétrique

\ -
(6) aMV _ i(uﬂ).
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En résumé, M est déterminé par le systéme de deux équations

J2MU J oM
) g =07(VT;7)’

2MV J oM
(6) o =a:( 3;)

et 'on obtient ensuite N, avec une constante additive, par une
quadrature.

5. Examinons d’abord le cas singulier ou les équations (3) ct
(6) se réduisent a une seule : si UV 3£ o cette équation unique sera
du second ordre en M et la condition pour une seule équation sera
que I'addition de (5) et (6) qui donne

M oM

conduise a une identité. Il faut donc que U’ et V' soient nuls et un
changement linéaire des variables « et ¢, qui modifie naturellement
M et N, permet de prendre U=V =1.
L’équation unique en M est alors
MM 1M

ot T e’
elle donne

M=f(tu+v)—g(u—v).
On trouve immédiatement
N=a[f(u+v¢)+glu—v)+ ],

ou /i désigne une constante arbitraire que I'on peut regarder comme

provenant du remplacement de f par f + £, et de g par g + h, qui
ne change pas M.

Le systéme (1), (2) est ici

dAzE
o= [flu 4 0) — g(u—v)]§,
2t 9
g g = 2w+ o)+ g(u—v)+2h]k

On reconnait dans lapremiére équation I’équation harmonique
genérale. Silon se reporte  la théorie classique de cette équation

L. 29
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(G. Darsoux, Legons sur la Théorie des Surfaces, 2° série,
Chap. IX); on voit aisément quc les solutions du systéme sont des
combinaisons linéaires des quatre solutions harmoniques, qui sont
le produit d’une fonction de (« —+¢) par une fonction de (u — v).
En posant
E=9¢(u+v)§(u—v)

I'équation harmoniquc donne

¥ v
—_— —_— _—— g
. ¢ v

et la seconde équation

———f+~lr-—g=2/1.

G

-G

Il est donc¢ nécessaire et suffisant que I’on ait

91/_ J{”_”
-;—f—i—b, —d;-—c,—i—-h,

c’est-a-dire que © el ¢ sont données par 'intégration de deux équa-
tions différentielles linéaires du second ordre, renfermant le para-
métre arbitraire /.

Pour chaque valeur déterminée de /4, on peut faire entrer /: dans
Jf et dans g en modifiant ces derniéres, mais si 'on fixe M, c¢’est-a-
dire la différence f — g, N dépend nécessairement d’une constante
nouvelle /.

La détermination de toutes les congruences WR qui correspon-
dent a une fonction donnée M exige donc l'intégration des équa-
tions

” ”

~

&

: U}
¢

=f~+h, =g+ h
quel que soit le paramétre 4. Lesrecherches de 'auteur, résumées
ailleurs ('), ou il a déterminé toutes les formes de f pour lesquelles

”

I'équation % = f -+ h peut s’intégrer par quadratures, trouveront

ici une nouvelle application.
Si l'on veut simplement étudier les propriétés géométriques des

(') Comptes rendus des séances de U'Académie des Sciences, Puris, 6 janvicr
1910,
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congruences WR, on peut non seulement fixer la valeur de 7,
prendre par exemple & = o, mais encore partir des solutions ¢, ¢
pour définir f et g. Les quatre solutions harmoniques du systéme
(1), (2) sont alors

01='—““‘" 03='?¢;—_.; 03=—L, 0, = —,q)——
(p/qpr ‘/tl.v’l]?" (bllpor ‘/q)!ll’-,'

ou @ est arbitraire en (u -+ ¢), W arbitraire en (u—v¢), et les
fonctions f et g sont respectivement les invariants projectifs de

‘plll 3 q,ll 2
—of=®,u+v| =<—b7_;($> ’

Cayley

[} . . , .
par exemple, % et = désignant les deux solutions de I'équation
! i)

F'=Ff.
Nous rappellerons encore que si 'on pose
v ot 9%t

= _— — b £
=+ om 2[f(w+v)+ g (w—v)+2h]E,

£ est en méme temps que § une solution del’équation harmo-
nique (1): les solutions harmoniques de (1) sont donc celles pour
lesquelles &' se réduit a zéro.

Les solutions harmoniques §; sont liées par la relation quadra-

tique évidente
01 05 = 02 03.

Les congruences WR attachées aI'équation harmonique générale
peuvent donc étre obtenues en prenant pour &, &, &, trois combi-
naisons linéaires distinctes des quantités 8;, soit

E,=a10,+..,+a565,
Ea=0181+...4+ 5,0,
E320101+-..+0505.

.
6. Calculons le déterminant ;))Ti j—:&l qui doit, d’aprés notre

analyse, étre une quatriéme solution A de I'équation harmonique.
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En posant o = u—+v¢, § = u — ¢, on trouve d’abord

et si 'on observe que les 6; sont des produits d'une fonction de «

. L, -, 00;
par une fonction de B, on en peut conclure que les dérivées ==,
Jdz
Jdg;

g sont proportionnelles aux 6;. Dans le développement du déter-

minant A on n’a donc qu’a associer les éléments des colonnes rela-
tifs a trois 0; différents, c’est-a-dire que —— est une somme de
déterminants

Jd0; a0 .
aid—;’ a/.-—der a0, (e£ k1),

qui se réduisent a
d0; 90y
I'd-;‘:,‘;g‘lai ay arl.

On peut ajouter qu'un méme déterminant numérique (au signe
prés) se trouve associé a tous les éléments qui dérivent du précédent
par permutation des indices (7, &, /) entre eux, de telle sorte que
I’ensemble de ces termes donne le produit

200; Jb;

G 9B U
a ak ol 98, 90
b,‘ b/, l)/ —()—f‘ T)Til—r 0/;
¢t Sk 9 9
| 9= B !

Il n’y a donc a calculer que les quatre déterminants du type

20; 00;

|9« 98 %
)0; 96

Q k1= (d—: dTpE 0k
AL TR
Jx 9B !

chacun d’eux étant caractérisé par 'indice ezclu.
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Ce calcul, fait en tenant compte des relations

0,0,=0,0;,

AT YA Y (E_Li” I _ 1y, ¥
da 2 '9"’ da *\d 2 ’)’ da 2 '@’
?ﬁ;: 0 (d)’ I‘P”)

dx ‘\® 29)?

2, 1, W 90 1o W . 00, /W W
g 2 ' 98~ 2y’ op"(

donne les résultats suivants :

o'y [
Q),2,3,= 010293—@—‘17 = b, Q3 5,5, =— 0,030, T =—10,
[ (g .30 g
93,5,1,=—039a01—w=—03, Q1,0 = 050102’4,—\1;= 0,.
Ainsil’expression de
ot 0%
e e
peut s’écrire simplement
A
'—;= | ajazazl by —|asaza, | 0, — |asa,a; |03+ | araqa, | 02,

c’est donc une combinaison linéaire a coefficients constants de 8,
9,, 85, 65, — en général (') linéairement distincte de §,, &, £, —
c’est-a-dire une solution commune aux équations (1) et (2).

Remarque. — On pourrait se demander a quelle condition la
solution A de I'équation
g
W Jaor = ME
donnée par
o | 2808,
Tl ouade |’

(*) On voit d’ailleurs que si &, &, §; se réduisent a des combinaisons de
trois des quanlités 0, A est aussi une combinaison de ces trois quantités. Ces cas
sont donc singuliers.
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dans le cas d’une congruence WR, satisfait a la seconde équation

(2) g—;—f=w‘§+05

qui posséde déja les solutions &, §;, §3. Un calcul facile, que nous
supprimons, donne pour cela

dw oA d_tgd)‘__
“’WJ Ju du

Cette condition est bien satisfaite pour w = const., mais elle ne

—V . L.
Pest pas lorsque w = 4~ c’est-dire qu’elle ne coincide pas avec

la condition pour-que (1) et (2) aient quatre solutions communes.

7. Si nousrevenons a 'étude de I'équation harmonique générale,
nous pouvons conclure des calculs précédents que la surface A dont
les coordonnées sont

3
a,='71, a,=é, a,:%

A
est une surface de second degré, transformée projective de
B, 6, = 8, 0,.

Cette surface A fait partie du groupe des douze surfaces associées
par M. Darboux au couple Sz, S, de deux surfaces qui se corres-
pondent avec orthogonalité des éléments linéaires (cf. Lecons sur
la Théorie des Surfaces, 2° partie, § 890).

Le rayon vecteur de A est paralléle a la normale a la surface S,
lieu du point () et 'on a d’autre part

dyi ,0ai dy; ,0ai
Jut M=o Gy =o

ce qui exprime que la surface A et la surface S, (surface moyenne
de notre congruence WR) se correspondent par plans tangents
paralléles, les lignes u, ¢ constituant le systéme conjugué commun
qui est a invariants égaux.

Examinons d'un peu prés la surface S; qui est rapportée a ses
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lignes asymptotiques (u, ¢). On a pour la définir

dx 9%, 08, Jr ok, Jd8
()71-':2‘ Ju — 5 o’ ___1___(22_;__53 2)

En revenant aux variableso. = # + ¢, 3 = & — ¢, on aura donc

Si, pour simplifier I'écriture, nous représentons d’une maniére
générale par (b;cx) 'expression alternée b;c;— c; b et de méme

par ( 90 ") I'expression

on aura par exemple

‘f)" _(b,c,)< 90, >+(b.c,)<o, “”>+(b 06)(().(())_0)

Jd0; 20, )0,
+(l)203)<02-ﬁ>+(b105)( >+([)s"5)<031}1)

Reportons-nous aux expressions indiquées plus haut pour les 90
Jz

I

a0, @ 1 90
(n52)= ong= 4 (05) T

90, & 90, 000\ . @
(e,o >~.—0 0 g =— g (0171_>=0, (03 >=u30$$=‘_p_,.

904 L1 .
Les formules analogues pour les <Q,~-—"> s’en déduisent en per-
X3

on en conclura aisément
020, P’ I
0, (01 ;—1‘>=0104 =g

mutant ® et ¥ et aussi 0, et ;.
Ce qui apparait immédiatement sur ces formules, c’est que les

Jdr
dérivées 3—,5_ ne dépendent que de 3, les dérivées -d— ne dépendant

que de o. La surface S, est donc une surface de translation. Elle
sera définie par les formules

Jdx )z,

A I 2
0{3 = (b,c;)‘p -+ [(b;c;)—(bzcg)] \T:;_._ (l);;(,“)Tr.,)

Jdx 1

 r (baca)q,, +[(1)105)+(1)'03)J T + (byey) qn
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les expressions correspondantes pour x3, 3 se déduisant des pré-

cédentes par une permutation circulaire des lettres a, b, c de méme
indice.
Par exemple

0. w , L
;;%2 = (ctaz)%, + [(cr1ay) —-(Czaa)]@—‘- (csab)Tl,«‘/'

02‘1 d.’l‘z 01‘3
En remarquant que ——- 08’ 98’ OF sont des fonctions linéaires et

homogénes de - v ¥ et résolvant par rapport A ces derniers
g SRR T vant par rapport :

¢éléments, on obtiendra sans difficulté une identité

dJ dJ ()x 9. 0. Jdx.
(A{ xl +A3 I’+A3 3 (Bl )ag—*‘Bz ()lf‘; B3 —df)
97y 31‘2 ar;
(C, +C 5 C“T(s)

qui exprime que les tangentes aux diverses courbes o = const. sont
paralléles aux génératrices d’un cone dusecond degré, ou coupent
le plan de linfini suivant une conique (I'g). De méme, les tan-

gentes aux courbes 3 = const. coupent le plan de I'infini suivant
une autre conique (I',).

Sil’on observe que\ est de la forme
)\ = d|01+ dgo-z -+ d363+ d,,ﬁb,

ou les valeurs des constantes d; ont été indiquées plus haut en «;,
b, ¢,y on peut également conclure des calculs précédents

) . LU 2
()}; = ((ll dg)lL., -+ [(tl.db) —_ ((lgd;)] mﬁ-.- (a;;db)—l‘l-r-,»

—(axds) +[(a1d')+(a2da)] "“(“Jdk)

les formules analogues pour y, et y; se déduisant de celles-la par
le remplacement des a par les b ou les ¢ de méme indice, en main-
tenant les valeurs des d;. La surface Sy, surface moyenne de la
congruence WR obtenue, est donc aussi de translation, — et les
tangentes aux lignes « = const. ou 3 = const. qui sont les
courbesde translation coupentencore le plan de Uinfini suivant
deux coniques (H,), (Hg), — dont on pourrait préciser la relation
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avec (I'g), (T',) et le cercle imaginaire de l'infini. Les deux surfaces
Sz, S, sont donc deux surfaces de translation gui se correspondent
par orthogonalité des éléments, les courbes de translation se corres-
pondant.
Enfin les nappes focales de la congruence WR, lieux des points
(3), () définis par

Z;i=y;+ AE:, ti=yi— £E:,
ont leurs asymptotiques définies par — du? + dv?*= 0; ces asymp-

totiques correspondent donc encore aux courbes de translation de

Sz etS,.

Remarque. — L’examen d’un cas trés particulier redonnerait
des résultats classiques dans la théorie de la déformation infiniment
petite des surfaces minima (cf. Legons sur la Théorie des Sur-
Jaces, 2° partie, § 912, 913). Si l'on suppose

Er=0;+ 0, Ba=i(0;—0y), Es=0,—0,

on trouve

h=— 4i(0+ 0,).
. . 23 ,
En prenant, au lieu de %, la solution w = =, les coordonnées
P ; , g
rE . .
’El, %, % sont celles d’un point d’une sphére de rayon 1 a laquelle

se réduit ici A. La surface S; est une surface minima quelconque,
la surface Sy estla surface moyenne d’une congruence de normales
(c’est le seul cas ou une congruence R est formée des normales a
une surface ).

Les surfaces S’ normales aux droites de la congruence sont
données par

.
’ Si
xrp=yi4+ k>
(=Y w

ou A est une constante. L'une d’elles est donc la surface moyenne S,
qui correspond & A =o0 et comme les surfaces focales de la
congruence sont F; ou
Zi= )i+ w? é
= )i %’
et F[ ou

i
1i= v w?! >,
¢ Ji w



— 436 —
on voit que les rayons de courbure de S, sont + w? et — w?. Cest
donc aussi une surface minima; le systéme conjugué (u, ¢) est
formé des lignes de courbure de cette surface qui est'adjointe de
la premiére. Ainsi la congruence WR est ici formée des normales
a une surface minima quelconque.

Ill. — CoNGRUENCES WR ATTACHEES AUX EQUATIONS HARMONIQUES SPECIALES.

8. Passons a I'étude du cas général ou M est donné par un sys-
téme de deux équations

9*MU _ oM

5 ——
) “dur T ov (V dv )’

. 2NV 9 [ oM
(6) e —a‘;( m)‘

On déduit de ces équations en les ajoutant membre a membre

U"—“—‘ + UM = (v'ﬂ'l + V”M)

ce qui s’écrit encore

4 ) 9 aivn

= (MU") =— — (MV'),
Si nous posons

du d do d

TS g

I'expression
MU'V (du,—dv,)

est une différentielle cxacte; en la désignant par dw, on aura
nécessairement

w=f(uy—vy)

et par suite
MU'V = f'(uy—91),

ou encore
Mdudy = f'(uy— vy) duy dv;y.

Retranchons membre a membre les deux équations (5), (6), on
obtient
M oM M

(L) QUd 3U’() U”M_Q.V-——-—i-3V'——-+V”M

et Uon reconnait ici la condition classique (G. Darsoux, Théorie
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des Surfaces, 2° partie, § 413) pour que la transformation

du —dy
7—_: = du,, — =dy,

donne a 'élément linéaire Mdu dv la forme de Liouville
Mdude = [o(us+ v3) — $(us— ¢3)] dus do,.

Le systéme des relations (5), (6) -entre les éléments U, V, M,
exprime donc que I’élément linéaire ds? =M (u, ¢) dudy est d'une
part réductible a la forme f'(u,— ¢,) du,dy, qui convient a une
surface de révolution, et d’autre part a la forme générale de Liou-
ville

[o(ua+ 02) — b (us— v3)] dus do,.

Les recherches connues, celles de M. G. Keenigs en particulier,
sur les éléments linéaires réductibles de plusieurs maniéres a la
forme de Liouville vont nous donner a la fois U, V et M. Nous
partirons des résultats indiqués par I'éminent géométre dans la
Note II (G. Darsoux, Théorie des Surfaces, 4° partie) consacrée
aux Lignes géodésiques a intégrales quadratiques.

Proposons-nous de former le systéme des équations en &, qui
ont quatre solutions distinctes, au moyen des variables u,, v« de
U’élément linéaire de révolution.

On a
th du, d01 7
dui ()U( d—u— '5-(;\— VIE,
donc
o) PE _ f (o)
du, d‘)l - j U= E.
D’autre part
du du
du1= l—];, du,_ 7——6

donnent

duy U, f£z=(EK___EZ_>Ug=ﬁﬁ[Uu_l<ﬂﬁf].
duy — U’ Jus VU 20U du, 2 \duy
L’équation ; i
gtV G = N
s’écrit alors, en raison des formules de dérivation,

% _ % 1. a2t of 1 o U
ou dgu, U’  dut” Jui U gu, U7’ T
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sous la forme
N Uy

.0tk 1 0% + Ju} =Nt

1
duf (3= SERTTY IETTAY
0“1) (dul)

ou, pour simplifier l’é(‘;rigture, on n’a pas écrit la partie symétrique
2

relative aux dérivées a1’ do La définition de N par la différen-
tielle totale

N
dN = (2\’ ™, MV’> du+ (2[‘] M. MU'} do
dv Ju
donnera de méme

s dz(’g
- (lN = ——f—w — f(uy— 9y ——— ? 2du1

| (&) (52)

Nr il
u—v Ju?
ouy duy/
cette expression n’étant différentielle exacte que pour des formes
convenables de f(u;— ¢y), uy, vy
La classification des ds?= M(u, v)dudv réductibles de plusieurs
maniéres a la forme de Liouville est faite d’aprés le nombre des
solutions en U, V, linéairement distinctes, de I'équation fonda-
mentale (L). Si I'une des formes est de révolution, il y a au
moins trois solutions distinctes ; s’il y en a plus de trois, il y en a

cing, le ds? est a courbure totale constante, cette courbure pouvant
étre nulle.

—‘f’(il[-—‘vi)

Nous allons examiner sommairement ces divers cas en commen-
cant par ceux ou il y a cinq solutions distinctes.

Remarque. — Pour chacun des cas envisagés les équations (1)
et (2) ont quatre solutions communes linéairement distinctes, mais
il y a plus : si on désigne par £ une solution quelconque de (1) et
si 'on pose

9% 02§
¢ = D Jut + V= 5t NE,

a est une nouvelle solution de I'équation (1) ; cetle solution & peut
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dépendre de six constantes arbitraires, mais en raison des transfor-
mations qu'admet (1), il semble qu’il n’y en a que trois nouvelles,
c’est-a-dire distinctes de celles qui résultent des transformations de
(1) en elle-méme. C’est 13 une extension intéressante d’une pro-
priété classique de I'équation harmonique générale.

9. ELEMENT LINEAIRE DU PLAN. — Si nous écrivons l’élément
linéaire du plan, avec les variables u,, ¢,, sous la forme du,dv,,
' s . L. . 22U 02V
I'équation (L) écrite avec ces variables sera —' == —" et donnera
du} dv}
U1=ao+ ay u,—i—hu}, V1=b0+ bl Vf"l‘/“’%.
On aura ensuite
d di
dug = ——ul—- ) [lv: = —-‘*—*—"v—‘ l__ .
Vao+ ayuy+ hu? Vbo+ by vy + ho?
Les équations (1) et (2) sont alors
J92E
) Jarov, = £
0t ok [1—a—2hu,
(2) m(ao-i—a,u.—t—lzu})—-—d; (————;—-—-)
ozt 0k [1— by—2hv,
TS (bt b hot)— 28 (I 01— 200
+00¥( 0o+ 0191+ wl) 90, < > >

= (byuy+ ayv -+ 2huyvi+2k)E,
puisque
dN = (by +2hvy) duy+ (ay+ 2hey) doy.
Si 'on suppose /it £ 0, on peut en ajoutant des constantes & u,
et a vy, ce qui ne change pas la forme réduite de (1), amener a, et
b, a étre nuls. On pourrait méme en remplagant. ¢, parAu,, ¢, par

—‘;—' fixer la valeur de @, ou de b,. Le systéme (1), (2) réduit est donc

formé de (1) et de

, 92¢ 0 JdE /1 1.3 N
(2") m(ao-‘-lzul)——’,—u—l <;—Izu,>+m(bo+hvl)
% /1 : 5
_.d_w.<§——hv,)_2§(/zu.v.+1\)

avec seulement trois constantes essentielles.
Ce systéme équivaut & un systéme linéaire du quatriéme ordre

\
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qui donne les dérivées en u4 et ¢, des éléments £, %f-;, g‘%, 3—:—;—; il est
a coefficients rationnels en u,, ¢, et a points singuliers réguliers a
distance finie. On sait d’autre part que si I'on fait la transformation
qui conduit de Uyy ¢4 & Uy, vy, OU

du, 1 dvy I
- -1
dvi \/by+ hoi

du, — \/ao“l——/llt},
on obtiendra pour définir £ en u,, ¢, une équation harmonique. Si
nous supposons, pour fixer les idées, /& négatif, en posant
ay=— ha?, bo=—-hp’,
on aura par exemple

duy _ 1
duy V=TI yar—u3 ’

uy=asiny— hu,
1 L]

d’ou

~t de méme
v = Bsiny/— hvy.

L’équation harmonique en question sera

.ﬁg_-_—-—h a?— 02 /Bt — 2t =— (haB cos \/— ltus cos y— Aoy )t
()llgl)(’g LV 1 ¥ : %)

ou encore

Ll ——%[cos V— h(us+ vs) + cos /— I(ug— v5)] £.

(3) Jus dv; =
Or cette équation posséde des solutions harmoniques définies

par
§ = f(us+02) g(us— v2),

silona

f”: <_ h‘%ﬂcos ‘/:—_Il_t 4= ll>f’ ou t=uy+ Vo,
ct en méme temps
g”=<@cos \/——hs—o—l{)g' ol s=uy— 0y,

H désignant une constante arbitraire. Ces solutions harmoniques &
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satisfont, on le voit aisément, & 'équation

Pt 0

(%) Q&)= + o —2f wcosx/—h(u—")
ATERANP A ) R

— ]i:—acos/——j(ug—s—vz)+ 2H] =J.

Ecrivons cette équation avec les variables «,, ¢,, nous aurons

_ 0 9%

A o 2
(1) (&) 0u'f("°+l““)+ o,

huy+...—25[huyoy+2H]).

On voit qu’elle est distincte de (2'), c’est-a-dire que les solutions
harmoniques de (3), communes aux équations (1) [transformée
de (3)] et (4), ne satisfont pas aux équations (1) et (2).

L’équaticn (2") pourra en outre s’écrire, en prenant & = 2H, sous
la forme simple

1/ ot J:
o gy 1 (98 AT
(2) 2(%) - 2 (l)ltl -+ dvl> ¢
Les solutions harmoniques de I'équation (1) satisfont d’ailleurs a

I'équation

2E J2E

— 2 = K £

dui dav3 (2K -+1)3,

ou K est constant, également distincte de (2"), et qui ne dépend
que d’une constante K.

Ces remarques ne permettent pas la détermination des solutions
communes a (1) et a (2”), mais elles établissent que ces solutions
sont distinctes des solutions harmoniques de (3) et de (1).
L’examen des cas particuliers ou I'intégration du systéme peut sc
faire confirme ce résultat.

10 ErLétMENT LINEAIRE A COURBURE CONSTANTE. — Un élément
duld()l

m;il garde sa
t— V1)°

au)—- b
, . cu +d
exéculée sur u, et ¢,. La solution générale de I’équation (L) écrite
en variables u,, ¢,

linéaire & courbure constante peut s’écrire — K

forme par une méme transformation projective (u.N

12(U;— Vi) —6(uy— ¢1) (U + Vi) 4 (uy— 02 (U] — Vi) =0
est ici

U=TF(u)) = ay+ ayuy+ azul + azul+ a,ul, Vi=F(¢e)).
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On aura donc
du, dvy

(lltg = — d"z = ’
VF(u)) VF(o1)
ou F est un polynome arbitraire du quatriéme degré et I'on obser-
vera que la transformation projective, signalée plus haut, permet
de le réduire & une forme normale,
L’équation (1) écrite ea variables u,, ¢, est, si 'on pose

—K=m(1—m),
if m(_l—m)E
duy ovy ~ (uy—vy)2”

équation dont la solution § = (z—y)"Z(m, m) ou Z(m,m) satis-
fait a 'équation d’Euler et Poisson

A oZ JZ
m-— + m-— =o.

(1 —01) duy 0y - ouy Jvy

La constante m est donc ici une constante essentielle, suivant sa
valeur I'équation E(m, m) s’intégre sous forme explicite [m entier
positif ou négatif] ou seulement par des intégrales définies.

On a pour l'équation (2)

)2 J , J?
() L)+ 2 B[P — 1]+ SEF ()

Jui 2 duy

avece

e —§F(o))  F(0)
EdN =m(1—m) 3 [(ul—-v,)" — (u,—vl)’] du,
Sy ELIUN I (Y

(1‘1*91)3_(u1—vl)1 g’

d’out on déduit aisément

1 2F (v F'(vo)) 1

a N=m(1—m) [(ul_f ul,))‘z + un(—lv), éF”(m)] +K,
expression qui, malgré son apparence, ne change pas quand on
échange u, et v, en raison de 'équation (L).

L’étude analytique de l'intégration du systéme (1), (2) nous
entrainerait trop loin. Nous nous bornerons a observer que lorsque
I'équation (1) s’intégre explicitement (m entier positif ou négatif)
ce systéme (1), (2) peut se remplacer par deux équations linéaires
du deuxiéme ordre aux variables séparées u et ¢.
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9zt —ak
Par exemple si m = — 1, 'équation a intégrer 5,50 = 7 o2

estl’équation générale a invariants égaux de rang un : on a nécessai-

rement
U-—-V . , dU
) ot U=2—,

E=U+V —a
> w;— vy du,

et si I'on exprime que cette expression satisfait a (2) on trouve,
aprés réduction de 1'équation fonctionnelle corresvondante,
que U el V satisfont & une méme équation différentielle

—2F(u )0+~ U1+ F(u)]— %[F”(u,)+4a2] =1+ ku,+ hut,

1, k, h désignant trois constantes nouvelles.

— aduydvy
(ug—v1)?
donc essentiellement a I'intégration de I’équation homogeéne

La détermination de § pour I'élément linéaire revient

6 F(u) U —3U'[1+ F'(uy)] + U[F'(uy) + 4ay] = o,

ou l'on peut remplacer F par une des formes réduites adoptées
dans la théorie des fonctions elliptiques.

Si I'on prend, par exemple, F = 4ul— gou, — g3, on aura
Péquation

(A) (4ul— gruy—g;3)U0"— [ﬁu',-’—f— l—zgz]U’—k 4u U =o,

qui est réguliére avec trois points singuliers a distance finie.
L’équation compléte correspondante admet toujours une solution U
du second degré. Lorsque g, est nul, il en est de méme pour
I'équation (A), qui s'intégre alors par une quadrature.
Examinons d’un peu prés, ici encore, ’équation harmonique en
Uy Vg
On a
duy 1
du;, —

—_———————— )
Viui— gaui— g3
d’ou

w=p(us), o1=p(s2),
et 'équation (1) s’écrit

(3) d‘)E — _2}3'(“2)})’(92)*

duy do; ~— [ p(uy) — PICI e

3o
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Elle a la forme harmonique en raison de la relation

—p'(us) p'(vs)
[p(us) —p(9)]?

P(us+vs) — p(ug—93) =

et nous aurons aussi

m duydoy=2[ p(ug—+ 03) — p(us— v3)] dus do,.

Les solutions harmoniques de (3) sont données par
§ =7 (us+02) g (ua—9),

ou, si 'on pose
Us+ ve= 1, Ug— V9 =8,

f et g doivent satisfaire aux relations
S'=20p(t)+H]f, g'=2[p(s)+H]g

c’est-a-dire a une équation de Lamé [qui pourrait étre I'équation
générale de Lamé si I'on était parti de ’équation (1) avec m entier
quelconque|. Leur détermination est un probléme tout différent
de l'intégration de I’équation (A). Par exemple, si g3=o0(ce qui
n’entraine pas de réduction pour p), I'équation (A) admet la solu-

2

tion U= w24 82 g ; on obtient la solution générale par une
quadrature, qui ne donne pas de fonction algébrique.

On peut donc ici former, a une quadrature prés, expression
explicite de la solution générale du systéme (1), (2), mais le résul-

tat n’est pas simple.

Ezxemple simple. — Pour obtenir des expressions simples de &,
nous considérerons le cas singulier ou F(u,) a une racine triple
qu’on rendra infinie, la racine simple étant faite égale a zéro. On
aura dans ce cas par exemple

F(u)=4u.
Les équations (1) et (2) sont respectivement

N2t m(1—m)

(1 duydvy — (uy— vy )2 b
et

025 ’ 3 E — 8(u|+01)
(2) ()llv;”-lul+';5_+ "—m(l_m)(ul——v‘)zg'
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Dans I’hypothése m = —1, on aura pour déterminer U I'équa-

tion
—8u U+ 5U =0+ ku;+ hu},

V étant donné par la méme équation.
Sa solution générale peut s’écrire

lul k 9 h‘ 3 lﬁi
=_5__gui—ﬁu',+al+agu, .
On a donc aussi
lo k., h 12
N
Le calcul de § =U'+ V' — 2 l?“ _- donne alors
- ¥
h (ay— B1)
_ PR S Gt S ot 04
i A e ey
+a_.2u>_%(3u,+l3v,)_gz ?(30‘1—13%)
I (g — 1) 8 (y—v1)

avec seulement quatre constantes : k, (a; — {3,), &3, 32, comme on
le savait a priori.

11. ELEMENTS LINEAIRES DE REVOLUTION A COURBURE VARIABLE. —
D’apreés les tableaux de M. Kenigs, il n’y a, essentiellement, qu’un
élément linéaire de révolution, a courbure variable, qui soit plu-
sieurs fois de Liouville. On peut I'écrire

[ ul;-v. _(u‘;u,)]
ds*=Mdu dv = Ale "‘__:_ i =i
[

A, B étant des constantes arbitraires.
Les variables u,, v, de la forme harmonique équivalente sont

B
= duydey =B (uy—v1) duy doy,

données par

dus, = du, ’ dvy = oy

Vao+ ay e+ ag e~ Vao+ a e+ az e=*

et les équations (1) et (2) sont, avec les variables u,, ¢,,
ot
() dltl dl)l =¢(u|—V|)E,

, d’E( " - Q3 “
(2) m_ao+ale:+a2e ')+§5u—,(l+a'e t—aze-*“)+.., = N§,
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oul'on a
AN =[— 2V &' (uy— 0y) + V' & (uy— v;)] du,
+[2U @ (ug—vy) + U P(u;— 0y)]| doy.

Ces deux équations sont a coefficients transcendants. 11 semble

qu’il y ait avantage a introduire ici les arguments

i °

xr=—e2?, }’:6"‘,

a l'aide desquels I'élément linéaire s’écrit

A(x2+ y2) + Bzydwdy

dst= 4 (‘”2_}/2)2

forme harmonique évidente

2A +B + 2A —B
(z—y)2 (z+y)

ds? = [ ]d.z' dy.

Avec ces arguments on a
2 dx

duy, = = ——"1
Va zt+ apz?+ a,

et puisque le ds? n’admet pas de transformation en lui-méme, on
ne peut pas réduire le trinome bicarré.
[’équation (1) seraalors I'équation harmonique

nE a 3.
® dzdy [(w R (x—y-)ZJ >
“oua=2A — B, —~ 8=2A-+B, et (2) pourra s’écrire

0* Jd
(2) ()xi (i

(@ 2%+ ayx?+ as) + [2a1@3+ (@o+1) 2] +...=4N%

avec I'expression simple de N

4N = mgl—‘y—)z[a,x?y’— agzy + as)
+ (z_—_p]—; [a122)2+ apzy + ay] + k.

L’équation (1) est explicitement intégrable quand ¢ = m (m —1)
et = n(n—1), m, n étant des entiers positifs ou négatifs. On
aura donc une réduction du systéme (1), (2) dans ces cas.
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La forme harmonique du ds? en u,, v, s’exprime encore par des
fonctions  elliptiques, résultant de I'inversion de la différentielle
LS
Va ot + a2+ a;

A la forme générale indiquée plus haut avec les deux constantes
« et 3 sont associées diverses formes dégénérées.

L’exemple le plus simple est donné par le type

M du de = (uy— ¢1) du, dvy,

auquel correspond I'équation (1)

Ja?E
m = (u;— 1) &

On détermine les variables uy, ¢, duds® harmonique général

l)ﬂl‘
du v,
du, = /_' s dey= —,

vU \

ou
3U +U"(uy -0))=—3V +V"(1;, —¢).

Ceci donne simplement

U=huy—a, V=—hv +0,

et 'on peut ajouter une constante a @ et a — b, de sorte qu’il est
permis de prendre, par exemple, a = o.
On a

. uj—+ o3
N=3huvi—h ——'—T—' —a2bu—2av,+ 2k,

et 'équation (2) s’écrit

h—1 of 02§
T T

(2) d%g;(hul—a)—i—

Ce systéme (1), (2) est assez simple pour qu’on puisse tenter de
I'intégrer par 'emploi d’intégrales définies ; nous remettrons cette

étude a une autre occasion.
(A4 sutore.)



