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Note sur une formule de sommation applicable & une classe
de séries; par M. Perrix.

(Séance du 27 décembre 1876.)

Soit z" f(r) le terme général d’une suite S composée d'un nombre
fini de termes ordonnés suivant les puissances entiéres et crois-
santes de z. Soient m et M la plus petite et la plus grande puis-
sance de z qui figurent dans la suite considérée, et F(z) la valeur
de cette suite. Nous pouvons écrire I'identité

n=M

(1) F(z)=

N

z'f(n).

n=m

Proposons-nous de déduire de cette identité une identité ana-
logue pour une suite S’ qui serait déduite de la suite primitive S,
en multipliant les termes successifs par des coefficients arbitraires
¢(m), 9(m +1), ..., ¢(M) finis on nuls, assujettis seulcment a
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se reproduire périodiquement de p en p, en sorte que 'on ait d’'une
maniére générale
o(h+kp)=2q(h),

h ct k élant deux entiers quelconques.
Pour cela, remarquons d’abord que, en vertu des propriéiés con-
’ q ) P
nues des racines de I’équation binéme, si oy, as, ..., 2, sont les
p racines de 1'équation

(2) xP—1=o0,

et, si Aq, Ay, ..., A, sont des coeflicients indéterminés, la suite S”
ayant pour terme général

[)\|a7+ )\2“3'!‘- . .—I-)\Pa;J z"f(n),
ct Par COllSéquent Pour Valeul‘
WF (0 3) + WF (caz) 4. . .+ 1, F(ep2)

jouira précisément de la méme propriété que la suite S', savoir de
" pouvoir se déduire de S en multipliant les termes successifs par
des coeflicients qui se reproduisent périodiquement de p en p; de
plus, elle contient dans sa formation le méme nombre d’arbitraires.
Nous pouvons donc essayer de I'identifier 4 S’ par un choix conve-
nable des arbitraires Ay, s, ..., A,. Pour y arriver, il suffic évi-
demment d’identifier respectivement p termes consécutifs de S’ et
de S”, A partir de celui que I'on voudra, par exemple de celui qui
renferme la puissance g de la variable, c’est-a-dire de déterminer
les arbitraires X par le systéme des équations que voici :

Al kel ... ,a: =o(p),
)-na:H" + hot™ +...+7\,,a;+' =¢(p+1),

® 66 e 0 e 0000t e o ace e e s eeceen s s e s e y

A )\2“;'-4-1-’—‘_*__ Lo+ }Pa:"“"": ol +p—1).

Pour résoudre ce systéeme d’équations, nous remarquerons que
les p racines ay, a, ..., a, de 'équation (2), rangées dans un
ordre convenable, sont respectivement égales aux puissances 1, 2,
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3, -+, p de I'une quelconque @3 des racines primitives de la méme

équation. En effectuant cette transformation, le systéme a résoudre
devient

N N TR W: RS W S A
MR+ M) e RO R B = (1),

L I I R R N S I I T R I IS T B R P ecesertee 000y

2y Brrrmt e D PrPm) L R RPN B = (e + p — 1),

et il suffit, pour en tirer la valeur de 'une des indéterminées, 3,
par exemple, d’ajouter membre 4 membre les équations dont il se
compose, aprés les avoir respectivement multipliées par 1, 377,
pre=a, ..., Blr-1(r-9), ]] vient, en effet,

2 I 4 Pt 4 AP o - @(P—‘)(P'ﬂ*’“)]
(3) =

v=p—

E (p ) pre.

Or, dans le premier membre de cette équation, le coefficient de
A" n’est autre chose que la somme des puissances p — g + v des
p racines 1, 3, ..., B7~* de I’équation binéme, somme que l’on
sait étre égale a p ou a zéro, suivant que l'indice de la puissance
est ou non un multiple de p; mais, parmi les p nombres entiers
consécutifs,

e ———— el

P—q-—+1, p-—q+2, ceey I)—q+p,

ily en a évidemment un et un seul qui est un multiple de p, et ce
nombre est p lui-méme qui correspond a v = ¢; donc, pour toute
valeur de v autre que ¢, le coefficient de A\,f"* dans le premier
membre de ’équation (3) s’évanouit, et pour v=g¢, il prend la
valeur p. Ce premier membre se réduit donc & pA,[3%, et I'on tire
immédiatement de I'équation (3) la valeur de ,, savoir

ST
2 o (g -+ ) pre-,
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ou encore, puisque (3% =1, quel que soit v,

y=p+p—1
(4) = 2 o (v) B

Cette formule donnant toujours pour 2, une valeur finie et déter-
minée, il en résulte que l'identification des suites S’ et S” est
toujours possible.

Si, dans la valeur de S”, on remplace 2, par sa valeur tirée de
Pexpression (4), on obtient I'identité cherchée, savoir :

(5) S’Z?Z"f(n)@(n)=£§ F(ﬁ”)vmzﬂ-’?(v)ﬁ‘”” ’
azm by =

laquelle peut encore s’écrire, en renversant 'ordre des sommations
dans le second membre,

v=ptp—1_ q=p
g—=2¥ |op Ep—«vrreqz ,
)
vy=5R)
ou enfin, en remplagant {7 par «,
n=M v=p4p -1 ]‘ \
©  Yefmem=5 Y [emY =2

Dans cette derniére identité, la seconde sommation indiquée
dans le second membre doit étre entendue comme s’étendant a
toutes les racines « de 1’équation bindme (2).

Parmi toutes les suites S’ que I'on peut déduire d’une suite
donnée S en multipliant les termes successifs par des coefficients
arbitraires qui se reproduisent périodiquement de p en p, la plus
simple est évidemment celle qu'on obtient en supposant tous ces
coefficients nuls, excepté un, qui est égal a I'unité, ce qui revient
a ne conserver de la suite primitive qu'un terme de p en p. La for-
mule (6) donne immédiatement, sous une forme trés-simple, la
valeur d’une telle suite. Si u est I'indice de la puissance de z dans
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I'un quelconque des termes conservés, il vient en effet

s'=‘-2F—<°ff>,
P @

ce que 1’on peut écrire, en appelant m' et M’ la plus petite ct la
plus grande valeur de ~ qui rendent ¢ + np compris entre m et M

inclus,
n=M

(7) ¥ sl np) = £ P FLe.

-1
n=m'

Si enfin on suppose que S’ ne renferme qu’un seul terme de S,
celui qui contient z*, ce qui revient a dire que p est pris au moins
égal a la plus grande des deux quantités M —p +1, pu —m +1,
la formule (7) se réduit a

8) 2 f(p) :,;EF__(;‘),

et il est a remarquer que cette derniére formule est encore exacte
lorsque g cesse d’étre compris entre m et M, ¢’est-a-dire que 'on
a identiquement

pour ¢ plus grand que M ou plus petit que m, pourvu que p ait
été pris au moins égal 4 u — m —+1 dansle premier cas,a M —p +1
dans le second.

Les relations (8) et (9) conduisent a une propriété géométrique
assez remarquable de toute fonction F(z), développable en suite
finie suivant les puissances entiéres de z (positives ou négatives).
Lorsque la variable complexe z parcourt un cercle C de rayon r,

. . . F(z) .
ayant 'origine pour centre, la fonction (2] » ou u est un entier
) Z®

quelconque, décrit une certaine courbe C’. Si I'on inscrit dans le
cercle C un polygone régulier de p cdtés, aux p sommets de ce
polygone correspondront p points de la courbe C’. Les rclations (8)
et (9) expriment que I'on peut prendre p assez grand pour que le
centre de gravité des p points dont il s’agit soit invariable :

4.
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1° quel que soit le rayon du cercle C; 2° quelque orientation que
P’on donne au polygone régulier inscrit dans le cercle C; 3° quel
que soit lc nombre p des cotés de ce polygone; et aussi que ce
centre de gravité coincide avec 1’origine si p est en dehors de deux
limites déterminées, qui sont le plus petit et le plus grand indice
de puissance de z qui figurent dans le développement de F(z).

Extension aux suites infinies. — Les formules (5) et (6) n’ex-
priment qu’'une identité, puisque nous avons appelé F (z) la fonc-
tion de z qui est représentée par la somme des termes de la suite S

ou
n=M

Y #F(n;

n=m

mais, pour obtenir ces formules comme applicables a une valeur
donnée z, de la variable, nous n’avons eu a prendre en considéra-
tion que p valeurs de z, savoir oy zo, dgZey o« vy XpZoj Xyy gy oo vy
a, étant, comme ci-dessus, les p racines de ’équation bindme (2),
en sorte que les formules (5) et (6) resteraient encore vraies pour
la valeur donnée z, de la variable, si nous avions désigné par F(z)
non plus la fonction de z qui est définie par la somme des termes
de la suite S, mais une autre fonction quelconque de z, continue
ou non, assujettie seulement a prendre les mémes valeurs que la
précédente pour les p valeurs de Zy 0y Zgy Ay oy -« -y ApZo. D'autre
part, les raisonnements par lesquels nous avons passé pour obtenir
les formules en question sont indépendants des valeurs assignées
am et M, ct subsistent par conséquent si 'on suppose que m ou
M augmente sans limites, c’est-a-dire que la suite finie se change
en une série infinie. Il est donc permis de considérer les formules (5)
et (6) comme applicables a toute série ordonnée suivant les puis-
sances entiéres de la variable, pourva que F(z) soit une fonction
que 'on sache étre égale i la valeur de la série pour les p valeurs
0ty Zoy AaZoy -+ +y 2pZ de la variable, z, étant la valeur de la va-
riable 4 laquelle les formules doivent étre appliquées. Et, plus gé-
néralement, pour que ces formules donnent, sous forme finie et
pour unc valeur donnée z, de z, la valeur d’une série

§-=Xzf(n)o(n,
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déduite, suivant une période quelconque, d’une autre série donnée
S=2Z2z"f(n),

il faut et il suffit que 'on connaisse une fonction finie F (z) con-
tinue ou non, dont la valeur soit constamment égale i celle de S
pour toute valeur de z ayant méme module que z,; et dés lors les
formules donneront également la valeur de S’ pour toute valeur de z
ayant méme module que z,.

De la la possibilité d’obtenir, au moyen des formules (5) et (6),
souvent plus simplement que par d’autres méthodes, la sommation
des séries qui peuvent se déduire, par des coefficients a retour pé-
riodique, de séries connues.

Soit, par exemple, proposé de sommer la série

z 2°

§=24 — +....
1 .2...5  1.2...9

Cette série peut étre considérée comme déduite, par coefficients a
retour périodique, de la série

3 32
S=1+—-—4+—+...,
I 1.2
dont la valeur est e* quel que soit z.
Faisant donc, dans la formule (6),

F(z)=¢, p=4 p=o, ¢(o)=0o,
e(1)=1, o(2)=0, ¢(3)=0o,

il vient immédiatement

g — l(e”/:' et etV e‘) e'—e*  sinz

4

J—_l-l-._‘—l--_—‘_v:—l-!-—l———-——r -
formule également applicable & toute valeur de z.

La considération de la formule (5) fournit encore un théoréme
relatif a la convergence des séries que I'on peut déduire, par coeffi-
cients a retour périodique, d’une série donnée S dont on sait que
la valeur est représentée constamment par F(z), lorsque z décrit
le cercle de rayon r. ’

Si F(z) ne passe pas par l'infini, c’est-a-dire si S est convergente
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pour toute valeur de z ayant pour module r, la formule (5) montre
qu’il en est de méme de toute série S’ déduite de S avec une période
quelconque. Si S est convergente pour toute valeur de z ayant pour
module 7, excepté pour la valeur particuliére unique z, = re, la
méme formule prouve qu’une déduite donnée S’, suivant une pé-
riode p, ne pourra étre convergente pour une valeur donnée
z°=re"™, que dans l'un des deux cas suivants : 1° si F'(z,) n’entre
pas dans l'expression de sa valeur, c’est-a-dire si 6, n’est pas com-

. 2km . .
pris dans 'une des valeurs de 6, + - k étant un entier quel-

conque; 2° si, 6, étant égal a 'une des valeurs de ’expression
fue; sy Y% S p

a2l

—1

( A!k’ﬂ:)
» F\zye 7 ) a pour coclli-

ci-dessus, par exemple a 6, +

cient zéro dans la formule (5). Or ce coetlicient est

.2k'®

y=p+p-—1
i v
E pv)e *
v=p

De la le théoréme sulvant :

TatorkME. — Si une: série ordonnée S est convergente pour
soutes les valeurs de z ayant un méme module r, il en est de
méme de toute série qu'on peut en déduire par coefficients a
retour périodique.

Si S est convergente pour toutes les valeurs de z ayant méme
module r, excepté pour une valeur unique z,, toute série §', dé-

k=
duite de S suivant une période p, sera divergente pour z=z, e r,
k etant un entier quelconque, et convergente pour toute aulre va-
leur de z ayant r pour module, & moins que les coefficients ¢ ne
satisfassent & une ou plusieurs relations, telles que

v=pt+p—1 2h'n
—_—y
(10) Y ele P =0,
Y:P.

oit k' est un certain entier, auquel cas cette série S' reste conver-
i 2k'=
gente, par exception, pour z =z,e P .
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Soit donnée, par exemple, la série

§ =2 z’+z-‘+z‘ z5+z°+
e T A A S

qui se déduit, par une période de trois termes, de la série logarith-
mique, laquelle est divergente pour z =1, et convergente pour
toute autre valeur de z ayant pour module l'unité. En vertu du
théoréme précédent, S, sera convergente pour toute valenr de z
ayant pour module I'unité, excepté pour les trois valeurs particu-

liéres L
—14+V=3 —1—y—3
?
2

I
’ 2 ?

car les valeurs de ¢ sont ici
¢(1)=1, ¢(2)=—1, 9(3)=r1,

et ne peuvent satisfaire 4 la relation (10) pour aucune des trois
valeurs consécutives k' = o, 1, 2.
Au contraire, la série

S.__z 2z’ z’+z‘ 2z°+z.~+
=y T2ty T2yttt
. . —1E=y—3 . .
serait encore dlvergente pour z = -—-—;——_, mais resterait

convergente pour z =1, les coeflicients ¢ satisfaisant a la rela-
tion (10) pour k'=o.

On trouve d’ailleurs aisément par la formule (6), pour les va-
leurs de ces deux séries,

2 z\/§ 1
S.—ﬁarctangm—:,’-log(l—z*'),

__\/_:’; 25(5+2)y3 1 s
S, = 5 arc tang Fﬁ):—3?~-2-log(l+z+z )

Il est intéressant de rechercher ce que devient la propriété géo-
métrique exprimée par les relations (8) et (9) lorsqu’il s’agit d’une
série et non plus d’une suite finie. La formule (7) ne cesse pas
d’étre exacte, c’est-d-dire que, si I'on désigné par S la série par-
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tielle déduite d’une série donnée S, en conservant seulement un
terme de p en p de part et d’autre du terme fixe z*f(r), on aura,
F(z) étant une fonction égale a S pour toutes les valeurs de z, de
méme module r que la valeur considérée z,=re™ de la variable,

oy 1\ Fl22),
(11) =2y

Le second membre de cette relation représente le centre des
moyennes distances des p points
F(a.z,) F(aaz,) F(a,3,!
_— —_— - 2

’ 9 eeey
® " :
ak af alf;

qui ont ppur coordonnées respectives les p valeurs que prend la

fonction
P, = e F (ret),

lorsqu’on donne a 8 les p valeurs successives

9.+2—1r7 9.+23p£’ cery Oyt 2m.

En d’autres termes, lorsque la variable z parcourt, comme précé-
demment, le cercle C de rayon r ayant pour centre I’origine, en s’ar-
rétant successivement aux p sommets du polygone régulier de p cotés,
inscrit dans ce cercle de telle sorte que le dernier de ces sommets
soit z,, la fonction P, parcourt une certaine courbe C,, et les p points
d’arrét de ®,, correspondant sur cette courbe i ceux de z surle
cercle C, ont pour centre de moyenne distance le point représenté
par la valeur que prend S pour z = z,.

Supposons maintenant que p augmente indéfiniment, p restant
fixe. Il est clair qu’a la limite (S}),, se réduira & z4 f (), du moins
pour toute valeur z, de z qui ne rend pas S divergente. D’autre
part, les sommets du polygone régulier inscrit dans le cercle C vont
se rapprocher indéfiniment en restant équidistants, en méme temps
que leur nombre augmentera sans limite; de méme les points d’ar-
rét de P, sur la courbe C, vont se rapprocher indéfiniment sur
toutes les parties continues de cette courbe, en sorte qu’a la limite

1 F(az o
}_72 (zi" ) ne sera autre chose que le centre de gravité de la
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courbe C, dont chaque élément infinitésimal serait considéré comme
ayant un poids proportionnel a la longueur de 1'élément infinité-
simal correspondant du cercle C, c’est-a-dire que cette expression
se transforme dans I'intégrale définie

Op+2m

L et F (re)df,
27 Jg,

laquelle reste d’ailleurs invariable sil’on prend deux autres limites
quelconques dont la différence soit 27; car il importe peu que la
variable z parcoure le cercle C en partant de tel point ou de tel
autre, pourvu qu’elle décrive une circonférence entiére et une
scule, puisqu’a chaque point de cette circonférence correspond une
valeur unique et déterminée de @, (sauf aux points de disconti-
nuité, en nombre limité), et que, par suite, on retrouvera toujours
les mémes éléments différentiels de la courbe C,, chacun avec son
méme poids relatif, pour déterminer le centre de gravité.

Nous pouvons donc écrire, comme étant ce que devient la rela-
tion (11) pour p = oo et pour toute valeur z, de z qui ne rend pas
S divergente, 1'équation suivante :

1 A+om
2 flp)=— e F(re®)do,
2T 2
A étant un angle quelconque.
On en tire
I A+t2m o g
(12) f) =g [ et etas,

ce qui n’est autre chose que la formule bien connue qui lie le coef-
ficient de z*, dans le développement d’une fonction F(z) suivant
les puissances entiéres de z, aux valeurs que prend cette fonction
pour toutes les valeurs de z ayant méme module que celle z, pour
laquelle le développement a lieu.

La relation (12) comporte évidemment une interprétation géo-
métrique analogue 4 celle que nous avons donnée pour les relations
(8) et (9), et quin’en est d’ailleurs que I'extension au cas!limite de
p = . En réunissant ce qui se rapporte aux deux cas, on peut
énoncer le théoréme suivant :
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Tatorime. — Si F(z) est une fonction développable en suite
finie ou infinie suivant les puissances entiéres de z, pour toutes les
valeurs de z ayant un méme module r, soit C, la courbe que dé-

. . F(z) . ,
crit la fonction —gi? Ol W est un entier quelconque, lorsque z dé-

crit le cercle C de rayonr :

1° Le centre de gravité de la courbe C,, dont chaque élément
infinitésimal est considéré comme doué d’un poids proportionnel
& la longueur de I’élément infinitésimal correspondant du cercle
C, représente le coefficient de z* dans le développement.

2° 8, de plus, le développement est fini, ce centre de gravité
coincide avec le centre des moyennes distances des p points de
C, qui correspondent aux p sommets d’un polygone régulier
inscrit dans G suivant une orientation quelconque, pourvu que p
soit assez grand (au moins égal & la plus grande des deux quan-
tités M —p+1, p—m -1, M el m étant respectivement le plus
grand et le plus petit indice de puissance de z, qui figurent dans
le développement).

Formules de sommation d’une classe de séries. — Pour ter-
miner, nous allons appliquer les formules (5) ct (6) 4 la somma-
tion d’'une classe de séries trigonométriques, savoir celles dont le
terme général a pour expression

nP-isinnx
np =y

p étant un entier positif pair, ¢ un entier positif impair moindre
que p, x un arc réel compris entre zéro et 2, et y une quantité
quelconque dont le module doit seulement étre inférieur a 1'u-
nité.

Pour cela, nous partirons de la relation connue

sinnx w—x
_— = b
n 2

n={

qui est vraie pour x compris cntre zéro et 27, ces deux limites
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, e I !
exclues, et que nous écrirons, en posant @, = — U=
2
sinnzx
(13) ET =az +aT.

On en déduit, par intégrations successives,

[ cosnx x? x
— ¥ =a + a1 — + a,n’,
n 1.2 1

sinnr x* a? x
— —=a, = -+ 4T —— + A, — + a7,
n 1 1.2 1

(14) Ecosnx —a xt x3
T .ol T

Toutes ces équations seront vraies pour x compris entre zéro et
a7, et aussi aux deux limites, si I'on détermine les constantes a,,
as, ... par les relations suivantes :

a, a @&
1.2.3 1.2 1’
a;—o,
a a, a,

lesquelles expriment que celles des équations (14) ou figurent des
sommes de sinus sont satisfaites pour x = o et x ==, ce qui en-
traine le méme fait pour les équations intermédiaires ou figurent
des sommes de cosinus, et qu’'on peut déduire des premiéres par
dérivation. Supprimons donc les quantités as, as, as, ..., et, ne
conservant que celles des équations (14) ou figurent des sinus,
écrivons le systéme d’équations que voici, supposé prolongé indé-



finiment :

sinnx
+2 n :a.x+a|7:,

Zsinnx__ a,x? +a.1rx’ a,n’x

n* 7 1.2.3 1.2 1
sinnx __ a,z* a tx*  a,7zx* an'z
= b

Ly n® ...5 1...4 1.2.3 1
(15)

et eeieteiee eeeaeaan ettt eeee et e, .
:tE sinnx= x? + a,mxi! + a,xi?
n? 1...q 1...(g—1)  1...(¢g—2)
a,mtxi~! Ag_ 'z

et le systéme correspondant de relations entre les constantes

! Ay + a=o,

a, a,
+ — +ay=o,
1.2.3 1.2

a, a a,
Y LTy A TE Y S
(16)<........-....... ..... eeeraaany
PR E RO, [ R
Leog  Lodg—1)  ral(g—2) " 1..(¢g—4)
i e

P R R S N P P I I I S AT A A A ) LTI

Considérons, en particulier, dans le systéme (15), les équations
ou les exposants les plus élevés de x sont respectivement ¢, ¢ + p,
q=+2p, g+ 3p, ..., g étant un entier impair, et p un entier pair
> ¢, et ajoutons membre a2 membre ces équations respectivement



multipliées par y7, y147, y14%,
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.: il vient

i +Z[( ) ( ) (i)ﬁ’pi(%>,+”+...]sinnz
a’[x(f-r ); + (x(y;: p) (x(];q:;p) +]
+a.ﬁ,~[,,{’f{;’:.) ,,,ngz*;,,)+...]

(07) { ey [*-Ff(yq):) : --(@r)::z— 2) -]
17
+“""f[:.ff8ﬁ AR (T;)II;—QJ’]
e T T T T T T T U
+a ﬂﬂ[l(f-.”.); hf“"(’q)’:m + ]
+ @y ‘Pﬂ[l (”(Z)q—__;) l.far—):—*;i 2) +.- ]

...........................................

Dans le premier membre de celte équation, on doit prendre le
signe + ou le signe — devant I, suivant que ¢ est de la forme
4r -+ 10u 4r —1, et, sous le signe X, les termes sont tous positifs
ou alternativement positifs et négatifs, suivant que p est ou non un
multiple de 4.

Si I'on suppose que y ait un module inférieur 4 'unité, I'équa-
tion (17) peut s’écrire

yinrisinnzx
Ty

-+

[(I.+ (l’,(ﬂ])Pq_a’P(ﬂr)zp_*_ ][ z'.].)q - - (.Z'}")q P

1...(q +p)

+ J
o |

aier e L e

..........................................................

) Y q—p+1 q+e 7]
B [N

x] 1"
(g —1)

(zy)r+e—
1...(g+p—1)
=

-+ aﬂry‘[
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en observant toutefois qu’il y a lieu de ne pas tenir compte, dans
le second membre, des termes ou I’exposant de xy serait négatif,
d’aprés les valeurs données de p et de ¢. De plus, dans le premier
membre, on doit prendre au dénominateur le signe + ou le signe
—, suivant que p n’est pas ou est divisible par 4.

Posons, pour abréger,

/ Aa —=d,+ ap(Tr_}")P+ (Igp(ﬂ'}")“’p-}-. .oy
A =a(nyP +ap(ay)Pt+.. .,

(19) Al = (my) + dpus (7Y )P 4L,

Apr= o[y )P+ @pa(my P+,

et remarquons que, d’aprés la formule (6), on a, d'une maniére
générale,

F...= I—Ze“fai"",
P

a étant une racine de I'équation z?— 1= o, et le signe Z s’éten-
dant aux p racines de cette équation. Si I’on tient compte de cette
relation et des formules (19), I’équation (18) peut s’écrire

si m'—'lsmnx:_l‘_[Anza,,_qeu,_,_A,zap—qﬂeu,_*_."
(20) nf = y? Py

+Ap_sZaP1%e" T a,y o1 e |,

1l s’agit maintenant de déterminer les valeurs des -’23 quantités A
au moyen des relations (19) et du systéme (16).

Pour cela, considérons en particulier, dans le systéme (16), les
équations ou les indices les plus élevés de a sont respectivement
r—i,r+p—i1,r+2p—i, ..., r étant un certain entier im-
pair moindre que p, et ajoutons membre 4 membre toutes ces équa-
tions, aprés les avoir respectivement multipliées par (zy)", (zy)™*7,
(my)r+*, .. .. Pour écrire le résultat, il suffit évidemment d’égaler
a zéro le second membre de I'équation (18), dans lequel on aura
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remplacé ¢ par r, x et 7 par I'unité, et y par ny, ce qui donne

o=[a+ a,(Ty )P+ ap(ny)r+...] [E”ﬂr’ -+ — f‘fr(yr):”p) +.. ]
(my)=" + - (ﬂr)'““" . ]

*“‘”’”[ cr=1) T p =)

+[a(my) + apua(my )i+ ][I(ﬂ();)r__z) * I...T(ry-)i:-:——zz) +]

i RSSO ettt et e e e e e

(y)r—p+2 (ry)+2 ],
Lo(r—p+2)  a(r+2) 77

Ll sy |

avec la méme observation que ci-dessus, relative aux puissances
négatives de my. Si maintenant on tient compte des relations (19)
et de la relation générale fournie par la formule (6), savoir.

() (mp)e _ (myr)e
Io..r 1. (r+p) ... (r+o2p)

| -
= = e ’2

I'équation résultante devient

0==A,ZoP"e* 4 A, SaP—r+2e%T 4. .,
+ A ZaP et - ayy SabmrH Y,
Si, dans cette équation, on donne successivement a r les ];) valeurs

1,3,5, ..., p—1,on obtient, pour déterminer, les £ quanl;ltes A le

systéme ci-dessous de L; équations :
o TV e
o0=AZae*™ +A,Zare* N+ ...+ Ap_ Sl eI+ = Sarer,

. _ =y _
o0=AZx*e"” + A ST+, + A, Zae’ +-—"2—Ea:‘k"“-’,

(21)
Ty -
0=AZar e+ A,Zxe® ..ok Ay S e+ h Sar e,

Dans celle de ces équations qui occupe le rang s, on voit sans
peine que le coefficient de A, e est a?+2=1 ou B(*+2=1r si I'on
considére a comme étant la 7™ puissance de I'une 3 des racines
primitives de I'équation binome. Cela posé, ajoutons les équa-
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tions (21) membre a membre, aprés les avoir multipliées respecti-
vement par

is-e, p—ﬂe, p—se, ceey p—(p—ne,

le coefficient de A,,e*” dans 1’équation résultante sera, d’aprés ce
qui précéde,

P
2

s=P
2 Blatka—t)r—(u—je,
s=1
ce qui peut s’écrire
5=

ﬁ("—l)H—Q z pz.»(r—e);

s=1

wl

mais, 3 étant une racine primitive de I'équation

zf—1—o,

? 3 . . o 2. .
[3* sera une racine primitive de I’équation

L
T

32— 1=o0;

S=
par conséquent,x f*(r=e) n’est autre chose que la somme des puis-
s=1

sances rr — p des g racines de I’équation

z2—1=—o,

P

somme que l’on sait étre égale a 5 ou d zéro, suivant que r — p est

ou non un multiple de }—Z Or, pour une valeur donnée de p com-
prise entre 1 et L;, il y a deux et seulement deux valeurs de » com-
prises entre 1 et p, qui puissent rendre 7 — p un multiple de I;];

ces deux valeurs sont r =p, r=p =+ % Toutes les exponentielles
d

o T . et . .
autres que ¥V et ¥ (pmsque B ’:—-{3") disparaissent donc
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de I’équation résultante. Le coefficient de e¥¥ sera d’ailleurs

=P _ =P_
l_-’- 1 t...-’- 1
A, B3—1)e+e B ou ,_) A,, (B2
2 ,,(3 > 2 2 ztﬁ ’
t=20 t=0

et celui de e Y sera

1=

-1 t:,—;—l
Z Azt@("_”(eiﬁ’)ﬂxp ou —

P ,
P : E Au B,
t=1

Pour pouvoir écrire complétement I'équation résultante, il reste

(XS]

. . 7r . .
i calculer le coefficient de ?}" - Dans ce coefficient doit figurer cha-

cune des exponentielles telles que ¢*” ou ¢*”, multipliée évidem-
ment par

s:l’_

r §=

262#—(”—1)9 ou ﬁezﬁ"('—e)-

s=1

ol

s=1

Par le méme raisonnement que ci-dessus, on voit qu'il ne sub-
sistera que les deux exponentielles

e et e Fw,

. ., e .
multipliées 'une et I’autre par Bg, en sorte que le coeflicient de
3 T

—21 se réduit a

_P_ﬁ_p (e¥r + )
2

Des lors I’équation résultante sera

= =E_
t=E—1 1=t

0= g ebrr 2 A, e — %e—ph] 2 Au e+ f_zr I—;B"(c”“’—k e"‘FP'V);
t=0 t=0

V.

5



d’ou, cn réduisant,

—

ny eV 4 e—Fv
(22) 2 A Ot —= ~y : .
2 o—itny __ offny

i

t=1

Si maintenant, dans le second membre de 1'équation (20), nous
mettons en évidence le coefficient de I'une des exponentielles ¢*7,
il est clair que ce coefficient scra

m
Ba= AgaP=9+ AjoP—9+ . . - APt ;’V-‘ apP—i+

f— aP—ﬂ"“(Aoa_‘ + A+ o+ Ap_zd"a—l— 7_7;_7) ’

ou, en remplacant & par 3%,
=P
l_.; 1

B, = pelp—e+) 2 A B4 7% ’

t=0

cxpression qui devient immédiatement, en vertu de I'équation (22),

(1254 pey
B, = pe(r—1+1) T (oY,
2 e—pe"]__— ege‘f

ou, réduisant ct revenant a la racine quelconque «,

e

— —q-+1 .
B“_' Ty Pt e~ %V

Dés lors la formule (20) prend la forme trés-simple

n=—ow
nP-isinnx T oP—9+1 gx(z—T)r
) St n parec,
npP=yP py? e — etV
n=1 [

et le probléme se trouve résolu.

Il convient de rappeler que, dans la formule (23), on doit
prendre dans le premier membre le signe -+ ou le signe —, sui-
vant que p n’est pas ou est divisible par 4 ; devant le second membre
le signe + ou le signe —, suivant que ¢ est de la forme 4r 41 ou
47r—1; enfin, que la sommation indiquée dans ce second membre
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s’étend A toutes les racines & de I'équation bindéme

ZP—1=—o0,

Si, dans la formule (23), on fait p = 2, ¢ =1, on obtient

r nsinnx m elm2r _ elz—=)r
(2f) = ,

4y 2 ev—eV

formule donnée par Euler.

La formule (23) donne le résultat sous une forme compliquée
d’imaginaires pour y réel. Il est facile de faire disparaitre les ima-
ginaires en groupant ceux des termes, sous le signe £ du sccond
membre, qui se rapportent aux quatre racines de I'unité comprises
dans la formule

SEMESE IV

Le calcul ne présente aucune difficulté, et 'on obtient en défini-
tive la formule ci-dessous :

s nisinnz _ m sin(m—x)y
—+ - —1 i N
(25) nP - y? pr? sinmy
( 47 ety __ g(s—)y +E§(m)
_qu—l eV — e~V ’

dans laquelle on a

emm 2m=
= — —_— .. amT 2m — 1T
(61_7005 P e Xy cos » )'cos [(271_ . x)]‘Sln P 4 (’l ) ]

I)
Z m)—=— _
( ) .L.2m 1 2my cos 2T _znycosgﬂ.‘:
cos ( 2my sin ——\e P +e P
(26) P/ e
(2r—x)y cos 20T (x—27)y cos T .. 2mm gm(q —1)m
e P +e P Jcos| zysin +
— . p P ,
. ammw 1 21y cos 20T ——exycos?_'if
Cos 21ry'sm—;,— -3 e P +e 4

et avec ces remarques essentielles :
1° Que le premier terme du second membre n’existe que si p
est divisible par 4;
2° Que, devant le second terme, il faut prendre le signe + ou
le signe —, suivant que ¢ est de la forme 47 + 1 ou 47+ 3;
3° Enfin qu'il entre sous le signe Z dc ce second terme autant
5.
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de termes {(m) que I'on peut donner & m de valeurs entiéres,

P

depuis 1 compris jusqu’a i non compris.

En particulier, pour p =4, il n’existe pas de terme {, et I'on
obtient

E nsinnx ™ [sin (m—x)r el—=r— e(‘—")f]
T A T T - 2

nt— gyt 4y’ simry' €Y — eV
En’sin nr sin(m — z) y'_*_ e(r=2)y — e(=—=)y
ni—yt 4 sinmy e — e !

on en déduit immédiatement

Ensinnx m sin(r — x)y
n—y* 2 sinmy

comme cela devait étre.
Pour p = 6, la formule (25) ne contient qu’un seul terme 7, ¢
I’on obtient le résultat suivant, relativement assez simple :

6-q o} (x—2)y __ ,(z-m)y
n Slﬂn.l'__+ ™ e e
Sz e e

(Fe )] (=) vi- 1577]

coswyy3 — L(e” — e ™)

[,,("”5)1 - e(a;t—ﬂ)y] cos [m2 (g —1) ]

cosmyy/3 — L™ — ™)

-+

Lorsque p n’est pas un multiple de (4), la formule (25) fournit

I i
expression de
nP—isinnx
ne —+ y¥?

nP—1sinnx
nr—yp

il suffirait de remplacer y par _}’\/:—l dans la formule, mais on
réintroduirait des imaginaires. Il est plus simple de remarquer que

Pour obtenir
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I'on a identiquement

nP-isinnx + nP-1sinnx ” n¥-isinnx
= —_—
ne—+ y* n—yb n’r — yr

2p étant divisible par 4; la derniére de ces trois séries est donnée
par la formule (25); il en est de méme de la premiére, ce qui
fournit immédiatement la valeur de la seconde. On obtiendrait de

la méme maniére
nPisinnx
— e —
npP 4 yP

lorsque p est un multiple de 4.
Si enfin, dans la formule (23), on fait croitre p indéfiniment, et
sinnzx
nt

qu’on passe a la limite, le premier membre se réduit 2‘12 ’

dont la valeur est connue sous forme finie, et le second se change
en une intégrale définie. Si dans cette derniére on suppose y réel,
et qu'on sépare le réel de l'imaginaire, on obtient, toutes réduc-
tions faites, les formules suivantes :

f 2T e(s—m)yreost cos[xysind — (g —1) 8] — e cos[(2m— x) ysin 6+ (¢ —1) 6] do
o Vot gt 5 cos(2my sind)

=2y 2 S":;x,
n=1
27 e(=—rm)yreosdsin[eysinf—(qg—1)0]+e7sin[(2n—2)ysin 6+(qg—1)6] do—o
o eeosd o g—amycosd __ o COS(QTTJ" sin 6) -




