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RECOUVREMENTS

DE

SURFACES DE RIEMANN

Par M. L. FOURES.

A. — Recouvrements riemanniens.

1. RecouvremENTs. — Une surface est une variété a4 deux dimensions,
triangulable, et, dans tout ce qui suit, orientable. Nous prendrons toujours
comme famille de voisinages d’un point des domaines élémentaires, c’est-
a-dire des ouverts homéomorphes a des cercles.

La notion de surface de recouvrement a été définie et utilisée a plusieurs’
reprises en Topologie et en Théorie des fonctions. Certains auteurs
(De Kerekjarto, Ahlfors [1, 3, 6, 7]), font intervenir deux triangulations
correspondantes de la surface donnée et de son recouvrement. Nous donnons
ci-dessous des définitions locales du type de celles données en 1938 (') par
Stoilow [9, 15], dont je regrette de n’avoir pas assez mis en évidence le role
fondamental dans mon Mémoire de 1951.

Dans ce paragraphe ¢ désignera une représentation continue d’une surface S
dans une autre S de sorte que si M€S, r~*(M) soit un-ensemble isolé (formé de
points isolés).

Dervition 1. — P €SS est couvert sans ramification par AC'S (pourt), s'il existe
un voisinage V(P)CS tel que Ey, = ANt*[V(P)] ne soit pas vide et que toute
composante connexe de Ey , soit représentée biunicoquement par ¢ sur V(P).

(8, t) est un recousrement de S relativement non ramifié si tout point P €S est
couvert sans ramification par S (pourt) (*).

M) [9], p. So.
(2) 11 nous arrivera de dire que S est un recouvrement de S, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité
possible sur le choix de la fonetion (ici ¢) qui représente S sur S. ‘
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D’apres la premiére partie, il existe dans chaque composante connexe T
de Ey, un point &; tel que #(2;)=P. La deuxiéme partie implique que ¢ soit
une représentation de S sur S.

Cas particulier. — Supposons S quasi-simple, doublement connexe; soitM e S;
ou bien *(M) a un nombre fini » de points dans S : S est alors doublement
connexe, et n indépendant de M&€S est’ordre durecouvrement; oubienz=*(M)
a une infinité de points dans & qui est alors simplement connexe; (8, ¢) est le
recouvrement universel de S.

Dermvition 2. — P &S est couvert avec ramification par ACS (pour t), s'il
existe V(P)CS tel que :
1° By, 4.

2° Soit I'; une composante connexe quelconque de Ey, : 2,=T;nt"(P)=go.

3o I =TI'— <; est un recousvrement relativement non ramifi¢ d’ordre fin:
de V*(P)=V(P)—P.

(8, t) est un recouvrement de S relativement ramifié si tout point PE€S est
couvert avec ou sans ramification par'S (pourt).

D’apres (3°) et le fait que V*(P) est doublement connexe, I'; est doublement
connexe et <; se réduit & un seul point, puisque <; est déja un ensemble isolé.

Derinimion 3. — PES est réguliérement couvert par S .(pour t), s'il
existe V(P)CS tel que toutes les composantes connexes I'; de E 5 recouvrent P
avec le méme ordre de ramification.

St tout point PE€S est réguliérement couvert par 'S (pour t), (8, t) est un
recousrement réguliérement ramifié de S.

Singularités. — P est imparfaitement couvert par $' C'S (pourt) si tout point
de ' Nt (P) est intérieur @ un domaine A tel que P soit couvert par A (pour t),
sans que l’on puisse prendre pour A, la surface S entiére.

En d’autres termes, le choix d’'un V(P) fixe pour S entiére est impossible.

Soit F, I’ensemble des points imparfaitement couverts par S (pour ).
Soit S*CS I'image de S par ¢. Désignons par F, la frontiére de S* dans S et
notons F=F, UF,.

Remarquons que :

Les points de S* couverts avec ramification par (8, t) sont isolés dans S*—F,.
P P , 1

Parmi les éventualités possibles concernant 'aspect du recouvrement de S*
dans le voisinage d’un point isolé P de F, nous signalerons les deux suivantes :

a. Singularité générale logarithmique. — Soit P€S*; il existe V(P) tel
que V(P)—PCS* et tel que toute composante connexe de Ey 5, qui ne couvre
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pas P soit un recousrement de V(P)— P relativement non ramifié et simplement
connezxe.

b. Accumulation de points de ramification. — Soit P€F,. Quelque petit que
sott V(P) toute composante connexe de E, 5 comprend au moins un pointdet="(P).

¢t est une fonction uniforme sur $; 7' n’est pas uniforme sur S*.
Soit € =1¢*(P) qui définit dans un voisinage de P une branche de ¢=*. Cette
branche admet P pour point de ramification d’ordre n s’il existe V(P) tel que P
soit couvert avec ramification d’ordre n, par la composante connexe de E,  qui
contient < (pour ).

2. RECOUVREMENTS RIEMANNIENS. — Dans les définitions 1, 2, 3 remplacons les
surfaces S et S par deux surfaces de Riemann R et (R, et ¢ par une repré-
sentation ¢ assujettie aux mémes conditions que ¢, et en outre conforme
biunivoque en tout point ou ¢ était seulement biunivoque.

Soit D un domaine doublement connexe, quasi-simple. (A, ¢), (2, 9) deux
recouvrements relativement non ramifiés, d’ordre n, de D : toutes les
branches de 6= o¢ ou ¢t~ o0 sont uniformes. Soit alors C le cercle-unité du plan
de la variable z; I, et I', les cercles-unités des plans des variables £, et {,.
Notons C*, I'}, I'; les domaines obtenus en retirant I’origine des cercles G, I',, I',.
Soient 3 =9,({,) et 3 =1¢,({,) deux fonctions continues dans T, et I'; avec
0:(0) =¢,(0)=o, et telles que (I'], ¢, ) et (I';, @,), soient desrecouvrements
du méme ordre de C*. Alors Y =09 " o0, et {~* sont uniformes avec V(o) =o,
¢*(o)=o. L'origine de I', est réguliére pour ¢ qui, par suite, est de la
forme = al,, |a|=1. (I'}, {}) étant un recouvrement d’ordre n de C*, tous
les recouvrements d’ordre n de C* sont de la forme (T, kC), lorsque I'* est
un cercle-unité privé de l'origine.

Soit (R, @) un recouvrement raniifié ou non de R. Soit PER, e R tel
que o(%)=P. Il existe V(P) tel que la composante connexe V(<) de Ey 4 qui
contient € recouvre P avec l'ordre de ramification n. Les uniformisantes
locales de R et R, respectivement @ et T, représentent V(<) et V(P) confor-
mément sur les cercles-unités I" et C des plans { et .

Posons { =To9o%", on a, d’apreés ce qui précéde, ¢ = £{".

TrkorEME. — Soit (R, @) un recouvrement de R relativement ramuifié :

a. les points oz ¢ n’est pas biunivoque sont isolés

b. soit P=09(Z) : il est possible de trouver sur R et R des voisinages V(P)

et V() dont les paramétres s et { obtenus par les uniformisantes locales T et ©
sont tels que 1o o B = k",

Ainsi la définition 2 dans laquelle on a remplacé S, S, ¢ par r, R, ¢ est donc
une généralisation du recouvrement riemannien défini par Stoilow [9]; il
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s’agissait alors de la projection d’une surface de Riemann abstraite dans le plan
complexe,

DirNiTION 3 bis. — @ est une projection riemannienne d’une surface de
Riemann R sur une autre R, si, P étant un point quelconque de R, il existe pour
tout point %; de 9= (P), un domaine A;,C R (%; € A;) tel que P soit couvert avec ou
sans ramification par A; (pour la projection ).

@ étant une projection riemannienne de ® sur R, (R, ¢) ne sera un recou-
vrement Riemannien de R que si (R, ¢) est un recouvrement de R au sens de la
définition 2.

Ainsi ¢ peut étre une projection riemannienne de ®} sur R sans que (R, ¢)
soit un recouvrement Riemannien de R, par exemple si P est un point singulier
du type b.

Désignons par Su toute fonction de la variable u représentable dans un
voisinage de u = o par une série convergente de la forme

Su—=au+ ayu*+..., oy £ o.

De méme SS(u, ¢) représentera une série double en u et ¢, sans terme constant,
convergente dans un voisinage de u=o0, ¢v=o0: »

SS(u, v) = oyt + age¥ - Ggg U~ Ao UY . . .,

¢ étant une projection riemannienne M = ¢(J1U) on a, pour des uniformisantes
locales T et ® de R et ® opérant sur des voisinages particuliers de M
et M, s=TooB*=1Fk{" Si nous considérons des uniformisantes locales
z3=T(M) et {=B(IM) pour des voisinages quelconques de M et I on déduit
de la relation précédente

(1) 5 =8(8y) = a*(1+ S)

qui est invariante par toute transformatidon S effectuée sur { et z. Dans (1) les
fonctions S sont complétement arbitraires.

3. SurrAces DE RIEMANN. PoINTs DE RAMIFICATION. — Soit W =F(Z) une repré-
sentation d’une surface de Riemann R, dans une autre Ry. Cette représentation
est analytique si pour tout couple de points Z et W associés par F, on peut
trouver deux voisinages V,(Z)CR, et Vi (W)CR,, tels que si T, et Ty, sont les
uniformisantes locales de R, et R, représentant V, et W, sur les cercles-unités
des plans des variables z et ¢, on ait dans un voisinage de l'origine

P 1 2
w=h(z)=TwoFoTz'= a057<1+a15'7+ a5+ . >
1 1 ’

Sil'on pose z"=u, w’=1s on a s=o(u), ol ¢ estholomorphe univalente nulle
a lorigine

@ w=lolen)] = (850 ) = s 847)
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qui est invariante par toute transformation S effectuée sur z et w. S est
complétement arbitraire. :

DiriNiTioN 4. — La surface de Riemann de la fonction analytique W =T (Z)
est l'ensemble (R ; ¥, w) d’une surface de Riemann R et de deux projections
riemanniennes de R sur Ry et sur Ry : Z={9y(M), W=w(M) (MeR) telles que

1° F=wo{".

2° St une courbe fermée de R, a, par F, une image fermée sur Ry, son image
dans R par =" est aussi fermée.

Il existe sur R, un voisinage V(Z) tel que la composante connexe A,
de ¢=*(V), contenant M, soit représentée par une uniformisante locale de R,
Oy sur le cercle-unité Gy du plan {y, de maniére que l'on ait T,oo@y'=1{7 .
(ou T, est une uniformisante locale de R, qui représente V sur le cercle-unité
du plan z). De méme il existe sur Ry, V(W) tel que ’on ait avec des notations
analogues aux précédentes Ty ow o0y = (5. Soit A =A;NAy, M est intérieur
2 A qui a pour images dans Gy et G, Sy et Cy. Ces images sont en corres-
pondance conforme biunivoque {»=¢({;) avec correspondance des origines.
Soient D, et D, les images de A par T,y et par Tyow. Remarquons
que 03 000y est I'identité sur R. On a alors dans D, :

w=/f(z)=TwowoytoT;' =Twowo®y cgo@yo~toT;'= [cp<5:7>]p

Montrons que p et ¢ ayant le sens donné au début, le développement
1

de w = f(z) ne peut se mettre sous une forme w = (Sz?>p avecp'< p, ¢ < q:
si non il y aurait dans V, une courbe fermée faisant ¢’ fois le tour de Z a
laquelle correspondrait dans %, une courbe fermée faisant p’ fois le tour de W.
Il leur correspondrait sur ® une courbe fermée; mais la projection par ¢ d'une
- courbe fermée de R, entourant M est une courbe fermée faisant au moins
q tours autour de Z : donc ¢’ > ¢ ce qui est contraire a 'hypothése.

TrtoriMeE. — Soit (R; , w) la surface de Riemann de W =F(Z). Les ordres

des projections riemanniennes L= (M) et W=w (M) sont respectivement les
1

Z\P
coefficients q et p du développement w — (Sz" > obtenu entre les parameétres s et w
de voisinages quelconques de 7 et W.

B. — Fonctions d’automorphie.

1. FoNcTioNs UNIFORMES. — Soit w=f(z) une fonction uniforme de la
variable z. z'=10(3) est fonction d’automorphie de f si f(3)=f[2(z)].
o s’écrit aussi f~'o f.
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Dans le cas ou w est méromorphe, si ¢ est & p déterminations elle est
solution de P(z, 5')=o0, ou P est un polynome de degré p en z et en z'
(Shimizu) [5]. En particulier pour p =1 si f est rationnelle, ¢ est homo-
graphique (Fatou) [2], si f est transcendante, ¢ est linéaire (Shimizu,
Marty [5, 10]); nous reviendrons dans la section D sur le théoréme de
Shimizu.

2. Foncrions muLtiFoRMES. — Soit une fonction algébrique w(z) définie
par P(w, z)=o0, ou P est un polynome de degré m en w, n en z. Ecrivons
que w prend la méme valeur pour z et 5 :

(A) P(w, 3) =o, P(w, ') =o.

La correspondance obtenue entre s et s’ par I'élimination de w dans (A) est
~ donnée par R(z, 5')=o0, ou R est le résultant de I'élimination de w dans(A).
R(z,z")=(5'"—3)"R(3, 5'), ot R(z, 5") est de degré m(n — 1) parrapport
a chacune des variables z et 5'. Soient z'=09,(z), 3'=09,(z) deux branches
de z'(z) définies par R(s, 3')=o0. Posons 3"=09,(3") = 9,°9,(z), il existe
donc s, et w, tels que
P(wy, 5)=o, P(w,, 5')=o,

P(wy, 2')=0o0, P(wy, 5")y=0;

ou l'on peut avoir w, = w,. Donc la branche de fonction analytique définie
localement par @, 9, n’est pas fonction d’automorphie.

Dirnition 5. — Soit R la surface de Riemann de la fonction analy-
tiqgue W ="F(Z). M'=®(M) est fonction d’automorphie de w = w (M) uniforme
st o(M)=0[P(M)]. P=w""ow. La relation Z'="_,y®o =" qui en résulte
entre Z="{,U(M) et Z'={y(N') est la projection sur R, de la fonction d’auto-
morphie de w = o (M).

Dans ces conditions les fonctions d’automorphie de « forment un hyper-

groupe.

3. PoiNts pE RaMIFICATION. — Soit M= ®(M) une fonction d’automorphie :
W=w(M)=ow[®(M)]. Considérons des voisinages de M, M’, W (sur les
surfaces R, R, Ry), et les uniformisantes locales qui les représentent sur les
cercles-unités des plans {, {', w :

p
w=al?(1+ S)=d{"(1+ ST) ou afl (14 8ty =ao'¢ (1+ S7') =8¢
Sis{!=u,{'=8u:
r
(39 {'= S[C”'(I + SC):I,

(3) o=yt ss(e, o))
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Dans la forme (3) invariante par toute transformation S effectuée sur {etsur ¢/,
la série double SS n’est pas quelconque; (3) peut se mettre sous laforme d’une

Ap+wp’
série simple ne contenant que des termes ;i 7 ou A >0, po.
Projetons M'=®(M) sur la surface R, par Z=1{(M) :

W= <Sz%7>p: <Sz”:'>p’,
d’ou

Al
(4" z’:[S(S;jT//Y}] ,
(4) 5= cz§§[1+ss<~fl/;7 ~1/>]

Les formes (4) et (4') sont invariantes par toute transformation S effectuée
sur z et z/. Dans (4) la série double SS n’est pas a coefficients quelconques et

I'on peut la mettre sous la forme d’une série simple ne contenant que des
Ap+pp’
termes a;z 7' , o0 Axm, |1 >o.

TukoriMe. — Soit M'=®(M) une fonction d’automorphie de la fonction
analytigue W =F(Z) définie sur la surface de Riemann R de cette fonction.
Supposons que W = w(M) soit d’ordre p en M d’ordre p' en M', la projection
Z=4(M) étant d’ordre q en M, d’ordre q' en M'. Dans ces conditions le
développement de M' = ® (M) est de la forme

(3) | e P

Ap+pp’
qut ne contient que des termes { 7, % >o0, .>xo0. La projection de ® par
soit Yo® o~ est de la forme

XA [ ro1
(4) 5/: ,../; q I+SS('/"’/, 57
Ap+wp’

qui ne comprend que des termes 5 "7, X\>>m, p. > 0. Les points de ramification
de ® ou de Yo Doy~ ne sont pas du type général (2) des points de ramification
d’'une fonction analytique.

4. FONGIIONS D’AUTOMORPHIE SANS POINTS DE RAMIFICATION. — Soit M'= (I)(M) une
fonction d’automorphie sans points de ramification et dont I'inverse n’a pas
de points de ramification.

Considérons 'uniformisante globale f de R qui réalise la représentation
conforme de R sur un cercle C (ou le plan entier). /~* est automorphe par les
fonctions homographiques d’'un groupe G proprement discontinu. Soit ®; une

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 2. 24
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branche quelconque de ® (définie dans le voisinage d’un point). g;= fo®;0 f/~*
est homographique, donc we f~* est automorphe pour une fonction homo-
graphique g;€G, et pour toutes les fonctions du groupe proprement
discontinu I" obtenu en adjoignant a G la fonction g;. Le groupe I' comprend
nécessairement toutes les fonctions g;= fo®;o f~*. En effet ®; s’obtient par
prolongement de ®; suivant une courbe fermée sur R dont I'image dans C est
ouverte et joint deux points se correspondant par une fonction de G. On a
donc gj=uaog;°b, ou a et b€, donc g;€T. Inversement toute fonction ®,
obtenue par transposition ®,= "o gyo f d’une fonction g, €T, g, & G, est une
branche de ®.

Les images par une méme fonction g; de deux points de C se correspondant
par a€ G ne se correspondent pas nécessairement par une fonction de G, dés
- que ® a plus d’une branche : gjca-g7 G (a€G).

G est un sous-groupe invariant de I' si et seulement st ® est uniforme.
En général, le nombre de branches de ® est égal au nombre de classes y; de I
définies de la maniére suivante :

tout g appartenant a I' et n’appartenant pas a4 G, appartient a une classe vy;;
8. et g, € méme classe si g, 87" €G.

Il en résulte que ® et d—* ont le méme nombre de déterminations.

5. NOMBRE DE DETERMINATIONS DES FONCTIONS D’'AUTOMORPHIE. — a. Domaines
Jfondamentauzx. — Soit ¢, une représentation d’une surface de Riemann R sur
elle-méme. ® I’hypergroupe engendré par les itérées positives et négatives
de o,. ¢; désignera une fonction quelconque de ®. M et M’ sont dits équivalents
s'il existe g;€® tel que M'=q,(M). Supposons qu'il existe une projection
riemannienne T de R sur F de sorte que tous les points d’une méme classe
d’équivalence aient méme image sur F; nous n’exigeons pas qu’un point de F
soit I'image d’une seule classe de points équivalents. D’autre part si ¢ est une
fonction d’automorphie, une telle projection existe : (M) elle-méme; mais il
est aussi possible qu’il existe d’autres projections que w(M) satisfaisant a la
condition posée et permettant une réalisation plus aisée de la condition
suivante :

Supposons que I’on puisse tracer sur F un systeme d’arcs simples de Jordan ne
s’accumulant nulle part, ne séparant pas ¥ et limitant sur ¥ un domaine ¥* dans
lequel toutes les branches de n=" sont uniformes. Soient d; les domaines obtenus
sur R comme images de F* par ==". Ces domaines tous étrangers et couvrant R
(avec leurs frontiéres) constituent un pavage de R. Les domaines d; sont
appelés domaines fondamentaux de R relativement a =.

b. Les déterminations de ¢,. — Supposons les d; en nombre fini n.
Soit Med; : il y a au plus un équivalent de M dans chaque d;(j5£¢). ¢, a un
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nombre fini p de déterminations. Soit (R; 7, o) la surface de Riemann de ¢, :
o,=aeo7 '. Toute branche d’une ¢; définie dans un d; lui associe un autre d;
puisque ¢ associe des points équivalents et que d’apreés la nature de lafrontiére
de F*, si un point est frontiére d’un d; tous ses équivalents sont frontiéres de
domaines d;. Considérons sur R les images ¢, des d; par 7 : tout point de R a
une image par < - dans un d;, dong il appartient ou bien & un ¢, ou a la frontiére
d’'un nombre fini d’entre eux; d’autre part si Az£p : 6NS,=g. Les &,
constituent donc un pavage de R, chaque domaine du pavage ayant pour
image F* par mor.

L’image de &, par o est un d; : appliquons T et o & 8;. Définie dans <(8) =d,,
got" est une branche de ¢, qui associe donc & d; un autre domaine fonda-
mental d,. Puisque ¢, a p déterminations, & d; correspondent par <,
p domaines &, distincts, quel que soit d;. R est donc pavée par np domaines ¢,
et o représente ces np domaines ¢, sur n domaines d;. Supposons que o—*(d;)
soit formée de ¢ domaines ¢, : prolongeons ¢~*, depuis d; jusqu’a d;,, en évitant
d’éventuels points de ramification de o~* : les &, obtenus sont tous différents,
donc ¢'>¢, en désignant par ¢’ le nombre de domaines ¢, images de d,
par ¢'; mais en effectuant le prolongement de o= depuis di, jusqu’a d, on
trouvera ¢ > ¢', donc ¢ = ¢'=p. ¢~ étant a p déterminations o' =g ' I'est
aussi.

TukorkME. — Soit ¢ une représentation d’une surface de Riemann R sur
elle-méme. Supposons qu’il existe une fonction n uniforme sur R admettant pour
Sfonction d’automorphie ¢,. Supposons de plus que la décomposition de R en
domaines fondamentaux pour = soit possible et se fasse suivant un nombre fini de
domaines.

Dans ces conditions, @, et toutes les fonctions de I’ hypergroupe des itérées de @,
ont méme nombre de déterminations que leurs inverses.

En particulier : toutes les fonctions d’automorphie des fonctions algébriques
ont méme nombre de déterminations que leurs incerses.

6. REMARQUE SUR LES FONCTIONS D’AUTOMORPHIE. — Le théoréme du paragraphe 3
prouve que si 'on se donne une représentation analytique Z'= ®(Z) d’une
surface de Riemann R, sur elle-méme, il n’existe pas nécessairement de
fonction analytique W=F(Z) admettant ® comme projection de fonction
d’automorphie. Mais si I'on considére dans R, un domaine D suffisamment
petit (pour que @ représente D sur D'CR, conformément et biunivoquement,
et que certaines conditions de régularité des frontieres soient satisfaites) on
peut toujours construire un domaine ACR,, ADD, ADD’ et une fonction

W =F*(Z) uniforme dans A et admettant dans A, ® comme fonction d’auto-
morphie [18].






