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RECHERCHES

SUR

LA DEFORMATION DES SURFACES

Par M. Pavr VINCENSINI.

Introduction. — Le présent travail, en grande partie consacr¢ a I’étude des
circonstances géométriques qui accompagnent la déformation d’une famille
étendue de congruences rectilignes (congruences C, du Mémoire), tire son
origine d’un probléme résolu par L. Bianchi se rattachant 4 la méthode pro-
posée par Weingarten pour résoudre le probléme de la déformation des sur-
faces, et se développe conformément au plan que j'indique dans cette intro-
duction. '

Weingarten a montré, comme I'on sait, que si I'on connait une surface X,
admettant un ds* donné, la recherche de la famille de toutes les surfaces X
admettant ce méme ds* équivaut a celle d’'une autre famille de surfaces 0. Ces
surfaces O sont définies par une équation aux dérivées partielles du deuxi¢me
ordre, établissant une relation, entre les rayons de courbure principaux en un
point quelconque et les distances d’un point fixe de I'espace au plan tangent
correspondant.

Le cas particulier ou les caractéristiques de ’équation aux dérivées partielles
des surfaces © ainsi associées & un ds* donné ont pour images sphériques les
génératrices rectilignes de la sphére unitaire est particulierement intéressant.
Les ds* correspondant a ce cas peuvent étre mis sous la forme

(1) ds*=duw*+ (u + V) dv?.

V'étant une fonction arbitraire du parameétre ¢, et cette forme donne, pour des
particularisations bien connues de la fonction V, les différents types d’éléments
linéaires (au nombre de cing) pour lesquels le probléme de la déformation
peut étre résolu complétement. ‘ :
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(1) est I'élément linéaire de toutes les surfaces réglées admettant un plan
directeur tsotrope. Parmi ces surfaces, celles qui correspondent a la forme

[ A
(2) ds>= du®+ <u, — — 4c (f“‘-’“) ¢
' 92

sont les surfaces applicables sur un paraboloide dont une génératrice recti-
ligne est tangente au cercle de I'infini, et la forme (2) de leur ds* est préci-
sément I'une de celles pour lesquelles le probléme de la déformation peut étre
résolu complétement.

Ces derniéres surfaces ont été rencontrées par L. Bianchi dans un probleme

relatif a la déformation des congruences rectilignes. Ce probléme est le
suivant :

Supposons les différents rayons d’une congruence rectiligne normale C
situés dans les différents plans tangents d’une surface X et invariablement liés
a ces plans tangents. On sait, d’'une part que C reste normale au cours d’une
déformation arbitraire de X dans laquelle X entraine ses différents plans tan-
gents, et d’autre part que, si I'on considére une surface quelconque S ortho-
gonale aux rayons de C et si 'on suppose les différents points de S invaria-
blement liés aux rayons correspondants de C, I'’ensemble de ces points ne
cesse, au cours d’une déformation arbitraire de X, de constituer une surface
normale a C. Cela étant, le probléme traité par L. Bianchi, auquel il a été fait
allusion plus haut, consiste a4 déterminer la surface X et la congruence C
associée, de facon que, dans la déformation arbitraire dont il vient d’étre
question, 'une des surfaces normales a C reste constamment minima.

Si I'on exclut le cas évident o X est une développée de surface minima, les
surfaces X fournissant les différentes solutions du probléme sont celles dont
I’élément linéaire a la forme (2) de Weingarten, et, pour chaque valeur du
paramétre c, la congruence déformable C est déterminée de facon unique.

Les sarfaces complétement déformables d’élément linéaire (2), applicables
comme nous I'avons déja dit sur les paraboloides dont une génératrice recti-
ligne est tangente au cercle de 'infini, se trouvent ainsi géométriquement
rattachées aux surfaces minima. On peut se demander s’il ne serait pas pos-
sible de généraliser la question, et de relier ’ensemble de toutes les surfaces
d’élément lLinéaire (1) applicables sur les surfaces réglées générales a plan
directeur isotrope, 4 quelque probléme de déformation analogue a celui
envisagé par Bianchi.

Il se trouve, qu'en modifiant convenablement I’énoncé du probleme de
Bianchi, on peut lui donner une forme se prétant aisément a la généralisation
en question. J'ai été conduit a cette généralisation en partant de la remarque
que voicl :
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Dire qu'une congruence normale C dont les rayons sont situés dans les plans
tangents d’une surface X et invariablement liés a ces plans tangents, reste
constamment normale & une surface minima au cours d’une déformation arbi-
traire de X, c’est dire que le point central (milieu du segment focal) sur chaque
rayon D reste invariablement li¢ au plan tangent a X contenant D, et que dans
une configuration quelconque de X le lieu des points centraux relatifs aux diffeé-
rents rayons D est une surface normale a C.

Si 'on néglige la derniere condition énoncée, et sil’on exige seulement que
la congruence C reste normale au cours d’une déformation arbitraire de X et que
le point central sur chaque rayon reste invariablement li¢ au plan tangent corres-
pondant de X, on obtient un probléme généralisant celui de Bianchi, et dont la
solution (donnée au n° 6) est précisément fournie par les surfaces X applicables
sur les surfaces réglées générales a plan directeur isotrope.

Si, des deux conditions ci-dessus imposées a C, on néglige la condition rela-
tive a I'orthogonalité de la congruence, et si I’on ne retient que celle relative a
la fixit¢, dans chaque plan tangent de la surface X soumise 4 la déformation,
du poiat central porté par le rayon situé dans le plan tangent envisagé, la sur-
face X peut étre choisie arbitrairement, et les congruences C associées jouissent
de la propriété suivante :

Il existe sur X un réseau neariant (constamment constitué par les deux
mémes familles de courbes au cours de la déformation de X), tel que les
droites MF,, MF, joignant un point quelconque M de X aux deux foyers F,, F,
du rayon D de C situé dans le plan tangent en M, restent conjuguées harmo-
niques par rapport aux tangentes en M du réseau invariant.

Cette remarque faite, il était naturel de rechercher les congruences C les
plus générales, formées de droites situées dans les plans tangents d’une sur-
face T et invariablement liées 4 ces plans tangents, jouissant de la propriété
que les couples de directions MF,, MF, relatifs aux différents rayons ne
cessent, au cours d’une déformation arbitraire de X, de diviser harmoni-
quement les tangentes d’un réseau invariant de X. Ce probleme, résolu au n° 7
du Mémoire, comporte, pour une surface X arbitraire, deux types distincts de
solutions que je désigne respectivement par(C,) et (C,). Les congruences (C,)
ne sont autres que les congruences (déterminées par Ribaucour) dont les déve-
loppables correspondent 4 un réseau conjugué de X; pour ces congruences le
réseau invariant correspondant est en général formé de deux familles distinctes
de courbes. Pour les congruences du nouveau type (C,) les deux familles de
courbes du réseau invariant sont toujours confondues, et ces congruences
peuvent étre caractérisées par la circonstance suivante : Au cours d’une défor-
mation arbitraire de X, I'un des deux foyers situés sur un rayon quelconque D
de la congruence conserve, sur D, une position incariable.

Ann. Ec. Norm., (3), LXIII. — Fasc. 3. 33
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Cette remarque est le point dc départ d’une étude, faite aux n™ 8, 9 et 10,
des propriétés de déformation des congruences C,.

Dans cette Introduction nous nous bornerons a signaler la propriété
suivant laquelle la fixité, sur leurs rayons respectifs, des foyers situés
sur l'une des deux nappes focales d’une congruence C,, entraine la
conservation des développables ayant leurs arétes de rebroussement sur
I’autre nappe.

M. Finikoff, dans un important Mémoire dont il sera question dans la suite,
a résolu complétement le probléme de la déformation continue i un parametre
d’une congruence avec persistance des deux familles de développables, et a
abordé le probléme de la déformation arbitraire avec persistance de 'une des
deux familles de développables. Il a signalé, pour ce deuxiéme probléme,
existence d’une famille de solutions (dépendant de deux fonctions arbitraires)
constituée par des congruences dont les rayons sont perpendiculaires aux plans
tangents de la surface déformée X. Cette solution n’est pas la seule. L’ensemble
des congruences C, étudiées dans le Mémoire actuel, fournit la totalité des
congruences jouissant de la propriété de permanence envisagée par M. Finikoff
dont les rayons sont situés dans les plans tangents de la surface soumise & la
déformation.

Il est remarquable que la déformation de ces congruences C, réalise deux per-
manences simultanées : celle des foyers sur I'une des deux nappes focales et
celle des développables relatives a I'autre nappe.

L’une quelconque des deux permanences précédentes entraine d’ailleurs la
deuxiéme, et suffit a classer une congruence dans la catégorie des con-
gruences C,.

Certains des résultats obtenus dans ce Mémoire ont été succinctement indi-
qués dans deux Notes présentées a I’Académie des Sciences (Comptes rendus,
t. 222, 1946, pp. 630-032 et 1326-1328).

1. Points centraux d’une congruence C. — Nous rapporterons la surface X
dont les plans tangents contiennent les rayons D de C a un systéme ortho-
gonal (u, ¢) choisi de la facon suivante.

Soit I le pied de la perpendiculaire abaissée du point M(, y, 5) de X sur le
rayon D situé dans le plan tangent en M; les courbes u = const. seront les
courbes enveloppées, sur la.surface, par les différentes droites MI; les courbes
¢ = const. seront les trajectoires orthogonales des précédentes.

Désignons par X;, Y;, Z; (=1, 2, 3) les cosinus directeurs de la tangente &
la courbe ¢ = const. (¢=1), de la tangente a la courbe u= const. (1=2), et
de la normale en M & X (7= 3). Les coordonnées du point I du rayon D de C, de
cosinus directeurs X, Y,, Z, sont

(1) =+ uXy, =)+ aY,. =5+ al,.
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D’autre part, si
ds*= 1 du?+ G2,

D du?+ oD'duwde + D"d?

259

sont les deux formes quadratiques fondamentales de la surface X, celles de la

congruence C seront

S dANid:=cdu*+ (f+ J')dude + g de?,

Ao = S AX? = B du* 4 o ¥ du dv + G de*,

oul'on a
b QOX 0 SQON O QOX o SdX1 3
_SW Jdu’ _SW})(" S =\ ov du’ dv d¢’
Q9% X, Q0%
g(a) r=NT G-S(zﬂ'

Moyennant les relations exprimant les dérivées des coordonnées du point M

et celles des cosinus directeurs X;, Y;, Z;

dr = dx
du " VEX, d
N LB D X
du V f VE e
(2) & . ()V/EX D’ X 0X,
du VG Tor TR e T
X, D X D’ 0X,
! du — \/E s \/G » W -

et les analogues en Y et Z, on obtient pour les coefficients ¢, f,

les expressions suivantes :

\//zer

LGy Dy
VE du : VE
L VG | Dy
\T]T] ou VG »
! DY
2‘ XI_' %Xiy
VE VG

.//’ g, E,, F’, G/

o i oVE da .
{g—ﬁ dy ()u \/h
- 1 0VE /5, Oa p
J= U(—j dv <\JG+ W) + v/|<(J b’
, 1 0yG du “ oo,
S VE du Jdu VEG ’
| _
3 g L WG, 0 .
(3) = & o VO +\/h(1 b
E= /; M>-+ D—j:
v Jdv D
p__ 1 0JGo E DD
w_\/ﬁ} du  dy £’
=~ 2 '
G' = <-——I: d\/G> -+ DZ.
VE du E
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L’équation aux abscisses o, et ¢, des foyers situés sur D, comptées a partir du
point I, est '

(4) (E'G — F)p2 4 [ B g4 Gle — V(4 f)]o + eg — ff =0,

et celle des développables

(5) (Bf—=Te)dw*+[Eg—Ge+ 1V (f—[)dude + (Fg—Gf)yder=o.
Explicitons les coefficients de I’équation (4). Compte tenu des relations (3),
on obtient .
G e L JdG JE
EG —F = G[ D+ Do D’
o ! </ ! oG JE
B g Gle—F'(f+ [)= —= [OUD 5_n

a OVE 1 [ VG ()(/ < ()(1,>
v A L\ VL (A )U b,
[\/G de - N ]{( Jdu du \/p de )
a [ 0G JE da da .,
o . o i ! / I 4
K ff_QlfG[dltD+d$"Dj|[<v(J 0V>D ()uD J’

et I’on voit que le point central w sur le rayon D est défini par

\/]CG(\"’G —i—% D+ VE(a ()—\/E —\/G% D'+ -—-“_E: —_’)\/]JD”
— \ dv Ju Ju dy
(6) To=0FPr )
2 JdG JE _,
— D+ =-=D
du dv

Donnons aussi I'expression du produit ¢, o,

)
y 2

(\/(r ‘;Hj 9ty
D+

qui nous sera utile plus loin

(6") 0y =2all 3G PID ):)”
: du v

2. Congruences C a points centrauzx incariablement liés aux plans tangents
de X. — Demandons-nous comment il convient de choisir la surface X et la
congruence C associée pour que, dans toute déformation de X, les différents
points centraux de C, supposés invariablement liés aux plans tangents de X,
restent points centraux pour les différentes congruences C dé formées.

Il faut et il suffit pour cela, que I'on puisse choisir la fonction Ml = a(u, ¢)
qui fixe dans chaque plan tangent & X le rayon correspondant de C, de facon

que la distance Tw, qui détermine le point central, soit une fonction des deux
variables u et ¢ restant la méme fonction de u, ¢ lorsqu’on déforme X arbitrai-
rement.
Si 'on a égard a I'expression (6) de lw, on voit aussitit que le coefficient
oVE

de D" doit étre nul. Cela exige que 'on ait, soit « =o, soit 5~ =o0
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Si a = o, I'expression de Lw s’écrit
— GVED
To=— ¥,
JG D JE b
au dv
et I'on voit que pour que lw ne dépende que de «, v, et non des configurations
particuliéres que peut prendre la surface X en se déformant; il faut et il suftit
Jd V (B} )
Tde

que = 0.

s

. . . E
La premiére hypoth¢se @ = o rentre donc dans la deuxieme (—)dl‘)— =o. Eest

une fonction de la seule variable «, que ’on peut réduire 4 'unité moyennant
un changement du parameétre «, et la surface X est seulement assujettie a avoir
un élément linéaire de la forme

ds>= du*+ G dy2.

X est, comme |’on voit, une surface arbitraire rapportée a un systeme de o'
géodésiques (¢=const.) et a leurs trajectoires orthogonales (u= const.),
et C est la congruence normale formée par les tangentes aux géodésiques
¢ = const. Le point central » sur le rayon de Cissu d’un point quelconque M
de X, défini par Mo =— JG reste ici 4 une distance invariable du point M
ou

gale & la moitié du rayon de courbure géodésique de la trajectoire orthogonale

d es géodésiques ¢ = const. issue de M.
JVE

Plagons-nous dans I'hypothése générale —— =0, a £ o.

L’¢lément linéaire de X pourra, comme il a été dit, étre mis sous la forme

ds*=du*+ G dv?,

et les rayons D de C devront étre paralleles aux tangentes d’une famille de géo-
désiques (v = const. ) de X.
L’expression (6) de lw s’écrit ici

ou IWG ()u )
¢u<¢u+ >D—|—< . )1)

Jdu
1
Jdu )

(7) To—

et I'on voit que, pour que lw ne dépende pas de la configuration de X, il faut et
il suffit que I'on ait

2 J \/(J g Jdu .
(8) “ou -V du "
d’ou 'on déduit
(9) . , a:V\/C—},

V étant une fonction arbitraire du seul paramétre ¢.
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A toute surface X on peut donc associer une infinité de congruences C arbi-
trairement déformables avec invariance des points centraux sur leurs rayons
respectifs. Chaque systéme de o' géodésiques de X fournit une famille, dépen-
dant d’une fonction arbitraire d’un argument, de telles congruences. Si
ds*=du*>+ G dv* est I'élément linéaire de X rapporté aux «o' géodésiques
(v =const.) et leurs trajectoires orthogonales (u = const.), les congruences C
correspondantes s’obtiennent comme il suit.-

On porte, sur la tangente a la trajectoire orthogonale des géodésiques issue
d’un point quelconque M(u, v) de X, une longueur MI=VG (V étant une fonc-
tion arbitraire de v) et l'on méne, par le point 1 ainsi obtenu, lu parallele D a la
tangente a la géodésique tssue de M.

En faisant varier la famille de géodésiques considérée, on obtient toutes les
congruences C dont les points centraux restent invariablement liés aux plans
tangents correspondants de X lorsqu’on déforme X arbitrairement.

Le point central w sur un rayon quelconque, D, de 'une quelconque des
congruences C envisagées, est défini par la relation (7) qui, compte tenu de (8)
et de 'expression (9) de «, donne

. fo ()G h
o G . V([ 9
’ —_ ——(1- Yy o = ——
(7" lo= 0G(1-|—\) o Brrel
ou ou
V' étant la dérivee de V.
3. Propriétés des foyers et des développables des congruences C. — Au cours

d’une déformation arbitraire de X les congruences C qui viennent d’étre déter-
minées jouissent de la propriété suivante : Leurs développables ne cessent de
correspondre a un réseau conjugué de X.

Cette propri¢té de la déformation de X est d’une vérification directe aisée.
On peut la rattacher au probléme, résolu par Ribaucour ('), de la détermi-
nation de toutes les congruences C dont les rayons sont situés dans les plans
tangents d’une surface X et invariablement liés 4 ces plans tangents, les déve-
loppables des congruences C ne cessant de correspondre i un réseau conjugué
de la surface X lorsque celle-ci se déforme arbitrairement.

Ribaucour a établi que les congruences C jouissant de la propriété énoncée
sont caractérisées par le fait que deux foyers associés quelconques sont situés
sur deux tangentes conjuguées de la surface X (qui sont précisément les tan-
gentes du réseau conjugué de X correspondant aux développables de C), et
qu’en outre, il suffit que la correspondance des développables de C et d’un

(1) A. RiBAUCOUR, Mémowre sur la théorie générale des surfuces courbes (Journ. de Math.,
4¢ série, t. VII, 18g1).
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réseau conjugué de X ait lieu pour une configuration déterminée de X pour
qu’elle subsiste dans toute autre configuration. Il a d’ailleurs montré que les
congruences en question ne sont autres que les congruences des polaires des
cordes de contact des différentes enveloppes de sphéres centrées sur X.

Les congruences C déterminées par Ribaucour peuvent se déduire de I’équa-
tion (5) des développables donnée au n° 1. Explicitons cette équation que nous
aurons a utiliser dans la suite. Posons

A=FEjf —Fe,
AN=FKg—Ge +I"(f’——f),
AM=Fg—G'f;

I’équation des développables est

Aduw+ N dudy + A" de*= o,

ol A, A’y A", calculés au moyen des relations (3), ont les expressions suivantes
ou K désigne la courbure totale de X

a IVE \* 1 IVG du 1 OVE[/ 0VG A
A—m ————— J_ /2 \’ 2 __L L Ny — !
G\/EG< v )D T EVE du ou D*+ 56 v \“ou +\’Udu bo’,

[ /G+3“)ﬂ5‘)f,,c‘ v ("Xf ﬂ““’** Kdd“f nL
A= "\/1‘ - < ”’)1)1)'__1(_”6”3_”(}‘)5} Y — Lﬁ?ﬁ(d(;:taymy
VG od%L@G g v

Si, 4 partir des expressions précédentes de A, A’, A”, on forme la condition
pour que les développables d’une congruence C correspondent a un réseau
conjugué de X, a savoir

DA’ — D'A'+ D'A = o,

on obtient sans peine

oG JE _, da ow,
K(()tD _D><\/G()u “Tou )

La nullité du premier facteur exprime que la surface X est développable, et
correspond a un cas d’indétermination évident que nous exclurons dans la
suite. Le second tacteur( D+ o D’> ne peut étre nul pour toute déforma-

tion de X que si I'on a _
0G OB
du — 90 "
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soit
E:/’(u), G:C?(V),

ce qui raméne au cas exclu ou X est développable. .
La condition pour que les développables de C correspondent 4 un réseau
conjugué de X se réduit donc en définitive a -

< 0u G
\/G Ju a du

d’ou 'on déduit
a=V \/G (\./ — fonction arbitraire de ¢),

A toute surface ¥ on peut donc associer, conformément au résultat de
Ribaucour, une infinité de congruences C dont les développables ne cessent de
correspondre a un réseau conjugué de X lorsque X se déforme arbitrairement.
On voiten outre qu’a partir de tout systeme orthogonal de X(ds*=Edu*+ Gdv?),
on peut construire une infinité de congruences C en portant, sur la tangente &
la courbe « = const. issue d'un point quelconque M, une longueur MI =V /G,
et en menant par I la paralléle a la tangente a la courbe ¢ = const.

La construction générale précédente est précisément (voir le n° 2) celle qui,
appliquée au cas ou X est rapportée 4 une famille de géodésiques et a leurs
trajectoires orthogonales (s> = du* + G dv*), fournit les congruences C, arbi-
trairement déformables avec X, dont les points centraux restent invaria-
blement liés aux plans tangents contenant les différents rayons, lorsque X se
déforme arbitrairement. Ces congruences jouissent donc bien, comme on
I’avait annoncé, de la propriété que leurs développahles ne cessent, au cours
d’une déformation arbitraire de X, de correspondre 4 un réseau conjugué de X.
Et la proposition générale de Ribaucour montre en outre que, pour chaque
position du point M sur X, les tangentes conjuguées du réseau correspondant
aux développables d’une congruence C sont les droites MI',, MF,, I, et ', étant
les foyers du rayon de C situé dans le plan tangent en M & X.

Considérons deés lors la droite Mw, joignant un point quelconque M de X au
point central, w, du rayon D d’une congruence C associée a X situé dans le plan
tangent en M. Cette droite reste invariablement lice au plan tangent en M 4 X
lorsque X se déforme puisqu’il-en est ainsi du point @, et I'ensemble des
drojtes Mw enveloppe sur X une famille de courbes qui, avec les géodé-
siques ¢= const., constitue un réseau (évidemment non conjugué) invariant
au cours d’'unc déformation arbitraire de X. Ici et dans toute la suite nous
entendons, par réseau invariant de X, un réseau dont les courbes des deux
familles sont constamment constituées par les mémes points de X lorsque X se
déforme.

Le parallélisme du rayon D et de la tangente a la géodésique ¢ = const. issue
de M, et la symétrie des deux foyers F,, F, portés par D par rapport au point
central w, montrent que les deux tangentes conjuguées MF,, MF, de X, sont






