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SUR

LA REDUCTION A L’ORDRE MINIMUM

DES

SYSTEMES DE COURBES ALGEBRIQUES PLANES

DE GENRE QUELCONQUE

Par M. PoL BURNIAT.

Introduction.

Le probléme de la réduction crémonienne a I'ordre minimum des systémes
linéaires de courbes algébriques planes est résolu pour les courbes de genre
p=o, 1, 2, 3. Il n’est évidemment pas résoluble dans toute sa généralité pour

une valeur quelconque de p (").

La suite des adjoints purs d’indices 1, 2, . .. d’un systéme linéaire de courbes
planes |c| fournissant une suite de caractére birationnellement invariantif
attachée 2 ce systéme et en constituant ce que, i certain point de vue, on serait
tenté d’appeler 'ascendance, on peut songer a réduire a 'ordre minimum les
systémes |c!| de genre quelconque dont la suite des adjoints satisfait & une loi
déterminée.

C’est dans cet esprit que nous avons entrepris et résolu le probléeme de la
réduction des systemes |c| dont le genre forme avec les genres de ses adjoints
successifs une progression arithmétique décroissante. Nous apportons ainsi
une modeste contribution 2 une question importante de géomeétrie algébrique
plane. ' :

Les résultats essentiels acquis au cours de ce travail sont énoncés aux n°s 11,
15, 19 et 23.

(%) Pour la bibliographie, voir par exemple : FaBio CoNrorto, Le superficie razionali, Zanichelli,
Bologna, 1939, pp. 300-304 et 328-335.

Ann, Ec. Norm., (3), LXIL. — Fasc. 2. . 13



94 POL BURNIAT.

I. — Les systémes d'argument /.

1. Disons qu'un systéme complet irréductible |c;| de courbes planes ¢, de
genre p; est d’argument ¢_>o oau sens large si p; forme avec les genres p;_,, pi_o,...
de ses adjoints purs infinis |¢,_, |, [¢;_s|, ... d’indices 1, 2, ... une progression
arithmétique décroissante de raison ¢. Nous déterminons I'indice 7 de telle sorte
que |c,|soitson dernieradjointinfini. Nous convenons cependant que sil’adjoint
le,_y | de || est composé avec les courbes d’un faisceau [0/, |¢,, |, s’il existe,
est ’adjoint pur de |6 |.

La notion de systeme d’argument ¢ ne présente évidemment un certain intérét
que si 23, ce que nous supposerons toujours dans ce qui suit. De la définition
qui vient d’étre proposée, il résulte que I'on a p, <1.

2. Supposons qu'il existe dans la suite des adjoints ¢ |, |cial], ... un
premier systéme |c,|, s > 1, composé avec les courbes 6 de genre p d’un faisceau
|0] et que ¢,=nb, n21. Alors |c,| est de genre (virtuel) p=n(p —1)—+1 et
de dimension r,—=n =p,,, —1, car |c,,, |, par hypotheése, est irréductible. On
doit donc avoir p,,,=n-1. D’autre part, p,.,,=p,+t=n(p—1)+1-41t.
Il s’ensuit que

- n(p—1)+i14+Lt=n+r,

ce qui ne peut avoir lieu que pour p=1, t=n ou p=0, t=2n. De toute
facon, |0| n’a pas d’adjoint infini, et contrairement a ce que I’on a supposé,
s=1.Dela:

Seul I'adjoint d’indice v — 1 de |c;| peut étre un faisceau ou composé avec les
courbes d’un faisceau. Celui-ci est de genre o ou 1 et t vaut n ou 2n.

Observons encore que p, =1 ou p,—=—n -1, sulvant que p=1 ou p=o.

3. Tout faisceau de courbes elliptiques irréductibles est birationnellement

réductible a un faisceau |9 |
0=Coe (AL ... AK), k>
de Halphen. ,

Or Wiman (') a démontré qu’un faisceau de Halphen proprement dit (£ > 1)
ne peut apparaitre dans l'adjoint d’un systéme de courbes de dimension 2
au moins, que seul un systéme birationnellement équivalent a un systéeme de
sextiques doté de 8 points-base doubles peut avoir pour adjoint un systéme =
de courbes elliptiques (nécessairement transformable en un faisceau de cubiques
doté de 8 points-base simples assignés).

(1) Zur theorie des endlichen Gruppen von birationalen Transformationen ( Math. Ann., 48, 1896).
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Il résulte de la que si le dernier adjoint |c,| d’un systéme d’argument t est
réductible, vl est nécessairement composé avec les cour bes rationnelles d’un faisceau.

4. Chaque adjoint infini |¢,| du systéme |c;| d’argument ¢ étant I'adjoint d’un
systéme irréductible de genre p,.,, posséde la dimension :

(1) Pe=peag—1=pi— 1+ ¢, S=i—1,l—2,...,2,1,

et ry, 7.4, ..., 1y, r, forment une progression arithmétique de raison .
Si nous exigeons de la dimension r; de |¢;| qu’elle satisfasse a la condition

analogue
ri=pi—1 -+,

nous dirons que le systéme |c;| correspondant est d’argument ¢ au sens étroit,
ou plus simplement d’argument ¢.

La restriction résultant de I'introduction de cette condition supplémentaire
n’est pas d'importance majeure. En effet, si |¢;| est d’argument ¢ au sens large,
|ci—i| est certainement d’argument z, car sa dimension r._, satisfait a (1). Par
suite, tout systéme d’argument ¢ au sens large peut étre obtenu comme systéme
dont I'adjoint d’indice 1 est d’argument z (au sens étroit).

Nous verrons que tout syst¢éme d’argument ¢ au sens large est totalement ou
partiellement contenu dans un systeme d’argument z.

Nous considérerons d’abord les systémes d’argument ¢ au sens étroit.

5. Le systéme |c;| étant d’argument ¢, considérons le systéme ¢/, s =2, 3, ..., 1.
Il est de dimension r, et découpe sur une courbe ¢,_, générique une série linéaire
non spéciale, car elle est d’ordre (")

Cs.Coy==2Ps-—2>2P; 1 — 2
et, qui, compléte, posséde la dimension

2Ps— 2 — Psa=pPs— 2+ l=r;—1I.

Il s’ensuit que | c,_, | est partiellement contenu dans |¢,| et que le systeme ||,
défini par I'équivalente '

(1) Cy= Cyy + Xy,

est effectif, D’autre part, comme une courbe x, passe par chaque point-base de
|¢;|, on peut écrire

(2) cl= 5.1+ X,

et , partie fixe de I’adjoint impur |c,|de |c,_,|, est une courbe isolée ou la

courbe o. Le systeme |x,| dont I’adjoint se réduit & une courbe isolée ou a la
courbe o, est de genre virtuel 1 et I'on a &,.a, =o.

(1) Nous représentons par le symbole «.b le nombre d’intersections libres de deux courbes a et 5.
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Partant de (1), 'on peut écrire
(3) Ps=Ps—1—+ 1+ Co_y.Zy— I ou Zs.Co = L.
Sit>1, |c |, qui est de dimension r,=p, — 14t > p,, est régulier et sasérie

caractéristique est d’ordre

(4) Cs Cy=Ty+ pi—1=2p;— 2+ L.

Dés lors, de la relation
Cs.Cy=(Csm1 &) (Comy + &) == Cyy e Csy + 2Co 1. Ly~ Xy 2y,
on tire, en vertu de (3) et de (4) (ou l'on substitue s — 1 as),
(5) Xy . Ls= 0

et, ensuite,

(Csmy+ &5) 3= Coy . Ly = Cc. 2= L.

Observons que (5) implique que | x,| qui est elliptique, est une courbe isolée
ou un faisceau. Plus que cela, la derniere alternative, en admettant qu’elle
puisse se présenter, ne peut le faire qu’exceptionnellement, car aucune hypo-
thése restrictive n’a été formulée sur la configuration des points-base de|c;| et,
par suite, sur celle des points-base assignés de |z,

Sit=1,|e,— x| =|c,_,| a ladimension r_, =r,—t=r,— 1 et x, est effec-
tivement fondamentale monovalente pour |c,|; || se réduit donc & une courbe
isolée éventuellement o et x,.x, = o.

On sait par (3) que ¢,_,.x,=1, donc que |c,_,| découpe sur x, une série
linéaire g, qui se réduit nécessairement a un pointfixe B,_,, car o, est de genre 1.
Toutes les courbes ¢,_, ont donc ce point en commun; celui-ci est extérieur
a la base assignée de |c,_,,| et ce systeme posséde la surabondance 1. La série
caractéristique de |c,_, | est spéciale et de dimension

r,q_,——I‘:pS,l— 2+t=psy—1,
c¢’est donc la série canonique. Notoﬁs encore que |c,_, | possede le degré virtuel
2Py —1=2ap,  — 2+ ¢.
Supposons que |¢,| est régulier. 1l est alors de degré

rs+ps—1=2p;—1I car re=ps—1-+¢=p;s

et
Cs . == Ce.(Cs— Cyy) =1T.

Mais «, est de genre virtuel 1; |¢,| ne peut donc découper sur x,qu’une série
linéaire g7. Autant dire que |c,| posséde sur cette courbe un point-base simple
non assigné B,= g7 et a la surabondance 1.
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De toute facon, on a virtuellement ¢,.x,=1, ¢, ,.2x,=1 et, par conséquent,
Xy Ly== Zs.(C;— Cs_1) = 0.

En résumé : si|c,| est un systéme d’argument t, le systéme |c,| s=1,2, ...,
est de degré virtuel (et effectif pourtS2)c,.c;=ap,— 2+ t; de plus, les— ¢ |,
522, définit un systeme effectif |x,| de genre virtuel 1 tel que x,.x,—= o et se
réduisant, pour une base non particularisée de |c;|, a une courbe isolée. Enfin, on
a virtuellement (et effectivement pour t< 2)

Co Xy == Cy_y: 5=,

6. Le systéme |z, =lc,—c,_,|, s22, posséde une base assignée égale a la
différence des bases assignées de |c,| et|c,_,|. On sait que ¢,_,.x,= ¢, donc
que |c,_,| découpe une série linéaire de dimension t—1 —e, €20, sur une
courbe x, générique, car x, est de genre (virtuel) un. On sait d’autre part que
rSro=r,+t>t. 1l résulte de la qu’il existe un systéme de courbes c,,
particuliéres, soient les courbes ¢,_,, formées de x, et d’une résiduelle ¢,_,
variable dans un systéme linéaire | ¢, ,| de dimension

rey—t+e=rys+e—=ps,—1-+e.
Désignons par |c,,| le systéme |x,+ ¢,,|; |c,—i| est totalement contenu
dans |c,_,

La série linéaire découpée sur une c,_, générique par une ¢,_, est de dimen-
sionr=p,_,—1-+4eetdordre

N == Cs_9. Csy :(cs_1 — ws) Cs 1 SC Comg — Cof LT 2P — 2,

car la base de |c,_,| contient celle de |¢,,|. Ecrivons n=12p, ,—2—j,j>o.
Je dis que e=j = o et que, par suite, |¢,_,| est un adjoint de |c,_,|. En effet,
la série linéaire découpée par |c,_,| sur ¢, est une série g,/>'~.,7%. Sie >o,
cette série est non spéciale et doit étre d’ordre au moins égal a2p,, —1+¢,
ce qui n’est pas le cas. D’autre part, pour e = o, la série en question doit avoir
un ordre au moins égal 4 2p,, — 2, ce qui exige j = o.

D’apres cela, observons que

Cs—m1.Cs—1 = (Cs—i_‘_ 1’.»')'05'_1 =oPs1— 2 = Cs1 . Cs g

Les systémes |c,_,| et | ¢,—,| ont donc méme base et ¢,_,=7¢,,.

En somme, nous avons montré que l'opération c,_,— a, était possible et
définissait un adjoint |c,_,| de |c,_,|. On peut préciser et démontrer que |c,_,|
est 'adjoint pur |c,_,| de |¢,_,|.

Pour prouver ce dernier point, notons d’abord que

Cs—9.C5_ 9= (C.v—l — x:)- (cs——l — .’E_,) TS Cy g Cy g — 2Ce s+ X X
=(2ps—2+t)—2t—0=2p,,— 2+ ¢,

Ol C,_y.C s ==1Cs_5.Csp (N°H).
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Si|¢,.| était un adjointimpur de | ¢, |, on aurait ¢,_, =¢, ,+ 0, 0 étant une
courbe partie fixe de | c,_,| et '

55-2-5.\-_2: (Cs—a+ 9)-(05—2+ 0) = Cs9.Csa+ 2C5.0 4+ 0.0,

Mais ¢, ».0 = o, car

Coy o Coa=Coy.(Cs—s+0) =2p; | — 2.
D’autre part,

8.0=0.04+c .0 =(0.c,+0) <o,

car 0 est partie fixe de |¢,_,+ 0. Au total, si 'on avait ¢, y,=c, ,+6, la
relation ¢, ,.¢, y=c¢, ,.¢,_, ne pourrait avoir lieu. Il faut donc bien admettre
que ¢, ,=c¢, ,. '

7. St |c;| est d’argument t (au sens étroit), on a
ci—=e+(I—1) (ca—cy).

Pour le prouver, écrivons encore x=c;—c.,. D’aprés ce qui précede,
Ci— T =Ci_, OU T=cC_,—Ci_,. Par suite, c,_,=c,_,— x, et ainsi de suite.
Autant dire que

X=Ci— Ci1=Cij1— Ci9=...=Cy— Cy,

ouc,=c,+(I—1)(ca—cy).

Remarquons que pour =2, comme pour z=1 (n°5), || se réduit & une
courbe isolée. En effet, si || était un faisceau, celui-ci découperait une série
linéaire g, sur une ¢; générique; |c;| serait donc hyperelliptique et 'on aurait
|cioi|=(pi— 1) | x|, ce qui est impossible pour 7 — 1 > 1 (n° 2).

8. Lethéorémeprécédent fournit une méthode pratique pour ladétermination
des systémes |¢;| d’argument ¢ birationnellement distincts. Pour les obtenir, on
peut opérer comme suit :

a. construire les systémes |c,| birationnellement distincts de genre p,<1 et
dimension r, capables d’étre adjoints de systéme, |c,| de genve p, + ¢ et dimen-
sion r, 4+ t. '

b. construire les systémes |c,| de ces genre et dimension birationnellement
distincts dont les adjoints purs sont précisément ces systémes | c, |.

c. construire ceux des systemes |¢;|=|c,+ (i—1) (ca—c,)| qui sont
effectifs. '

C’est de cettte méthode que nous userons dans ce qui suit.

9. Occupons-nous d’abord du cas p,<<o. Il ne se présente que si|c,| est
composé avec les courbes d’un faisceau, celles-ci étant rationnelles (n° 2) et| c,|
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est hyperelliptique. Or un taiseau de courbes rationnelles est birationnellement
réductible a un faiseau de droites [C,(A)| de sommet A. Si chaque courbe ¢,
estformée al’aide de » >> 1 courbes du faisceau, on peut donc écrire ¢, = C,(A").

Sur une courbe ¢, générique, la série linéaire g} portée par cette courbe etavec
laquelle la série canonique est composée, est découpée par le faisceau | C, (A)).
De plus, puisque r,=n, p,=r,+1 __n—l—l On déduit de la que si |c.]| est
d’ordre n+m—+3, m2o:

1° A est base (n 4+ m—-1)-uple pour |c,|;
2° | ¢,| possede encore m points-base doubles A,, ..., A, et ¢20 points-base
sitnples B,, ..., B,. -

En somme, on a

n

z=cy— ;=G 3 (A"AT .. A2B,...B)).

3= Cpymas (AP HA2 L A2 B, .. B,),

Mais on sait que x..x = o, ¢ doit donc étre tel que

(m+3pP={(m-+1)2+4m-+gq ou q=8.

De la,
&= Cps (AmAY .. A2 B, ... By),
et
(I) Ci=C (l' —1)x= CIH-wi——nm+3)(A"l+(l‘_“(m+“A12[_ A:zi—)Bl_ ceey B{%—‘ )
avee
t=p,—p=n+1—(—n-+1)=2an, pi=(—n+1)+(l—1)an=(21—3)n +1.

La réponse ainsi obtenue doit étre examinée de plus pres.

10. Sim =o, on
(11) lei| = Capgimn) (A1 B!, L By, n>r.

Un tel systéme est certainement d’ordre minimum, car n + 3(¢ — 1) est l'ordre
minimum d’un systéeme dont l'adjoint l'indice ¢—1 est réduit a ordre
minimun n.

" Supposons maintenant que 'on a m>1.

Observons que toute transformation de Jonquiéres conservant le plan w
de |c;| etle sommet A conserve le faisceau |C,(A)| et transferme |c,| enun sys-
téme | ¢} | composé avec des droites de |C,(A)|. Il transforme par suite | c;| en un
systeme |c} | repondant a la formule (I) du n° 9, seul m pouvant changer de
valeur (ce qul correspond a une modification du nombre des droites fonda-
mentales AA; impropres pour |c;|). Nous pouvons donc faire 'hypothese que
|c:| est réduit a I'ordre minimum par des transformations de Jonquiéres de
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sommet A. Cette hypothése entraine des conséquences pour la configuration
des points-base de | ¢;|.

Parce que la somme des ordres des points d’un triple AA; A, ou AA,B, excéde
lordre de |c;|, les trois points d’un tel triple ne peuvent servir de base 4 une
transformation quadratique conservant A, car celle-ci réduirait I'ordre |¢;|. Il
résulte de Ia que les points A, ou B, sont infiniment voisins de A et qu’un point
A, ou B, ne peut succéder a un point A; du domaine du premier ordre de A sur
une branche linéaire de courbe.

Supposons qu’un point Y de la base de|c;| succéde au point A, (nécessai-
rement, d’apres ce qui précéde, sur une branche cuspidale de courbe). Une
transformation quadratique de deuxieme espece T(AA,X) basée sur A, A, et
un point générique X du plan transforme |c;| en un systéme du méme type et
du méme ordre |c;], mais pour lequel Y est transformé en un point-base du
méme ordre de multiplicité (situé dans le domaine du premier ordre de A),
tandis que A, disparait pour étre remplacé par un point (2¢ — 2)-uple infini-
ment voisin de A (dans le domaine du premier ordre de celui-ci) et commun
& 20— 2 branches linéaires de courbe ¢; qui, prises deux a deux, ne sont pas

en général osculatrices en A. Il s’ensuit que I'on peut, sans augmenter I’ordre
de | c;|, faire en sorte que les points A, soient infiniment voisins de A dans des
directions différentes, et que tout point B, ou bien appartienne au domaine du
premier ordre de A ou succéde a un autre point B, de ce domaine.

Trois points B;, B,, B, ne peuvent succéder & un point A sur une branche
linéaire de courbe si les deux premiers ne sont pas alignés sur A. En effet, dans
le cas contraire, la transformation de Jonquiéres d’ordre trois et de base
(AB;B,B,A,) serait réductrice de I'ordre de |c;|, ainsi qu’on le vérifie par un
calcul élémentaire.

D’apres cela, il y a a1 points B, proches de A. La loi de proximité en ce
point doit donc étre satisfaite et I'on doit avoir

n+(m—+1)(i—1)2em(i—1)+(I—1)a

ou
n

(et) m—+afg —+ 1.

-1

Des systémes d’ordre minimum du type (I) avec m donné existent cer-
tainement. Par exemple, ceux pour lesquels tous les points A,, ..., A, B, ..., Bs
sont infiniment voisins de A dans des directions distinctes, si I’on prend »
satisfaisant a la relation () dans laquelle on fait a = 8.

10%s. Supposons qu’une transformation birationnelle n’appartenant pas au
type de Jonquiéres puisse encore abaisser I'ordre de | ¢;|. Elle change les droites
par A en courbes d’un certain ordre s > 1 et|C,(A")|en un systéme de courbes
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d’ordre zn composées avec les précédentes. Elle change |¢;| en un systéme de
courbes d’ordre n°2 zn + (¢ —1) 3. Mais, par hypothése,

ne<<n—+(m+3)(7{—r1).
Donc

n+(m=+3)({—1)>zn+3(—1) ou n+m(i—1)>znzan,

car 322, ou m({ —1) > n. De la, enfin, parce que a2,
n
(1) m+a>:—|—1.

Cette derniére relation étanten contradiction avec la relation («) du n°10, nous
devons rejeter I’hypothése que nous venons de faire et admettre que tout sys-
teme | c;| actuellement considéré est réductible birationnellement & un systéme
d’ordre minimum du type (I) ou (II).

.

11. Ces premiers résultats peuvent étre résumés de la facon suivante :

Tout systéme |c;| d’argument t pour lequel | c, | est de genre p, < o est biration-
nellement réductible a un systéme d’ordre minimum de l'un des types suivants :

(I) ]Cn+3’x'i—1)(A”+I—.IBi1—17 ey Bl‘l_1)1 n>i, t=2n,

(2) | CrH—(z‘—ﬂan—:;)(A’H_(i_” (”H_“A?i_ga D) *\12711—2 Bit_l Y ey Bis—i ) ‘7 n>i, t=2n.
Pour le systéme (2), les points A,, ..., A,, sont infiniment voisins de A dans des
directions distinctes; B,, ..., By sont infiniment voisins de A, aucun d’eux ne

succédant @ un point A; trois points B ne peuvent succéder a A sur une branche
linéaire de courbe si les deux premiers ne sont pas alignés sur A. St a est le nombre
des points B proches de A, la relation suivante est satisfaite

m—+ag —+1.

i—1
12. Lorsque p,=o, |c,| est birationnellement transformable en I'un des
systemes de courbes suivants :

1° Faisceau de droites ¢,=C,(A);

2° Systeme des coniques ¢, = C,;

3° Systéme de courbes ¢, = C,(A""), n21;

4° Systéme de courbes ¢, = C,(A""A}, ..., A)),n >1,n—12m>o0; pour
m2z2, les points A,, ..., A, sontinfiniment voisins de A dans des directions
distinctes.

Pour ces systémes, on a respectivement

ri=i1,52n,2n—m;p,=2,6,2n+1,2n —m—+1,
et .
t=p,—p=2,6,2n+1,2n —m+1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXII, — Fasc. 2. 14
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Pour construire les systemes |c;| associés a un systeme |¢, |=|C,|(A)l, il
suffit de raisonner comme il vient d’étre fait en substituant C,(A) a C,(A™).
On trouve d’abord les systémes d’ordre minimum

(1) | Coima (A'BTY, L, BT
puis, formellement, les systéemes

(2) L Cptiny iy (AT ) A 2022 TRy s

m

Pour ces derniers que 'on peut supposer birationnellement irréductibles i des
systémes du méme type et d’ordre inférieur, on trouve comme au n° 10 que
A, ..., A,,By, ..., B, doivent étre infiniment voisins de A et que, de plus,
m et le nombre a2 1 des points B proches de A doivent satisfaire a la relation («)
qui s’écrit actuellement

.
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Cette relation est contradictoire en soi parce que m +a>2 et Z> 2. Les sys-
ttmes (2) ne sont donc pas effectifs et seuls les systémes (1) doivent étre
retenus.

13. Ce premier cas ayant été examiné, conservons I'hypothése p,=o et’
supposons en outre quec,=c,. Alorsx==c,—c, estune cubique virtuellement
elliptique de degré o. Nous la désignerons par la notation x = C, (A, A,, ..., A))
ou x=0C;(AA,, ..., Ay). Les systémes c;| correspondant aux systemes |c, |
plus haut définis (2°, 3°, 4°) seront donc

(1) el = ler+(f—1)a = Gy (ATTASY, Lo, AT

(2) }Cii:?6'1+(l.—1)‘” ;;’(“Il—%ﬂ‘i~l>(1\ll+i“2Air]a sy ‘\'7") ’ Il;l,

(3) leil =le, 4+ —1)x | =|Cpigu—n (A2 AL AL ASL AT i > o, n2a,
car les points-base assignés de |c,| figurent parmi ceux de x|='c,—¢c,]|.
Notons, que pour les systémes (3), les points A,, ..., A,,, sim >1, sont infi-

niment voisins de A dans des directions distinctes. La relation de proximite
en A doit donc étre satisfaite et ’on doit avoir

n-— 2
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Les systémes (1), (2) et (3) sont d’ordre minimum parce que leur systéme
|c,| est lui-méme d’ordre minimum. On le montre comme au n° 0.

14. Voyons ce qui se passe si p, = o et sic,Zc,.
Nous savons que

=+ s1 (9= Cy—+ oI
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La courbe x’ est formée de courbes fondamentales pour | ¢, [. En effet,
. X =(cr—x).d=cy.x'—x.2'=c,. 2x'=o,

car x.x'= o (x étant elliptique) et

. X' =y (dy— ) =o,

car |c,| et |c,| sont des adjoints de | c, |. Or seules les courbes désignées au 4°
du n° 12 (le 1° ayant déja été examiné) possédent de telles courbes fonda-
mentales : les droites AA,, .. ‘2 AA,,.. On ne peut donc associer I'hypothése
x'=c, —c,=o qu'a un systéme

Loy =1 G (A=A Lo AL, m > o.
Changeons de notations et écrivons

=G, (A"Ay, ... A, B, ..., B)), m> o, g2o,m—+q<n—i.

Le systéme |c,| ne peut différer de |c, | que par tout ou partie des droites fon-
damentales AA,, ..., AA,, AB,, ..., AB,. En disposant convenablement des
indices, on peut faire en sorte que précisément

=i+ AN+ AN, =0 (AAL, 0, AZBY, L, By
De la
cy= Cpomea (A" AL, ..., A}BY, ..., BBy, .., Byow), b2 o,
x=cy— ;= Cpy (A"A3, .., ALBy, ..., ByBpyy, ..., Byia):

Or x.x = o. Par conséquent

(m+32—(m—+1P—~4m—qg—>b=o ou q—+b=38
et

—_ 3 N — A —1 (i —1)1 1) A 2i—1 A\ 2I—1Ri I Ri--1 i—1
ci= e+ (1 — 1) 2 = Cp oy (A7 Dm0 AZISL L OARIBE B BEY LU BE),

Par hypothese, n° 12, les points A,, ... A,,,B,, ..., By sont infiniment voisins
de A dans des directions distinctes. En raisonnant comme on I’a fait plus haut,
on montre que l'on peut, sans augmenter 'ordre de |c;| (la somme des ordres
de multiplicité de A et d’un point A, égalant I'ordre de c;), faire en sorte qu’un
point-base A, ne soit jamais suivi d’un point-base B,.

Comme au n° 12, on constate qu’une transformation de Jonquieres trans-
forme [c,| en un systtme du méme type. Cette transformation transforme
donc |c;| en un systéme répondant a la méme formule, et ’on peut supposer | ¢;|
réduit a 'ordre minimum de son type par de telles transformations.

Cette hypothése de 'ordre minimum étant réalisée, on montre encore que st
des points B'B—'B~' ... succédent & A sur une branche linéaire de courbe, les
deux premiers sont alignés sur A (n° 12).






