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ETUDE

DES

CONGRUENCES DE SPHERES

DONT LES DEUX NAPPES DE L’ENVELOPPE
- SE CORRESPONDENT AVEC EQUIVALENCE OU APPLICABILITE

ET

PROBLEMES DE DEFORMATION ASSOCIES

Par M. P. VINCENSINI.

Introduction.

Considérons une sphére variable (X) dépendant de deux paramétres,
dont le centre P(, y, z) décrit une surface (S), et dont le rayon R
est une fonction déterminée des deux variables u, ¢ fixant P sur (S).

L’enveloppe de (X) lorsque P varie se compose, en général, de deux
nappes distinctes (o) et (¢’), les points de contact M et M’ de la sphére
avec son enveloppe étant symétriques par rapport au plan tangent
en P a(S).

L’étude de la correspondance que les points P, M et M’ établissent
entre les trois surfaces (S), (o) et (¢’) a déja donné lieu & d’impor-
tants travaux, et de nombreux résultats ont été obtenus principale-
ment par Ribaucour, Bianchi et M. Drach. Mais le sujet est loin d’étre
épuisé. :

Dans ce Mémoirej'étudie les congruences de spheéres pour lesquelles
la correspondance que les points M et M’ établissent sur (o) et (') est
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une équivalence (conserve les aires des éléments superficiels) ou
une applicabilité.

Le premier probléme me semble nouveau. L’application des
méthodes réguliéres systématiquement employées dans les ouvrages
classiques de G. Darboux ou L. Bianchi peut conduire & sa solution,
mais les développements auxquels on est ainsi conduit, outre qu’ils
exigent des calculs souvent trés laborieux, ne mettent pas en évidence
certains résultats géométriques importants, telle par exemple la diffé-
rence profonde qui existe entre les cas ou la correspondance entre les
points M, M’ est directe ou inverse ().

Japplique & la mise en équation du probléme quelques-unes de
mes recherches antérieures sur les congruences rectilignes, al’origine
desquelles se trouve la formule bien connue de Kummer, relative a la
densité d’un pinceau infiniment délié de oc* rayons en un point
quelconque du rayon moyen.

Le second probleme (nappes de I’enveloppe applicables) peut étre
considéré comme un cas particulier du probleme général (étudié par
Darboux) de la recherche des congruences de sphéres dont les deux
nappes de I’enveloppe sont en correspondance conforme. M. Lebel (*)
en a fait une étude directe et a indiqué une solution particuliére. En
considérant I'application de -deux surfaces comme une transformation
conforme conservant les aires, je traite la question dans toute sa géné-
ralité et je suis ainsi amené a conclure que la solution de M. Lebel est
la plus générale. .

Je donne ici un résumé du contenu du Mémoire.

Au paragraphe 1 je rappelle les propriétés essentielles des pinceaux
de rayons, j’en déduis une formule générale [formule (1')] que
j'applique & la détermination des propriétés caractéristiques des con-
gruences de sphéres déterminant sur les deux nappes de 'enveloppe
des correspondances avec équivalence des éléments superficiels
homologues, et j'indique diverses propriétés de ces congruences.

Les paragraphes 2 et 3 sont consacrés 4 la mise en équation du
probléme et a I'étude des différences existant entre les deux cas ou la

(*) Pour la définition des correspondances directes et-diverses, voir le paragraphe 4.
_(?) Journal de Muathématiques, t. XV, ig36.
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correspondance entre les deux nappes est directe ou inverse. Le cas
des congruences de sphéres de rayon constant donnant des corres-
pondances avec équivalence ou, plus généralement, avec proportion-
nalité des éléments superficiels homologues est spécialement
examiné.

Les congruences réalisant une correspondance avec équivalence
inverse des éléments superficiels sont arbitrairement déformables avec
la surface des centres (déférente); c’est-a-dire que 'on peut défor-
mer arbitrairement cette derniére surface, chacun de ses points
entrainant la sphére associée, sans que la nature de la correspondance
change. Dans le cas des correspondances directes, la déformation
arbitraire de la déférente n’est plus possible en général. Larecherche,
faite au paragraphe 4, des congruences éventuelles pour lesquelles la
déformation est possible, conduit & un résultat négatif, et met en
évidence des congruences a nappes focales curvilignes, se correspon-
dant avec égalité des arcs, et conservant cette propriété dans une
déformation arbitraire de la déférente.

Au paragraphe 5 je donne la solution compléte du probléme de la
recherche des congruences de sphéres 4 nappes de 1'enveloppe appli-
cables, I'applicabilité ayant lieu par les points de contact correspon-
dants.

Au paragraphe 6 je détermine toutes les congruences de sphéres
donnant sur les deux nappes de I’enveloppe des correspondances avec
égalité des éléments superficiels, dont la déférente est une dévelop-
pable. Revenant ensuite au cas général, je montre comment des con-
sidérations purement géométriques permettent d’expliquer des cas:
analytiques de réduction bien connus des équations aux dérivées
partielles linéaires du second ordre (du type elliptique ou hyper-.
bolique) dont dépend le probléeme des correspondances directes
auquel je me limite dans la suite. Le probleme des correspondances
inverses, en général plus difficile, dépend d’une équation de Monge-
Ampere, trés analogue a I'équation générale du probléme de la défor-
mation des surfaces.

- Le paragraphe 7 traite du cas ou la déférente est une surface
minima. L’équation du probléme affecte alors la forme de Laplace, et
peut toujours étre ramenée a avoir ses invariants égaux. Je montre que
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cette circonstance analytique est liée au fait que les lignes asympto-
tiques des surfaces minima forment un systéme orthogonalisotherme,
et j’étudie un cas d’intégrabilité compléte.

Au paragraphe 8 jétudie les congruences dont la déférente est &
courbure totale constante. Ici I'intégration complete est toujours
possible dés que la déférente est connue. Dans le cas ol la déférente
est une sphére, je rameéne le probléme 2 la détermination des surfaces
que Weingarten, dans la méthode qu’il a proposée pour la recherche
des surfaces applicables sur une surface donnée, a associées au para-
boloide de révolution.

Enfin, au paragraphe 9, j’établis deux relations métriques remar-
quables, liant le rayon de la sphére variable et les rayons de courbure
principaux des deux nappes de ’enveloppe en deux points correspon-
dants, caractéristigues des deux types distincts qui font I’objet de ce
Mémoire.

1. Formule de Kummer et conséquences. — Soient (C) une con-
gruence rectiligne quelconque, D I'un quelconque de ses rayons.
Envisageons un pinceau infiniment délié, constitué par un ensemble
de «o® rayons de la congruence voisins de D et contenant D & son inté-
rieur (D sera dit le rayon moyen du pinceau), et le cone infiniment
délié formé par les paralleles issues d’un point fixe O aux rayons du
pinceau précédent (dont le rayon moyen est la paralléle Oc a D).

M étant un point quelconque de D, considérons le plan perpendicu-
laire en M 2 D et soit ds I'aire de la section faite par ce plan dans le
pinceau de rayon moyen D. Soit de méme de I'aire de la section du

A . . . de
cone de rayon moyen ¢ par la sphére unité de centre O. Le rapport T

est ce qu’on appelle la densité du pinceau considéré au point M.

Les droites D et 8 étant orientées positivement dans le méme sens
(quelconque d’ailleurs), convenons de dire que le rapport des éléments
d’aire dz et ds est positif si, lorsque le point ou le rayon générateur de
lasurface réglée qui limite le pinceau envisagé coupe le contour de ds
décrit ce contour en tournant dans un certain sens autour de D, .le
point homologue de la sphere unité decrlt le contour de de en tournant
dans le méme sens autour de .

Dans le cas contraire, le rapport sera considéré comme néganf
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'Si, daﬁ ces&nditions, on désigne par r, et r, les distances algé-
briques MF et MF" du point M de D aux deux foyers situés sur D, on a

ds
de’

I ry=—=

M’ étant un autre point quelconque de D et ds', r,, 7, les quantités
analogues & ds, », r», on peut écrire la relation (de Kummer)

riry ds

ryry ds

’ .

(1)

Considérons maintenant deux surfaces quelconques (o) et (¢’) cou-
pant tous les rayons de la congruence (C), et faisons se correspondre
deux 4 deux les points M et M’ ou un méme rayon de (C) coupe (o)
et(a"); nous établissons ainsi une correspondance ponctuelle entre les
deux surfaces. Un pinceau infiniment délié quelconque de la con-
gruence, de rayon moyen D, détermine sur (o) et (¢") deux contours
fermés infiniment petits limitant deux aires infiniment petites do
et da’. :

Si, lorsque M décrit dans un sens déterminé le contour de do, M
et M’ tournent dans le méme sens autour de D, nous dirons que la
correspondance établie par (C) entre les deux surfaces (o) et (d’) est
directe; la correspondance sera dite ineerse dans le cas contraire.

Dans les deux cas, ds et ds’ étant les aires des sections du pinceau
considéré par les plans perpendiculaires en M et M’ a4 D, 6 et §’ les
. angles aigus formés par les normales en M et M' a4 (o) et (¢’) avec D,

nous aurons
ds = do cos, ds' = dc’ cost’,

d’ou, d'apres (1),
(x")

’

do’ cost’ _ rr.
do cosB ~ rr

o

1

t

Appliquons la formule précédente au cas ou (o) et (o’) sont les deux
nappes de l'enveloppe d’une congruence de sphéres, (C) étant la
congruence formée par les droites joignant les points de contact M
et M’ d’'une méme spheére (X) avec (a) et (o). '

On a alors

) =10
et par suite
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Si la congruence est 'une de celles dont nous nous proposons de faire
I'étude, c’est-a-dire pour lesquelles la correspondance établie par les
points M, M’ sur les deux surfaces (o) et (o) est une équivalence
superficielle ou, d’une fagon plus particuliére, une applicabilité, on
aura

ryry  dd

‘)"“——-:i

r,r, do

Si alors on désigne par I le milieude MM'[ point d’intersection du plan
tangent de la déférente (S) au centre P de la sphére (X), avec la
droite des contacts M, M'], et par ¢,, ¢, les abscisses (comptées & partir
du point I) des deux foyers de la congruence des cordes de contact
situés sur MM', on a

ry=FM' =IM'—1¥ =1IM’'—g,,
=T M =TM — IF=1IM' — p,,
P =IM — g,
Py ==iiniainenn . =IM — py,

et par suite
' (M — ) (O — ,)

(M — P1><m — p2)
-+ si la correspondance entre les deux nappes est directe — si elle

inverse.
Dans le premier cas la relation précédente s’écrit

(2)

(3) p1—+ pa=o,

et elle exprime que les deux foyers F et F' sont syméiriques par rapport
au pornt I (par rapport au plan tangent 4 la deferente)
Dans le deuxiéme cas on obtient

(4) pipr=—IM .

L’un des foyers est symétrique, par rapport au point 1, du conjugué har-
monique de U'autre par rapport & la corde des contacts MM'.

Les conditions (3) ou (4) sont suffisantes pour que les deux nappes
d’une enveloppe de sphére se correspondent avec équivalence des élé-
ments superficiels homologues; mais pour ’applicabilité, il faut
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exprimer en outre que la correspondance entre les deux nappes est
conforme.

Si, pour une congruence de spheres, les deux relations (3) et (4)
sont simultanément vérifiées, il n’existe plus de correspondance
superficielle entre les deux nappes de I'enveloppe; celles-ci se
réduisent a des courbes.

Les formules (3) et (4) nous permettent de faire, dés a présent, une
remarque importante.

Dans un Mémoire antérieur (') nous avons établi les propositions
sulvantes :

a. Etant donnée une congruence quelconque (C) dont les rayons sont
perpendiculaires aux plans tangents & une surface quelconque (S), si
I'on déforme (S) arbitrairement, chaque plan tangent entrainant le
rayon associé de (C), le produit g, ¢, des distances algébriques des
foyers situés sur un rayon quelconque de (C), au plan tangent corres-
pondant, reste invariable.

b. La seule relation entre les distances ¢,, ¢, (autre que celle rela-
tive a 'invariabilité du produit ¢, ¢,) susceptible d’étre conservée par
déformation arbitraire de (S) est p, + g» = 0. (S) est alors applicable
sur une surface spirale, et la congruence (C) associée est formée par
les perpendiculaires aux plans tangents, menées par les centres de
courbure géodésique des trajectoires orthogonales des spirales gauches
déformées issues des points de contact.

On sait d’autre part que les points de contact M, M’ d’'une sphére
quelconque d’une congruence avec les deux nappes de ’envelope,
conservent sur la sphére (donc aussi par rapport au plan tangent a la
déférente issu du centre) des positions invariables lorsque la déférente
se déforme arbitrairement en entrainant les sphéres associées.

Cette derniere remarque, jointe a la proposition «, montre que si,
pour une congruence de sphéres, on a

—_—2
prpe—— IM ,

(1) Sur la déformation des surfaces et sur quelques propriétés des surfaces sj)irales
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. LIX, 1931).






