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SUR LES

PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES
ET SUR U N E

CLASSE LINÉAIRES0

PAR M. EMILE PICARD

« On sait que, é tant donnée une courbe algébrique dépendant d'un
paramètre a

/(.r,^r, a) •= o,

où / désigne un polynôme en .r, y, et a, les périodes d 'une intégrale
abé l ienne relative à cette courbe

i K.C.z^j, a) clx

(R étant ra t ionnel le en x^ j, et a) sont des fonctions de a satisfaisant
à une équation diflerenlielle l inéaire dont les coefficients sont ration-
nels en a.

Un problème analogue se pose de lu i -même pour une surface
algébrique

J(.r,j, ;, a)==o,

dépendant d 'un paramètre a. Afin de bien préciser^ supposons que,

( 1 ) Le travail qu\)n vient de Hrcï de M. Emile Cotton sur des inLégrales contenant un
panimètre me remeL en mémoire une Noie que j''ai publiée il y a longtemps dans les
Comptes rem/us : Sur le^ périodes des inlég/rdes doubles et sur une classe d'équations
différentielles llnêdires (Comptes rendus, 134, 1902. p. 69-71). Je la reproduis ici sans
modincaiions. Je ne suis jamais revenu sur les équations différentielles qui y sont
signalées; leur étude mériterait peut-être d^tre poursuivie, et il serait intéressant de
former eiïectivement quelques exemples. E. P.
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pour a arbitraire, la surface soit de la nature de celles que nous envi-
sagions dans u n e Communicat ion récente, et, pour prendre le cas le plus
intéressant, considérons une intégrale double de seconde espèce

F fQ(^. v, ,s, a) d^dly
j J——^——'

Q étant un polynôme en x^ y, z et a. Les périodes correspondant à des
cycles à deux d i m e n s i o n s t o u t entiers à dis tance Unie sont des fonc-
tions de a satisfaisant a une équation différentielle linéaire.

On peut ob ten i r une telle équat ion en procédant de la maniè re
su ivan t e : Posons "-^
toutes les intégrales doubles

r rà''ï\ , ,
J J •^(/xd}'

sont, comme ( i ) , de seconde espèce. Si l'on prend [j. assez grand, on
est assuré de pouvoir déterminer des f o n c t i o n s ra t ionnel les A/, de a,
telles que la somme

V \ f/"^ / /> A / , 1 1 -—— (U1 ( { Y
^ J J ()'y'

soit de la forme
, r r fdu ()\\ , ,r r i ( ) \ j ()\\ , ,

\ \ - 4- -."- \dx(l}\
1 J \<7.y ôy }

f o ) . / ,- 4- -v- \ d x d y ,

U et V étant des fonctions rat ionnel les de x, y, s et a devenant seule-
ment inf in ies à distance f i n i e , quand f\= o. Il résulte de là que toutes
les périodes considérées co de l ' intégrale double (i) satisfont à l'équa-
ï ion différentiel le l i néa i r e qu ' i l est possible d 'obtenir expl ici tement

, , dhï . d^'w
AoGJ 4- Ai —— 4- . . . 4- Aa—— ==<.»,

a y. ' (iy^

Certaines périodes <o p e u v e n t satisfaire à des équations d'ordre
moindre. Il peut arriver, en effet, qu'on puisse déterminer des fonc-
tions rat ionnelles B,,, . . ., B,, de a(v<^ ;j.), telles que

^R r c0^ j /^k] j "à^^^YR r r^ /i^/ J •^dx'
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soit. encore de ia forme ( 2 ) , avec la différence que LJ et Y deviennent
in l ln ies pour d 'antres continua C que ceux qui correspondent
à/.==o.

Si donc on a une période co correspondant à un cycle qui ne
rencontre pas les cont inimm C, l'expression

n p dh} p fpfl}

b^) -+ i>i —— — ... — S1.^ ———
de/, (fy.i

sera n u l l e ; mais, dans le cas contraire, elle pourra être différente de
zéro.

J'ai d 'ai l leurs, à un au t re po in t de vue, déjà appelé l ' a t ten t ion
(Comptes rendus, 10 octobre 1899) sur la circonstance qui se présente
dans ce dernier cas, à savoir qu'on peut avoir, pour une surlace
algébrique^

,/y'"—^"-//(^-î)^"'.
IJ et V devenant , i n f i n i e s pour des valeurs .,̂  r, ^ laissant R f in ie . La
possibilité de ce fai t est l 'origine de dif f icul tés dans la réduct ion des
intégrales doubles de seconde espèce; j'en ai donné un exemple dans
la Note citée et j 'aurai à revenir sur ce point, qui est de grande impor-
tance. »

A oie a d d i t i o n n e l l e , — Dans I » 1 Tomo 1 1 de n'ioii Trnilé sur lu f/icone .̂v j o n c l i o t î s
tdwffrKmes //e fleu.-t9 nu'inbhîs i i i d ê p e u d d i t i c s . '\\\\ dopuis lors consacro plusieurs cliii-
Ditrcs a co ([iK1 j'ai ;t|)pel6 les int^ralcs (loul)les (ic seconde ('spcco d\w surhicc algé-
brique cl h lolirs périodGs. On y dorme en particulier lo noiïïljrc des intégrales doubles
distiticles de seconde espèce cl le nombre de leurs périodes. On peiiL Iroiiver cette théorie
résumée en ses poinis essentiels dans mon livre : Queiffues a p p l l c i i l i o n s <inn h'tiques de
la TIléorle des courbes et des surfaces algébriques, de hi Coliccliou des Caliiers scienti-
fiques de M. Julia (r93i). , ^- l)•


