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LES D1ÎN

PAR M. EMILE COTTON

INTKODUCTÎON. — Soit I ( / / ) une intégrale curv i l igne dépendant d'un
paramètre // de la façon suivante :

La courbe d ' intégrat ion S tracée dans un p lan ...rOr var ie avec // ,
so i t /Ï.r, Y, / / ) = o son. équa t i on ; la fonct ion g[.r, r, 11} sous le signe /
dépend elle aussi du paramèt re / / , et y est une fonction impl ic i t e de la
var iable d/intégration x et du paramètre // déf inie par l 'équation /== o :
enf in les limites de l ' intégrale peuvent elles aussi être fonction de //.

Dans un ar t ic le an té r ieur ( ' ), j'ai é tud ié les singularités des inté-
grales !(//) en supposant les variables réelles, la fonction g et les
l imites analy t iques , lorsque la courbe S elle-même analytique acquiert
pour une valeur n u m é r i q u e (soit u == o ) un point double à tangentes
d i s t inc t e s ou confondues.

Je reprends ici cette étude en la général isant : ̂ est le quo t i en t ^ de
deuK fonc t ions analyt iques, les variables .r, y , u sont des nombres
complexes, le p o i n t singulier que peut présenter pour u^o la
courbe S est d ' un ordre de mult ipl ici té quelconque. Le cas particulier
où /", ^ ^ sont des polynômes avait été considéré par Fuchs {Journal
deCrelle, t. 71, 1870, p. 91; t. 7:^ 1871, p. 324) et par M. Picard
{Théorie des fonctions algébriques de deux variable^ t. 1, 1897,
Chap. IV, Section IV; Quelquea applications analytiques de la théorie

( i ) Annales de l'École Normale^ 3e série, l . 49, ig'^, p. 351 à 38^. Les renvois a cet
n r l i ^ l e sont. désignés ici par les 1eUrcs .//. E. N.
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des courbes et des surfaces algébriques^ 1931,, Ghap. V, Section I I ) .
Fuchs a démontré que les périodes de l'intégrale abé l i enne considérées
comme fonctions du paramètre // étaient des solutions régulières d'une
équation différentielle l inéaire à points singuliers isolés; M'. Picard a
montré l ' importance d'une détermination directe du groupe de mono-
dromie pour l'étude plus approfondie de ces s ingulari tés .

Ces travaux m'ont servi de guide dans la présente recherche. Pour
les adapter au cas actuel, où/, 9, ^ son^ ^es ^erles entières et non plus
des polynômes, "j'ai considéré d'abord les diverses déterminat ions des
fonctions implicites yCr, u); ce sont là des fonct ions algébroides de ,z'
et de il, en donnan t à ce mot le sens que Pôincaré lui avait attribué
dans sa Thèse (OEmres^ t. 2, p. ui). On les étudie (n0' i à 3) au voi-
sinage d'un. ensemble de valeurs (le! que x=y ==://= o) au, moyen
de cercles de Riemann^ en appelant ainsi une partie d 'une surface de
"Riemann ordinaire pour laquelle x\ reste inférieur à un nombre
fixe r. Ces cercles, les lignes de ramification qui. unissent leurs feuil-
lets se modifient avec la valeur de //. On les rend s implementconnexes
par le tracé de contours convenables. Les fonctions ̂ (x^ u) = ï—^ î71 / 9 (.^, r, u)
s 'étudient alors (n0 ' 4, 5), en ce qui concerne la na ture de leurs zéros
et de leurs pôles locaux (c 'esl-à-dire de ceux qui tendent vers x=y^==o
quand // tend vers zéro), comme on le fait pour les éléments analogues
des fract ions ra t ionnel les d 'un p o i n t ana ly t ique d'une surface de
R i e m a n n . On peut, en u t i l i s a n t les théorèmes de Weierstrass ( Werke^
t. î, p. i35) et de M. Coursât {Bulletin de la Société rnathématique de
Fmnce^ 36, ïC)o8, p. 209) obteni r pour l'étude locale de ces fonct ions
des formes réduites, analogues à celles de la théorie élémentaire des
différentielles a lgébriques (Picard, Traité d''Analyse^ t. 1, Chap. 11).

r r* \
Les intégrales I (a)= f -^rte que rappelle abéloïdes^ à cause de leur

analogie avec les intégrales abéliennes, admettent (n° 6) des périodes
locales de diverse nature, correspondant à des contours fermés tracés
sur les cercles de Riemann . Considérant alors (n° 7) les diverses
déterminat ions ï / , ( u ' ) cl/nne intégrale abéloïde prise entre des limites
dont les abscisses x\, .2^ sont fixes, on é tabl i t que ces fonct ions l / ; ( u )
( e t par sui te les périodes locales) sont solut ions régulières d 'une
équation d i f fé ren t ie l le du type de Fuchs au voisinage du point singu-



lier / / = = o . A. ce p o i n t correspond un groupe local de iiionodroiiiie, i l
est é tud ié (n0 S } dans le cas part iculier où les séries /(o, y , o),
/(o, o, u} commencent respectivement par des ternies du second
degré en y et du premier degré en // et où 3 = i.

La méthode de M. Picard permet ainsi, de retrouver et de préciser
les résultats an té r i eu rement ob tenus (A. E. N . , n0' 8 à 13). Ils ne con-
cernaient que des éléments réels, mais c'est néanmoins en péné t ran t
dans le domaine complexe qu'on arrive à les mieux voir.

I . Fonctions al^ébroïdes, — Soit j '(.r, y, u) une ( o n c t i o n holo-
morphe; /(o, o, o) é tant nul ; nous supposons que la série entière
/'(o, -y, o) n'est pas iden t iquement nu l l e , appelons m. le degré minimum
de ses termes. Considérons seulement les fonct ions implicites y(.r, //)
déf inies par l 'équat ion

m t i n i m e n t pe t i t es avec x et u; ce sont des fonct ions alg-ébrou/esdeces
deux variables, en a t t r i b u a n t à ces mots le sens q u e Poincaré leur
a donné dans sa Thèse {OEuvre,^ t. '1, p. u à Lxv).

L'illustre géomètre avait no tamment retrouvé (tw'rlemmes II et 111)
une part ie d'un théorème que Weierstrass donna i t dans son enseigne-
nient depuis 1860, mais n'a publ ié qu'en 1879 ( \Vcrkc^ t. ^ p. i35,
n0 10) ( ' ) .

Cet te impor tante proposi t ion permet de substi tuer à (i) une équa-
tion algébrique en r :

( • > , ) ¥ ( . r , y, ^^.r^-i- ai(^, /^n'^-' -+-. . . -1- a.,n{^, u.)=o,

dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x et de // s'an-
n u l a n t toutes pour ^ = ^ = = 0 . Cette s u b s t i t u t i o n est va lab le lorsque

( ' » Les loiimies de Poinearé inon i rc i l t t | i ie les ronctions r(.f, ? / ) salis!ais;ui( a l'eq'iiï-
( i o i i ff.r, r, / / ) = o et i n f i n i m e n t petites avec ,r et u vérifient l'équation F(^, r ^ n ' ) = o,

iil^ébrique en r; le tiléorème de Weierstrass apprend, de plus, que le rapport p est une
(onction ,/i<:.r, r, ( i ) lioloniorplie en .r, y , u, /i.(o, o, o) étant dil lerent de zéro.
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les modules des variables sa t is font à certaines inégalités :

R étant convenablement choisi , on dé te rmine ensui te r et c.
Nous pourronSy dans la suite^ remplacer les nombres R, ï\ p par des

nombres plus petits.
Si m = ï , l 'équat ion ( 2 ) d é f i n i t une seule fonction holomorphe

r(.2*^); supposons ( ' ) m^'i^ l ' équat ion ( 2 ) a une racine m u l t i p l e
lorsque x et // vé r i f i en t l 'équation
( ' ( • ) ) 0(.L', ( ( . ) =: 0,

où o est le résultant des deux équations algébriques en y :
F(.^ y, i i ) == o, F y ( : r , r , ((.) -:=. o,

cest un polynôme en <7i(.'x, / / ) , . . ., ^(.r, //) sans terme c o n s t a n t ;
par suite 0(0, o) = o.

Supposons o(^, o) différent de zéro; pour" | // \ assez p e t i l , l 'équa-
tion (6) admet des racines .r = e,(u ) auxquel les correspondent respecti-
vemeni des racines mul t ip lesy== h,(u} de l ' équat ion (2); l^ensenible
e , (u ) , / / /( / /) dé f in i t un point c r i t ique^a lgébr ique ou point de ramification
de ( 2 ) considéré comme équat ion en ,2' et y dépendant du paramètre / / .

Le théorème de Weierstrass-Poincaré, appliqué à ( 6 ) , nous permet .
encore d'isoler les racines < " / • ( / / ) i n f i n i m e n t petites avec / / ; elles véri-
fient une équat ion a lgébr ique
f 7 ) 1.) ( .̂  ( i ) == ̂  4- b i f { { . ) ,^/'-~ ' -|- . . . -+- b,, ( u ') = o

à coefficients holomorphes en // s ' annu lan t tous pour u = o.
Nous supposerons r et p assez petits pour que les inégalités j ^( / /) |<^/ '

ne soient vérifiées que par les .racines de (7) ; autrement di t , intervien-
dront désormais seuls tes points de rcirni/lcation infiniment voisins du

( ' ) Le poini x ̂  r — o n^esL pas nécessaireineitt daiis ces coiu!itious un [joint sin^u lier
(le l;i (.•Olirbe/(.r, j, o j = ^ o ; pour qu'il le soil il f ; iu l ()iie l;t série entière f(.T, o, o;
i ra iL pas (le tenne ( î u preni îe i ' de^ré.
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point 0^x=.y == o ) lorsque u est infiniment-petit. Nous les appellerons
points de i amijîcation locaux'. Admettons, de plus, que l ' équa t ion ('7)
n'ait , si | / / 1 <; p, de racines mul t ip les que pour // = o.

"2. Cercles de Riemann. — Regardant u comme un paramètre auquel,
est attribuée une valeur d'abord cons tan te de module positif inférieur
à, ?, il nous est possible de distinguer pour \x\ <<r,les fonctions algé-
broïdesj^, / / ) et de préciser la façon dont elles s 'échangent. On
représente d'abord la variable x sur la part ie d 'un p lan .s imple inté-
rieure à la circonférence \x\=rou circonférence F; on utilise avec
Puiseux des lignes L/ réunissant les points cri t iques locaux e, à cette
circonférence et que nous pouvons ensuite prolonger à l'extérieur
jusqu 'à l ' i n f i n i , ces lignes ne se croisant, pas entre elles. Nous substi-
tuons ensu i t e au plan- s imple m, p lans superposés en les soudant les
uns aux autres, comme dans la théorie des fonctions algébriques; on
obt ient soit une seule surface de Riemarm T, soit plusieurs surfaces
analogues. En ne conservant que les parties de leurs feuillets se pro-
j e t a n t à l ' in tér ieur de F nous avons ainsi un ou plusieurs morceaux
connexes que nous appelons cercles de Riernann. A tout point analy-
t ique, ensemble de valeurs x, y vérifiant la relation (2) et les inéga-
li tés (3), (4), (5) correspond un point d'un cercle de Riemann 2 relatif
à la même valeur de u et inversement .

lîn regardante comme fixe, on rend simplement connexe ( ') une
surface de Riemann ï formée-de m\m^m) feui l lets p lans indéfinis et
convenablement soudés entre eux, par le tracé de p rétrosections ou
couples de coupures (a^ b, ), . . . . (a^ bp) qu'on peut unir par des
coupures auxi l ia i res c , , . . ., c/,..,, de façon à obtenir une sorte de
chaîne K : Ça,, b, )c, (a,, b, )c,, . . ., c,^ (a,, b;) : on appose K tout
entière intérieure au cercle de Riemann . On rend celui-ci s implement
connexe par le tracé de nouvelles coupures d, jo ignant un po in t P du
contour K aux diverses circonférences limites F/. Nous appelons ainsi
les l ignes qui se projet tent sur le plan simple suivant la circonférence F
mais qui sont soit des circonférences ordinaires tracées dans un seul

{ ') roir PICARD, Traité d'Ânafyse. I. ± Chap. Xïlî; APPELL et GOURSAT, Théorie des
fo/iclion^ algéb/'ique.v. t . î . Chap. V.
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feuillet de T ne rencontrant aucune l igne de soudure de ce feu i l l e t et
des feuillets voisins, soit un ensemble d'arcs de circonférences;
chacun, d'eux est alors tracé dans un seul feuillet , ses extrémités sont
sur des lignes de soudure, et rensemble des arcs cons t i tuan t I'/ peut
être parcouru tout entier par un mobile marchant dans le même sens.
Bref, le tracé d'un contour l imi te total H rendant s imp lemen t connexe
un cercle de Riemann est tout à fai t analogue à celui du contour per-
met tant de déduire d^une surface ordinaire T une surface T" s implement
connexe, de façon qu 'une intégrale abé l ienne devienne une fonct ion
uniforme sur T^') : les circonférences l imites F, remplaçant ici les
circonférences de rayon très petit ou très grand isolant les pôles de la
fonction ra t ionnel le sur laquelle porte l 'intégrale abél ienne.

Remarque. — Le cercle de Riemann H et le tracé du contour l imite
total H qui le rend s implement connexe do ivent être modifiés lors-
qu'on change la valeur at t r ibuée au paramètre / / ; mais il est bien
évident que le tracé de H peut être fait de telle façon que deux cercles
de Riemann correspondant à deux valeurs différentes //', 11" de u soient
applicables l 'un sur l'autre, le mot applicable étant en tendu au sens
de la géométrie de situation. Ceci suppose toutefois que les points de
ramification restent distincts, c'est-à-dire que les deux valeurs u ' ' , ~u"
sont différentes de zéro.

3. Exemples. — I. Soit d'abord
F ( .x, r ; u ) == y'1 — a (.:/.', u ) == o,

a é tant holomorpbe et ^/(o, o) =o; ici réquatio-n (6) se rédui t
à aÇx, u) ==±: o, d'où l 'on dédu i t , comme plus hau t , une équation algé-
brique en x :
D ( x, a ) = x11 -{- b i ( ((• ' ) xft- ' • + - . . . + b,, { ( i ) = ( ,:/• — e , } ( x. — <^). . . ( x — c,, ; = o.

La surface de Riemann T est ici à deux f eu i l l e t s ; en posant
n =z '>. p 4- i ( > i f // zz= ^ p -i- '>, ̂

suivant la parité de n, 1 1 y a p -4- i lignes de passage ou de soudure;

( 1 ) Foir AppiïLL et GOURSAT, Tfworle flea f onctions fUgêb/'u/ue^'y l. 1 , Chîip. Y.
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lesp premières peuvent être prises suivant des segments de l ignes,
droites ou courbes, dont les extrémités sont les points de ramification

la dernière est un segment analogue <?^-,-.i, .̂-̂  ^i n es^ pair; et.
lorsque n est impair , un segment joignant ^.,_( à un p o i n t £ de la
circonférence F et prolongé-au delà de ce po in t .

Le tracé du contour K se fait d'après un procédé connu ( ' '); de la
surface T simplement connexe ainsi obtenue on dédui t ensui te un
cercle de "Riemann S. Si n est pair, il y a deux circonférences l imites
dist inctes F) , l.\ qu'on j o ind ra par deux coupures auxiliaires <r / i , c!^ à
u n point de K (ou qu^on jo ind ra par une coupure si 71 = 2). Si n est
impair, on a une seule circonférence limite F, constituée par deux
circonférences ordinaires tracées dans les deux feuillets, mais quand
un mobile parcouran t l 'une d'elles arrive au po in t s i l doi t abandonner
cette première circonférence, faire le tour complet de la seconde et
reprendre ensui te sa marche sur la première .

II. Lorsque l'équation ( 2 ) est du troisième degré nous pouvons la
ramener à la forme

¥ ( ̂ , r-, n ) = ) ';î -4- â.j ( .2', u) y 4- :̂i (' .2̂  u ) ==- o.

Le développement de
G ( ,r-, u ) ==: 4 a^ --r- '-17 ajt

commence par des termes du second degré au moins ; il existe au
moins deux racines j? === ^ i , ^ = e^ i n f i n i m e n t petites avec z/ ; s'il y en
a exactement deux, a^{^, o) cont ient un terme du premier degrés,
et l'on a un cercle de Riemann à trois feuil lets réunis par deux lignes
de ramification unissant le premier feui l le t au second et le second au
troisième ( 2 ) .

La surface de Riemann est simplement connexe, il n'est pas néces-

( 1 ; APPELL cl, GOURSAT, Fonctions ai^ébriquesy Chap. Ilî.
• ( ï " ) L'hypothèse d'iin cercle <ie Rtemann à deux feuillels réunis par uiie ligne <le raini-

iication et comptélé par un cercle simple est à écarter, car en suivant une circoiirerence
(je centre .r == o de rayoïi voisin de /• on peut passer de l'une des déterrnînafcions de ;r
aux deux antres, ponr u = o et par suite pour u voisin de zéro.

^nn. Éc. Norm., (3) , L. — DÉCEaiBRE 1933. 4°
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sai.re de tracer on contour K. On a u n e seule circonférence limite
composée de deux circonférences tracées dans les feuillets extrêmes et
de deux arcs de- circonférence tracés dans le f eu i l l e t intermédiaire.

Dans ce cas, l'origine est pour la courbe fÇx^ y, o ) = o un po in t
d ' i n f l e x i o n à tangente paral lè le à Oj; il p rov ien t de la r é u n i o n de deux
points ordinaires de la courbe f ( ^ ' , y ^ u } -= o où les tangentes on t la
même d i rec t ion .

4. Zéros locaux d'une fonction holomorphe sur un cercle de Biemann.
— Soit
( ^ ) f ( ^ , y , ^=o,
f < ) ) ^ (../•. y , i l . ) = o

le système obtenu en adjoignant à Inéquation antérieure ( i ) une nou-
velle équation dont le premier membre est une fonction holo-
morphe .z1, y, IL et s'annule pour x ===;y ==//= o, cp(o,y, o) n'étant
pas identiquement nul. Pour l'étude des fonctions x = î(^), y = r\(u}
vérifiant ce système et s'annulant avec u, nous pouvons, comme plus
haut:, remplacer chacune de ces équations par une équation algébrique
en r à coefficients holomorphes en x cl n s'annulant pour x -= u = o,
soit
f 1 0 ) F ('.:/-•, _r . // ) == } ' " ' -\- a^ ('..^, /,/,} ).•///-' -4- . . . -..i- 0,1,{j^ ( ( . ) == o,

( 1 1 } <S>(^, /)', ( i ) ==r^ -l~ ^i (,2>, ^)^).'u—l + . . . 4- y.u.(^\ ' i ) =- o

et égaler à zéro le résultant de ces polynômes en y

( ï'>.) Rf.:r, ( ( , } = o,

équat ion que do iven t vér i f ie r les fonc t ions E( 11 ) .
Ce résultant est une fonct ion holomorphe de .r et de u s ' a n n u l a n t

pour x=(i==o. Ecartons le cas où R serait i den t iquemen t nul
(F et4> seraient alors d iv i s i b l e s par un polynôme de même nature) et
c e l u i ou R(.T, o) serait i den t iquemen t n u l , et ou les deux courbes

F(,z", r, (»);=:(>, ^(.z', '} ' , < > } ; = = : < >

du plan ^^yaura len t une partie commune ; on p(:nit remplacer alorsd 2)
par une équa t ion algébrique en :r :
( 13 } . (.R. ( .1;, fz ) == x " 4- ^ i ( //•} •^'i'~ ' 4~ . . . -+- bu, ( u ) -== o,
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dont les coefficients, holomorphes en ^ s ' a n n u l e n t pour ^ = = 0 ; ses
racines sont les fonctions ^ ( u ) cherchées. On sait qu'elles se répar-
tissent en systèmes circulaires/les racines d\in même système circu-
laire é t an t développables en séries ent ières sans termes constants

d o n t la variable est /r\ ,N est un nombre ent ier . La théorie des racines
communes à deux équat ions algébriques donne les va leurs y=r^u)
qu ' i l faut associer aux valeurs trouvées pour .2*:; ces fonc t ions '^{u)

t e n d e n t vers zéro avec // et sont développables en séries entières en u^1

(M entier) sans terme c o n s t a n t . Soient

les solut ions ainsi obtenues pour les systèmes (8) , ( ()) e t ( i o ) , ( 1 1 ).
Nous dirons qu'à chacune d'elles E/, r^, correspond un zéro local de la
fonct ion © sur l ' u n des cercles de Riemann associés à l 'équation (10).

L'ordre de ce zéro se dé f in i t comme dans la théorie des fonctions
algébriques, eu considérant le développement de ^ ( x , r , / /) suivant
les puissances de x — ^ [y — r, est supposé dédui t de (10)] et en dis-
t inguan t deux cas suivant que ̂ {u), T j ( / / ) n'est pas un poin t de rami-
fication ou coïncide avec un point de cette nature,

Observons à cet égard que les équations exprimant la coïncidence
d'un zéro et d 'un po in t de ramificat ion

'i ( a ) — ^ ( //. ) == o, r/ ( fi ') — li (. ff) == <"

ont pour premiers membres des fonctions lioloniorphes d 'une

var iable auxiliaire c== / ^ (P ent ier ) ; remarquons que ^ = = 0 ne peut
être un point l i m i t e pour les racines d 'une équation de cette nature.

Nous pourrons donc admettre que, pour \ il [ positif et asse^ petite on
a, pour un zéro déterminé E/-^ le choix entre deux hypothèses seule-
m e n t ; le zéro n'est pas point de ramification ou Vesl constamment.

En examinant , dans les deux cas, la suite des calculs donnant
Fordre d'un zéro, et en uti l isant la même remarque, on voit que Vordre
(fun zéro'local Ï (u ) , r^u) ne change pas pour j u \ > o et asses petit.

Pour le calcul de la fonction composée de la variable x et du para-
mètre u définie par la substitution, dans ^ ( x , y, u), à y d'une fonction



,'-i8o EMILE. COTTON.

algébroïde définie par( lo),, on peuty d'après le théorème de AI. G-oursat,
m e n t i o n n é dans l ' In t roduct ion , sans d iminue r la généralité, rem-
placer 9(.z-, y, u'} par un polynôme en y y <!̂  (a*, r, //), de degré m — i
au plus, dont les coefficients sont fonc t ions holomorphes de x et d e / / .

5. Fonctions analogues aux fonctions rationnelles. — Donnons-nous
m a i n t e n a n t une fraction
. , . ^(. / , r, i ( )

( [I ) ^•(.Z.-, » • , ( { • } == ——————————— 5
• ' ' v ; ' / (p(,:z\, y , u)

don t les deux termes sont holomorphes en *r, y^ u et subs t i tuons à y
les fonctions algébroïdes définies par l ' équa t ion (10), soit -^{x^ u ) le
résultat de cette subs t i tu t ion ,

Si le dénominateur ne s 'annule pas pour.r=y =r= // === o, - est déve-
loppable en série entière par rapport à ces trois variables; i l en est de
même de ^'(.2*, r, / / ) et nous sommes ramenés au cas ou g ' est holo-
morphe.

Nous supposerons donc c ' ( o , o , o ) = = o et 0(0, y, o) non iden-
t iquement nul. La f o n c t i o n ^ peut admettre alors, sur les cercles de
R i e m a n n , des zéros locaux provenant de 4^ et des pôles ( ' ) locaux'
( t endan t vers ,21•=o lorsque // tend vers zéro), provenant des zéros
de y et don t les ordres se déf in issent comme pour les fonctions algé-
briques; ici encore, l'ordre ne se modifie pas pour // positif et assez
petit.

Comme plus hau( , nous pouvons encore, pour définir T^{x^ u ) y
substituer à o et à ^ deux polynômes <1>, W en y à coefficients holo-
morphes en x et u; on ne d i m i n u e donc pas la généralité en prenant

( l - > ) .-( r y U ) = ̂ ^-^ = ̂ (^ ^).)•m"- I^P,('^, U)}'^^...
/ ^ v 7 - ' / <1)(^, r, u ) ao(^;, ^r^—1 + a,(^, u)}^-^-^ . . .'

On peut même ob ten i r que le dénomina teur soit indépendant de y
en ut i l isant un théorème d'Algèbre ut i l i sé dans la t ransformation des
différent iel les algébriques (2). Soit ï\(x, u) le résul tant des deux poly-

( 1 ) PiCAtU), Trallé d^/ludrye^ t. ̂  Ctiap. XIII. APPELL et COURSAT, Théorie des fonc-
i'io tis algébriques 5 L. ' 1 , Chdp. [V.

( 2 ) I^ICAKI), Traité d'Analyse, t. 1 , Ctiiip. II.
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nomes en y :
F (,x', ^ - , ^ ) - z z z r ^ " — a; (..z-, ^ ) ̂ •^-! -4- . . .,
< I î ( ' . r , _ r , ^)=:^,,(.r, ^ ) ^ r ^ - ~ " ' - — a , (^ , «^r^-^-4- . . .,

il existe deux 'polynômes enj, <&i et F, donnan t l ' ident i té
Fïl),-4- ̂ p^R^ ̂

les coefficients de Fi et <I\ se déduisent de ceux de F et $ par des
addi t ions et mul t ip l ica t ions ; ils sont donc encoiT fonctions holomorphes
de .r et de // . Comme

W_F,W
^•(^..n ^—^—F^)-

el qLie y est déf in i par la relation (10) on remplacera g ' par

- ( . r ./)- ¥iw .,̂ i \../.,-, > ^ « i — -.-» ,' • i i 1 ^ - 1-î( .z ' , //. )

D'autre part, le tiléorèrne de Weierstrass permet , si IUo, o ) est: nul.
et .R^y o) non iden t iquemen t nul, d'écrire

R. ( .r, u ) == L^ ( .z-', u ) S ( .2.-, if ) ,

Jl étant un polynôme en x dont les coefficients holoiiiorphes en //
s ' annu len t pour n.= o :

<X (.:/;, u ) = .-z-" ~i- b i ( u ) .z'"-' -+-...

et S une fonc t ion holomorphe de x et de //. S(o, o) est diflerent de zéro.
^ est donc une fonct ion holomorphe H^r, u) et

. ' . F, W H^f.:z-, r, it)= —^—'

Nous remplacerons, comme pi as haut, le numérateur par un nouveau
polynôme ^I^l de degré m—i en y à coefficients ^(.r, u) holomorphes
et substituerons en définitive à g le quotient

T, YH (^. ^) r'""1 + yi (.:r, ^ ) r " 1 - 1 4- . . .
( '1.6) .^^SJ, ^ ) = - ^ - = — — — — ^ + ^ ( ^ ) ^ - 4 - . . . — — — — — —

et nous mettrons même en évidence les abscisses ^.(u) des pôles
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locaux de ^-(^j., / / ) en écrivant
(I;.) .̂ -i- h,( n j.^-' •+-. . .•== |> —^i.(^)1 |>——J/n]. . . |>—^(^.)] .

La forme r édu i t e 06) sera utilisée plus loin.

Remarque. — Dans certains cas, i l est in té ressant de mettre en
évidence les points de ramification e,(u) comme pôles possibles; on y
parvient en écr ivant

, . WF\. i
,^.r,.r, u)=-^ p^

on transforme ensu i te le premier facteur -^LL comme on v i e n t de l ' i n -
diquer, en remplaçant son dénomina teur par un po lynôme en x.

6. Intégrales abéloïdes et périodes locales. — Les fonct ions précé-
dentes g sont, p o u r une va leur donnée de ̂  analogues aux fonctions
rallonnelles d'un point analyt ique sur une surlace de R i e m a n n consi-
dérées dans la théorie des fonctions algébriques.

Les intégrales r-
prises le long; d ' u n e l igne L tout entière i n t é r i e u r e à u n "cercle
de R i e m a n n correspondant, pour cette valeur de // , à l 'équation (2 )
déf in issani là fonction algébroÏde y sont par sui te analogues aux inté-
grales abéliennes; nous les appellerons intégrales abéloïdes. Parmi les
propriétés que ce rapprochementâmène à reconnaître, nous s ignalerons
les suivantes, qu ' i l su f f i t d/énoncer :

1° Considérée comme fonc t ion de sa borne supérieure, c'est-à-dire
du point analytique x^, y ^ y une intégrale abéloïde est régulière en tous
les points du cercle de Biemann , sauf en un nombre fini de points
singuliers, pôles locaux de la fonction g ( x , y , u\ q u i ^ pour l ' in tégra le ,
sont des pôles ou des points critiques logarithmiques.

2° II ne suffit pas (Pindiquer la fonction g et les l imi tes x^ y , ;
•z^, y^ d 'une intégrale abéloïde pour la bien déf in i r : il faut encore
connaître sinon exactement le chemin L d'intégration, du moins sa
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disposition par rapport aux points de ramification e^u}^ h^ii'). Toutes
les déterminations de l ' intégrale correspondant aux différents che-
mins L se dédu i sen t de l 'une d'elles par addition de multiples de
certaines périodes. Nous les appellerons des périodes focales en
rappelant ainsi, que les chemins L sont tout entiers intérieurs à un
cercle de Riemann. (^Si/, o, 'sL étaient des polynômes en x, y , l ' in té-
grale abéloïde pourrait être considérée comme une intégrale abélienne
définie dans un domaine plus é tendu que le cercle de Riemann, et pour
laquelle il pourrait y avoir des périodes d 'une autre provenance. )

Comme pour les intégrales abél iennes, on peut considérer panni les
périodes locales des périodes cycliques et des périodes polaires; les
premières proviennent des contours fermés tracés sur le cercle de
Riemann et qu'on ne peut réduire à des points par déformation
cont inue et se ramènent à 2/3 d'entre elles correspondant aux
coupures û/, A / ; les périodes polaires sont les valeurs de l ' intégrale
abéloïde prises le long de petites circonférences en touran t les po in t s
s ingul iers logari thmiques.

Mais il faut ajouter une troisième classe de périodes locales données
par les valeurs de l ' in tégrale prises le long' des circonférences
l imi tes r / ( n ° 2).

Ces diverses périodes ne sont pas nécessairement indépendantes;
quelques-unes peuvent ne pas exister, tel est le cas des périodes
polaires lorsqu'il n'y a pas de points singuliers logarithmiques, ou
celui des périodes cycliques lorsque la surface de Riemann T se trouve
s i m p l e m e n t connexe sans contour K (voir exemple II, n° 3 ).

3° Faisons ma in t enan t varier le paramètre //, et supposons même
que -2*1, x^ soient fonctions analytiques de u mais restent distinctes des
coordonnées des points de ramification et des autres points singuliers;
le chemin d' intégration L se déformant de façon continue mais sans
jamais passer par un point s ingulier . L'intégrale abéloïde est alors une
fonction analytique de // (A. E. N^ n° 12).

La restriction peut être impossible à réaliser pour certains chemins
et pour u=o, car les points singuliers v iennent alors se réunir tous
au po in t .r=-o; le chemin doit lui-même passer en ce p o i n t ; il
convient donc d'étudier cette valeur singulière.
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Cette étude a été faite par Fuclis et par Al". Picard dans le cas des
intégrales abéliennes où/', y, 'sp sont des polynômes en x ^ y , / / ; nous
allons adapter leurs méthodes et leurs résultats au cas où y, 9, ^ sont
fonctions holomorphes.

4° Étude du point singulier / / = = o . Nous supposerons que les
abscisses j 'i, x^ des points analyt iques l imites de l ' intégrale abéloïde

f;
sont toutes deux égales à r; les ordonnées sont fonctions analytiques
de a; les autres cas se ramènent à celui-là par addi t ions de fonctions
holomorphes de // . Considérons les divers chemins tracés sur le cercle
de Riemann joignant /•, y, ( / y / / ) et T\ y^{r^ u ) ; les intégrales corres-
pondantes sont des combinaisons linéaires d 'un nombre (lui d 'entre
elles, soit

I. == m^ ï,i -i" WyL 4~. . . 4- m/•!./•,

les coefficients m sont des entiers (positifs, négatifs ou nuls). Les
périodes locales de l ' intégrale sont également données par de telles
combinaisons l inéaires.

Intégrales et périodes appart iennent donc à la famille de fonct ions
de u déf inie par

(' i. 8 ) rj =-- a-, 1 1 4- ff^ L 4- . . . -f- a/, I/,,

où les a sont des constantes arbitraires.
Elles vér i f ien t une équation dif férent ie l le l inéa i re qu'on obtient en

é l iminant les constantes a entre la relation (18) et celles qu^on en
déduit en la dérivant

(H} (R, d\,,
Tht^^'du. - '--•••+^•^7'

^_ ^1, ^I/,
,-——^ — y.\ —-—-^- 4" . . • 4" (y.i,- —-—7 ?
( ( U " ( ( U ~ (•iU."

et en s^arrêtant dès qu'on trouve une forme l inéa i re en a, , . . ., a/, qui
n'est plus indépendan te de celles qui la précèdent, soit —î-
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Les coefficients P de Féquation obtenue

" ( K P P^ . p f / f ' l r i ^ i.^-0' * .7 ft f / """"" ! ~7——!——T 1"1"1'"1"" • * ' '1"11""'' / ' ——ffir du' '

se calculent par des dérivations des miiltiplicatkms des additions
portant sur les intégrales î/,. Celles-ci sont. relatives a des ehemins/jui
se déforment avec // sans passer par les points singuliers si !^|^>o;
elles sont alors fonctions analytiques de u, et il en est de même des
coefficients?: n=o ne peut être qu'un point singulier isolé pour les
solutions de l'équation (1,9').

Montrons que cette équation apparîieni à la classe étudiée pur Fuc/fs^)^
celle dont les solutions sont régulières au point singulier u=.o^ c''esl-
à-dire que dans la solution générale, obtenue par combinaison linéaire
de groupes de solutions du type suivant :

,' r^i == { { r o, ( il ,1,

Y^ = f i 1 ' \ ̂ , ( // > 01 < iog / / 1 — ̂  (" // » ' j .

[ Ti/^. u'' [ 9 i <' / / ) a/, ( lo^ u } -;- r^^ ( u i 0//..-.i ( lo;.1 n ) •— . . . |.

où les 6 sont certains polynômes en log//, les fonct ions un i formes ^ ( 1 1 )
n'admettent pas •// = o coîïime point s ingul ie r essentiel.

Pour cela, nous établirons que les modules des intégrales I /restent
inférieurs à une expression de la forme AI//! '""""", A et B é tant des
nombres positifs convenablement choisis. La fonction y peut être
considérée ( n° 5) comme une fraction dont le numérateur holomorphe
en .r, y , ( i reste en module inférieur à un ' nombre p-, et dont Ïe déno-
mina teu r est le produit (17) :

[ ./:• -••-• ^i (' /./, ) |. . . ( x — "i,i { a ) ] .

Dans te p lan de la variable .2', ou plutôt dans les feuillets corres-
pondan ts du cercle de Riemann, enfermons les points 'E^Çu). . .? / / (^)
dans des cercles c , , . . ., c,, ayant pour centres ces points et pour rayon

( 1 ) La théorie de Fuchs {Journal de Crelle, t. 66 et 68) est devenue classique; elle
est exposée dans le Traité d\4nalyse de M. Picard (t. 3, Chap. XI) et dans ie Cours
d^ Analyse de M. Goursat (t. S, Chap, XX), L'application aux intégrales abélieimes a été
faite d'abord par Fuchs {Journal de Crelle, t. 71 et'. 73).

Ann. Èc, yorm., (3), L. —DECEMBRE 1933. <-l9
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c o m m u n i / ^ j \ l 'exposant- A étant:, un nombre supér ieur aux exposants
des termes (Je moindre degré des séries d o n n a n t les développements
des diiîerences E / ( / / ) — ^ ( / / \ E , ( / / ) — ^(^), ^ / ( ^ ) — e ^ n ) s u i v a n t les
puissances (à exposants entiers ou fract ionnaires) de / / . ('Si quelque-
unes de ces ditlerences sont i d e n t i q u e m e n t nu l les on les écarte.)

Les cercles c, , . . ., c,, sont extérieurs les uns aux a.utres; pour | / /
suf i isamment vois in de zéro on peut donc éviter que les chemins L| ,
L^ . . ., L/.. suivant lesquels sont prises les intégrales I , , L, .'. ., I/, ne
pénètrent à l ' i n t é r i e u r de ces cercles^ par suite

et
| ^ {'../•, j', K ) [ •< y. K. i-^, ..M ̂  n '/,.

On peut évidemment trouver un nombre .V surpassant la long 'neur
de tous les chemins d ' iu té^ra t ion ( ' ) et l 'on a b i e n

i.i/ <A |^ [ - N , \.^\p. (./.=., ^ ..., / • ) .

Des inégal i lés analogues s 'appl iquent aux solu l ions Tp, . . . , ^/,
iormant te groupe (20), on en conclut de proche en proche que 9 , , ...,
ff, ne peuvent admettre fi = o comme point s i n g u l i e r essent ie l ; c'est
l 'extension du théorème de Fuclis que nous dev ions é tab l i r .

<S. Groupe local de monodromie. — Lorsque Je po in t représentant la
var iable // décr i t dans son plan une courbe fermée en tournant, au tour
de l 'origine et revenant à sa position primitive, les chemins L, , . . . , L/,
et les intégrales I , , . . ., I/, se modif ient ; les valeurs l\, . . ., 1 .̂ qu'elles
ont au retour sont é v i d e m m e n t des fonct ions l inéai res à coefficients
entiers des valeurs I , , . . . , !/, qu'elles avaient au départ. Les substitu-
tions l inéaires ainsi déf in ies forment év idemment un groupe que
nous appellerons groupe local de monodro/me.

M. Picard ( 2 ) a donné, à propos des intégrales abé l iennes des
exemples de dé t e rmina t ion directe de ce groupe; cette dé terminat iou

( ' ) On suppose ici que Je point ro})resenL<»l]f de la variable fi 1 1 0 lûnmo pas NKleImnneiil
aiitoiir (le u == o, ce qu'on peul 6v:ideniineiiL obtenir.

{ î ) ^air notiunineni, son Ouvrage récent, : Çuc/f/i/es u.ppi'icad.oiïs î l e la //icône (/es
courbes el. des surfaces al^cbl'ufues, Chap. V, Section II, p. i36.
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est intéressante parce qu'elle donne les exposants caractéristiques r
relatifs an point singulier u=o de l 'équation (19) et permet de pré-
ciser la nature des intégrales Iy(«).

Nous appliquerons sa méthode en supposant Inéquation ^2) de la
for-me

^ •'•i == H ( .r, u ) '.=- A .je11 — ....

R étant un polynôme de degré 72. en x, à coefficients holomorphes en u
s ^ a n n u l a n t pour // = o, sauf le coefficient A de x11 qui est supposé
constant .

Pour une étude complète, il conviendra i t de faire diverses hypo-
thèses concernant la répart i t ion en systèmes circulaires des racines
e ^ ( u ), . . ., e,,(u} du polynôme

R (' ...r, u ) = .\ ( ./• —• e i ) . . . (" x — e.n ),

nous nous l i m i t e r o n s au cas le plus simple, celui où le développement
en série entière de R(o, u} commence, par un terme du premier degréi
en / / ; e^ . . ., Cn sont donnés par des séries en t i è res en u'1 commen-
çant par des ternies du premier degré.

Nos intégrales abéloïdes sont ici de la forme 1 P(^*,j, u)^^ P étant
<y •j

le quotient de deux fonctions holomorphes; on peut (11° 5) substituer
à P le quotient d 'un b inôme Yo^ ^)j ""̂  TC^ u) à coefficients holo-
morphes en oc et u par un polynôme en.r, JL^-T- 6(^)^"~'4- . . . à coeffi-
c ien t s holomorphes; nous restreindrons encore notre élude au cas où
ce polynôme se réduit à une cons tan te ; en d'autres termes, nous
a dm étions que le s seuls points cr i t iques locaux de la fo notion g'== — s o n t
les points de ramification et sont des pôles du premier ordre. L'inté-
grale est alors de la forme

/ Y(\Z.', //, ) , r . , ,-•——\— ,̂2--+- | Yo(^, i i ) d x ,

Je second terme est fonction analytique de u; nous étudierons donc
fy(.2;, u)d^

(^ \ . ( u . ) ' ^ = - j -i———^———•

Nous utiliserons la méthode des lacets, plus simple ici que l'emploi
des cercles de Riemann; nous prenons les limites de l'intégrale toutes

49-
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deux égales a r; les diverses valeurs de l'intégrale s'obtiendront en
ajoutant celles qui correspondent aux divers lacets que nous allons
définir .

Représentons dans le plan de la variable x les points e\, <%, . . ., e,,
qui diffèrent évidemment peu des sommets d'un polygone régulier, de
centre 0(.r=o), de petit rayon, \u\ étant supposé pe t i t ; ces points
sont numérotés dans l'ordre où les rencontre une demi-droite issue
de 0 tournant dans le sens direct autour de 0 et partant de la demi-
droite OA, en appelant A le point x='i\

Le lacet L, sera constitué par une ligne A,v partant de A^ aboutissant
en un poin t &/tres voisin de e,,, mais ne traversant aucun des segments
recti l ignes Oe, , . . ., 0^, par un pet i t cercle c, de centre <?,. sur lequel
on fera un tour, et enfin par le chemin À,, parcouru en sens inverse du
sens p r i m i t i f .

On peut prendre, par exemple. A,, const i tué par l'arc AE., de la cir-
conférence r( x = r ) parcourue dans le sens direct de rotation autour
de 0 et par un segment rectiligne E,.£,. porté par la dro i te Oe,,.

Soit L la valeur de l ' intégrale prise le long de ce lacet L,; la déter-
minat ion in i t ia le dey é tan t désignée par y,.

La valeur de l ' intégrale correspondant à une courbe fermée partant
de A et y revenant est de la forme 1 ==SaJ.^ les a étant des nombres
entiers positifs, négatifs ou nuls. En particulier pour la circonférence
de rayon /• décrite dans le sens direct , i l est facile de voir que l ' inté-
grale a pour valeur

Cj ^= l// -11— i//-.i -4- 1,/_._; — i//—:! ""l'~ • • • ^p 'i «i

le dernier signe est — pour n pair et -h pour n impair.
L' intégrale 1 admet des périodes locales, qui sont des combinaisons

linéaires à coefficients entiers de n—i d^entre el les^ par exemple de
0 — T 1 O _ î î 0 _ { T^-l— »-!, — i\f û-.ji— »:; — 1 ^ ? . . . , • M&/I.-.] — i// — l.//^i.

Supposons maintenant que // décrive dans son plan un pet i t cercle
\u == c^p en tournant une fois dans le sens direct; les points e\,
e^, . . . , ^décrivent des courbes voisines d'arcs de cercles de centre 0
et v iennent évidemment occuper les nouvelles posi t ions
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Les lacets L se déformant en même temps d'une façon continue,
soient L/ leurs positions finales; pour les n—i premiers lacets
L',, . . ., L'̂  équivalent à L^ . . ., L/,; pour le dernier lacetL^ équi-
vaut à un tour complet sur C autour de 0, au lacet L, et à un nouveau
tour en sens inverse autour de 0. On a donc pour les nouvelles valeurs
ï, des intégrales I,

I;^l,,,,

lorsque s<^n. Pour s =-n deux cas sont à distinguer suivant la
pari té de n :

Lorsque n est pair, après un tour complet de x sur le cercle F, y a
repris sa détermination in i t ia le , et l 'on trouve

1,== 2 G 4-1,.

Si n est impair, y est remplacé après un tour par —^y, puis après par-
cours de h,, par y, et les intégrales correspondant aux deux tours
sur F ont une somme nulle ; donc

En définitive, le groupe local de monodromie de l'équation ditré-
ren t ie l le d'ordre n admettant I i , . . ., I/, comme solutions est
f ^ 3 ) 1,=L,

et

( .4) I , -=L,

I; ,=r2C+l\-:=—î,-4- 9/1,—^],- . . . - T - ^ I / / .

pour n pair

i^=î. 1^==:—- 1^ pour n impair.

Etudions les équations caractéristiques ( ( ) correspondant à ces
deux cas : ' . . - .

i° Pour n pair^ l 'équation caractéristique est
1 0 0

• S 1 0

Af,y)=:
0 0 0 0

— 1. ':>. — '.î ^

( 1 ) î^oir GOURSAT, Cours d'Analyse^ t. 2, Chap XX; PICARD, Trailé (l'Analyse, l. 3,
Chap. XI.
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Ajoutant aux éléments de la dernière ligne ceux des précédentes
multipliées respectivement par — i , + ï . — ^ . • - — î . oïl met en
facteur y — i dans la dernière l igne et l 'on a

A m == { s — r j A, f ,?) ,

A,(y) étant un déterminant dont les n - ï premières lignes sont les
mêmes que celles de A et dont la dernière est

En a|outant aux éléments de la dernière ligne ceux des lignes de
rang impair on met encore s— i en facteur :

^ ^ ( s ) == ( s -— i.)12 AJ'5),

les n— ï premières lignes de A, sont identiques a celles de A et A, ; la
dernière ligne a pour éléments

—.-l, 0, — l , 0, . . . , — i , 0.

En développant A., par rapport aux éléments de cette dernière ligne,
on trouve

A C s ) == ̂  — ï )2 ( ̂ 1 + ̂ "~" -+- •v//~" l> + • • • ~1" ( ' •

L'équation caractéristique admet donc la racine double ,y==i et des
' 2 ik TC

racines simples de la forme s^-==e n , k prenant les valeurs 1 ,2 , . . .,

n — i à Fexception de ^ •

D'après la théorie classique, en posant r, .== ^log^-== ^ à chaque
i

racine simple s,, correspond une intégrale i^^^u) qui est le produit

de ^f par une fonction uniforme ^/,(», fonction pour laquelle u ==o
ne peut être qu 'une singularité polaire. A la racine double .y=i, cor-
respond un groupe de deux intégrales, qu'il faut étudier de plus près.
On voit aisément que G est l 'une de ces intégrales; et si l'on pose

2 S = = = I l + L 4 ~ . . . 4 1 • • - L , , ' :1 , •

les relations (s3) donnent
. aS /==^,+l.41- . . .4-l„='2C I+•^s.
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Donc G et S const i tuent deux intégrales auxquel les correspond la
subst i tut ion canonique

C'=C, S^C-i-S,

le nombre r=== —loff.y est n u l pour s == i; et
^ l - K Q l • ?

G = ̂  f // ), S ~=- 'if ( a ) los, u — 7 (' // ) ;

^ et / sont uniformes au voisinage de u = o.
2° L'équation caractéristique lorsque n est impair s'écrit

....... ,ç 1 ()

C» — S 1 0 0

: — — f^-r-

<") 0 0

Ses racines sont s / , = c n , elles sont toutes simples; il leur corres-
/. l̂ Lr-1

pond des exposants r/,-== —1——t- et des intégrales u î l > ^i.Çfi}, ('J>/,- uni-

forme).
En définitive, les intégrales 1 sont de la forme :

ï ° n pftiî\
/-

y^.f.f/11^/^ !t' ) -4- j S i ^ C / / } 4-- ^^['^( u ) log«. 4- /,( '^j],

l'accent de I7 signale que la valeur k ==- ^ doit être exceptée ;

2° n impair,
/ < 1 " ' Itrj

î==y1 a/,^ ÏI1 ^ k i u } .
/:=0

Dans ces formules, les lettres a, ^ désignent des constantes, les
fonctions ^/,, 4^ 7 son^ uinfonnes et .'u = o ne peu t (n° 7) être qu 'un
point ordinaire ou un pôle pour ces diverses fonctions.

Appliquons ce résultat à l'intégrale I, relative au lacet L^ pour
n pair ; soient a.\., |3j, p.i les valeurs des constantes. Quand l'argument
de u augmente de 2r. on passe de I, à L et l'on obtient ainsi les
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constantes a^ [^, ^ correspondant à l'intégrale L relative à L^ :
•j/'/t-'n:

a^a^, ^P;+^,, (3J=^.

On en conclut que pour la période î], == L — Ii la constante pa est
nulle; on voit de la même façon que les périodes locales û, 71̂  con-
tiennent pas de tenue en logiL

Lorsque les coefficients des séries entières en x^ y , u que nous
avons utilisées sont tous réels, quelques-unes des intégrales précé-
dentes se ramènent à des intégrales prises le long de l'axe des quan-
tités réelles du p l an de la variable x. On a donc retrouvé et précisé
ainsi les résultats ( ' ) donnés antérieurement (4. E. N., n° 13),

( ' ) Signalons un hipsus a rectifier rluns cet article (p. 379, ligne 5 en remontant) : la
z / ( 1

série entière quil l'aut considérer à propos (le Foxpression — est toujours formée avec
^/S

les variables - et ^ sans qn^il y ait lieu de faire in terveni r —* Coinnie m— - est entier
Z • ^ ^ 2

pour n pair, et ne rest pas pour n impair, les termes en lo^v et }o^u ne se présentent
que dans le premier cas.

ERRATA

Page 38^ ligne 5, au lieu de A", lire^ ,n0 7.


