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ETUDE

SUR LA

DETERMINATION D'UNE FONCTION DISCONTINUE

PAR SA DERIVEE UNILATERALE

Psar M. Turrio VIOLA

Introduction.

1. Parmi les recherches que les analystes ont poussées dans tous les
champs de la théorie des fonctions de variable réelle, aucune étude
approfondie et complete des fonctions continues a droite en tout un
intervalle, c¢’est-a dire des fonctions F(x) qui, pour tout point z, d’un
intervalle @b, satisfassent a la condition

lim F(z)=F(z,),
232y =+0
n’a été faite jusqu’ici.

Jai récemment publié quelques recherches qui mettent en lumiére
les principales propriétés de ces fonctions, par rapport & leur dériva-
bilité unilatérale. Dans les Annali di Matematica pura ¢ applicata
(4° série, t. 9, 1931) j"ai montré que, par 'extension facile d’un théo-
réme fondamental de M. Denjoy ('), I'on tire d'importantes consé-

(1) A. Dextoy, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, (Journal de
Muathématiques pures et appliquées, 1. 1, 1915, p. 149).
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quences etj’al démontré quelques propositions relatives a I'ensemble
des points de discontinuité. Dans les Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo (t. 55, décembre 1931) j’ai analysé un exemple particulier
de fonction continue & droite, en trouvant effectivement les ensembles
des valeurs de la variable pour lesquelles les théorémes démontrés
dans le Mémoire précédent sont vérifiés. Dans cette étude je me suis
par hasard rencontré avec M. Laberenne qui a étudié (') des fonctions
continues 4 droite du méme type mais plus générales, du point de vue
de I'intégration suivant Riemann. Dans les Rendiconti della R. Acca-
demia Naz. del Lincer (6° série, vol. XIII, fasc. 11-12-13, mai,
juin 1931) j’ai poussé plus loin un résultat précédemment obtenu (*),
en démontrant que, s¢ P est un ensemble parfait quelconque contenu en
a=b et st Uensemble des pornts de P ot F(x) est discontinue par rapport
@ P est dense en P, alors Uensemble des points de P ot lon a

D, F(z)— D, F(z)=2 ()

esty lut ausst, dense en P. Dans le présent travail (§ III, n°1) cette pro-
position sera complétée. J’ai démontré aussi, en utilisant la condition
nécessaire et suffisante bien connue donnée par M. Baire (*) pour
qu’une fonction soit ponctuellement discontinue, que si F'(x) est déri-
vable @ droite en tout a=b, alors sa dérivée droite ést une fonction de
premuére classe, c'est-a-dire limite d’une suite de fonctions continues.
De cette derniére proposition je donnerai une autre démonstration plus
compléte dans un article publié dans la Mathematische Zeitschrifi (*),
en donnant un procédé pour la construction effective d’'une suite de
JSonctions continues bilatéralement et dérivables a droite en a—b

o, (x), 9u(2), ..., ou(®), ...,
telles que '
limg,(x) =F(z), IimD.,o,(x)=D,_F(z)
n- o ny»

. (Y) Bollettino dell’ Unione Mat. Italiana, année X1, ne 1, {évrier 1932.
(2) Annali di Matematica, loc. cit., n° 3, p. 253.
(3) Jindique d’une facon générale, par D F(z) la dérivée droite de F(z) (si elle
existe), par Dy F(x), D..F(z)les nomhres dérivés droits (supérieur et inférieur) de F(z).
(*) Legons sur les fonttions discontinues ( Collection Borel, 1905), p. 98.
(%) Bd. 36, Heft. 3-4, p. 377-393.
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et que D, F(x) soit limite de quotients différentiels des respectives o,(x),
que l'on peut aisément déterminer. Dans ce méme Mémoire je démontrerai
aussi que, dans le cas ou la fonction F(2) continue & droite en a0
n’est pas dérivable & droite mais ol les fonctions-nombres dérivés a
droite D, F(x), D, F(«) sont finies en tout a=b, on peut construire une
sutte de fonctions bilatéralement continues

,‘.71(‘1‘)7 ’1"—’("('\)'. R :Pﬂ(xv): MR
telles que -

lim ¢, (z) = F(2), lim D, ¢, (z) =D, F(2), lim D, 0,(2) =D, F(z),
: Pt ot

no-= nin w

en tout a~b; je démontrerai aussi que, toujours dans le cas ou les
fonctions D, F(x), D.F(2) sont finies en tout a=b, elles sont de la

seconde classe en a—b, c’est-a-dire limites de suites de fonctions de la
premiére classe.

2. Il se pose maintenant le probléeme de la recherche d’une primi-
tive d’'une dérivée droite donnée. Il est bien connu que, pour le cas des
fonctions bilatéralement continues, ce probléme a été complétement
résolu par M. Denjoy ('), avec le procédé de tozalisation qu’il a ima-
giné. Le probléeme analogue, dans notre cas, peut étre exactement
énoncé comme il suit :

Etant donnée une fonction f(x), dérivée droite en a=b (d’une fonc-
tion continue & droite inconnue), en trouver une primitive, c'est-d-dire
une fonction F(x) continue a drovte et déricable vers la droite en a~b,
telle que

D, F(z)=f(x).

La premiére question qui se pose & ce propos est celle de I'indéter-
mination du probléme ou de la classe des fonctions F(). On voit tout
de suite que I'indétermination est bien plus vaste que pour le cas des
fonctions continues bilatéralement, car on peut seulement affirmer,
en général, que F (&) est déterminée a une fonction additive prés, ayant
une dérigée droite nulle en tout a=b.

(V) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables (Annales scienti-
JSiques de I'Ecole Normale supérieure, 3° série, t. 33, 1916, p. 127).
Ann. Ec. Norm., (3), L. — Mars 1933. 1o
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3. Le présent travail découle de I'étude de ce probléme. Quoique
n’ayant pas obtenulasolution quej'avais espérée, je présente plusieurs
questions préliminaires qui pourraient étre utiles a des études ulté-
rieures. Il m’a semblé d'abord nécessaire d’approfondir, plus que je ne
I’ai fait dans les travaux précités, la nature de I'ensemble des points
de discontinuité d’une fonction continue & droite et dérivable vers la
droite ou précisément a dérivée droite nulle. Dans ce but je présente
une étude soigneuse des «ensembles clairsemés drouts | gauches] », ¢’est-
a-dire des ensembles tels que tout sous-ensemble contient un point
isolé du coté droit [ gauche]. Cette étude est conduite exactement sur
les traces de celle, analogue, de M. Denjoy (') sur les ensembles clair-
semés, ¢’est-a-dire tels que tout sous-ensemble contient un pointisolé.

Au deuxiéme paragraphe du présent Mémoire j'examine plusieurs
questions relatives aux fonctions & dérivée droite nulle.

Au dernier paragraphe j’étudie essentiellement le dit probléme de
la recherche d'une primitive et je montre la possibilité de le résoudre
presque partout en a~b. Il en reste exclu un ensemble B de mesure nulle
(non dense en tout a~b), mais la fonction trouvée est telle que ses nombres
dérivés a drovte en B différent de moins d’un nombre arbitrairement
donné e > o de.la dérivée droite donnée (E étant indépendant de ).

Nous croyons que ces pages mettront bien en évidence les grandes
difticultés que le probléme présente, et nous serions tres heureux si
cette ¢tude pouvait suggérer I'idée décisive el finale que nous n’avons
su trouver. Pour faciliter des recherches ultérieures nous avons cru
utile de ne pas négliger certains détails que I'on trouvera par exemple
aux n* 3, 11, 13, du paragraphe III.

Je dois ma plus profonde gratitude a ceux qui ont rendu possibles
cesrecherches, au gouvernementitalien qui m’a donné les moyens pour
mon long séjour & Paris et surtout 2 M. Arnaud Denjoy qui a voulu me
guider avec une bienveillance dont je conserverai le souvenir pour
toute ma vie.

¢

(1Y) A. DeNvoY, Sur les ensembles clairsemés (Proceedings of the Section of Sciences de
la Koninklijke Akademie vun Wetenschappen. Te Amslerdam, 1920, vol. XXII, Part. 2,
n°* 6-10, p. 882). Voir aussi M. Frécuer, Les espaces abstraits (Collection Borel, 1928,
p. 65, 174, 267); N. LusiN, Lecons sur les ensembles analytiques (Collection Borel, 1930,
p. 104-111). :
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I. — Les ensembles clairsemés droits [gauches].

1. Appelons dans un ensemble E linéaire point isolé du cdté droit
[ gauche], ou point isolé droit [ gauche], un point de E, extrémité
gauche [droite] d’un intervalle totalement étranger i E.

Un ensemble E sera dit clairsemé droit[ gauche] si tout sous-ensemble
de E contient un point isolé droit [ gauche].

2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble B soit
clairsemé droit [ gauche)] est que E sott non dense sur chaque ensemble
parfait P lorsqu’on néglige les points de P . E qui sont extrémités gauches
[droites] des intervalles contigus de P.

a. La condition est nécessaire. — En effet, sielle n’é(ait pas satisfaite,
il existerait un sous-ensemble E, de E partout dense sur 'ensemble Q
qu'on obtient d’une portion P, de P (") lorsqu’on néglige les extré-
mités gauches [droites | des intervalles contigus 4 P,. Tout pointde E,
serait limite de Q du coté droit [gauche], donc aussi limite de E, du
coté droit [gauche]. Il y a contradiction.

b. La condition est suffisante. — En elfet, soit E, un sous-ensemble
quelconque de E. Il faut montrer que E, a des points isolés du coté
droit [gauche]. Si E, a un point isolé bilatéralement, c’est fait.
Sinon E, est dense en lui-méme. Soit P son deérivé (parfait). E, est
partout dense sur P. Par hypothése E, est non dense sur P lorsqu’on
néglige les extrémités gauches [droites| des intervalles contigus.
Donc E, contient des extrémités gauches [droites] d’intervalles
contigus a P. Ces points sont isolés droits [gauches] dans E,.

3. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il soit possible
d’affecter a chaque point a d’un ensemble E un intercalle i(a) duquel a
sott Uextrémité gauche [ drotte], de maniére qu’aucun point de la droite
ne soit intéricur & une infinité d’intervalles i(a), est que I’ensemble E soit
clairsemé droit [ gauche ] (*)

(') Py est 'ensemble des points de P contenus dans un intervalle.
(2) Voir A. Densoy, Sur les ensembles clairsemés, loc. cit.






