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SUR D I F F É R E N T E S Q U E S T I O N S

RELATIVES AUX

ÉQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE
PAR M. GEORGES G Î H A U D

Professeur a l 'Universi té de Clermonl-rerri ind.

Introduction.

Cet article fait par t ie d'un ensemble de travaux consacrés aux équa-
t ions aux dérivées partiel les du second ordre de type e l l i p t i q u e ,
l inéaires ou non, à m variables indépendan tes (').

Rela t ivement aux équations linéaires, des so lu t ions élémentaires
de cer ta ines équations dont les coefficients sont définis dans tout
l'espace et se réduisent à une certaine distance de l 'origine à ceux
de l 'équation

2 à'1 uà2 u
^ àj;ï^-^/==0 ^>0)'

( 1 ) Voici la liste de ceux de ces travaux auxquels nous aurons fréquemment à
renvoyer au cours de cet article, avec les abréviations par lesquelles nous les
désig'nerons :

A. Sur le problème de Diricîilet généralisé, équations non linéaires à
invariables (Ann. se. Le. Aorm. sup^ t. 43, 1926, p. 1 - 1 2 8 ) ,

B. Sur le problème de Dirichlet généralisé, deuxième mémoire (Ann. sc^
Ec. Norm. sup.^ t. 46. 1929, p. i3i-2/i5).

C. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bidl. Se.
math,,, t. 53, 1929, p. 36-j'3cfi).

Un article Sur les équations de type elliptique et la méthode des approxi-
mations successives {Journal de Math., t. 8, 1929, p. 269-800) traite rapide-
ment la question d^une façon intermédiaire entre celles de A et de B,
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le coefficient de // étant en outre négatif dans tout l'espace, jouent : un
rôle prépondérant . On verra ici que ces solutions élémentaires existent
si les coeff ic ients satisfont dans toutTespace à une condition de Lips-
cliitz généralisée et si en outre le coefficient de u est négatif ou nul
dans tout l'espace. On y trouvera en outre une étude plus détaillée de
ladérivabil i l 'é de ces solutions élémentaires.

Certaines équations sont identiques à leurs adjointes ; c'est le cas
no tamment de certaines équations^où figure l ' invariant différentiel du
second ordre de Beltrami pour une mult ipl ic i té à m d imensions dont
on donne l 'élément l inéa i re . On verra comment de^ résultats classiques
de la théorie de l 'équation de Fredholm permettent de généraliser pour
ces équa t ions un théorème de M. Picard sur l 'équation des membranes
vibrantes, théorème qui a déjà fait l'objet d'une première généralisa-
t ion due à M. Sanielevici.

L'allure des dérivées de la solution u d'un problème de Dirichlel
l inéaire sur la frontière du domaine est fondamentale pour la solution
des problèmes de Dirjchlet non linéaires. Cette étude est rapidement
reprise ici pour élargir les hypothèses faites précédemment. A ce sujet
se rattache la construction de fonct ions assujetties à des condi t ions aux
front ières données, portant sur les dérivées jusqu'à un ordre donné,
opération qui se présente à plusieurs reprises dans la théorie actuelle.

Cet article revient ensui te , pour le démontrer complètement, sur le
théorème concernan t les dérivées de u^ d^ordre supérieur au second,
quand on suppose que u satisfait à une équation, l i néa i r e ou non , de
type e l l ip t ique et que ses dérivées secondes satisfont à une condit ion
de Lipschitx généralisée. On passe a i sément de là au cas où l 'équation
donnée est holomorphe, cas où u l'est auss i ; cette proposition géné-
ralise un théorème bien connu de M. Serg-e Bernstein concernant le
cas de deux variables indépendantes. Le théorème sur le problème de
Dirichlet pour les équations non l inéaires est repris rapidement avec
des hypothèses plus larges que précédemment.

Le problème dit de la chaleur qu'il n'y a pas l ieu , à notre point de
vue, de considérer séparément de celui de Neuiïsann^ est généralisé
pour les équations linéaires quelconques. On y retrouvera un fait déjà
signalé'dans des circonstances plus étroites, savoir que les hypothèses
nécessaires à notre solution de ce problème sont plus larges que les
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hypothèses correspondantes relatives au problème de D i r i c h l e t ; les
raisonnements sont d 'ai l leurs p lus brefs.

ï l n'y a aucune di f f icul té à considérer un problème mixte, où cer-
taines frontières por tent les données d 'un problème de la chaleur, et
certaines autres celles d 'un problème de Dirichle.fc, ces f ront ières é tant
sans p o i n t s communs les unes avec les antres pour éviter les s ingula-
rités qui se produira ient à la séparat ion des deux sortes de données .
Cette é tude est d o n n é e ici avec des hypothèses un peu plus larges que
celles que nous avions faites antér ieurement pour le problème de
Dirichlet l inéa i re ; les nouve l les hypothèses s^appliquent d'ailleurs
aussi à ce dernier problème.

I. — Sur la solution élémentaire.

1. Si l'on donne l 'équation linéaire

( ^ à^ii • ^ , au
\ ^ ( a,} == > a.y, 3 -,——,— + 7 by —,— 4- eu = o

( i ) ' K ' ^^ ^ àx^àx^ ^ •̂0,

( (a, (3== i, -2, . . ., mn^^ ==<7^),

où les ciy^r^ les by, et c sont des fonctions données de x^ .^3, . . . , x^,
et où u est la fonct ion inconnue, on peut définir l 'équation adjointe
comme étant

^ à'1 (a y ^(/") ^ à(b^v}
( 9, ) 4 ( c ) -==. > ——v—— — > —.—— -4- cv =. o,
^ / £ } k / ^^.^ àx^àx^ ^a àxy,

et cette d é n n i t i o n est valide si les dérivées secondes des ^a,,3 et les
dérivées premières des &y, existent.

Mais si l 'on pose., dans l'équation (i),

^ à a y Q
by-=- b'o-\- y ———,a a A«!p àx^ .

de sorte que cette équation devient

^o à f au. \ ^ ,. au.
(3) ^^,)=^^(^^J+^^^+c»,=o,
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l 'équation adjointe devient, dans la même hypothèse,
^ à [ à^\ ^ à [ î : ) y y ' }( 4 ) ^ (,, ) ̂  \ ( a^ —— - •\ ———— + ̂  ==: o.
^J^</r3\ • ÛXyj ^a ^a

On remarque alors que, si l 'on prend cette nouvelle façon d'écrire
l'adjointe comme une dé f in i t i on , celle-ci a un sens pourvu que les a^^
et les Z4 <H1 ^s &a—^ (-^L^ aient des dérivées, et ces nouvelles hypo-
thèses sont plus larges que les anciennes .

C^est cette nowelle définition que nous adopterons désormais. Si les
dérivées des ^,'3 6t des b^ sont cont inues , les différentes conséquences
de la formule de Green ( 1 ) subsistent sans modification.

2. Si l 'on suppose que c et les dérivées premières des a^^ et des
b'^ sont cont inus (L)( 2 ) , les autres hypothèses relatives à l'existence
de G(X,S) subsistant (:>) (c'est-à-dire que, hors d'un certain domaine
borné, les ci^^ sont nuls si ? -=/=. a et égaux à un si [3== a, les by^ sont
n u l s e t c = = — g ' 2 , p é t a n t positif et constant, et que de plus c est négatif
dans tout l'espace), cette solution élémentaire G(X, S) satisfait , rela-
tivement à 3, à l 'équation adjointe. La démonstrat ion donnée dans un
cas plus particulier ('') subsiste en elfet.

3. Les hypothèses faites dans le travail cité pour parvenir a la fonc-
t ion G (X, S) peuvent être élargies : il suffit en effet de supposer que
tous les coefficients a ̂ 3, by^ c sont continus (L) dans tout F espace^ ces
coefficients gardant les mêmes valeurs que ci-dessus hors d 'un certain
domaine borné .et c étant négatif dans tout l'espace. Pour le voir, il

( 1 ) B, § V, ihéor. 3, p. 'KX) et a ïo .
( t 2 ) Je rappelle que je désigne ainsi les fonGtions satisfaisant à des conditions

de Lipschitz généralisées

\^(X)-^(Y)\<:/,U'-(X, Y) (Â ->O, o</^i),

ou L (X, Y) est la distance des deux points de l'espace à m dimensions, À- et h
étant constants; h est nommé V exposant et k, le coefficient de continuité (L).

( ; î) B, § V, théor. ^ p. 19.1.
( 4 ) B, §V, théor. 2, p. 200.
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suffit de modifier un seul point de la démonstrat ion ( ' " ) : pour l imi te r
dans 3e domaine L (0, X. ' )<<.R+o les dérivées secondes de C x ' — <&'
par rapport auxa^, les dérivées premières et la fonc t ion même ayant
déjà la l imitat ion 0 ["^-•^^-^^"'"j^ [\ suffit de considérer G' — ï^ comme
solution d'un problème de la Chaleur (2) dans une hvpersphère de
rayon assez pe t i t ; on sait en effet que ce problème est solu'Me si les
^a,::h les b^ et c sont con t inus (L), moyennant u n e condi t ion de signe
qu'on peut tou jours r empl i r , et pourvu q u e le rayon de Fhypersphère
soit assez pet i t ; les dérivées secondes de la solution peuvent être l im i -
tées dans les mêmes cond i t ions , ce qui suffi t .

4. La condition c <^ o clans tout l'espace peut être remplacée parc^o,
pourvu que, hors d'un certain domaine borné, on ait toujours
c=—g\ <§->o.

Plaçons-nous en ef fe tdans cette hypothèse et soit / ( X ) u n e fonction
con t inue ( L ) dans tout l'espace, n u l l e hors d'un certain domaine
borné , et telle que c — y soi t négatif dans tout l'espace. Soit G(X, S)
la solution élémentaire de la nature considérée, relative à l 'équation

^ (u)=yji.
Posons

. * ( / / / )
( 5 ) //.(,X, Z.)=—ï J G-(,X, A ) p ( A . , ^)d\r^

l 'intégrale é tant é tendue à tout l 'espace et A ayant, comme dans le tra-
vai l cité, la valeur

_ n1. / \
( 6) À = 2-^ 7T 2 F ( m — 1 ) ( m > 2 ) ;

p(X, S) est une fonction à déterminer par l 'équation de Fredholm (;i)
^m,

o(X, E) — A % ( X ) | G-(X, A.) p (À , S) 6/VA==A^-1 %(X) G^(X, 2)

(•2p > m),

( 1 ) B, §V, théor. 2, p. 207.
( 2 ) Voir G, p. 38o et suiv.
( 3 ) Voir B, p. 213, les définitions de'G^r, et de 0'^ ; ou ci-dessous, § IV, n° 2.

Ànn. Éc. Norm., (3), XLVII. — JUILLET igSo. 20
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ou r in tégra leesfc .é tendue à tout l'espace. La théorie de Fredholm s'ap-
plique à cause de la façon dont G- se comporte à r i n f in i et parce que '/
est iden t iquement nul .hors d 'un cer ta in domaine borné ( ' ) .

Pour prouver que p existe, il suffi t de prouver qu'il n'existe pas
d'autre solution que G- == o pour l 'équation

/-ïim!

( 7 ( X ) — / . ^ ( X ) ^ G(X. A ) < 7 ( A ) ^ V A = = o.

Soit en effet a une solut ion quelconque de cette équat ion et soit
^nù

if(X')=—'}. / G(X, A)cr (AWVA, ;

u satisfait à Inéqua t ion (i) et s 'annule à l ' inf in i . Je d i s q u e n est identi-
quement nu l . En effet, posons

u=(h — e-^)ç\

h et M étant des constantes positives qu^on va déterminer; /• est la dis-
tance de X à l 'or igine supposée placée en un point où c<^o; <' estime
nouvelle inconnue . Si A ^ > i , l e coefficient de v dans le second membre
est partout positif. D'autre part,

ff(h- e~^)= e-^[- 4M2 2a.3^^ -r^ -+- •îM J^O^ -4- b^x,:}— c] + hc;

il existe des constantes A^ B, C, D toutes positives telles que le crochet
soit moindre que

— ^^IVPA../-2-^ 2 M ( B r - + - G) -4-D;

supposons c<^o pour ^'^o ; nous pouvons prendre M assez grandpour
que ce crochet soittoujours négatif pour r^> j\; d'antre part, M étant
maintenant fixe, nous pouvons prendre h assez grand pour avoir

^ ( h — e-^) < o

quand r <^ ro ; alors il est visible que la même inégalité a lieu dans tout
l'espace. (-' ne peut donc avoir nulle part ni maximum positif ni mini-

( 1 ) B, §V, tbéor, 3, p. 2i5.
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mum n é g a t i f ^ ' ) ; mais i" s ' annu le a l ' i n f i n i ; donc r est i den t iquemen t
n u l et u de même. Donc e n f i n a, qui est. égal à y u, est nul .

Ainsi ? ( X , H), et par su i t e ?/(X,3\ ex is ten t . Alors la fonc t ion
G /, {X, 3 ) — ^ ( X, 3 } est la s o 1 u I. i o n é 1 é ni e n t a i re c 11 e rch é e d e 1 ' é (| u a-
tion (i). Cette s o l u t i o n est év idemment [inique.

5. Dans le but de rassembler des énoncés de môme nature; , repro-
duisons ici un résul ta t du travai! c i té( 2) :

AÏ les dérivées d'ordre q^ i des a:^ ̂ , d'ordre, q — i des 6 a ^t de c sont
continues (L), G peut être dérivé jusqu'à 2 y -^ i fois, dont q + i fois an
plus par rapport aux coordonnées' de X et q fois au plus par rapport aux
coordonnées de S.

Quand X tend vers 3, ces dérivées se compor tent comme celles de la
fonc t ion nommée ^ à l ' endro i t cité.

6. Si les dérivées d'ordre q ̂  o des Oy_^^ des b^ et de c sont conUnues(Ï^)y
G peut être dérivé jusqu'à 2 y -+- 2 \foiSy dont q + 2 fois au plus par
rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux coor-
données de 3.

La démonstrat ion est toujours la même et repose sur ce que ces
dérivées ex i s t en t pour la fonc t ion ^C3). Si l 'entier arbitraire qui. f igure
dans ^ a été pris assez ^rand, toutes ces dérivées de différents ordres
sont cont inues pour G — ^ (comme dans le cas précédent) .

Remarque. — Si ces hypothèses ou ce/lies du n" 5 sont vérifiées
seu lemen t dans une rég-ion de l 'espace, on p e u t dériver par rapport
à X le nombre de fois i n d i q u é si. X est dans la région et 3 n' importe
où. De même les poss ib i l i t és de dérivation par rapport à 3-dépendent
seulement de la région où est S.

7. Si les dérivées d^ ordre q^i des a^^^ d'1 ordre q—- î des b^ et d'ordre

( 1 ) B, § V, théor. 2, note de la pa^'e 200.
( 2 ) B, § V, théor.-2, p. 208. • - •
( 3 ) G, théor. 1 à 5, p. 870 à 3^8.
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q — 2 de c sont continues (L), onpeut écrire

G(X,S)=9(X)^ (a )N(X ,2 ) ,

o^ y ̂  ̂  n^ s^ annulent nulle part et ont leurs dérivées d''ordre q conti-
nues (L), et où N(X, Ë) peut être dérivé jusqu'à iq-\- i /b^ rfô/i^
^ + i fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point.

En effet, remarquons d'abord que G est positif ou nu l dans tout l'es-
pace, puisque autrement il devrait atteindre un min imum négatif, ce
qui est absurde [ceci suppose c<^o, mais la transformation employée
ci-dessus(n° 4) étend le résultat au cas où c peut s^annuler]. La fonc-

/
im)

tion G (X, A)rfV^ où l'intégrale est étendue à tout l'espace, est
donc positive 5 en outre elle est bornée ainsi que ses dérivées jusqu'à
l'ordre q et que les coefficients de continuité (L) de ces dernières
(n°5) ( 1 ) .

. Soit

(8) Qtn^^^i+V^^^,4-;;^!-/)^
A"i (y -h i)! /•! ' / p

L ^===1 ' J

de sorte que Q(o)= o, Q (i)= i, les dérivées jusqu'à l'ordre q+ i
ayant les racines zéro et un; de plus Q'Çf) est positif pour o <ï< i et
l'on a l ' identité

Q(^+Q(i- / )= i .

Nous allons changer d ' inconnue dans l'équation (i). H étant un
nombre positif assez grand, nous poserons, pour L(0, X)^R,

u=.\^ ^(X.A.)^^;

p o u r R < L ( 0 , X)^2R, nous poserons

„=»„Q[._•^)]J"c„x,A)rfV^„ç[L^-'-,];

enfin pour L (0, X)>2R, u==^\ Les coefficients de l'équation en ^

(1) Voir aussi B, § I, théor, 5 à 8, p. i46 et 147.


