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SUR DIFFERENTES QUESTIONS

RELATIVES AUX

EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE

Par M. Greorces GIRAUD

Professeur & 'Université de Clermont-Ferrand.

Introduction.

Cet article fait partie d’'un ensemble de travaux consacrés aux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre de type elliptique,
linéaires ounon, a m variables indépendantes ().

Relativement aux équations linéaires, des solutions élémentaires
de certaines équations dont les coefficients sont définis dans tout
I'espace et se réduisent & une certaine distance de l'origine & ceux
de I'équation

J*u .
2 — Lru=o0 (g=>o0),

2 O

(1) Voici la liste de ceux de ces travaux auxquels nous aurons fréquemment a
renvoyer au cours de cet article, avec les abréviations par lesquelles nous les
désignerons :

A. Sur le probleme de Diricllet généralisé, équations non linéaires a
m variables (Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. b3, 1926, p. 1-128),

B. Sur le probléme de Dirichlet généralisé, deuxiéme mémoire (Anrn. sc.
Ec. Norm. sup., t. 46, 1929, p. 131-245).

C. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bull. Sc.
math., t. 53, 1929, p. 367-395).

Un article Sur les équations de type elliptique et la méthode des approzi-
mations successives (Journal de Math., t. 8, 1929, p. 269-300) traite rapide-
ment la question d'une facon intermédiaire entre celles de A et de B,
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le coefficient de u étant en outre négatif dans tout I’espace, jouent un
role prépondérant. On verra ici queces solutions élémentaires existent
siles coefficients satisfont dans tout I'espace & une condition de Lips-
chitz généralisée et si en outre le coefficient de u est négatif ou nul
dans tout I'espace. On y trouvera cn outre une étude plus détaillée de
la dérivabilité de ces solutions élémentaires.

Cerfaines équations sont identiques & leurs adjointes; c’est le cas
notamment de certaines ¢quations ou figure 'invariant différentiel du
second ordre de Beltrami pour une multiplicité & 7 dimensions dont
on donne I’élément linéaire. On verra comment des résultats classiques
de la théorie de 'équation de Fredholm permettent de généraliser pour
ces équationsunthéoréme de M. Picard sur I'équation des membranes
vibrantes, théoréme qui a déja fait 'objet d'une premiére généralisa-
- tion due a M. Sanielevici.

L’allure des dérivées de la solution « d’un probléme de Dirichlet
linéaire sur la frontiere du domaine est fondamentale pour la solution
des problemes de Dirichlet non linéaires. Cette étude est rapidement
reprise ici pour ¢largir les hypothéses faites précédemment. A ce sujet
se rattache la construction de fonctions assujetties i des conditions aux
frontiéres données, portant sur les dérivées jusqu’a un ordre donné,
opération qui se présente i plusieurs reprises dans la théorie actuelle.

Cet article revient ensuite, pour le démontrer complétement, sur le
théoreme concernant les dérivées de u, d’ordre supérieui’ au second,
quand on suppose que u satisfait & une équation, linéaire ou non, de
type elliplique et que ses dérivées secondes satisfont & une condition
de Lipschitz généralisée. On passe aisément de la au cas ou I’équation
donnée est holomorphe, cas ot « I'est aussi; cette proposition géné-
ralise un théortme bien connu de M. Serge Bernstein concernant le
cas de deux variables indépendantes. Le thé¢oréme sur le probléme de
Dirichlet pour les équations non lin¢aires est repris rapidement avec
des hypothéses plus larges que précédemment.

Le probleme dit de la chaleur qu'il n’y a pas lieu, & notre point de
vue, de considérer séparément de celui de ’\Ieum‘mn est généralisé
pour les équations linéaires quelconques. On 'y 1etrou\ era un fait déja
signalé dans des circonstances plus étroites, savoir que les hypothéses
nécessaires a notre solution de ce probléme sont plus larges que les
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hypotheses correspondantes relatives au probléme de Dirichlet; les
raisonnements sont d’ailleurs plus brefs

Il n’y a aucune difficulté & considérer un probléme mixte, ou cer-
taines fronticres portent les données d'un probleme de la chaleur. et
certaines autres celles d’un probléeme de Dirichlet, ces frontitres étant
sans points communs les unes avec les autres pour éviter les singula-
rités qui se produiraient & la séparation des deux sortes de données.
Cette étude est donnée ici avee des hypotheses un peu plus larges que
celles que nous avions faites antérieurement pour le probléeme de
Dirichlet linéaire; les nouvelles hypotheses s’appliquent d’ailleurs
aussi & ce dernier probleme.

I. — Sur la solution élémentaire.

1. Sil'on donne I'équation linéaire

( d*u Jdu

\ :'F('ll):z Z by=— +cu=—o
(1) FT0 1_3 1)11()1'1 Oy,

( (o, B=1,2, ..., My 3=113),

ot les a, 5, les b, et ¢ sont des fonctions données de x,, 2., . .., z,,
et ot u est la fonction inconnue, on peut définir I'équation adjointe

comme étant
. O a5 0) d(bye)
() GO =X T X gt =0,

-, ()JJz ()1’3

et cette définition est valide si les dérivées secondes des a, 5 et les
dérivées premicres des b, existent.
Mais si 'on pose, dans r équation (1),

, day. 3
by=—=by+ E —>
s dxy

de sorte que cette équation devient

du , du
(3) J(u)—z a()vw \ “’{j(m>+zab“d_f; + cu=o,
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I'équation adjointe devient, dans la méme hypothese,

Jd Jdv (b))
4 G(¢)= e B
(4 G (¢) 21-5 o <( 23 w-,_) 2 o
On remarque alors que, si I'on prend cette nouvelle facon d’écrire
I'adjointe comme une définition, celle-ci a un sens pourvu que les a, g

days - L e
():"‘ aient des dérivées, et ces nouvelles hypo-
g N

theses sont plus larges que les anciennes.

Cest cette nouselle définition que nous adopterons désormais. Si les
dérivées des a, 5 et des &), sont continues, les différentes conséquences
de la formule de Green (') subsistent sans modification.

etles b, oules b,— Xy

2. Sil'on suppose que c et les dérivées premitres des a, y et des
b, sont continus (L)(*), les autres hypotheses relatives a Iexislence
de G(X, Z) subsistant (*) (¢’est-a-dire que, hors d’un certain domaine
borné, les a, 4 sont nuls si 8 5%« et égaux a un si f=u«, les b, sont
nuls et c = — g*, g étant positifet constant, et que de plus c est négatif
dans tout I’espace), cette solution élémentaire G (X, £) satisfait, rela-
tivement & =, & 'équation adjointe. La démonstration donnée dans un
cas plus particulier () subsiste en effet.

3. Les hypothéses faites dans le (ravail cité pour parvenir a la fone-
tion G(X, E) peuvent étre ¢largies : il suffit en effet de supposer que
tous les coefficients a, s, b,, ¢ sont continus (L) dans tout Uespace, ces
coefficients gardant les mémes valeurs que ci-dessus hors d’un certain
domaine borné et ¢ ¢tant négatif dans tout I'espace. Pour le voir, il

(") B, §V, théor. 3, p. 209 et 210.
(*) Je rappelle que je désigne ainsi les fonetions satisfaisant & des conditions
de Lipschitz généralisées

[o(X) —g(Y) | <ALNX,Y)  (h>0, 0<hZD),

ou L (X, Y) est la distance des deux points de 1'espace & m dimensions, A et &
étant constants; £ est nommé l'exposant et k, le coefficient de continuité (L).
(*) B, §V, théor. 2, p. 194.
(*) B, §V, théor. 2, p. 200.



SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. 201

suffit de modifier un seul point de la démonstration (') : pour limiter
dans le domaine L (O, X) <R+ < les dérivées secondes de G' — @
par rapport aux a,, les dérivées premicres et la fonction méme ayant
déja la limitation O [ e #" =1, il suffit de considérer G — @ comme
solution d’'un probleme de la Chaleur (*) dans une hypersphere de
rayon assez petit; on sait en effet que ce probléme est soluble si les
a,.3, les b, et ¢ sont continus (L), moyennant une condition de signe
qu’on peut toujours remplir, et pourvu que le rayon de I'hypersphére
soit assez petit; les dérivées secondes de la solution peuvent étre limi-
tées dans les mémes conditions, ce qui suffit.

4. La conditton ¢ < o dans tout espace peut étre remplacée parc <o,
pourvu que, hors d’un certain domaine borné, on ait toujours
P V___g"), g> 0.

Placons-nous en effetdans cette hypothese et soit 7 (X) une fonction
continue (L) dans tout I'espace, nulle hors d'un certain domaine
borné, et telle que ¢ — /7 soit négatif dans tout I'espace. Soit G(X, Z)
la solution élémentaire de la nature considérée, relative a I'équation

F(u)y=ryu.

Posons

A lnn

I

(3) w(X, zv):f}/ GIX, A)p(A, Z)dV,.
I'intégrale étant étendue & tout 'espace et 4 ayant, comme dans le tra-
vail cité, la valeur

71
(6) r=o g * 1‘<)~7—??—1> (m > 2);

o(X, Z)est une fonction & déterminer par I’équation de Fredholm (*)

AL

5 o(X, E)~7.-/,(X‘)/ G(X. A)p( A By dVy= 11 5(X) Gr(X,

[1

‘ )
(7)
(2p>m),

(') B, §V, théor. 2, p. 207.
(2) Voir G, p. 380 et suiv.
(3) Voir B, p. 213, les définitions de'G, et de G?’; ou ci-dessous, § IV, n° 2.

Ann, Ec, Norm., (3), XLVII. — JurLLer 1g3o. 26
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ol I'intégraleest étendue a tout I'espace. Lathéorie de Fredholm s’ap-
plique & cause de la facon dont G se comporte a I'infini et parce que 7
est identiquement nul hors d’un certain domaine borné ().

Pour prouver que ¢ existe, il suffit de prouver qu’il n’existe pas
d’autre solution que ¢ = o pour I'équation '

e

s(X) —77(X) / GIN. A)o(A)dV,=o.
Soit en effet 5 une solution quelconque de cette équation et soit
11(X‘):—7.f G(N, A)a(A)dVy;

w satisfait a Péquation (1) et s’annule & I'infini. Je dis que u est identi-
quement nul. En effet, posons

u=_h —e ")y,

h et M étant des constantes positives qu’on va déterminer; r est la dis-
tance de X a I'origine supposée placée en un point o ¢ < o; ¢ estune
nouvelle inconnue. Si 42> 1, le coefficient de ¢ dans le second membre
est partout positif. D’autre part,

F(h —e)y = e[ — 4M* By ga,'g g + oM 2y (a5 4 byy) — ]+ he;

il existe des constantes A, B, G, D toutes positives telles que le crochet

soit moindre que
— 4NEAP 4+ o2M(Br+ C) + D;

supposons ¢ < o pour r<r, ; nous pouvons prendre M assez grand pour
que ce crochet soittoujours négatif pour » > r ; d’autre part, M étant
maintenant fixe, nous pouvons prendre A assez grand pour avoir

F(h—eM) <o

quand 7 < r,; alors il est visible que la méme inégalité a lieu dans tout
'espace. ¢ ne peut donc avoir nulle part ni maximum positif ni mini-

(%) B, §V, théor, 3, p. 215.
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mum négatif ('): mais ¢ s"annule a Uinfini; done ¢ est identiquement
nul et # de méme. Done enfin 5, quiest égal & 7 u, est nul.

Ainsi g (X, ), et par suite z(X, Z), existent. Alors la fonction
G,(X,E)—u(X,E) est la solution élémentaire cherchée de I'équa-
tion (1). Cette solution est évidemment unique.

5. Dans le but de rassembler des énoncés de méme nature, repro-
duisons ici un résultat du travail cité (*):

St les dérivées d’ordre g2 1 des a, o, d'ordre g — 1 des b, et de c sont
continues (L), & peut étre deérivé jusqu’a 2 -~ 1 fors, dont g+ 1 fors au
plus par rapport aux coordonndes de X et q fois au plus par rapport aux
coordonnées de Z. ) '

Quand X tend vers =, ces dérivées se comportent comme celles de la
fonction nommeée @ a 'endroit cité. '

6. Siles dérivées d’ordre g 2 o des a,, 4, des b, et de ¢ sont continues(L),
G peut étre dérivé jusqu’a 2q + 2 fous, dont q—+ 2 fois au plus par
rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux coor-

[}

données de =.

La démonstration est toujours la méme et repose sur ce que ces
dérivées existent pour la fonction ® (*). Si entier arbitraire qui figure
dans @ a été pris assez grand, toutes ces dérivees de différents ordres
sont continues pour G — & (comme dans le cas précédent).

Remarque. — Si ces hypotheses ou celles du n 5 sont vérifiées
seulement dans une région de I'espace, on peut dériver par rapport
a X le nombre de fois indigué si X est dans la région et = n’importe
ot. De meéme les possibilités de dérivation par rapport & E dépendent
seulement de la région ou est Z.

7. St les dériwées d’ordre g2 2 des a,, 5, d’ordre q — 1 des by et d’ordre

(1) B, §V, théor. 2, note de la page 200.
(%) B, § V. théor. 2, p. 208.
(*) G, théor. 1 a 5, p. 370 a 378,






