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CERTAINES FORMES RIEMANNIENNES REMAROUABLES
DES

A

PAR M. E. CARTAN

INTRODUCTION.

Dans un Mémoire récent ( ' ) j'ai dé terminé tous les espaces de
Riemann ô à ds2 d é f i n i positif, jouissant de la propriété que leur cour-
bure r i e m a n n i e n n e soit conservée p a r l e transport parallèle. On peu t
tous les déduire de ceux d 'entre eux que j'ai appelés irréditctibles. Ces
derniers se partagent en classes, dont chacune comprend des espaces
à courbure partout posi t ive ou nu l l e et des espaces à courbure partout
négative ou nu l l e ; chaque classe ne contient du reste essent ie l lement
qu 'un espace de chacune de ces deux catgories, tous les autres s'en
déduisant par un simple changement de l 'unité de longueur.

Dans un Mémoire des Annali di Maternatica ( 2 ) , j'ai étudié part icu-
l i è r emen t cer ta ines de ces classes; elles se composent des espaces à
courbure posi t ive ou nu l l e représentatifs des groupes simples clos (;l )
(groupes réels unitaires) et des espaces à courbure négative ou
nul le correspondants; ces derniers ne sont pas des espaces représen-
tatifs de groupes. Le groupe continu des déplacements des premiers se

( 1 ) E. C.MÏTAN, Sur une classe remarquable cV espaces de Riemann ( B u l l . Soc.
ma/h., (,. 5l-, 1926, p. •214-264; t. ̂ , 1927, p. ri4-'î34)«

( î ) La géométrie clés groupes simples (Ann. di Maè., 4 e série, t < 4, 1926-1927,
p. ^09-256;.

(^On dit qil.\m groupe ('doilL lout-cs les transfornia Lions soilfc supposées régulières)
est clos si loul; ensemble infnu (le iraiisformaLions da groupe admet, ail moins iine
transformation limite appartenant au groupe. Dans le cas contraire, le groupe est,
ouverf. Le groupe des rotations autour d'un point fixe est clos; le groupe des dépla-
cements de ^espace ordinaire est ouvert.
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3a6 ' K. CÀllTAN.

décompose en deux sous-groupes s imples isomorphes au groupe
représenté par l'espace; celui des derniers est isomorphe au groupe à
paramètres complexes de la structure simple considérée. Les espaces à
courbure constante à trois d i m e n s i o n s cons t i tuent une des classes
précédentes.

Le présent Mémoire est consacré à l 'étude des autres espaces &
irréductibles. ' .Il en existe a u t a n t de classes que de formes réelles
ou^'eries dist inctes de structures simples. Chaque espace à courbure
négative admet un groupe con t inu de déplacements de la s t ructure
réelle ouverte correspondante; l'espace à courbure "positive qui lui.
est associé admet un groupe des déplacements de la s t ructure réel le
close du même type (structure qu i existe pour chaque type s imple) .

L'étude f a i t e ici est cel le des propriétés intégrales et non p lus locales
de l'espace. Les problèmes q u i se posent sont du reste de na tu re d i f fé -
rente su ivan t que la courbure est négat ive ou pos i t ive . Leur résolu-
t ion , basée sur des méthodes générales appl icables à toutes les classes,
s 'appuie sur la théorie des groupes; inversement , rexistence des
espaces en quest ion permet de résoudre des problèmes impor t an t s de
la théorie des groupes.

Les espaces & a courbure négat ive sont tous s imp lemen t connexes ;
par deux poin ts que lconques de Pun d'eux, il pa^se une géodésique et
u n e seule. Leur groupe con t inu des déplacements est isomorphe au
groupe adjo in t de la s t ruc tu re réelle correspondante . Un prob lème
impor t an t est c e lu i de la dé te rmina t ion de t ou t e s les t r ans fo rma l ions
i somét r iques (c'est-à-dire q u i conservent le cis11) de l'espace donné ; i l
en existe autant de f a m i l l e s cont inues d i s t inc te s qu ' i l existe de famil les
dis t inctes de ro t a t i ons ( i somé t r iques ) a u t o u r d'un point fixe; le
nombre de ces fami l les peut être dé te rminé dans chaque cas en se
servant des propriétés a c t u e l l e m e n t connues des groupes semi-simples
réels clos ( de cette espèce est le groupe con t inu des ro ta t ions ou groupe
d'isoiropie de l'espace). Il se trouve que le groupe total d'isotropie de
l'espace est i d e n t i q u e au groupe adjoin t m i x t e de la structure réelle
correspondante (au moins pour les classes générales de structures
simples)., Ce résultat peu t s 'énoncer sous la fo rme suivante :

Si une géométrie de Klein admet pour groupe fondamental un groupe
nmple d\)rclre r, ouvert, à r paramètres réels^ il est possible^ d^ une manière.
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et. d'une seale^ de choisir l'élément générateur de l'espace de telle sorte
que la géométrie devienne riemannienne, l'espace ayant un ds2 défini
posùi/\ a\'ec une courbure riemannienne inaltérée par le transport
parallèle ( ' ). Nous convenons de ne pas regarder comme dis t incts
deux choix différents de l 'élément générateur si l'on peut établir
Line correspondance h iun ivoque entre les deux: espèces d^é léments
générateurs , de manière que deux é léments correspondants soient
invar ian t s par le même sous-groupe du groupe fondamental .

Les espaces ëà courbure négative permet tent d'étudier complète-
ment les propriétés topologiques du domaine des groupes simples
réels ouverts. Cette étude peut être poussée jusqu 'au bout pour les
groupes simples réels clos, en ut i l isant une méthode dont le principe
est dû à EI .Weyl; mais cette méthode n'est pas applicable aux groupes
ouverts. Le fait que tout groupe simple réel ouvert (ou du moins son
groupe adjoint) est le groupe con t inu des déplacements d 'un espace
simplement connexe en t r a îne comme conséquence que son groupe de
connexion ( qu i d é f i n i t complètement ses propriétés topologiques) est
le même que celui du groupe d'isotropie de l'espace, lequel est clos.
A. la différence des groupes simples réels clos, le groupe de connexion
d'un groupe ouvert peut être d'ordre in t in i . On peut du reste dans
chaque cas i n d i q u e r un représentant s implement connexe de la s t ruc-
ture rée l le ouverte correspondante; mais on ne peut pas toujours
prendre pour jouer ce rôle un groupe linéaire, comme dans le cas
où le groupe donné est clos.

A. un autre point de vue, la considération des espaces à courbure
négative permet toujours de décomposer une t ransformation finie
d 'un groupe simple réel ouvert en un produit de deux autres transfor-
mations dont chacune admet une t ransformat ion in f in i tés imale généra-
t r i ce ; comme on le sait, i l existe des cas où les t ransformations inf i-
n i tés imales d 'un groupe n 'engendrent qu'une partie du groupe fini.

( ' j ) Si on laisse de côté la condition que le transport parallèle conserve la courbure
ri(manmeiiiie, le théorème ne cesse pas d'être vraî^ mais il tant alors bien préciser
ce qu'on entend en disant que la ^eomeirie dcvieni riemannienne ; il ne snfiit pas que
le ^roiipe fondanienud donne laisse învarîanL un certain ds'1 (defiiti). imns il fani encore
que ce fîs^ soil in! rinseqnemeni lie nu groupe (v/ru- E. GARTAN, Comptes rendus,
\ ... i-S^, 1917, p. 96-98).
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Les espaces à courbure posi t ive sont clos; par deux points quel-
conques il passe toujours au moins une géodésique. Pour une classe
donnée i l peut: exister plusieurs espaces dis t incts , l oca lemen t appli-
cables les uns sur les autres, mais d i f férents au po in t de vue de
YAnatysis nius^ et admet tan t tous des groupes c o n t i n u s des déplace-
m e n t s réguliers et uniformes partout , i n t u u t é s i m a l e m e n t isomorphes
entre eux. Lorsqu'il n'y a qu'une forme possible , elle est s implement
connexe. Lorsqu'il y en a p lus ieurs , une de celles qui ne sont pas
s imp lemen t connexes j o u e un rôle impor t an t ; le groupe c o n t i n u des
déplacements correspondants est le groupe a d j o i n t de la s t ruc ture
réelle close donnée . Toutes les formes possibles sont dé te rminées dans
les différents cas, avec les groupes de connexion ou groupes d'holo-
nomie correspondants.

Une no t ion impor tante est celle du rang. Si l 'on considère un
poin t A, l'espace, supposé à n d imens ions , peut être décomposé en
co" "A variétés E/. à A d imens ions passant par A, to t a l emen t géodésiques
et localement cficlul/enncs. Deux que lconques de ces var iétés sont
é^dirs en t re elles, t andis que deux géodésiques a rb i t r a i r e s issues de A
dans la m ê m e var ié té sont inr^ales. L'entier A ^ i est le rang de l'es-
pace. Si À est supér ieur à r , il passe par le po in t A. et un p o i n t a rb i -
traire de E^ une i n f i n i t é dénombrable de géodésiques; cer ta ines de
celles qui ne sont pas fermées passent aussi près qu 'on veut de tout
point de E>..

Si A est égal à i, les choses sont beaucoup plus simples. Toutes
les géodésiques sont fermées et de même longueur to ta le ; par deux
points donnés il passe en général une seule géodésique; si l 'espace est
s implement connexe, il existe des couples de po in t s par lesquels il
passe u n e inf ini té de géodésiques; si l 'espace n'est pas s implement
connexe, il n 'en existe pas. C'est a insi que la propriété d 'un espace ô à
courbure posit ive ou n u l l e d'avoir toutes ses géodésiques fermées est
l iée à celle d'avoir par tout sa courbure poîfitwe (et j a m a i s n u l l e ) ,
et q u e la propriété que par deux points sans exception i l passe une
géodésique et une seule, est i ncompa t ib l e avec celle d'être sim-
plement connexe (la courbure é t a n t supposée pos i t ive ou n u l l e ) . Ces
résultats suggèrent des problèmes relat ifs à des espaces de R i e m a n n
plus généraux que ceux qui sont é tud iés ici .
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• Parmi les espaces <ê à courbure positive de rang i, figurent les
espaces à courbure constante positive et les espaces hermitiens ellip-
tiques étudiés au point de vue riemannien par G. Fubin i (1) et
E. Study( 2 ) . Il en existe une autre classe générale à u n nombre de
dimensions mult iple de 4 ? sans parler d'un espace exceptionnel à
16 dimensions. On n'avait j amais soupçonné l'existence de ces espaces,
pas plus que des espaces de rang supérieur à i. Ils sont tous, néan-
moins, susceptibles d'une défini t ion géométrique élémentaire, qui les
rattache à des recherches géométriques déjà nombreuses, mais dans
lesquelles l'aspect riemannien des questions traitées n'avait jamais été
envisagé.

Le Chapitre 1 est consacré à l'exposé des méthodes générales
permettant de résoudre les différents problèmes proposés. Le Cha-
pitre II passe en revue les différents espaces ' & à courbure néga-
tive et le Chapitre III les différents espaces & à courbure positive.
Cette revue est nécessairement sommaire; si le nombre des familles
d i s t inc te s d'isométries est établi , ces familles ne sont pas explicite-
ment déterminées. Le ch^ lu i -même de l'espace n'est pas calculé, sauf
dans un cas particulier. Les Chapitres II et III sont donc à considérer
s implement comme fournissant la base de recherches ultérieures, qu i
devront s'attacher spécialement à telle ou telle classe d'espaces @.

CHAPITRE I.
GÉNÉRALITÉS

SUR LES ESPACES DE R I E M A N N ATTACHÉS AUX GROUPES SIMPLES RÉELS NON UNITAIRES.

Généralités. Les sous-groupes y-/..

1. Considérons un groupe de transformations continu simple, c'est-
à-dire n 'admettant aucun sous-groupe invariant. D'après la théorie de

p) G. FiiBïNt, Sulle me/riche, definife da una forma Hermitiana ÇAfti Tst.
Venelo, t. 631, 1904, p. 'wi-5i3 ).

( à } E. STUDY Kurzeste Weg-e im komplexerz Gebiet {Math. Ann^ t. 60, igoS,
p. 3-21-378).
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S. Lie, ce groupe est engendré par un certain nombre /• de transfor-
mations infinitésimales linéairement indépendantes

X, X,, ..., X,.

Aa point de vue de la réalité des paramètres, différents cas peuvent
être envisagés.

La transformation infinitésimale
^X^^X^-l-. . .4-^.X^ '

où e^ e^ . . . , e, sont des paramètres complexes arbitraires, engendre
un groupe fini à /-paramètres complexes : ce sera le groupe complexe
de la structure donnée.

Mais il peut arriver que, par un choix convenable des r transforma-
tions infinitésimales de base, la transformation 2<-X/, où les r , sont
des paramètres réels arbitraires, engendre aussi un groupe, qui sera
alors à r paramètres réels. Il faut et i l suffit, pour qu'il en soit ainsi,
que les constantes de structure qui entrent dans les formules fonda-
mentales

(X,X/)==]^X,

,ï

soient toutes réelles. On a alors ce qu'on appelle we forme réelle de
la structure (complexe) considérée.

Parmi toutes les formes réelles, une est particulièrement remar-
quable.: c'est la forme dite unitaire caractérisée par la propriété que
les racines de V équation caractérùtiqne de la transformation inf ini té"
s.imale S<^X<; sont toutes purement imaginaires . En par t icul ier la
forme quadratique —y(<? ) , qui représente la somme des carrés de ces
racines, est définie négative. Le domaine des transformations d ' un
groupe fini de cette structure est clos,

Si l'on suppose que les transformations infinitésimales X, consti-
tuent une base pour la forme unitaire, toute forme réelle non u n i t a i r e
aura une base obtenue en effectuant sur les X, une substitution l inéaire
a coefficients imaginaires. Or, on peut toujours supposer ( ' ) que cette
substitution conserve un certain nombre s de transformations X, et

( i ) E. CAïm.N, Bull. Soc, mal h^ t. 55, i9^7. p. .i'2'2-ï2'3.
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qu'elle mul t ip l ie toutes les autres par \/-~ i. Nous désignerons les
premières par

les dernières par
X,, X,, ..., X,,

Yn Y- ..- Y,,

avec n 4-.y==/', d é se r t e que la t ransformation inf in i tés imale généra-
trice de la forme réelle considérée est

k == A' p = /;.

^ ̂ X^^ POY^
/•=i ? = >

les //,/.. et les r? dés ignant des paramètres réels.

2. Fai démontré ( ' ) qu'à toute forme réelle non uni ta i re d 'une struc-
ture simple, correspondaient, deux classes d'espaces de Biemann à ds^
déf in i , jouissant de la propriété d'avoir leur courbure r iemannienne
invar i an te par le transport parallèle. Les espaces de la première classe
ont leur courbure r iemannienne partout positive ou nulle, ceux de la
seconde classe ont leur courbure r i emann ienne partout négative ou
nul le . Dans chaque classe, les espaces ne di f fèrent entre eux que par
le choix de l 'unité de longueur. Le nombre de leurs dimensions est 71;
leur groupe des déplacements est isomorphe au groupe réel unitaire
pour la première classe, au groupe réel non uni ta i re pour la seconde
classe. Avant d 'é tudier les propriétés de ces espaces, il est nécessaire
d ' ind iquer des propriétés remarquables des transformations infinité-
simales'X et Y.

3.-Les constantes de structure de deux formes réelles, unitaire et
non uni ta i re , é t a n t réelles, les crochets (X^-Xy) et(YaY^) ne peuvent
pas dépendre des transformations Y; inversement, les crochets (X^-Ya)
ne peuvent pas dépendre des transformations X.

Soit YO une combinaison linéaire quelconque (à coefficients réels)
des t rans format ions Ya. Si là transformation S(^/,X/,+ ^pYp) est
échangeable avec Y(,, il en sera de même de chacune de ses parties

{ ' } Voir le Mémoln 1 p i ' cccdcnini^nt cite, p. 1^5.
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Sz//,X/.. et S^pYp. Soit A le nombre des transformations Y linéai-
rement indépendantes et soit ;j- le nombre des transformations X.
linéairement indépendantes qui sont échangeables avecYo; désignons-
les respectivement par

y y y,
J. Q , A .j, . . . , L ;,_i .,

X.,], X'a, . .. , X^.

L'équation caractéristique de Yo n'a que des racines purement
imaginaires (à part la racine zéro multiple d'ordre A + [^); soit ia une
decesracines. l l lui correspond une ou plusieurs transformations U + V
satisfaisant à la relation

(Yo, U + V ) = ^ . ( U + V ) ,

en désignant par U une combinaison l inéaire (à coefficients complexes)
des X et par V une combinaison linéaire analogue des Y. Il en résulte

Posons
( Y , U ) = / a V , ^ ( Y o V ) = ^ U .

U=:U,-^IL, V ^ / V . — V . ,

les transformations U i , U^, V^ Va étant réelles, c'est-à-dire se dédui-
sant des transformations infinitésimales de base de la forme uni ta i re
par des combinaisons à coefficients réels. On aura

(Y^Ujr-^aV,, (Y^V',)=^U,, •
(YJJ,)=~-aV^ (Yo-Vâ)=^a,

de sorte que chacune des transformations U, -4- ^'V^ U^-^ iV^ appar-
tient à la racine ia. Il est clair que les transformations U ^ — ^ V , ,
U2 — ^Va appar t iennent à la racine — ia.

Si U + î'V appartient à la racine ia, U et Y étant réelles, aucune des
transformations U et Y ne peut être nulle. Plus généralement si à la
racine ùiy multiple d'ordre ky appar t iennent les k transformations

Ui+^Vi , IL+^, , . . , U,+/V,,

il ne peut exister aucune relation l inéaire à coefficients réels entre
U,, . . . , U/.:, pas plus qu'entre V^ .. . y V/,. On peut donc dire qu'd
chaque couple de racines parement imaginaires ± ia de V équation
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caractéristique de Yp appartiennent k transformations X. linéairement
indépendantes et k transformations^ linéairement indépendantes.

Les transformât ion s X (ou Y) qui appartiennent à deux racines
distinctes ici et ib sont évidemment indépendantes entre elles. Il en
résulte la conclusion suivante : la différence A — p. entre le nombre
des transformations Y et le nombre des transformations X échangeables
avec Yo est égal. à la différence n —s entre le nombre total des transfor-
mations Y et le nombre total des transformations X.

4. Le nombre A est facile à déterminer . Si l'on pose
Y,,=:^Y,4-. . .+ C^n.

h = ,v1 ('^p^S^^5 • • 1 -
ce nombre est le rang de la matrice à s lignes et n colonnes J ." , ' •

/'"^ \ ! • ' . . • " - . : 1 " - " '
( S (^c^t} (a•=ll- • • • . / ^ i^^ " ^ •s')"
\ P /

Ce rang a une valeur m i n i m a , qui. correspond à un choix arbitraire
de Yo; nous dirons que la t ransformat ion Y,.» est générale si cette
valeur m i n i m a est a t te in te ; dans le cas contraire, la transformation Yo
sera dite singulière. La valeur minima de A sera dite le rang des espaces
de Biemann attachés'à la forme non uni ta i re considérée.

Supposons maintenant la transformation Y,, générale. Je dis que
les A — i transformations Y,, . . ., Y)^, échangeables avec Yo et dis-
tinctes de Yo sont échangeables entre elles. Supposons en effet qu^ i l n'en
soit pas ainsi. Nous pourrons de proche en proche déterminer une
suite de A '<A transformations Yo, Y < , . . ., Y-/_, toutes échangeables
entre elles et telles qu'aucune autre transformation Y ne soitéchan-
geable avec toutes les précédentes. L'équation caractéristique de

<?„ Y(, + ̂  Y., -+- • • • -4- Q/-i V)/-!

a pour racines des fonctions linéaires (^ ) en e^e,, . . ., ̂ _,. A chacune

( i ) Cela tient à ce que les transformaLioas Yo, Y i , . . . , Y/,^ sont échangeables
entre elles.

Aim. Éc. Norm., (3) , XLIV. - DÉCEMBRE 1927. 45 •
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de ces racines, mul t ip l e d'ordre /", appar t iennent k transformations
infinitésimales dist inctes, indépendantes de <?( , , e^ . . ., ^_i. Donnons
alors à ^o? ^ 1 5 . . • ? ^—i des valeurs numér iques telles qu'aucune des
racines non identiquement nulles ne s 'annule ; il est clair alors* qu'il
n'existe que À" t ransformat ions indépendantes Y échangeables avec la
transformation a in s i obtenue, alors qu'il devra i ty en avoir au moins A.

. La transformation Y() é tant toujours supposée générale, les trans-
formations générales de la forme <?oYo+. . .+^.~iY/.-..-i sont celles
pour lesquelles aucune des 'racines caractérist iques non identique-
ment nu l l e s (elles sont au nombre de /2 4-,v " - • - • • • - A — j ^ = = 271 --" 2Â,
chacune étant comptée avec son degré de m u l t i p l i c i t é ) ne s 'annule.
Parmi les ;j- t r ans format ions X. échangeables avec Y<,, on sait (1) qu'on
peut toujours en choisir / — A, / étant le rang du. groupe total, qui
soient échangeables entre elles^

X,, X,, ..., X,,..,,

On sait enfin que toute t ransformat ion i n f i n i t é s i m a l e du groupe u n i -
taire est homologue à un nombre fini de transformations de la forme

<^o Ï,i-r" . . . -r- <"/.„„.. i Ï ),.-..„, -r ^i X ) -l- . . . -4- 'fi /.../, X/.,..../,.

Par suite, quand on fai t varier les paramètres réels ^o? • — •» ^ • - t» un
obt ient ^À t ransformal ions inf îni tés imales non homologues entre elles
dans le groupe total G.

Les crochets (X/ ,Yp) ne d é p e n d a n t que des Y, les t ransformat ions
i n f i n i t é s i m a l e s X laissent inva r i an tes l 'ensemble des t ransformations
in f în i l é s ima le s Y; il en est donc de même du groupe f ini g engendré
par les X. Par suite, deux des o^ transformations infînitésimales

^o'¥„-+-. . .+ .̂.,Y),,.,,

ne sont pas en général homologues entre elles par le groupe g.

à. La t ransformat ion Yo étant échangeable avec a des transforma-
tions X est invar ian te par le groupe à ^ paramètres qu'elles engen-
drent. Par suite, si l'on effectue sur Y(» toutes les t ransformations du

( 1 ) Cette propriété, ainsi (pie la suivante, est démontrée dans le Mémoire des
Annali di Matematicci auquel H est fait allusion duns Phitrodiïction (lac. cit., p.9,i3).
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groupe g'h's paramètres, on obtient co'''"'̂  = xi""'1 transformations infi-
nitésimales distinctes. Ce résultat s'étend à toutes les transformations
générales de la forme <?o Yo+ ̂ i T( +-...+ .̂-..i Yy.-,.-,, de sorte que si
ron effectue sur les a/ tramforma fions ^Yo 4" . . . -i-^,-i Y/,—i toutes les
transformations de g^ <97i obtient co'̂ 1'̂  = 30" transformations infi-
nitésimales distinctes. Autrement "dit, toute transformation Y est
homologue, par rapport an. groupe g^ à une des transformations du
faisceau ^(»Y^ -}-...-{- ^_, Y)._| .

En toute rigueur ce résultat doit, être interprété de la manière sui-
vante : Les transformations Y(,, Y,, . . ., Y,..,., engendrent un groupe
infinitésimal y/,; les différents sous-groupes ^, suffisamment voisins les
uns des autres, s'ont liomologues entre eux par le groupe g\

6. Nous pouvons préciser et compléter le résultat précédent.
Soit Yo une t ransformat ion singulière; je dis qu ' i l existe au moins

une transformation générale Y échangeable avec el le . S'il n'en était
pasainsi , on pourrait t rouver À7—-]^/. —i t ransformat ions Y , , . . . ,Y^_i
échangeables avec Y,, et échangeables en t re elles. Chacune des trans-
formations <Yo+ . . . -h e^.^ Y)^, serait év idemment singulière. On
pourrai t d 'autre part trouver l — // transformations

échangeables en t re elles et échangeables avec les précédentes (et l'on
n'en peut pas trouver davantage). Les transformations

<'„ Y,, -i-- . . . • T-- ^/.-.-i V// -| -S- ^i '^'i -î- • • • -r- '^t•-'>.' x/--/ '

sont telles que deux quelconques d'entre elles ne sontpas homologues
dans le groupe to ta l ; par suite, deux transformations distinctes de la
forme ^Yo+. . . + ̂ -i Y).^i ne sont P^ ea général homologues par
le ûToupe g. Chacune des transformations e^o— . . . -4- ^_iY>^ étant
échangeable par ;j/ t ransformat ions de g se transformerait par le
-croupe g en ^"^ === l^ r /~Â" t ransformations dis t inctes ; les transfor-
mations \Yo+...+^^,,Y^^ fait var ie r^ les ^ donne-
raient donc naissance, en . les" transformant par g\ à ^ /? transforma-
tions distinctes. Or cela est absurde, puisqu'on ^obtiendrait jamâîs
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que des transformations singulières, qui ne peuvent dépendre au plus
que de n—i paramètres.

Toute transformation Y,,, générale ou singulière^ fait donc partie
d'un sous-groupe y-̂  au moins»

Ajoutons la remarque importante suivante. Les transformations
singulières d 'un-sous-groupe 'y/, dépendent de À — i paramètres au
plus; chacune d'elles Yo est transformée par g en oo""^ transforma-
tions distinctes, A/ — i étant le nombre des transformations Y indé-
pendantes de Y() et, échangeables avec Yo. Or, A^/. 4- i. Par suite les
transformations singulières homologues par le groupe g aux transfor-
mations singulières de y,., dépendent au plus de

{n — 1 — i ^ -h (; A — • i ) =- // —- ^

paramètres. D'après ce qui a été dit plus haut, nous voyons que les
transformations in/ln itésin'udes Y singulières dépendent de n — ^para-
mètres au plus.

On tire enfin, de là une conséquence importante. Dans le domaine
à n d imens ions des ( rans format ions in f in i tés imales Y, les transforma-
tions singulières forment des variétés à n — 2 dimensions au plus. On
peut donc toujours passer par cont inui té d 'une transformation géné-
rale à une autre t ransformation généraje sans rencontrer de transfor-
mation s ingul ière . Par s u i t e , ['ensemble des sous-groupes^ est connexe.
Par sui te enf in i ls sont , en toute rigueur, tous homologues entre eux
par le groupe g, et iouie Ira ns formation infinitésimale Y est, sans
exception^ liomologue à âne ou plusieurs transformations d/un sous-
groupe Y), particulier donné.

Le groupe (S) et son domaine fondamental.

7* Plaçons-nous main tenant a l ' intér ieur d 'un sous-groupe y/,
donné. Les racines de l ' équa t ion caractéristique de la transformation
générale

<"„ "V,, -4" (\ Y,, 4- . . . -1- Q^-i 'YA_I

de ce sous-groupe sont des formes purement imaginaires l inéaires
en e^e^ . . ̂  ^,,.,, deux à. deux égales et opposées; nous les mettrons
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sous la forme 217:0^, et nous conviendrons de dire que les ©a sont
les paramètres angulaires de la transformation S^Y^ considérée.
En tenant compte de leur degré de multiplicité, les paramètres angu-
laires non nuls sont au nombre de 2(71 — X), et à chaque couple de
paramètres angulaires égaux et opposés, de degré de multiplicité k^
appartiennent k transformations Y et k ..transformations X (que
nous désignerons plutôt par les notations Y et U).

Ajoutons que parmi les n — À formes linéaires Ça? il y en a A indé-
pendantes en, ^o, < ? i , . . . . e)._i. Sinon, en efîet, on pourrait trouver
une transformation (réelle) de y/ pour laquelle tous les paramètres
angulaires seraient nuls. Elle serait, alors échangeable avec toutes les
transformations du groupe total, ce qui n'est pas possible.

8. Nous avons dit que deux transformations infinitésimales dis-
tinctes de y/, n 'étaient pas homologues entre elles par le groupe g\
Cela n'est vrai qifen général; en réal i té toute transformation de -\\ est
homologue à un nombre fini d'autres transformations de y>..

Partons d'une des formes Ça? f^ exemple
cp, ( e ) == €IQ e^ + a, ̂ i -l- . * . H- ^_i e-^.

Soit U une des transformations infinitésimales de g' qui appartiennent
à la racine 2'ra'^i, et soit V la transformation Y correspondante. On a

(Ya"U)= ^TT^a 'V,

( Y a V ) = — 2 7 T a a U . , , • ,

Le crocheÊ ( UV) est une transformation Y et l'on a évidemment
[Y^fmQl^t fYaUyVl- f^.Y^VîL^^o;

par suite ( U V ) appart ient au sous-groupe y>.. Il n'est pas possible
d'ailleurs que ce crochet (UV) soit nul, car les égalités

(UYa) ===— 3TTûa'V\
(UV)== o • . , "

montreraient que l 'équation caractéristique de U admettrait la racine
double zéro, et les deux transformations appartenant à cette racine (V
et Ya) devraient alors toutes les deux être échangeables avec U.
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Soit donc, ce qui ne restreint pas la généralité,

( l î V ) = = 2 7 r Y o .
Les équations

( U Yo ) == — 2 TT ao V,

f U V ) ^ ^îrY.,

montrent que l 'équation caractéristique de U admet les deux racines
±: 27i \/~-^o; il faut donc que a^ soit posit if . On voit alors qu'en effec-
tuant sur Yo et V la t ransformat ion du groupe à un paramètre engendré
par U, elles deviennent respectivement

Yo =: Yo ces ( 2 7r^/<%o t) — \/a^ V sin (2 TT \/'a^ t ) ,

V =r —=:Yo sin(a"r\/a(/) -i- V cos('27T\/â;o/).
^

On voit donc qu'il existera une ( . rânsformafcion de ^ t r ans fo rman t Yo
en — Yo. Comme d'autre part les t ransformat ions Y , — ^ - ' Y ' o , . . . ,

0),Y)^—-—1 Yo sont éclïangeables avec U, cette transforma l ion de g
laissera invariantes les t ransformations

'• ?'•
Elle laissera donc invariant le sous-groupe y/., mais elÏectuera sur les
transformations de ce sous-groupe la substitution l inéaire

Y^ - Y,, Ya ̂  Va -•- ^ .̂  Y. , fa •.: , , ̂  . . . , } . ....̂  î ).
^o

On ne restreint pas du reste la généra l i té en supposant ,

c'est-à-dire ^ ^ = a^e^ La substitution l inéa i re se réduit donc à

' ' • " ' Y;;"::"~V,, Ya ' . - ï^
ou
Çï) , • • • ! e^ •::-:— e^ ^ (^:::-zc^.
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9. On peut interpréter géomét r iquement ce résul tat . Représentons
dans un espace euclidien à À d imens ions la transformation infinilési-
male S^-Y^ par le point M de coordonnées cartésiennes e ^ ^ e \ , . . . , e^..^.
Nous supposerons choisis les vecteurs uni ta i res de coordonnées de
manière que la somme des carrés des n— À paramètres angulaires Ça
(chacun étant [3ris avec son degré de m u l t i p l i c i t é ) représente le carré
de la d is tance OM du po in t M' à l 'origine. Cette sonn-ne de carrés étant
invariante par le groupe ad jo in t du groupe total, la subs t i t u t ion
l inéa i re effectuée sur les e, don t i l v ient d 'êfcre ques t ion définira une
rotation ou une symétrie laissant fixe l 'origine. Cette subs t i t u t i on
laisse d'autre part invar ian t l 'hyperplan ç, == 0(011 <?o== o)y qui est un
hyperplan invar ian t isolé.

La droite pe rpend icu la i re^ qui est aussi une droite invar iante isolée,
ne peut être que <?, = = = . . . =^.1 = o. La forme des équations (i) montre
que la subs t i tu t ion représente une symétrie orthogonale par rapport à
r'hyperplan ç^ == o ( ( ).

En dé f in i t i ve , si l 'on considère les n—À hyperplans <pa== o, toute
symétrie par rapport à un quelconque de ces hyperplans remplace un
point M par un point M'homologue de M par le groupe g\ II en sera
de même de toutes les opérat ions résu l tan t des combina isons de ces
n—À symétries; elles engendren t un groupe f in i (S) qui jouira un
rôle impor tant dans la théor ie de l'espace à courbure pos i t ive attaché
au groupe donné .

10. Les n — À hyperplans Ça==-' ° parlagent l'espace en un certain
nombre de régions indéf in ies (angles polyèdres) vivant l 'origine pour
sommet. L'une quelconque de ces régions représente le domaine fon-
damental (D) du groupe (S); les régions l imitrophes de (D) s'en
déduisent par des symétries par rapport aux faces latérales de (D) et
l'on obtient par symétries successives toutes les régions dans lesquelles
l'espace a été décomposé. Les faces latérales de (D) correspondent
aux opérat ions génératrices de (S).

Toute t ransformation in f in i t é s ima le Y est homologue à une et une

( ' ) Cf. H, WICYL, Théorie der DarstelLung kontinuierlicher halb-ein fâcher
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., t. 24, 1925, p. 367-371}.



300 E. CARTAN.

seule des transformations représentées par les points intérieurs à (D),
si du moins le groupe (S) contient toutes les opérat ions qui font passer
d'une transformation de y/, à une autre transformation de y/, homologue
par le groupe < § ' ( ' ) •

Les groupes adjoints F// et "F.

11. On appelle, comme on sait, groupe adjoint d 'un groupe G celui
qui indique comment les paramètres des transformations de G sont
transformés quand on effectue sur les variables, primitives et trans-
formées, une même transformation de G. Il est défini par les équations

S^S^S,,

où l'on a désigné par S,/, Ss;, Sy les transformations.-de paramètres a^
^, ^. Dans ces équations, les ^ sont les variables sur lesquelles opère
le groupe adjoint, les î! sont les variables transformées et les a les
paramètres. Si, en particulier, S^ est une transformation infinitésirnale
de G, S^ est aussi une transformation infini tésimale. Si chacune de
ces transformations est prise sous la forme S///X/;, S^.^ 1^ ^i sont
des fonctions linéaires des u, à coefficients fonctions des a. Le groupe
linéaire ainsi obtenu est, à proprement parler, le groupe adjoint de
S. Lie.

Les transformations inûnitésimaies du groupe adjoint l iné ire s'ob-
t iennenten prenant pour S,/ une transformation infinitésimale de sym-
bole I!a<-X/-. On a alors, en désignant par o^/'la variation infinitésimale
de u^

V Su^X..^ (lL«i X^ 2///X/) ==V, aiU/Ci^X^

d'où

-s1

On voit qu'à la transformation infini tésimale Sa/;X, du groupe G
correspond une matrice à r l ignes et r colonnes, qui définit la trans-

( 1 ) îl en est effective ïnent ainsi, comme on peut le vérifier a posteriori.
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formation infini tésmiale correspondante du groupe adjoint ; l 'élément
de la a1011^ ligne et de la ^iclne colonne de cette matrice est

2^^"ï.
Nous pourrons encore désigner cette nialrice par le même sym-

bole Sâ^X^ X, désignant maintenant la matrice
(/-•^a) • (^ ?==!, 2, . ..,r).

Dans le cas où le groupe G est simple, les r matrices X, , . . . , X/. sont
linéairement indépendantes.

12. Toute transformation f in i e du groupe adjoint linéaire sera de
même représentée par une matrice. Considérons en part iculier la
t ransformat ion t i n i e engendrée par la transformation in f in i t é s ima le
Sa/X,-* Elle s 'obtiendra en intégrant les équations différentiel les

dff'v V /aiCf^ii.,,
a / / ç x;

(2) -TU: -1
hf

avec les condi t ions i n i t i a l e s n, === /// pour f==. o, et en faisant ensuite
l == ï . Désignons par { ( ( / ) la matrice à /• lig-nes et ï colonne formée des
éléments u\, . . ., u^ Les équations (2) peuvent s'écrire

x^u^) (^-^ï^1
d^)

dt

elles donnent , par intégration,

Par suite la matrice qui représente.'la tra?z^for/natio?i /ime engendrée
par la tranHfornia^^^^ infinitésimale^ este^.

i3. Revenons ma in t enan t au groupe réel non uni ta i re considéré au
début et au groupe u n i t a i r e correspondant. Nous désignerons par F
et F,, leurs deux groupes adjoints linéaires. Nous désignerons par R
les matrices finies engendrées par les X, par T les matrices de la
forme '̂y et par 0 les matrices de la forme e^, les X et les Y étant
réelles.

Ann. Èc. Norm., (3), XLIV. — DÉCEMBRE 1927. 40
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Les racines caractéristiques d 'une matrice inf in i tés imale réelle Y
étant purement imaginaires, les racines caractéristiques des matrices T
sont toutes réelles et positives, celles des matrices © sont toutes de
module égal à i. Tonte matrice T ne peut se mettre que d'une manière
sous la forme <^\ et.l'on a

/Y^logT,

en donnant aux logarithmes des racines caractéristiques (réelles et
positives) de T leurs valeurs réelles. Le symbole T"', /// étant réel, a
une signification bien déterminée, à savoir <? / / / 1 (^T .

Au contraire, il peut arriver qu 'une matrice © admette plusieurs
matrices Y génératrices, ou même une i n f i n i t é ; le symbole ©'", si ///
est réel et rationnel^ pourra admet t re plusieurs dé terminat ions (mais
en nombre fini). La même remarque s'applique aux matrices R.

14. D'après les propriétés des crochets (X/X/), (Y/Y/), (X/Y/), les
constantes de structure du groupe ne1 changent pas si Fon change
de signe toutes les transformations Y. Il en résulte que l 'égalité

^X"i-Y ^X'-t-Y'._. ̂ X/'-t-Y"

où X, X/, X", Y, Y\ Y^ sont des matr ices réelles on inuiginaires quel-
conques, entraîne

^x-v^xr-v'_:^x//-••••v\

Nous dirons que la matrice ^"^ estconfugée de la matrice ^x+v. Toute
matrice R est sa propre conjuguée; la conjuguée d 'une matrice T ou ©
est son inverse T"1 ou ©•""•1.

L'espace de Riemann attaché au groupe r.

-1.5. L'espace représentatif du groupe 1' peut èire regardé comme
riemannien ; le carré de la distance de deux po in t s i n f i n i m e n t vois ins S
et S' n^est autre que la somme des carrés des racines caractéristiques
de la t ransformation i n f i n i l é s i n i a l e S^ ' . Le <-/r de l'espace de ? est
indé f in i , somme de n carrés positifs cl s carrés négatifs. Ses géodé-
siques s 'obtiennent en prenant le poin t va r i ab le SoS/, où So est une-
matrice fixe, S/ une matrice engendrant un groupe à un paramètre de F.
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Dans l'espace de F, toute direction issue du po in t 0 (représentatif de
la transformation identique) est dé f in i e par une transformation infini-
tésimale X ~i- ?"Y. Les géodésiques correspondant aux direct ions zY,
lieux des points T == ^\ engendrent une variété totniement géoclésique
à n d imensions ô. En effet-, la c o n d i t i o n pour que les géodésiques
correspondant au faisceau l inéai re de transformations infinitésimales

^iU,- i- ^l\4-1. . .— a,,'Vn

engendrent une variété to ta lement , géodésique, est que les expressions
[ ( T / U / ) U / . : ( / • , . / , / - = i ^ . . . . . / / )

appart iennent encore au faisceau considéré ( '). C'est effect ivement ce
qui a l ieu pour le faisceau des transformations / Y , , . . . , ?'Y,/.

K). La variété t o t a l e m e n t géodésique définit un, espace & rieman-
n i e n , pu i squ ' i l est plongé dans l'espace du groupe F, q u i est lui-même
r i e m a n n i e n . L'espace 6 est s i m p l e m e n t connexe, puisque tout point.
de <ë, représentant une mat r ice T, peut être d é f i n i d'une manièrent
d ' une snule par les n coef f ic ien ts s -^de la t r ans fo rmat ion in f in i t és imale

/Y ,,,.-^(^Y^

génératrice de T. Nous a l lons voir qu'avec ces coordonnées la métrique
do l'espace & est partout régulière, le ds2 étant défini positif.

Rappelons en elÏet que si l 'on considère un groupe que lconque
engendré par /• t r ans format ions inf in i r .és imales indépendantes

\,, \,, . . . , X/.,

et si l 'on désigne par S,/ la t ransformation fî nie engendrée par la trans-
formation in f in i tés imale Za,'X.,, le symbole

de la t ransformation in f in i t é s ima le S^///S^' s'obtient en prenant pour
les (û, les quant i tés qui résul tent des da/ en effectuant la substitution

f 1 ) E. CAHTÀN, Lcf Géométrie des ^'roapes de irons for mations if./. Math. pures et
appl., I,. 6, icp7, p. 7 l -75^
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linéaire
e^ — i
""A"'

où" A désigne la matrice inf in i tés imale du groupe adjoint correspon-
dant à la transformation i n f i n i t é s i m a l e SY//X/ ( ' ).

Le déterminant d.e celte substi tut ion ne s ' annu le que si la matrice A
admet au moins une racine caractérist ique de la forme 'inrd, n étant
un. entier non nu l .

Appliquons ce résultat à la transformation inf in i tés imale

^«'a-l-^Va - 'S.aVa

rT-'1 =: ^ tt (î a :-= I + 7 G..)/\/-4-^ ^a^a-

/ a

Comme les racines caractérist iques de la matrice < Œ t a Y a ? ^j11-'11 joue ici
le rôle de A, sont toutes réelles, on voit, que les s -h n quan t i t és

se déduisen t des s •"}- n quant i tés
0, (IVy,

par u n e s u b s t i t u t i o n l inéaire a d é t e r m i n a n t non nul . Par su i te , des
•y -+- n formes d i f fé ren t ie l l e s l i néa i r e s co/ et r^? //• sont l i néa i r emen t
indépendantes.

Transformons m a i n t e n a n t la Sra ns lorma l ion i n f i n i t é s i m a l e T'T1""1

par la transformai.i .on T^ ; a l î t r e r n e n t d i t - , considérons la t ransforma-
t ion i n f i n i t é s i m a l e T 2 TT. 2 ; elle dépend aussi de n paramètres (infi-
n iment peti ts) l i n é a i r e m e n t indépendants . Or la conjuguée de cette
transformation, a savoir î î

T^ T-iï^

est égale à son. inverse ; donc le symbole de cette transformation infi-
nitésimale est de la forme Sî^'Y^. les formes l inéaires CT^ é lant linéai-
rement i ndépendan te s en dy^ </^, . . ., ch>,,.

( 1 ) Ce résul tat reniontd essent ie l lement à F. S ( ; H U K (Maih. Ann., 1.38, 1891,
1). :>4^-^>)5 qnî ne se sert du reste pas du caicui des matrices.
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Comme les racines caractéristiques de la transformation FT-1 sont
les mêmes que celtes de sa transformée T"2' T T"^ on voit que le ds2

de l'espace ê an voisinage du point T est une forme définie positive des
différentielles d ^ \ , . . . . , d\\^

Les rotations et les transvections de l'espace ^.

17. Les- t ransformal ions urf in i lés i inales X la issant i nva r i an t l'en-
semble des t ransformations Y, toute t rans format ion T est changée en
une autre t r ans fo rmat ion T si, on la transforme par u n e transforma-
tion Ro = ^xo. Les transformations ponctuelles

:IVÏ.B,

conservent l ' é l émen t l inéaire de l'espace <§; si, en effet, Ti est un
poin t in f in iment vois in de ï et T', le point transformé, la matrice
T)T'"1 est la t ransformée d e l à matr ice T/f-' par la transformation R() :
elle a. donc les me m es racines caractér is t iques.

Les t ransformat ions considérées de l'espace <S la issent invariant le
po in t or ig ine T =•== ï ; quand R(, varie, elles en^enàrent le groupe conïmu
des roUi/iom', on groupe continu d'isotropie, de l'espace 6. Son ordre s
est en effet l 'ordre du plus grand groupe c o n t i n u des rotations de ê.

1<S. Nous avons une aut re catégorie 'de déplacements rigides de
l'espace ô de la maniè re suivante . Cet espace, comme l'espace du
groupe .F dans lequel i l est plongé, jou i t de la propriété que toute
symétrie par rapport à un p o i n t quelconque est une isométrie ( t ) . Or
la symétrie par rapport au point To est définie par l'égalité

^/q^-i — nr T—Il j. y — 1 ^ 1
OU

rp/-.-,., ̂  T'--l, T1 — .1 ^ 1 1 g.

Cela posé, effectuons successivement une symétrie par rapport
à 1/origine et une symétrie par rapport au point Tu-'; nous aurons un

( ï ) E. CARTAN, J. Math. pures et appt., s . 6, ig^P1 86-
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déplacement défini par l 'équat ion

T^T^TT^.

Ce déplacement la isse invar iante la géodésique qui j o in t le po in t 0 au
i.

pomt T^ (ou au point To) ; il amène 0 en T,, ; de -p lus , par ce dépla-
cement, tout vecteur issu d'un point T de la géodésique est changé en
un vecteur issu de Ï7' qui. se déduit du premier par t r anspor t parallèle
le long de la géodésique. Cela résu l t e de Iri propriété suivante de la
symétrie par rapport à un p o i n t : le symétr ique d'un vecteur issu
de M est égal et opposé au vecteur ob tenu en t ranspor tan t par paral-
lélisme le vecteur donné le long de la géodésique qui. jo in t le point M
au point symétrique M7.

Nous donnerons au déplacement précédent le nom de ln//iwclio/i,
et nous dirons que la géodésique OT(» est la base de la t r a n s v c c t i o n .

19. Les résultats précédents ne sont démon t r é s en toute r igueur
(lue dans un. voisinage suff isamment pe t i t du poin t origine.

Pour les démontrer dans toute leur géné ra l i t é , supposons que T
i. .i

variant d'une manière con t inue de ï a T , , la matrice T^TT^" soit
constamment égale à une matr ice T 'var ian t de T(, à T,. Ou peut même
supposer que l'existence de la matrice T ne soit assurée que pour
toutes les valeurs considérées de T, sauf la valeur f i n a l e T( ; i l est c la i r

JL 1
alors que la matrice T^TT;; tendra vers une matrice l i m i t e apparte-
nant à F, et. une telle matrice, l i m i t e de matrices e'^\ sera auss i de la
forme ^/v'.

P renons maintenant une matrice T i n f i n i m e n t vo is ine de T, , dépen-
dant d 'une manière cont inue d 'un paramètre / ; désignons par T la
matrice e1^^^ avec des paramétres arbitraires ^ et considérons
l'équation
( 3 ) r-irr,^ d T ' y v 1 ' " ,̂.,r r" ÎTJ (T 4- dry^T^^

Si l'on donne aux ^a les valeurs numériques qui correspondent à 'î\,
les deux membres de cette équa t ion sont des matrices in f in i t é s ima les
de F inverses de leurs conjuguées, et, par su i te , combinaisons l inéaires
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de Y ^ , Yg, . . . , Yy^. On aura donc

OTa ( t1' ; 6 '̂ ) == /.̂  ( ^ ) dt ( a -= l , :>,, . . . , / ; , ) ;

comme la.matrice Tj n'a aucun paramètre non nul qui soit entier, ces
équations donnent sans ambiguïté

dç\==q^(t}dt,

et par suite à. la matrice T-(-^T infiniment voisine de 1\ correspond
une matrice T-j- c/T^ i n f i n i m e n t voisine de T^ satisfaisant à (3); on en
dédui t

T'+^l^^TicT+^T)^.

Par suite, quelque chemin qu on fasse décrire à la matrice T, on ne sera
i. i

/a/nais arrêté dans la déiernuruilion de la matrice T' égale à T^TT^.
Les transvections ont ainsi une existence dans tout l'espace Ê, et il

en existe tou jours une et une seule amenant le point 0 en un point
quelconque To, de m a n i è r e que la base soit la géodésique OTo.

20. Cela posé, tout déplacement rigide de l'espace ê (et même
foule isométrie) peu t être, d'une manière et d 'une seule, décomposé
en une ro ta t ion isométrique au tou r de 0 et une transvection ayant
pour base une géodésique issue de 0. Seulement il n'est pas sûr que
la rota t ion appar t ienne au groupe continu des rotations. Quoi qu'il en
s o i î , désignons la rotation par le symbole R, la transvection par le
symbole T dn p o i n t auquel elle amène l 'origine.

Les rotat ions R peuvent se décomposer en plusieurs familles conti-
nnes distinctes.

Si l'on prend maintenant le groupe continu des déplacements, et si
l'on part, dans le doma ine de ce groupe, du déplacement nul pour
about i r , par variation con t inue , à un déplacement RT déterminé, î l
est clair qu'on passera par var ia t ion continue de la rotation nulle à la
rotation R. Par sui te , tout déplacement proprement dit de l'espace S
peut être d'une manière et d'une seule décomposé en une rotation du
groupe continu d^isotropie et une îramvection ayant pour base une géo-
désique issue de 0.
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11 résulte de, là que VéqunUon du déplacement le plus général est
î _^

rpf —— rp -̂ r>_.i rjip rp.j
A —— A ^ r\^ 1 .II,, A, „ ,

endésignant par^ ^T(.» deux matrices quelconques delà for/ne r^et e^11.

Le groupe des déplacements de l'espace <?.

21. Posons
. R,T|=S,, .R,T;^=S,;

l 'équation du déplacemeni le p l u s général de l'espace & est

Ce déplacement est complè te rnent dé terminé par la ma î r i ce So. I l n'est
n u l que si cett'e matr ice esl: un i t a i r e .

Si ron ef ïecfcue successivement le déplacement So et le déplace-
ment S^p on obtient le déplacement

T / _ e/-1 c-1 r^ e c 'l — s,., ^ ,t ^ i t^o,

et il existe nécessairement une matr ice S'̂  telle qu'on ait iden t ique-
ment

0/_1 ç-^ rn.c Q/ „,-.„ ^"".1 TC"
^0 0(, .1 Z>y 0(, —— .1'»^ i ^o ,

ou
SoS.-'S^'TS.S.S^'^T.

Si, dans cette iden t i t é en T , ^ o n f a i t ï = = ï , on voit que la matrice
SyS^1"1^1 est l'inverse de là matrice S(»S^S^'"1 , et ensui te que cette der-
nière est échangeable avec toutes les matrices T; elle l 'est donc avec
toutes les t ransformat ions i n f in i t é s in j a l e s Y, do'nc aussi avec toutes
les transformations X, qui p e u v e n t : s 'obtenir an, moyen des crochets
( Y a Y y ) ; comme c'est une matr ice du groupe adjo in t F q u i laisse inva-
r ian tes toutes les t ransformat ions i n t i n i t é s i f f î a l e s du groupe, elle se '
réduit à la matrice un i t a i r e . On a donc

S,=S,S,.

Tout déplacement peut donc être représenté par unernatriceSs^ == B,o T^ et
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le produit de deux déplacements est rem'ésenté pcrr le produit des doua-
matrices correspondantes.

Les transformations finies S=RP du groupe adjoint engendrent
donc un groupe, et comme ce groupe admet les mêmes .transforma-
tions inf in i tés imales que le groupe adjoint, il se confond avec lui. Le
groupe c o n t i n u des déplacements de l'espacer n'est donc autre que
le groupe adjoint F.

22. 1.1 est facile de trouver le groupe cont inu des rotations au tour
d'un point To. Chacune de ces rotat ions pourra en effet s'obtenir en

effectuant d'abord la transvecfcion T,/ qu i amène le point To à Forigine,
i

puis une rotation R autour de l 'origine, enfin la transvection T; qui
amène l 'origine au poin t T(> . Le groupe cherché est donc

T^RTJ.

Quant à la transvection qui amène T(» en T,i , elle s'obtient également
sans difficulté en effectuant une symétrie par rapport au point T,,,
puis une symétrie par rapport au milieu de la géodésique qui joint les
deux points ; ce m i l i e u est

T^T^=^T^T,.

et l 'on a la t ransvect ion cherchée

T^v/ïTr^Tv/ï^T^;

e l le est donc représentée par la matrice ^/T^Ti.

23. On peut ind ique r une formule générale condensant toute la
trigonométrie rectiligne de l'espace & ('). Considérons un triangle géo-
désique ayant pour sommets les points ï,,, T^ T;}; transportons par
para l lé l i sme le vecteur (T^, T;,) le long de la géodésique qui joint le
po in t Ta au point T, : il suf f î t d'effectuer sur T;, la transvection ayant
pour base cette géodésique et amenant Ta en T,

T^^^T^T.^T^^:

( î ) Ci". A////, di Ma/^ loc.cii.^ p. y32-'253.
A un.. Éc. Norm., (3) , XLÎV. -— DliCEMBUE 19^7. 47
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on peut écrire la formule précédente sous la forme

T7 ̂ T, T7 ̂  --= VrfT;1 T7 ^ (ï7 ̂  T, T7 ̂  ) vM T;1 ï|.

Posons
T7^T2T7^==: ̂ , T^T^^e^'^ T^T'^ ̂ e^'.

Nous aurons
( 4 ) <?^i ==: e"'2 n :1 ̂ Y* e""2.'! a.

Dans cette formule, la.somme des carrés des racines caractéristiques
de.îYo zYa, zY;ï représente respectivement le carré des côtés a^ a^,a^
du triangle opposés aux sommets T.|, Ta, T;,. Désignons de plus
par ^YaJz'Yp la forme polaire relative à, ?'Ya et ^'Yô d.e la forme qua-
dratique qui donne la somme des carrés des racines d'une transfor-
mation ï'Y. On a

/"\
/Y.i ] /Y;;:r:r— a^ a;; cosT^,

/•^
/Y g [ xYy —r a^ <^;{ cosTi.

La formule (4) contient donc cinq des six 'éléments du triangle
géodésique considéré; elle permet directement de résoudre un triangle
connaissant deux côtés et l'angle compris. Mais naturellement elle
suppose ces deux côtés connus en pos i t ion .

Le groupe mixte d'isométrie et le groupe adjoint mixte.

24. Nous pouvons envisager d'un point de vue nouveau l ' i den t i t é
du groupe des déplacements de l'espace & et du groupe ad jo in t F. Dési-
gnons en effet par g le sous-groupe de r engendré par les trans-
formations inf ini tés imales X, ou les matrices f inies R. Nous avons
vu que le groupe continu des rotations autour du point To était le

^i .1
groupe T^^ï^, homologue de g dans le groupe F. Il est facile de
voir qu'on obtient ainsi tous les groupes homologues de g , car tout
groupe homologue Si^'Sopeut, en remplaçant S.o par sa valeur RoÏ^ se
mettre sous la forme

T^(R^^RjTt=T:^Ti. ! •• ,
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Les deux groupes T/^'T^ et T,~^T/ ne sont d'autre part iden-
i ,--1

tiques que si T^T^ ' 2 appartient à ^, et par suite est. égale à sa conju-
guée T^T;,^ autrement di t si To == ï,.

Nous pouvons donc regarder l'espace ê comme l'espace des groupes
homologues de g dans le groupe T.

Soit m a i n t e n a n t So u n e matrice quelconque du groupe adjoint. Le
,-.x i

groupe T ^'P est changé par la transformation S<-> dans le groupe

S.'T^^T^S.,

i i
La matrice l^So peut toujours se mettre sous la forme RT2. Le groupe

„! .1
transformé est alors T ^T2. On en dédui t , en prenant les conjuguées,

T~ ^ So == RT" ^
ou

S^Ts^T^R-"1,

et par suite, par m u l t i p l i c a t i o n ,
c~i ^^c _. r^/0() .1 0() —— i, .

Nous retrouvons la relation qui donne le point ï7 transformé de T par
—J- JL

le déplacement S(, : elle est parallèle à celle qui donne le groupe T 2 ̂ T2

-ï i.
frans•formé du groupe T â g'T2 par la. tram formation So.

25. Considérons maintenant une transformation du groupe adjoint
mixte, c'est-à-dire une t ransformat ion qui, effectuée sur les opérations
du groupe donné, conserve leurs lois de composi t ion ; il faut et il suffît
pour cela qu 'appl iquée aux t ransformat ions infinitésimales du groupe,
elle conserve les constantes de structure.Supposons.que cette trans-
fo rma t ion change le sous-groupe g dans un autre sous-groupe homo-
logue de g dans le groupe adjoint continu; elle laissera invariant

c " ! ± L ! ! ' !

l 'ensemble des sous-groupes r^g-T, et ce sera une .transformation
isométr ique de l'espace &. Par mite, toute transformation du groupe
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adjoint mixte qui laisse inwriant F ensemble des sous-groupes'î î ̂ 'T2 é^
une transformation isométrique de l^espace ê.

Réciproquement, toute isométrie de l'espace & laisse invar iant le
groupe continu des déplacements, c'est-à-dire le groupe adjoint con-
tinu F; c'est donc une transformation du groupe adjoint mixte.

On déduit de là que le groupe d'isome/rie de & contient autant de
familles continues distinctes que le groupe adjoint mixte contient de

JL 1

familles distinctes laissant imwiant l'ensemble des sous-groupes ï ii ̂ •T2.

26. Il est clair que toute isométrie peut, d 'une manière et d 'une
seule, être décomposée en u n e isométrie c'R. laissant fixe le point

j
or ig ine et une transvection T. I l y a par suite autant de familles
continues distinctes d^isométries (/u'il y a de familles continues distinctes
dans le groupe mixte d'isotropie.

La détermination, de ce dern ie r nombre fait I^objet du paragraphe
suivant. Quant au. nombre de famil les d is t inc tes du groupe adjoint
mixte , c'est év idemment un m u l t i p l e du précédent. Pour l 'obtenir , i l
suffit de connaî t re le nombre des ensembles connexes distincts de
sous-groupes^ de r<isomorphes à^\ Supposons en effet que g et g ' '
fassent partie du même ensemble connexe ; on pourra passer de g à g '
par une transformation du groupe adjoint mixte ; si l'on va de g à g '
par une suite con t inue de sous-groupes g " isomorphes à g, le passage
de g à chaque sous-groupe g " se fera par une t ransformat ion qui
appartiendra, an moins au début , au groupe adjoint continu^ et qu'on
pourra suivre par c o n t i n u i t é ; le passage de g à g ' se fera donc aussi
par une t ransformat ion du groupe adjoint c o n t i n u . Toutes les fami l les
du groupe adjoint mixte qu i laisseront i nva r i an t ce premier ensemble
connexes définiront donc complètement le groupe mixte d ' isométrie de
l'espace <S. Il y aura. ensui te toujours le même nombre de familles du
groupe, adjoint mixte laissant invariant chacun des autres ensembles
connexes, ce qui démontre 3e théorème.

. Nous vérifierons, au moins en ce qui concerne les espaces & attachés
aax'quatre grandes classes de groupes simples, que les sous-groupes
de T isomorphes à g- forment un, seul ensemble connexe. Si, nous
admettons ce résultat; nous voyons que le groupe adjoint mixte'de T
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admet autant de familles continues distinctes que le groupe mixte d^so-
métrie et que le groupe mixte d'ùotropie, - . ,

Le groupe mixte cTisotropie. \ •••

27. Désignons d'une 'manière précise par g- le groupe continu
d'isotropie, en tant qu'il opère sur les vecteurs issus de l'origine^ ou
encore sur les coefficients ry. des transforn^ations infinitésimales ^-(-aYa
qui définissent.ces vecteurs. II. est clair que toute transformation cR du
groupe mixte d'isotropie sera une substitution linéaire en ^ 1 , ^ 2 , . . . y V n
et cette subs t i t u t i on l inéai re devra sat isfaire aux deux conditions
suivantes :

i° Elle laisse invar iant le groupe linéaire g-;
2° Elle conserve la forme quadratique définie <p(<1) qui donne le

carré de la longueur d 'un vecteur. , , •.-

La première propriété résulte de ce que l'opération ^""'RJl, où R
es t u n e opération quelconque de ^ , appar t ien t nécessairement a g ' ,
puisqu'elle peut être liée d'une man iè re continue, à l ' intér ieur du
groupe mixte d^ iso t rop ie , à l 'opération ident ique.

Réc ip roquement , soit (R une subs t i tu t ion l inéaire jouissant des
deux propriétés précédentes. Laissant invar ian t g-, elle conserve sa
s t ruc ture ; d 'autre pari, ̂  n'est autre que le groupe linéaire q u i indique
comment les t ransformations infini tésimales Y sont transformées entre
elles par les transformations ^x; les coefficients de ses transforma-
tions in f in i t é s ima les sont précisément les constantes de structure qui
entrent dans l'expression des crochets (X,Ya) au moyen des Y. Fina-
lement l'opération ûi transforme entre elles d'une part les X, d'autre
part les Y, en conservant les constantes de structure qui entrent dans
les crochets (X/Xy) et (X,Ya). • •

Or, dans tout espace <ê, la connaissance des crochets (X,X/) et(X/:Ya)
entraîne, à un /acteur constant près, celle des (Y^Yp) C). Mais ce fac-
teur constant est ici égal à l'unité, puisque la forme ç(P)est laissée
invariante. •• : . ! ! - , . .-

r i ) E. CAHTAN, Bull. Soc. math., t. M, 1926, p. -261.
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L'opération ffi considérée appartient donc au groupe adjoint mixte^
etpar suite au groupe mixte d'isotropie.

Tout revient donc essentiellement à chercher les • substitutions
linéaires qui laissent invariant le groupe linéaire^'.

28. Rappelons ( ' ) que le groupe linéaire g , qu i peut être rendu
orthogonal en réduisant la forme définie ©(V) à une somme de carrés,
peut :

i° Ou bien être simple ou se décomposer en sous-groupes simples;
il est alors irréductible ;

2° Ou bien se décomposer en un groupe simple ou semi-simple et
un groupe à un paramètre; il est alors réductible, t ransformant entre
elles une première série de - variables complexes et une seconde série

de ^ variables complexes conjuguées.

Plaçons-nous d'abord dans le cas où g est irréductible.

i° Le groupe ^ est simple. — II appartient alors à un certain type
simple unitaire, et nous aurons d'abord à rechercher si le groupe
adjoint de ce type admet une ou plusieurs famil les dist inctes de trans-
formations. .S7'!! n'en admet q u ' u n e , l 'opération ^ transformera les
opérations de g- de la même manière qu 'une opération convenable-
ment choisie du groupe g ' lu i -même; on pourra donc se ramener au
cas où Popération ffi laisse invar iante chaque îrcm^ formation de g.
Le groupe l inéaire g ' étant i r réduct ible , une telle opération mult ipl ie
nécessairement toutes les variables par un même facteur, qui ne peut
être que — i, puisque le carré de la longueur d'un vecteur doit être
conservé. Cela n'est possible que si l 'entier k ( 2 ) , qui i nd ique le
nombre de transformations dis t inctes de g qui correspondent à la
transformation ident ique de son groupe adjoint, est impair; s inon en

(1) Voir le .Mémoire qui vient d'être cite du Bulletin de la Société mathéma-
tique de France.

(») Voir E. CABTAN, Les tenseurs Irréductibles, etc. (Bail. Se. rnath,, l. 49, 192.5,
p. x5o).



FORMES RÎEMANNÏENNES DES GÉOMÉTRIES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 3^5

effet là transformation <4 ::=:—^-a ferait déjà partie du groupe continu
cTisotropie g\

Supposons main tenant que le groupe adjoint du type unitaire auquel
appartient g' admette plusieurs familles continues distinctes d'opéra-
tions. Cela arrive { ' ) pour les types (A) de rang ^2; (D) de rangZ^4
et (E) de rang 6. Si les transformations d'une de ces familles ne
laissent pas invar ian t le groupe g\ il n'y aura pas l ieu ' de les consi-
dérer, car il ne pourra leur correspondre aucune opération ôi. Les
seuls cas qu'il y ait à. examiner sont ceux où le groupe g est (2) :

( A ) du type g^g^ . .^l avec p , ==?/, p^-pi.^, ... ;
( D ) du type g1^^. .. ̂  avec p ^ -=7^ ;
( E ) dulype,^^^...^ç i avec p ^ = p,,, p^=p^.

Il y aurai t encore, pour le type (D) de rang 4; dont le groupe adjoint
uni taire est formé de six f a m i l l e s continues distinctes, à examiner
tous les cas où deux des exposants p^pa, ps seraient égaux.

Supposons que l 'une des familles de transformations du groupe
adjoint laisse invar ian t le groupe g ' ; on cherchera une substitution
linéaire particulière cR. transformant g- de la même manière qu'une
transformation particulière de cette famille. Si l'on donne des poids
aux difïérentes variables de g, l 'une des transformations du groupe
adjoint mixte a pour effet de changer entre eux ces poids; on essaiera
donc u n e subst i tu t ion ai échangeant entre elles les variables d 'une
manière correspondante. Si maintenant le groupe continu d'isotropie
a un entier k impair , aucune des nouvelles familles obtenues du
groupe d'isotropie ne contiendra la symétrie par rapport à l'origine,
qui laisserait invar iante chaque opération de g. On la combinera donc
avec les familles déjà obtenues, ce qui en doublera le nombre.

2° Le groupe g est semi-simple et ne contient aucun sons-groupe inva-
riant à un paramètre. — II résulte alors de la multiplication de deux
ou plusieurs sous-groupes simples échangeables entre eux; supposons
qu'il y en ait deux,' ̂  et ̂ . 'Les variables de g sont transformées

C i ) 'E. C A K T A N , Le principe de dualité {Bidl, Soc.math,, t. 49, 1925, p. 366).
( 2 ) Voir pour les notations E. GAIITAN, Les g-roupes projectifs qui ne laissent

invariante aucune multiplicité plane (Bull. Se. math., t. 41, ï9l3, p. 53-96).



376' _ -̂  E. CARTAN.

com oie les quantités x^y^, où les x^ sont les variables transformées
par g\ et les j^ les variables transformées par ^•2. Le groupe adjoint
de g s 'obtiendra d'abord en mul t ip l i an t le groupe adjoint de g'i par le
groupe adjoint de 5-2; mais il pourra contenir en outre des transfor-
mations échangeant entre eux les deux sous-groupes g\ et ̂  dans le
cas où ceux-ci ont la même structure (et sont de plus des groupes
linéaires semblables). A toute famille con t i nue du groupe adjoint de g '
laissant invariant le groupe l inéaire g^ correspondra donc une f ami l l e
continue déterminée du groupe d'isotropie. Si rentier /: correspondant
à g, et qui est le plus pe t i t mul t ip le commun des entiers À-, et /^
correspondant à g\ et g\^ est impair, i l faudra encore composer toutes
les opérations obtenues avec la symétrie par rapport à l 'origine; ce
qui doublera le nombre des famil les continues distinctes du groupe
d'isotropie»

29. Plaçons-nous maintenant dans le cas où le groupe g cont ient
u n . sous-groupe invar ian t à un, paramètre. Tout vecteur est déf ini
analyt iquement par ^ === ^ variables complexes x^ j'^ . . ., x., et les

v variables conjuguées .r,, x^ . . ., ̂ . Le groupe g ' transforme entre
elles les variables x^ . . . , x^ et, considéré comme un groupe l inéa i re
par rapport à ces variables, i l est; i r réduct ib le*

Le groupe g ' contient les t ransformat ions
,./ —— ,Y, ,,it'Q

.X- Q^ ——— ,jLr Q^ f ^

où 0 est un paramètre arbi traire; par su i t e , i l con t i en t t ou jour s la
symétrie par rapport à l 'origine. On peut d'autre part le décomposer
en un groupe simple ou semi-simple^1 , et dans le groupe à un para-
mètre précédent g\^ Toute f a m i l l e continue du groupe adjoint de g\
laissant invariant g^ donnera naissance à une f a m i l l e c o n t i n u e du
groupe d'isotropie. Toute autre opération dl du groupe d'isotropie
laissera, invariante chaque opération, de g; elle pour ra - so i t con-
server l 'ensemble des variables ,r^ soit changer l'ensemble des
variables Xy, dans l 'ensemble des variables ^-Le premier cas1 ne
p e u t 1 pas se présenter, car le groupe g ' , considéré e n t a n t qu'opé-



FORMES RÏEMANNIENNES DES GÉOMÉTRÎES À GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 377

rant sur les x^ est irréductible, et toute substitution l inéa i re
échangeable avec chaque opération de g serait donc de la
forme x^-=mx^ ce qu i entraînerait .2"̂  = rnx.^ d'où mm==î. Or, l'opé-
ration (Ji conserve les longueurs des vecteurs; m étant de module i,
l'opération fait déjà partie du sous-groupe ^\> du groupe cont inu g.
Mais le second cas est parfaitement possible; on obt ient une opéra-
tion i^i en changeant. 2:3, en Xy,', d'où, par combinaison, doublement du
nombre des familles du groupe d ' isotropie.

Le groupe de connexion du groupe adjoint F ( ' ) .

30. Etant donné on groupe quelconque G, il existe toujours un
groupe abstrait G, i nnn i t é s i rna l emen t isomorphe à G, mais dont le
domaine est simplement connexe. Ce groupe G- est b ien déterminé et le
groupe G G- s ' appel le le groupe de connexion de G; il est formé des
opérations de G qui correspondent à la t ransformation identique de G.
IA; groupe de connexion est abél ien.

Nous avons vu (n^ l^que toute t ransformation du groupe adjoint T
s imple réel non u n i t a i r e pouvait , d 'une manière et d 'une seule, être

i.
décomposée en une rotation R du groupe^'et une transvection T2. Par
su i t e , t o u t contour fermé tracé dans le domaine du groupe F se ramène
à un con tou r fermé tracé dans le domaine du grouper, et à un contour
fermé tracé dans l'espace simplementconnexeê. Le deuxièiae contour
fermé est toujours réductible à zéro par déformation continue. Par
suite, le groupe de connexion de F est identique à celui de g\

31. Quant au groupe de connexion de g , voici comment on le
détermine :

Trois cas peuvent se présenter : ou bien le groupe g est un groupe
linéaire simple (unitaire); ou bien il résulte de la multiplication de
deux groupes linéaires simples à paramètres distincts, ou bien enfin

( 1 ) Voir au sujet des résultais invoqués, mon Mémoire : La Géométrie des groupes
simples (Ann. diMat., loc\ cit., p. un-aSo).

^nn. Èc. Norm., (3), XLÎV. — DÉCEMBRE 1927. 48
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i l résulte de la multiplication d 'un groupe linéaire simple ou semi-
simple de l'un des groupes précédents par le groupe à un para-
mètre ^/==:(? /0^/.

•Dans le premier cas, on a immédia tement le groupe de connexion
de g\ On connaît en effet le groupe de connexion de son groupe adjoint ,
et d^autre part on connaî t l 'entier k qui ind ique le nombre de transfor-
mations distinctes de g qui correspondent à la transformation iden-
tique de son groupe adjoint. Comme le groupe g est un groupe l inéai re
irréductible, ces transformations mul t ip l i en t toutes les variables du
groupe g par une même racine P^de l'unité. Le groupe de connexion
du groupe adjoint est un groupe abélien (en général cyclique)
engendré par une ou deux opérations cycliques, soit A et A'; d^autre
part, on peut supposer que c'est à l 'opération A/1 que correspond la
transformation i d e n t i q u e de g. Le groupe de connexion de ff est alors
engendré par les deux opérations Â^-etA'. Si 1-e groupe de connexion du
groupe adjoint était cyclique, celui de oserai t engendré par A^'; son
ordre est le quotient y de l'ordre du groupe' de connexion du groupe
adjoint de g par l'entier k.

32. Si g est le produit de deux groupes linéaires simples g\ et ^j,
on peut déterminer son groupe de connexion d ' u n e manière analogue.

Rappelons d 'abord la construct ion de ^'. Soient Xy, les variables
transformées par g\ et y^ les variables transformées par ^'a. Les
variables transformées paro le sont de la même manière que les pro-
du i t / s x^ y^ quand on soumet les su et les y aux transformations de ^"i
et de ̂ . A chacun des groupes l inéaires^' i et^ correspond un ent ie r A'i
et Â"2 ; ki est le nombre des opérations d is t inc tes de g\ qui corres-

• pondent à la transformation iden t ique de son groupe adjoint ; chacune
de ces opérations mul t ip l ie toutes les variables x^ par une même
racine/^ l m e de l 'unité; de même il existe dans ̂  un nombre /fy d'opé-
rations dont chacune mult ip l ie toutes les variables y^ par une même
racine /c^1"'1 de l 'uni té .

Soient main tenant -K, et K^ les ordres des groupes de connexion
des groupes adjoints de g^ et^ ; soientAi et Aa leurs opérations généra-
trices (en supposant ces deux groupes cycliques). On peut supposer



FORMES Î U E M A N N Ï E N N E S DES GÉOMÉTRÏES A G R O U P E FONDAMENTAL S I M P L E . - 'Ïjq

qu'à A, correspond la t ransformation de ^•i qui mult ipl ie- toutes les

variables Xy, par e ki ; on peut. taire une hypothèse analogue pour A:;.
Nous allons chercher quel les sont celles des opérations

À7- B^ ( À == o, i , . . ., 1̂  --.- i ; ^ = o, ' i , . . ., K, — î i ,

qui correspondent à la t ransformation identique de ^. Les entiers A
et [j. sont déterminés p a r ' l a condi t ion que — + p- soit un nombre
ent ier . Soit d le plus grand commun diviseur de Z", et. YL, et posons

/-,=:/c\c/, /•,—À-^.

On voit immédia temen t que /s et ^ doivent être de la forme
A :— /•', }/, ^ ir:/-!.^.',

et que //.-h ^/ doi t être divisible par d
p.'—: c/p — //.

Par suite, les opérations cherchées sont de la forme

(A^B-^y'B^,

où A/ et o sont deux ent ie rs arbitraires. On retrouve l 'opération iden-
tique si, V et p sont de la forme

. . K, K, K.
//r:::r —- 1 ) 1 . p == -j— m -+- — / / ,

À'I ' />'] /»'2

avec deux entiers rn et n. arbitraires. Par suite, V ordre du groupe de
connexion de g- (groupe engendré par les deux opérations A7"'1 B~^ et B^"3)
eut égal à

K,K,

c est-à-dire au quotient de l'ordre K i K a du groupe de connexion du
groupe adjoint de ^ parle plus multiple commun de À'| et k^.

Le ra i sonnement serait analogue si les groupes de connexion des
groupes ad jo in t s de g\ et de ^2 n 'é taient pas cycliques, et la conclu-
sion serait la même.



38o E. CARTAN.

33. Prenons enfin le cas où le groupe ^'serait le produit d'un groupe
linéaire simple ou sej'm-sirnpie g^ à un certain nombre de variables Xo,
et du groupe g^ à une variable ' y ' ^ye1^. Il existe dans g\i un certain
nombre de transfonnations mul t ip l ian t toutes les variables par une
même racine de l ' un i t é , et il est clair que ces transformations
engendrent un cycle d'un certain ordre //. Le groupe de connexion du
groupe adjoin t de g ' ^ peut être supposé connu ; il admettra par exemple
deux opérat ions génératrices A. et B; à. A, correspondra l'opération

•-' / 7T

de §"i qui. mul t ip l ie toutes les var iables .z-'y. par e 1 1 , et. àB correspondra
la t ransformat ion i d e n t i q u e .

Quant au groupe de connexion du groupe adjoint de^'o, i l est facile
à d é t e r m i n e r ; ce groupe a d j o i n t se rédui t en effet à. la. t ransformat ion
i d e n t i q u e ; le groupe de connexion est continu et chaque opérat ion
est caractérisée par u n angle 0 va r i an t de ~- 'ce à -+-cc. En désignant
par exemple par G l 'opération correspondant à Û ===210, l 'opération

JL
•correspondant , à 0 sera C'^.

Cela posé, à l 'opérat ion
A^K^

correspond la t ransformat ion de ^ qu i m u l t i p l i e tou tes tes variables
par

^(r^L

ce sera la t ransformat ion iden t ique si l'on a

n é t a n t entier. Le groupe de connexion de g est donc formé des
opérations

/ " • J V-
' A C i 1 ) .BK>,

avec (rois entiers arbi t ra i res X, [L, n. Du reste on peut prendre comme
opérations génératr ices

i
AC"^, A^ eî- B.
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A^ et B engendrant le groupe de connexion de ^'i, on arrive au
résultat suivant :

Le groupe de connejcion de g se décompose en un groupe cyclique
(/'ordre infini et un groupe fini^ à savoir le groupe de connexion de g\.

Le groupe cyclique d'ordre inf ini est formé des différentes puis-
sances à exposant entier, positif, nul ou négatif à\m^ opération géné-
ratrice.

34. On peut m a i n t e n a n t partir d 'un groupe quelconque G de la
structure i n f i n i t é s i m a l e réelle donnée et différent du groupe adjointF.
Toute t r an s fo rma t ion f i n i e de ce groupe sera décomposable d'une
manière et d ' u n e seule en u n e t ransfornia t ion du sons-groupe engendré
par les X et une transtWmation engendrée par les iX. Son groupe de
connexion sera un sous-groupe d u groupe de connexion du groupe
a d j o i n t V.

35. On pourra toujours obtenir un groupe de la structure inf ini té-
s imale réelle donnée et qui, soit s implement connexe. Supposons
d'abord le groupe de connex ion de F j'ini et in t rodu i sons d 'une part
les paramètres a\, . . . , </., d ' un groupe l inéaire s implement connexe
ayant la structure de ^ '(groupe que nous savons exister); d'autre
part , les paramètres & i , . . . , ^ de la transformation inf in i tés i -
male Sé^'Ya. Les paramètres du groupe étant a in s i choisis, le groupe
des paramètres symbolisé par la relation

_ ç. q
- v " , } — — '-'.v,^'0^,^?

où ( a , b } , (.r, y), (>', y ' " } désignent trois opérations du groupe
abstrait, donnera pour les x ' et y ' des expressions régulières, -uni-
formes des x et des y ; comme le sous-groupe §•' correspondant est
s implement connexe, le groupe lui-même sera simplement connexe.

Si le groupe de connexion de F est i n f i n i / l ' u n des paramètres du
sous-ffroupe g du groupe adjoint est un angle variant de o à 2 T.; nous
le considérerons dam les formules comme variable-de —oc à 4- co, et
nous obtiendrons ainsi le résultat cherché.

36. Le ra i sonnement q u i a été fait s'applique au groupe des dépla-
cements de l'espace eucl idien à n dimensions; le groupe continu
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•d'isotropie est, ici, p o u r / z ^ 3 y le groupe c o n t i n u d 'une forme quadra-
t ique définie positive; son groupe de connexion est d'ordre û. Pour
/?,=3 par exemple, on définira une rotation au tour de l 'origine au
moyen ' d e s paramètres d 'Olinde Rodrigues p , À , ;j., v liés par la
relation

p-î^)^^, ̂ 24. y " 2 ± = Ï ,

et l'on dédoublera ces rotations en regardant connue distinctes les
deux opérations (p; A, ;^, v) et ( — p , — A, — \j., — v). On combinera
ensuite cette rotation avec une translat ion (<^, by c ) . Les formules de
composition des déplacements définiront alors un groupe simple-
ment connexe isomorphe au groupe des déplacements de Fespace ( ' ).
En introduisant comme paramètres un quaternion uni ta i re A et un
vecteur B, comme variables un qua te rn ion un i ta i re T et un vecteur LI,
les équations du groupe s implement connexe sont

T" -.-- AT,
l!'...r A.'UA; '-.h l î .

Si n --= 2, le groupe d'isotropie est le groupe des ro ta t ions du p l an ,
On prendra alors comme paramètres l'angle c- de rotat ion ("qu'on
regardera comme une variable susceptible de prendre tou les les va leurs
réelles) et les composantes a^ b de la t rans la t ion . On arr ivera a ins i au
groupe simplement connexe

X' ^~: a co s s —•• b s'inz -4- ,'r,

y' '=. a K'm.s 4- h ces s -4-- r;

^ :...:- z +r.

i n f in i t é s ima lement isomorphe au groupe des déplacemenis du plan,
ce dernier ayant un groupe de connexion d^ordre i n f i n i .

La courbure riemannienne de l'espace tô et les variétés euclidiennes Ey.

37. Dans l'espace à connexion a f f i n e sans torsion d^un groupe G
dont les constantes de s t ruc tureront c '̂, la courbure r i e m a n n i e n n e

(i) Ce groupe, ainsi dédoublé, a été considéré depuis longtemps par E. S'njr>y dans
ses îrnporlan.ts travî-u-ix 51.11 la géométrie des « Semas >'<.



FORMES RIEMANNÏENNES DES GÉOMÉTRÏES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 383

est donnée par la formule (r)

^Vap^T^ C^Ck,'.

k

Supposons pour un i n s t a n t , que nous ayons choisi, pour base du
groupe- u n i t a i r e F,,,, des transformations i n f in i t é s ima le s X^ Ya foules
de module .égal à i et. orthogonales entre elles, de manière que la
somme des carrés des racines caractérist iques de la t ransformation

soit

S^4"^ (<aYa'
/ a

S ̂ -2^-
Les constantes de structure du groupe formeront alors un système de

trivecteurs; ' la courbure r i emanmenne de l'espace ê d a n s la direction
déterminée par les deux t ransformat ions i n f i n i t é s i m a l e s z'Ya et ?Tp
sera

! ^i , ,4 1 V
~" 7 JL c^' • '^ i - - : l• — 7 ̂  (^apA. ) ' -

/.- /;

Elle est donc négative y et ne pourrai t être n u l l e que si tous les coeffi-
cients c^/, étaient nuls , c'est-à-dire si les deux transformations infini-
t é s ima les Yy. et Y^ é ta ient échangeables entre elles.

38. Comme nous l'avons vu (n°4) , il existe pour l'espace <ê un
entier A dé te rminé , que nous appellerons le rang- de l'espace, et qui
jouit de la propriété caractéristique suivante :

Les vecteurs issus de l'origine dépendent , à une rotation près
du groupe continu d'isotropie, de A paramètres arbitraires.

Comme les transformations infinitésimales Y échangeables avec une
transformation générale Yo engendrent un groupe abélien, il en résulte
que toute géodésiqiie issue de l'origine appartient à au moins une
variété Ey. à A dimensions^ totalement géodésique et de courbure rieman-

( i ) E. C A H T A N , ./. Math. pures et appl., t.. 6, 19-27, p. 64, 'formule (7).
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nienne nulle^ de telle sorte (/ne toute rotation qui laisse fixe la géodé-
sique laisse fixe chaque point de E) . Toutes' les variétés E), sont congruentes
entre elles.

La propriété de la variété E). d'être euclidienne ('de courbure nul le)
résulte de l'expression trouvée plus h a u t pou r la courbure rieman-
n ienne .

Rappelons du reste qu'on aura une variété E/. particulière en choi-
sissant d'une manière quelconque un système de transformations
infinitésimales Y échangeables entre elles et telles qu 'aucune autre
transformation Y ne soit échangeable avec toutes celles-là.

39. Si l 'on prend une variété eucl idienne particulière E). issue de
l 'origine, toute géodésique issue de 0 est congruente à une géode-
sique située dans E/,» Mais on peut aller p lus loin. La variété E>. n'es!
en effet que l'espace e u c l i d i e n à A d imensions sur lequel nous avons
fait la représentation des transformations Y. Tout point de ô repré-
sente une transformation T = ^ / Y , et les paramètres angulaires cp^de Y
peuvent être regardés comme const i tuant un système de coordonnées
cartésiennes dans E)., le carré de la dis tance d'un point à l 'or igine
étant la somme des carrés des ©a.

La variété e u c l i d i e n n e E>, peut alors être partagée ( n ° 10) en un
certain nombre de régions indéfinies ( D ) qui peuvent se dédui re les
unes des autres par les opérations du groupe f i n i (S) , lesquel les pro-
duisent le même effet que certaines rotations du groupe continu
d'isotropie. Toute demi-géodésique issue de 0 est donc congruente
a u n e géodésique située dans une des régions (D") d e ' l a variété
euclidienne E/..

Ajoutons enfin là-remarque à peu près évidente que par deux points
de l'espace ô i l passe une géodésique et une seule, et que cette géode"
sique réalise le min imum de la distance des deux points.
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CHAPITRE II.
CLASSIFICATION DES ESPACES À C O U R B U R E N É G A T I V E

ATTACHÉS A U X G R O U P E S SIMPLES RÉELS NON U N I T A I R E S .

Nous allons m a i n t e n a n t passer en revue les d i f f é ren tes classes
d'espaces ô à courbure négative, attachés aux groupes simples réels
non unitaires. Nous nous bornerons essent ie l lement aux quatre grands
types de groupes s imples . Nous i n d i q u e r o n s , pour chaque classe, une
interpré ta t ion géométr ique de l 'espace <^, a i n s i que tes p rop r i é t é s
principales des variétés euc l id iennes Ey, ; nous déterrninerons enfin le
groupe de connexion du groupe des déplacements ainsi que le groupe
mixte d'isométrie ( ' ).

Les espaces du type (AI).

^.U. La' s t ruc ture s imple de la forme (AI ) est celle du groupe l i n é a i r e
u n i m o d u l a i r e réel G de /var iab les réelles ( / é t a n t le rang du groupe).
Les t ransformat ions in f in i t é s ima les sont
( X ) a - i f ) , — ^ j p , ( /, j --=. t , . . ., / -h i ),

( / V ) j-jpi— ,:r/,(,.,/^^,, a:ipj-+- X j p i (/,./ ^= i , . . . , / - ( - i ) .

Ses t ransformat ions X. engendrent le g roupe orthogonal à /-+-i
variables; chaque transformation Y engendre une subs l i tu l ion linéaire
à tableau symétrique.

Au l ieu de d é f i n i r l'espace & comme le lieu des matrices T du groupe
adjoint c o n t i n u ^ on peut le regarder comme le l ieu des transformées
par le groupe G d'une forme invariante par le sous-groupe g ' , par
exemple, le lieu des formes quadratiques définies positives de discri-
minant i

^-^^ a i j X , X j .

î l est clair , en effet, que toute forme de cette nature est invariante par

( ' ) Les (.abl<';i iix des trHnsforrriations innnilcfii'n-iales X et V re!aU'ves ù chaque type
d'espîices ô se iroiivciitù la fin du .Mémoire : Sur iifie classe remarqurfble (l'es/jcîces
de Riemaiin ( D u l l . Sor: matli., 1 .55, KJ-^. p. i:>.6-i'î<L L/entier ( j a i y /-st désigné
par À n'es! pas le ran^ de l'espace.

Ann. Éc. Nurm., (3) , XLIV. — D[;CEMIÎRE ir)->7. 49



386 E * CARTAN.

un sous-groupe ^de G isomorphe de g ' ; d'autre part, toutes ces formes
constituent un ensemble connexe, car si F, et Fa son t ,deux d'entre
elles, la forme F, ces/ -(- Fa smf, où ï varie de zéro à - ? est aussi

"' l.'î

définie positive; en la divisant par un facteur convenable positif, fonc-
tion cont inue de t, on aura une sui te continue de formes a l lan t
de F , à F,.

41. Le rang- et les variétés E*^. — On aura ici un sous-groupe Y), en
prenant, par exemple, les transformations infini tésimales

a =s / -hi

^ Ctff.^y.Pff. ( d\ 4- (1^ -r . . . -t- /̂.,,-i == o).
a==i

Le rang 7. de l'espace est donc égal à /. Les racines de l ' équat ion
caractéristique des t r ans format ions correspondantes du groupe adjoint
sont les quan t i t é s a^ — aa^ Le groupe (S) est le groupe de subst i-
tut ions le plus général sur les /4-1 lettres (i^

La variété E/ est à / d i m e n s i o n s et est le l ieu des formes quadra t iques
définies posi t ives

A, x\ -{- A^ 4". .. 4- A/.,., .^,1 ( A, A,.. . A/-H == » } •

Le ds1 de cette variété est; à un facteur constant près,
^^^ , ̂  </A.^
"'""" Tf 'TI" +-...+-^»

Toute géodésique est congruen te à la géodésique lieu des formes
quadratiques

o^'i ^.r^ -}-. e"^,^ •~\- . . . -4- ^/+^.z-^ ^ ,

où les cons lantes ^ i , r/^, ..., a / , i sont liées par les relations
a.t •4- «a -4- . . . -4- ^/.-,,-] == (:-»,

ft^ 4- rt^ 4-. . . --1- ^^.,, == r ,

et où l'on peut, de plus, supposer

^î'â^- • •^ ^/.r.l.

Ces dernières inégalités déf in i ssen t le domaine fondamental (D) du
groupe (S),
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On voit que si la géodésique est tout entière intérieure à (D), elle
part ,pol ira == —ce, du point impropre.2i , ,pouraboii t i r , poiu\?==+oc ,
au p o i n t impropre x^

Vabsolu. est ici formé par les formes quadra t iques définies dégé-
nérées. Dans le cas très particulier /= 2, n = 5, Y absolu est formé,
dans l'espace projectif(^y), d'une partie de la variété cubique obtenue
en égalant à zéro le discrin-nnani de la, forme (tf/ / \ à savoir la partie
correspondant aux coniques décomposées en deux droites imagi-
naires conjuguées. Il contient aussi la surface de Veronese, qui cor-
respond aux formes quadrat iques carrés p a r f a i t s . Chaque p lan E^
coupe l 'absolu s u i v a n t un t r i a n g l e ; les géodésiques qui. par tent d 'un
poin t donné du plan vont , en général , d 'un sommet du t r i a n g l e à un
aut re ; il y a exception pour trois géodésL|i,ics particulières (repré-
sentées par des dro i tes ) , qui pa r t en t d 'un sommet, (.r^ par exemple),
pour a b o u t i r à un p o i n t pa r t i cu l i e r du côté opposé {x^ 4-^;). Dans
cette image du p lan eucl id ien , on voit que Fensemble des points
propres (à d i s t ance f in i e ) est complété par des points impropres

. (po in ts a l ' i n f i n i ) ; mais les différentes géodésiques issues d'un point
donné du plan n'aboutissent pas à n'importe quel point à Vinjîni.

42. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Le groupe ̂ ',
considéré comme le groupe cont inu d ' isotropie, est celui qu i indique
comment les coefficients d'une' forme quadra t ique harmonique à
/-+-I variables sont t ransformés par les subs t i t u t i ons orthogonales
effectuées sur ces variables : les formes quadra t iques définies posi-
tives, de d i sc r iminan t i, i n f in imen t voisines de la forme unité, sont,
en effet,

( i "h n 1 1 ) .z'î + . . . -\~ ( i -4" ^4-i, /..-H ) ̂ 7., i 4- a a 1 2 •.x'i ^-2 +. . .,
avec

(Af) , "r" ..*-!- «l~\-\, /-ri -'-̂  0 •

Legroupe ^'est, pour l pair, du type (B) de rang ^ : c'est le grouper
pour lequel k == i, K == 2. Le groupe de connexion cherché est cyclique
d'ordre 2 (n 0 31).

Si / es t impair , y est du type (D) de rang—— r- En supposant l^ 3, on
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a le groupe ̂ , pour lequel k == î, K ==4 . Le groupe de connexion est
d'ordre 4 ? cyclique si —-1- est impa i r , ou. Z===i (m.od 4) ; non cyclique
(Vierergnippe) si /=E3 (rnod 4 ) -

Pour / = = = ! , ^' est isomorphe au groupe des rotations du p l a n ; son
groupe de connex ion est cycl ique d'ordre i n f i n i .

Le groupe ad jo in t , don t nous venons de dé t e rmine r le groupe de
connexion, est isomorphe au groupe homographique de / var iables
réelles. Le groupe l inéa i re iinimodidaire de /•+•î var iables réelles l u i
est isomorphe h o i o é d r i q u e si / e s t pa i r ; si /es t impai r , il correspond à
une t r ans fo rma t ion homographique de deux t r a n s f o m j a f i o n s l inéaires
dis t inctes . Par su i t e , le groupe linéaire unùnoduùdrc de n variables
réelles nest jamais sirnpiem.ent connexe.! son groupe de connexion est
cyclique d} ordre infini Çn === 2 \ on d ' o r d r e 2 ( n ̂  3 ).

On dédai t en pa r t i cu l i e r de là qu aucun groupe linéaire de même
structure m/imtésirnale que le groupe hornogTaphique de l îMinahles
réelles nest sinrplement connexe.

Dans le c a s / = = ï y on ob t ien t un groupe s imp lemen t connexe en
prenant le groupe

, a l.^rm'.x' --1-- l> ' • 1 1 1 1l.an°-.z; •:—: —;———————- ( au —- un '> o),
. a ian '̂.:r "-l- // •

où l 'équation est supposée résolue par rappor t a a"^ en se d o n n a n t u n e
des d é t e r m i n a t i o n s de .r' correspondant à. une va l eu r n u m é r i q u e
d o n n é e de x.

43. Le groupe mixte d'isomeirie, — App l iquons les cons idé ra t ions
générales des n0' ^7-29.

Si / est pair, ^"est le groupe ̂  du type (B) dont le groupe adjo in t
est con t i nu . L 'ent ier k é t an t égal à î , le groupe d'isométrie est forme de
deux familles continues distinctes. La symétrie par rapport à u n p o i n t
n'est pas un déplacement proprement d i t .

Si / est impai ry ff est le groupe ̂  du type (D) , don t le groupe ad jo in t
est mixte . On aura une opération c^ ne faisant pas p a r t i e du groupe
con t inu d'isotropie en effectuant sur les variables ,r, une subs t i t u t ion
orthogonale de d é t e r m i n a n t — J . D'autre part, l ' en t ie r k est égal à î .
Le groupe d'isornétrie est donc formé de quatre familles continues dis-
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tinctes; la symétrie par rapport à un point n'est pas un déplacement
proprement di t .

Les quatre familles d'isométries peuvent être représentées par les
formules

Tf=T,^TR,rT^
T^ToR.'ATAR.T,,
r^ToR.'T-'R.T,,
T^T.R-^AT-AR./r,,

dans lesquelles By désigne une matrice orthogonale de déterminant i ,
A la matrice diagonale dont tous les éléments sont égaux à i, sauf un
égal à — i.

Les quatre fami l l es d/isométries correspondent aux homographies
directes, aux homographies inverses et aux deux fami l l e s correspon-
dantes de corrélat ions. En particulier, la symétrie par rapport à l'ori-
gine revient à changer une forme quadrat ique déf inie positive en son
adjointe.

44. Le groupe adjoint mixte. — Le groupe ad jo in t mixte du type (D),
dans le domaine complexe^ se compose de deux famil les d is t inc tes ;
tout groupe isomorphe de^' s'en dédui t soit par une homographie, soit
par une corré la t ion. Or, la corrélation par t icul ière u; = x, laisse
invar ian t le sous-groupe g\ Par sui te , tout sous-groupe g ' isomorphe
de g laisse invar ian te une forme quadratique nécessairement réelle et
aussi définie positive, sans quoi la structure de g ' dans le domaine
réel ne serait pas la même que celle de g. Par sui te , le groupe adjoint
mixte laisse invar ian t l 'ensemble des sous-groupes homologues de g-
dans le groupe ad jo in t continu. Le groupe adjoint mixte est donc,iden-
tique an groupe mixte (Visoî-nétrie.

45. f.e c/.r de l'espace ô. — II est facile d'avoir explicitement
l 'expression ana ly t ique du <7.r de l'espace. Soit A la matrice (a,y) uni-
modulaire symétr ique posi t ive variable; considéronsje déterminant de
ta matr ice A + p r/A, où p est un paramètre scalaire, et déyeloppons-le
suivant les puissances de p. On a

[ A -l- p dA. | == i + p^y ( ^/:/, daif) -r-. - , <
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La forme différentielle quadratique y a une signification invariante
par les t ransformat ions du groupe G; si l'on prend pour A. la matrice
diagonale e ' 1 ^ , avec

Sai== o, ïci-j == i,

cette forme o est égale à ds^aïaj = — ^ds2. Par suite, le d^ cherché
est défini par l'égalité

A + p dA. [ == i. — ^- p' .̂y'2 -h . ..

Si, au lieu de prendre la matrice A unimodi i la i re , on la prenait sim-
plement symeir ique positive, et si Fon posait

on aurait
A -+- p c/A. | = a -h j3p -i- yp2 -4- . . .,

,—— (3^ — 9. a y
, , /-1-- î: l /

<^r=3 —————————————,

Les espaces du type (AU) .

46. Ces espaces ifexistent que pour / i m p a i r . I l s sont à
_ ( / .„ { j ( / 4..... ^ )

°<

dimensions , et leur groupe d^isotropie est à

ç^ {1±1} ̂  •^

'•î

paramètres, du type ̂  / C/ , , , \ .
c " \ TV

Désignons par a, ̂  ..., les ind ices impairs :r,3, . . . ^ / î pa ra / , fJ^ ...,
les indices pairs 2, 4 ? • " » ? ^•4-1 q u i les suivent immédiatement.

Partons da groupe l inéa i re u n i m o d u l a i r e G à / 4- ï variables com^
plexes, et posons

x .-T -^^ap-^a^'
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Les transformations infinitésimales X sont :

?(X^--X^),
-^aa'—•'^a'a^

Z(Xaa'"l-X^),

X.a|B-î- X^'~- X^— Xp^.,

UX^—X^pH" X^~ X^a^

Xap'— Xa^—- Xpa'-- X^,

/(X^p--+-Xa'^-r- Xp^ /H-X^a) -

Les transformâtioiis-infî.nitésin:iales l'Y sont :

'a a "^~ -^a'a'»

^'a?-(- X^^-4- X^"i- X^a',

^'(Xap— X^p'—Xpa+Xr:;^'),
^a^'— Xa^—X3^- i -X^^ ,

/ (Xa^+ X ^ ^ — X p ^ ' — X ^ ^ ) .

Regardons les -ry, conime des variables complexes

.Z-a = ^a-4- ^'a<

.y^rrr^-4-/^,

et considérons le qualernion

Ça ==: ?/a -S- n'a -+- ./(^'a + ̂ a

Les t ransformat ions inf în i tés imales X peuvent s'écrire :

0^a=Ca^ 0^=0 (À^a) ;

o^==W^ o^==o (?.^a);
ô^ == ̂  ̂ ? o^. ==: o , ( À ̂  a ) ;

o^^ •= — ^g, ô^ç =r ̂ , ôc/, == o ( /. -^ a, jS ) ;
.0^==: Ep/, a|:p=:^/, ô^=o ().^a,j3);
ô^ = 'CPJ\ ôtp = ̂ /, %A =o ( À ^f ^, p ) ;
ô^=: ^Â-, ÔE?==^À-, ô^==o (?.^oî,(3).
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Quant aux transformations i " Y y elles s'écrivent :

O^a^ ^ ^/ ==—Ç/ ;

^a^ Spî O|i?=: £a;

^=:—^/, Ô|:p==' ^ £c^;

ô^=:--!i(V, ô£p== i:yj; 1 .
a^a==~Ep/^ ^= Ça^'-

47. Le groupe engendré par les transformations X e t /Y est le groupe
quatemionien linéaire un imodula i re à —— variables

;-/ V •r ,,
^i^^j ^•^//0

/.

les a-^ étant des cpaternions. Quant aux transforniations X, el les
laissent invariante la forme dTlermite q u a t e r n i o n i e n n e dé f in i e positive

£i^+^+- • •"h ÏÂ^

où Ey. désigne le quaternion conjugué de $y..
Cette forme sera transformée par G en u n e forme éga lement d é f i n i e

positive

2^^
h ]

où les quaternions A/ / s a t i s f o n t aux relat ions
X^=:Ay/:;

les coefficients A//- sont des scalaires pos i t i f s .
Réciproquement, toute forme d'il ermite qua te rn ion ienne dé f in i e

positive pourra se ramener, par une subs t i tu t ion l inéa i re à paramètres
quaternioniens effectuée sur les ?„ à la forme

^£i-)"S:{E:-,-4-...+ 'c/c,i,

et par suite, sera inva r i an te par un sous-groupe^ isomorphe de g .
Toutes ces formes c o n s t i t u e n t un ensemble connexe; on le démontre
comme dans le cas du type (Al); par suite, V espace ê est l'espace des
formes d'Ilerrnite quaterriioniennes définies positives ̂  en ne regardant
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pas comme distinctes deux formes ne différant que par un facteur
co nsta nt se a la ire.

48. Les variétés euclidiennes E>, et les géodésiqiies. — On obtient un

groupe Y), ==-^_, en prenant les —;— transformations in f in i t és imales^

X^a 4-- X^'a' — X// — X/.^ ^ /.)_,.

Le rang de l'espace ^ est donc ——? c^esl-à-dire le nombre, d i m i n u é
de i, des variables quaternioniennes . L'espace euclidien, correspon-
dan t est le l ieu des formes définies

1^-^
/•

où les scalaires posi t i fs A/ ont un produit égal à i. Le ds2 de cet
espace est

^-S^-^ A.f

Les paramètres angulai res sont de la forme

9,-— c^ ( /,,/" = = 1 , 2 , . . . , À 4-1),
avec

(R( -(.- fj).^ -)" . . . -i- y>,4., == o ;

chacun est mul t ip le d'ordre 4-
Le domaine fondamental (D) peut être défini par les inégalités

<pj > <pâ>. - .> 9/4,1, ,

et le groupe (S) est le groupe de toutes les substitutions effectuées
sur les l-+-1 paramètres.

Toute géodésique est congruente à la géodésîque lieu des formes

^^^ (/==i, 3, 5, ...,0,
i

avec
2^-==o, Jâa?==:ii ,

Afin. Èc, Norm^ (3), XLÏV* — DÉCEMBRE 1927* ^0
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On peut supposer, de plus,

0)^^;;^. . .ï ai.

La géodésique commence, pour s =—oc, à la forme <;/$/ et se ter-
mine à la forme Ei ^7.

49. Groupe de connexion du groupe des déplacements, — Le groupe
continu d'isotropie est de ta forme g'^fC^^\; i l correspond à Z'= i,

V. ~7
K== 2; son groupe de connexion est donc cycl ique d'ordre 2. Si l'on
part du groupe l inéa i re quaternionien, les t r ans fo rmat ions X engen-
drent un groupe d u type ^i/C/^, pour l eque l k = 2. l.e groupe

linéaire quaternionien iinimodidaire est donc nmpiement connexe.

50. Groupe mixte d''isométrie, — Comme le groupe adjoint u n i t a i r e
du type (C) est c o n t i n u et que, pour le groupe ^', l 'ent ier /: est égal
à ï , le groupe d^isornéirie se/compose, de deux fanulles continues; la
symétrie pa-r rapport à un point n'est pas un déplacement proprement
dit.

51. Le groupe adjoint fnixte. — En revenan t aux var iables com-
plexes p r imi t i ve s x^, on vérifie f a c i l emen t que la c o r r é l a t i o n //// == x,
laisse inva r i an t le sous-groupe g\ Par suite, tout sous-groupe g ' '
isomorphe de ^ 'pourra se déduire de y par une homographie (com-
plexe)^ qu i correspondra à une subs t i tu t ion l inéa i re a paramèt res qua-
ternioniens complexes, effectuée sur les va r i ab les ?/. Le groupe ^r/ lais-
sera donc i n v a r i a n t e une forme d^Hermite qua t e rn ion i enne à coefficients
complexes; ces coefficients seront, d^autre part, nécessairement des
quaternions réels, et la forme sera définie, sans q u o i la s t ruc tu re de ^
dans le domaine réel ne serait pas la même que celle de ^l. On voi t
doncque le groupe adjoint mixte laisse i n v a r i a n t l ' ensemble des sous-
groupes homologues de ̂  dans le groupe ad jo in t c o n t i n u .

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe mixte d'iso
me trie,
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Espaces du type (A1 .V) .

52. Définition gcoméiriqiie. •— En conservant les mêmes not /a l ions
que dans les paragraphes précédents. on a, pour les transforma-
t ions X,

Xap—X^, / (Xap4-Xpa) , /'Xaa

( ^ , 6 = 1 , 3 , . . ., / ) ;

quan t aux transformations z'Y, ce sont les suivantes :

Xa,/-M -1-X/^i^ ^(Xa,7-i-.i-" X/..,,i^).

On a
// = ̂  /, ,s1 == /2

et,
^•==^i(A/-i)x^.,.

Le groupe G est formé des subst i tut ions l inéaires unimodulai res qui
la issent invar ian te la forme dTIermite indéf in ie

F ==: ..r, ;ri 4- . . . 4~ ^/-f/ -— ^7-(~i ^'/-i-i .

ou p l u t ô t c'est le groupe adjoint de ce groupe. Le groupe engendré
par les t ransformations X est celui qui laisse inva r i an t le point

(o, o, . . . , o, i).

On peut regarder ô comme l'espace projectif complexe à / dimen-
sions, ou plutôt comme le lieu des points de cet espace transformés du
p o i n t (o, o, ..., 1)5 ou enfin comme le lieu des points complexes ren-
d a n t négative la forme F( points intérieurs à V absolu F = o). C'est Y espace
he.nnitien hyperbolique. L 'exis tence d ' an A12 déf in i d a n s cet espace a été
démontrée pour la première fois pour / === 2 -par H. Poincaré ( ' ).

53. Géod6siques\ — "L'espace ô est ici de rang- i; sa courbure
r iemannienne est donc toujours négative, sans pouvoir jamais s'an-
nuler dans aucune direct ion plane. Toute géodésique est congruente
à la géodésique
0 ) • .y, ==o, . . . . .̂ ,i = o, a'i-==. sh.y, .r/,.i;== ch..^

( 1 ) Comptes rendus, t. 98, i8<S4, p. 5o3-5o4.
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Dans l'espace projectil complexe, les géodésiques sont représentées
par des fils ÇNormalketten de E. Study). La géodésique (ï) part du
point (o, . . . , o , — i , i') pour aboutir au point (o, ... , o, i, i) de
l'absolu.

54. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Ici, le
groupe de connexion de'^'i (A/^| ) se rédui t a l 'opération identique. Par
suite, le groupe de connexion cherché est cyclique d'ordre inf in i .

Quant au groupe linéaire de la forme d 'Hermi te F, il a aussi un
groupe de c o n n e x i o n cyclique d'ordre i n f i n i .

55. Groupe mixte d'isométrie. — La présence du sous-groupe inva-
r iant à un paramètre ̂  montre que le groupe mixte d^isométrie se com-
pose de deux familles continues distinctes: la symétrie par rapport à un
point est un vrai déplacement. Les deux f a m i l l e s d'isornétries sont les
homographies et les ant ihornographies .

56. Groupe adjoint mixte. — Les opérations qui j o u e n t ici le rôle
des corrélat ions sont les an t ihomographies ; en particulier, l ' an t i -
homographie x\ == Xi laisse invariant le groupe g ' ; par suite, tout
groupe g ' isomorphe de g s'en déduit par une homographie; il laisse
donc invariant un po in t et ce po in t do i t rendre la forme F négat ive ,
sans quoi la s tructure de g-' ne serait pas la même que cel le de g ' .

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe mixte d^iso-
métrie.

Espaces du type (A III ) .

57. Définition géométrique. — On a ici

n = ïpq, s == p2 4" «y2 — i,

ou/) et q sont deux entiers supérieurs à i et de somme 'I . ̂  ï .
Les t ransformations X sont

•Xap—Xp^, ^X^4- .Xpx) î ^ax ( a, p == ï, 2, . . . , / ? } ;

X/.^— X^, z(X^j,4- X^)/), ^Xp, (.À, [j. -=.p +• l, . . . , / - } - - l ) »



FORMES RIEMANNIENNES DES GÉOMÉTRÏES A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. ?)C)^

Les transformations ?'Y sont
^\ -i- X>,a, H X^ — X^ ).

On peut prendre pour groupe G le groupe linéaire uni modulaire
d'une forme d 'Hermite indéf in ie àp carrés positifs et q carrés négatifs '

l'* ^ZZ. X.^ X\ -+- . . . ~\~ ^ . ' p ^ p —— '2/-'-t-3 ^'^-t-l —— • • • —— ^-'/--i-1 ̂ '7-ri •

Le groupe g est celui qui laisse invariante la variété
(2) ^=^=: ..=:^=û

et, par suite, aussi la variété polaire par rapport à F

Les variétés planes transformées de (2) par le groupe G- rendent
la forme F d é f i n i e négative. Réciproquement , toute variété p lane à
<1 — i d imensions , jouissant de cette propr ié té , est invar iante par un
groupe isomorphe de y. On peut la définir anâ lv t iquement , et cela
sans aucune exception, parp équat ions de la forme

Xp = a^ x^ -I- . . . -4- cip^xi^,

les coefficients complexes a^ étant assujettis à la condi t ion que la
forme d'Henni te

X^, S^M + . . . -^ ^/-M ̂ /4-1 —— ̂  ( ^/1 x!^ + • + a^ ̂ +1 ) ( ̂ •l ̂ -r-,1 -+-•••+ ^Ç x^ )

i

soit dé f in ie positive. Il est clair que cette condit ion ne cessera pas
d'être remplie si l'on remplace les coefficients a,, par tô//, avec un fac-
teur / réel compris ent re zéro et un. Par suite, ^ensemble cîes variétés
considérées est connexe.

L'espace ô est donc l'espace des variétés planes à q—i dimensions
rendant la forrneV définie négative.

58. Géodésique^ - Supposons p>q. Toute transforp^ation zY est
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réductible à la forme

ffiCS, //+j, -+- x/. 4 - 1 , i. ) + ̂ 2 ( X ,̂.., -4- X/,,̂  2 ) 4-. . . + a,, ( X^ ̂  -i- X/^i, ̂  ),

on les coefficients a, sont des quantités réelles arbitraires. En fa isant
varier ces coeff icients , on ob t i en t dans <5 une variété e u c l i d i e n n e .1̂
issue de l'origine. Le rang de l'espace est donc </. Toute géodésique
peut, par déplacement, être ramenée à passer par l 'origine et à être
dans une de ces variétés Ey.' Une telle géodésique sera le lieu des
variétés planes

ist donc a

x^ -^ tang-ha^^+i,
x^ ^=.\^^\\a.^Xp^

.r,/ = Langh^-v ^7.,,i..i,

avec
a\ + a;j -h . . . -4~ €t^ =: T .

Si l'on suppose les a tous pos i t i f s , la géodésique part i ra , pour
.y= —.co, du p o i n t représentat if de la variété plane

pour aboutir , pour ^==+00 , au poin t représentatif de la variété plane
,'Z'̂  "==: ̂ -H î • • " i IT'/:=: 'z'/-}-\ ï ^'if..\, | =.̂  . . . :::'-:'-: •̂  ̂ -^ <•)•

59. /^ groupe (S). — Les paramètres angulaires d 'une transfor-
mation inf in i tés imale quelconque de G sont de la forme

!^— ^/ ( / , y = = I , 2, . . ., /"h l ) .

Pour les t ransformations Y, il existe 2</ quan t i t é s ^ deux a deux égales
et opposées, e t / .»—q quant i tés '\ iden t iquement n u l l e s . Par suite, les
paramètres angulaires d 'une transformation Y sont de la forme

±:2^ ±:<p/±:ÇP/, ±^,,

respectivement mult iples d'ordres ï, 2 e t y j — ( { . -
Le groupe (S) est formé des subst i tut ions 1 les plus générales effec-

tuées sur les lettres ' p i , ..., y/p accompagnées d 'un nombre quel-
conque de changements de signes. Le domaine fondamental (D) de (S)
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est, par exemple, défini par

. 9, > Q?2 >....> C^ > 0 .

60. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — On a ici

y =r ,̂ ( A.^| ) X ^•i ( A^_, ) X .̂.

Le groupe de connexion du sons-groupe

S\(.^p~î) x^(A^i)

est un groupe cyclique d'ordre égal au plus grand" commun diviseur
de p et de y. Le groupe de connexion cherché se décompose dans ce
groupe cyclique d'ordre f ini et clans un groupe cyclique d'ordre i n f i n i .

Le groupe l inéaire de la forme F se comporte d^une manière ana-
logue.

61. Groupe mixte d^isornétrie. — Le groupe adjoint unitaire du
type (A) n'admet qu 'une famille de transformations laissant invariant le
groupe l inéaire g\.

Donc, si p -=f^ q^ le groupe d'isojnétrie se compose de deux familles
continues dis fine les.

Si p = q^ le groupe d'isométrie se compose de quatre familles continues
distinctes.

Dans les deux cas^ la. symétrie par rapport à un point est un dépla-
cement proprement dit.

Dans le cas particulier, j j = = y = = 2 , l'espace & est à huit d imen-
sions : c'est le l ieu des points représentatifs des droites

de l'espace projectif complexe à trois dimensions, où les quatre
coordonnées complexes a, 6, a / y b1 sont assujetties à satisfaire aux
inégalités

_ aa — bh — a^— b'~b'-\- {ab'— ba1) Çab'—'ba'1) > o,

ï. -— a a — a' a'^> o, i — bb — b'b'"^ o.
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L'une des transformations isométriques, qui ne sont pas des dépla-
cements, consiste à échanger les deux coordonnées a ' et 6.

62. Groupe adjoint mixte. — Le même raisonnement que pour le
type (AIV) montre que tout sous-groupe g ' isomorphe de g laisse
invariante une variété plane à y - — i d imensions , et cette variété doit
rendre la/forme F définie, sans quoi il n 'aurait pas, dans le domaine
réel, la même structure que g. S ï p = = r / y cette forme F pourrai t êire
rendue positive, mais le grouper laisserait invariante la variété polaire
de la première par rapport à F, l aque l l e r e n d r a i t encore F déf in ie
négative.

Le groupe adjoint mixte est donc identique an groupe mixte d'ù'o"
mefrie.

Espaces du type (B.DI.I).

63. Ce sont les espaces à courbure constante négative. Le groupe
des déplacements a un groupe de connexion cyc l ique d/ordre 2. Le
groupe cont inu d'une forme quadra t ique i n d é f i n i e à un carré négatif a
le même groupe de connexion.

Le groupe d'isométrie est formé de deux familles con t inues
distinctes.

Le rang est égal a i .

Espaces du type (S5DI) .
64. On a ici

p ( p — i) r / ( a — i)n -==: pq , s = l^..1———— -|- -/—/-——-,

où p et q sont deux entiers quelconques supérieurs ou égaux à
2CP+<7>4) .

On peut prendre pour groupe G le groupe de la forme quadra t ique
réelle indé f in ie

F ̂  -^î + •̂  +.. • "i- -^ — ̂  i — • . . •+• .̂  ,.y *
11 est du type (B) ou du type (D), suivant que-/) -h- y est impair ou pair.

Les transformations X sont
^ajpp — ̂ P^ X\p[i. — ^^p\

(a,(3=i, . . . , /?; À,^=:p-4-i, . ..,p"h<7); .
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les t ransformat ions ^Y sont
,r̂ ), -(--.^,pa-

L'espace ô est l'espace représentatif des variétés planes homologues
de. la variété à q — î d i m e n s i o n s

On démont re , comme dans le cas du type (A.I.II), qu'elles const i tuent
l 'ensemble connexe des variétés planes a q — î d imensions rendant la
forme F dé f in i e négat ive .

F).). Les variétés euclidiennes E^ et le groupe { S ). — On aura un sous-
groupe y/, en p renan t les y t ransformations i n f i n i t é s i m a l e s

,,. à/ , àf àf àf àf àf
'•^:7~h'7/•i-•^î ••z>^^4-^^î 9 • Ï 7 -2:>^^+^^-^>

Le rang de l 'espace est donc y. La variété euc l id i enne correspondanle
est le l i eu des variétés p lanes

/ / . ( ./•a ::--: Âa./'/,^a (.a =: î , . . .', q ) ,

avec
/.à < î •

Le cù^ de celte variété est

^^+...^. îL.I-AT i.-/^ ^ . ^
Si p et 7 sont de parités d i f férentes , le groupe G est du type (B), et

ses paramètres angulaires sont de la forme

-±^ ±^/. ^.y^,.,..,/i±f^).

Pour u n e t r ans fo rma t ion Y, p ' " ç ~"~ l" des quantités ^ sont nulles. Ses
paramètres angula i res sont donc

± ç/, ±:9,±:9/\ ( ' / , y = = . î , ' 2 , . . . , ^ ) ^

les premiers é t a n t m u l t i p l e s d'ordre p—^——•
Anit. Éç, Nonn., ( 3 ) , XL1V. — DÉcsvtBRE 1927. ^Ï
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Le groupe CS) est le même que pour les groupes s imples du type (B)
de rang q. Le domaine fondamenta l (D) est, par exemple,

9i > 9^ >-...•'>• cp^ > o.

Si p et q sont de môme pari té , le groupe G est du type ( D), et, ses para-
mètres angulai res sont de la forme

±^±^/ ^,y=T,,,...,.^__ÏL

Pour une t ransformat ion Y, il ne reste que q paramètres ^ différents
de zéro. Par sui te , les paramètres angulaires de Y sont de la forme

± 9/:±9/ (/\J „: i, ^, ...,,/ ,,

si p == y, et de la forme

±: y/, ±: o/ ± y/ (7, y := i, -^ . . ., y ) ,

les premiers mul t ip les d 'ordre •p-^7, si p > y.
Le groupe (S) est, pour^ == q, le même que pour un groupe s imple

du type (D ) de rang q ; pour? > y, le même que pou r un groupe simple
du type (B) de rang y. Le d o m a i n e (D) est, dans les deux cas, réduct ible
à la forme

? i>y ,> . . .>9 / /><>.

06. Géodésiques. — Toute géodésique est congruente au lieu des
variétés planes

.:/', -=: i^ngh(^i^;.2y.,-:i,

^'Y :::::: taiig'li(^^;,z^,,/,
.,/V..., -,:;, . . „.,,: .,ẑ  ̂  o,

les y constantes a,, . . . , //^ satisfaisant à la relation

^ -i- aî -i--. . ,--l-- a-:::-1: i
et aux inégalités

^1 à l^ïî ^ • • • " ï ^nï <'>.

^ E l l e est siluée dans la variété \\ représentée par les équations (4) ;
Vabsolu, dans cette variété, est déf ini ana ly t iquement eîi égalant un
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certain nombre des paramètres X à ï ou à —- i. Par exemple , pour
p == q ==: 2, l 'absolu peut être représenté par le périmètre d'un carré.
Les géodésiques passant par le po in t or ig ine vont, en général , d ' un som-
met du carré au sommet opposé ; il y a exception pour deux géodésiques
particulières parallèles aux côtés du carré. On voit que là encore
les géodésiques issues d 'un point d o n n é n 'aboutissent pas à n ' importe
quel point ( impropre) de Pabsolu.

67. Groupe de connexion du ^ronpe des déplacements.— Le grouper
résul te de la m u l t i p l i c a t i o n du groupe orthogonal g\ h p variables par
le g roupe or thogona l ̂  à q var iables .

Si q == 2, p^>2 , g admet ( in sous-groupe invar ian t ^'.j à un para-
mètre, et le groupe de connexion de g\ est cyc l ique d'ordre 2. Par
suite, le groupe de connexion se décompose en un groupe cyclique
d'ordre '2 et un groupe cyclique d'ordre infini.

S\p et q sont tous les deux p lus grands que 2, on a :
p et y impai rs ,

p impair et y pair,
/;•,==:[, /.̂  == 2, K ï •-= - - > , K.î == 4 ;

p et q pairs,
/•,:=:/^:=^ K,^K,= ,.

D'après la règle établie n0 32, on vo i t que le groupe de connexion est
(F ordre L\ si p et q ne sont pas fous les deux pairs ̂  d'ordre 8 s'ils sont tous
les deux pairs.

Si l 'on considère maintenant le groupe linéaire cont inu de la forme
quadra t ique F, l'ordre de son groupe de connexion est égal à l'ordre
précédent, divisé par le plus grand commun diviseur de k, et de ^,.
Par su i te , le groupe linéaire de la forme quadratique indé/inie a un
H'roupe de connexion d'ordre 4 •̂  ^ entiers p et q sont Ions les deux
supérieurs à 2.

08. Groupe mixte d'isométrie. — 11 y a à distinguer suivant la pari té
des entiers^ et </.

Si p et q sont impairs , g se décompose en deux sous-groupes
l inéa i re s de la forme ^,(B), pour lesquels le groupe adjoint uni ta i re
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est con t inu . Comme Z ' i = Z ' 2 = = i , la symétrie ne fait pas partie du
groupe cont inu (Tisoiropie. Si p == 7, les deux sous-groupes com-
posants sont, semblables. Par su i te , le groupe d'isométrie se compose de
deux familles continues distinctes si p =^= q, de quatre familles continues
distinctes si p == y. La symétrie par rapport a un point n'est pas un dépla-
cement.

Si p est impai r et y pair, ^ se décompose en deux sous-groupes
linéaires de la forme ^(B) et g'^ÇD), et l'on a Z"i == i, k^ = 2. Comme
le groupe adjoint unitaire du type (D) admet deux f a m i l l e s dis t inctes
laissant invariant le grouper, on arrive au résultat su ivan t : Le groupe
d'isométrie se compose de deux familles continues distinctes. La syrnéfrie
par rapport à un point est un déplacement.
• Si p et y sont tous les deux pairs, ^ se décompose en deux sous-
groupes linéaires du type ^(D) avec ^ == k^ -== 2. Le groupe d ' i s o -
métrie se compose donc de quatre familles continues distinctes si p^- y,
de huit familles si p === y. La symétrie par rapport à un point est an
déplacement.

Le cas où l'un des entiers p et y serait égal à 2 échappe au raison-
nement précédent parce que le sous-groupe l inéa i re correspondant
serait a. un seul paramètre, mais les résultats subsistent.

Il en est de même si l 'un des entiers p ou y était égal à 4 ^ le g1'0^?6

l inéaire correspondant (groupe orthogonal à quatre va r i ab l e s ) serait
semi-simple et non s imple , mais les résu l ta i s ne seraient pas changés.

Il n'y a qu 'un cas où les résultats sont en défaut, c'est celui où les
deux entiers p et y sont égaux à 4- ^ groupe ^ se décompose alors en
quatre sons-groupes l i néa i r e s simples du type ^", (A,). A chaque'per-
m u t a t i o n entre ces sous-groupes correspond une f a m i l l e d i s t i n c t e de
transformations du groupe d'isotropie. Par suite, le ffrofipe d'isoméfrie
de l/espaçe <?, correspondant à une forme quadratique à </uafre carres
positifs et quatre carrés négatifs^ se compose de 24 familles continues
distinctes; la symétrie par rapport à un point est un déplacement.

Bien que le cas p== y== 2 ne rentre pas dans le p rob lème é t u d i é ( le
groupe G n'étant pas simple), les résultats i n d i q u é s sont t ou t de même
exacts. On a alors l'espace ê à quatre d i m e n s i o n s des droi tes réelles
tout entières intér ieures à l 'hyperboloïde à une nappe
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de l'espace ordinaire. On obtient quatre familles du groupe isomé-
tr ique en p a r t a n t des déplacements proprement: dits (qui proviennent
d 'une t rans format ion homographique du groupe projectif continu de
rhyperboloïde) et en les combinant avec une symétrie par rapport au
plan des ,z^, par rapport au plan des xy et par rapport à l'axe desj,
Les quatre autres famil les d' isométries s 'obtiennent en combinant tes
précédentes avec la t ransformat ion qui fait passer de la droite

,:.r -==z az -j- ci\ y -=: /jz -4- //
à la droite

.2- == az 4- h, y = a .^ -4- //.

W. Groupe adjoint mixte. — Dans le domaine complexe, le groupe
adjoint du type (B) est con t in u, tandis que celui du type ( D) contient(au
m o i n s si /> 4) deux familles distinctes. Si l'on prend le groupe d 'une
forme quadra t ique comme représentant du type considéré, tous les
sous-groupes isomorphes d 'un groupe donné s'en déduisent en effec-
tuan t sur les variables une substi tution linéaire laissant la forme
invar ian te . On déduit immédiatement de là, par le même raison-
n e m e n i que celui qui a été ut i l isé dans le cas du type fAHI ) , que tout
sous-groupe ^ isomorphe de y est homologue de g ' dans le groupe
adjoin t c o n t i n u .

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe mixte d'ùo-
métf'ie.

Nous t ra i terons p lus loin (n° 76) te cas /= 4-

Espaces du type ( 1)111.).
70. On a ici

n = l { i — i), s -==. /2.

Le groupe G est le groupe l inéa i re qui laisse invariantes a la fois la
forme q u a d r a t i q u e

F SE .:Z'| ..2'2 -+- A':;.̂  4- . . . 4" ^^/..-t ^'ï/

et la forme d'ilermite indéf in ie

<ĵ  ̂  .ri ,z^ — .r^ .r^ 4- '̂;i ./•:; — .r̂ ^ 4- . . .4- J'^.^ 'v^^ — ^à/^/ « • : ,
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En dés ignant par a un indice impa i r , par y/ l ' indice pair qu i le suit
immédiatement , on obtient pour les t ransformations X les expressions

/(^'apa—^'a^a').

^•a./^P — -^pPa 4- '^y.'P^ —• -y^pa^

/(^a/^ -i- -^/^a — '^a-/^' — . '̂Pa' ) ;

quant aux transfonïlations ^'Y, ce soni les suivantes :

Xy,p^ -- .rp^a' — 'x'a.'P^ --i- --^'/^a '
/ ( 'T^P^' —' •r|3/^' 4' ̂ 'a'/^ — •JZ'p Y^a) •

Le sous-groupe engendré parles X laisse invariante la variété plane
génératrice de Fabsolu F== o

( 5 ) ^ ^, = .̂ ;; =.. . -= ̂ ^/-.i ̂  o ;

elle rend la forme d'Hermite ^ définie négative; il Jaisse aussi inva-
riante la variété polaire par rapport à ^>

qui rend $ déf in ie positive.
Réciproquement , toute variété plane à l—i d imensions généra-

trice de l 'absolu et rendant <I> d é f i n i e négative peut être, sans excep-
tion, déf inie a n a l y t i q u e m e n t par les é q u a t i o n s

,/') :== Tk + (^12.-^ 4-. . . 4-- a,/.2'2/5
../•;; :"=: a ai x^ •4~ i< •+•.., -h Ct^x^i,

.r̂ /,,...,.., =: ̂ /i .z'̂  -l11- a/.ji x^ ••A-. . . -{-- i< ,

où les coefficients complexes a/y sont symétr iques gauches et sont
assujettis à la condi t ion que la tonne d ' I I e rmi t e

^2 x.^ -|- x^ x^ -4- ...-(- Xïi x^i --- ̂  ( a/-i .̂ 2 -i- ^/a -.̂ /.. -i-... •+• aux^ ) {a^ ̂  -l-... -4- au.'v^)
1

soit définie positive.
Toutes ces variétés forment évidemment un ensemble connexe, pour

la raison déjà invoquée plusieurs fois. l^espace <§ est donc Vespace des
variétés planes géricrairicm de l 1 absolu et re/idani <I> (Iclînie né^'aii^c.



FORMES RÎEMA^MENN^S DES GÉOMÉTIURS A GROUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 4o'"

'/il. Les variétés euclidiennes E), et le groupe (S"). — Le rang À de
l'espace est égal à ^ (7 pai r ) ou ——^ (/ impa i r ) ; on peut. prendre pour
sous-groupe -^ celui qu i est engendré par les t r a n s f o r m a t i o n s

^i(.r',^^—...r.;/?^—.r3^^4-.,,r^^i ) -i- a^.ï^p^— ,r^?,; — ^,p^ -|- ,:̂ ^ i 4--. . . .

Les / q u a n t i t é s ^/ qui e n t r e n t dans les expressions générales

±:^:±:^

des paramètres angulaires d 'une fc ranâ fo r îYsa t ion i n f i n i t é s i m a l e arbi-
traire de G sont deux à deux égales si la t r a n s f o r m a t i o n est Y, la der-
n iè re é tan t nulle pour / impair . Les paramètres angu l a i r e s d 'une trans-
format ion Y sont donc :

1° Pour / pai r , de la forme
/. . r\::•- ^y,, rr 9/:r:9/ 1 i, y-= i, . . . , - ,
\ 2 /

h^s p remiers simples, les derniers m u l t i p l e s dWdre 4 ;
2° Pour / i m p a i r , de la forme

i i i . /. . / — ^ \dr:^/, ±:y/, ±:o?,=!=9/ / / , y : = i , . _ , — — — \ ; ,

respectivement multiples d'ordre i, 2 et 4-

Le groupe ( S ) est le même que dans les cas précédents. Le
domaine (D) est défini, par exemple, par les inégali tés

y i > ̂ î >•...;> (p). > o.

On aura une variété euc l id ienne E>. en prenant le l ieu des variétés
planes

..^'j =zi Aj "c*4<. -ï';',=: """" A j «^'â; , '
,ÎC^ — A g .i(̂ *g ^ ^2? .̂ — Ag i2'y y

avec A] < i , A; < i, ... ; son cl^ est
/-/A 2 r/\ ^^A2 . ûfA;; , ^A>2

(f/.?*2 rrr ———^ -h ———— +...-+- - ———'
i—A, i—A^ i—A^
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Toute géodésique est congruente au l ieu des variétés planes
x i == t a il g l,i ( ci ^ s ) x^, ^;t =: — ta, ri g h ( ci , s ) J:1..;,
j^;:= t an^h fa^')^, ^'-;==— tangh (^. jÀ')^- ' , ; ,

7'2. Groupe.de connexion (lu groupe des déplacements. •— On a ici
"' •""" / /; (' .A/ ') 'X' f

Le groupe de connexion de ^(A/.-i) est cyclique d'ordre 2 si / est
impair; il se rédoità l 'opération identique si /est pair. Pa r su i t e (n° ^.T),
le groupe de connexion cliercité est cyclique d'ordre in/ini pour l pair, il
se décompose e'n un ffronpe cyclique d'ordre 2 et un groupe cyclique
d'ordre infini si l est impair»

73. Groupe mixte d'ùornétrie. — La seconde fami l le de transfor-
mations du groupe adjoint un i ta i re du type (A) ne laisse pas inva r i an t
le groupe linéaire g.^ du moins si / ^ > 4 ' ^'Àr sui te , le groupe continu
d11 isométrie se compose de deux familles continues distinctes. Le résultat
est encore vrai si / = = = 4 - ^a symétrie par rapport à un point est un vrai
déplacemejit.

74. Le groupe adjoint mixte. — Tout sous-groupe g ' isomorphe de^
laissera invariante une variété plane à /-" i dimensions génératrice de
l'absolu; pour que la s t ruc ture de g ' soit, au p o i n t de vue réel, la
merne que celle de g, il faut et i l suffi t que cet te variété p l ane rende la
forme <& définie; alors .celte variélé, OLI du moins sa polaire par rapport
à <D, rendra <Ï> déf inie négative. Tous les sous-groupes g ' sont donc
homologues de ^ 'dans le groupe adjoint c o n t i n u .

Le groupe adjoint mixte est donc identique au groupe mixte d^iso"
métrie.

Le cas l-= 4 est réservé.

75. Autre définition géométrique de l'espace <ê. — On peut donner
de l'espace & une autre déf in i t ion géométrique. Remarquons, en effet,
que la forme d'Hermite <& é t ab l i t une relation involutive entre les
variétés planes à / — x dimensions génératrices de rabsolu, ces



rORMES RIEMANNIÉNNES .DES GÉOMÉTRÎES A. GîlOUPE FONDAMENTAL SIMPLE. 4^9

variétés étant deux à deux polaires par rapport à <î>. Tout couple de
variétés planes génératrices déf in i t , d'autre par t , une congnience de
CUfford, formée des droi tes qu i rencont ren t ces deux variétés. Ces
droites sont les trajectoires de la translation in/îfiiténmale définie par
celle des transformations de- g- qui est échangeable avec toutes les
autres. On pourra i t donc substituer, comme élément générateur de
l'espace ê, aux variétés planes transformées de (5), les congruences
de Cliiïbrd correspondantes.

Le groupe adjoint mixte des groupes du type ( D ) de rang 4.

7G. Dans le cas du type ( D) de rang 4, le groupe ad jo in t mixte admet,
dam' le domaine complexe, six fami l les dist inctes. Le groupe représen-
t a n t é t an t le groupe l i n é a i r e d 'une forme quadratique F à hu i t variables,
tout sous-groupe ^ isomorphe de g se dédui ra de ^', soi t par une sub-
s t i t u t i o n l i n é a i r e sur les variables, l a i s san t invar iante la forme F (cas
déjà examinée so i t par u n e opé ra t ion changeant chaque droite de
l'espace projecl i f complexe à sept ( lunens ions dans l ' ensemble de deux
variétés p lanes à trois d i m e n s i o n s tout entières s i tuées sur l'absolu
F = = o et: n 'ayant aucun p o i n t commun.

Analyt iqaement , les paramètres angulaires (complexes) d'une trans-
formation i n f i n i t é s i m a l e de G sont de-la forme

±:<p,±:9/;

l 'opération considérée du groupe ad jo in t mixte transforme l'ensemble
des hu i l quant i t és ± ç/- dans l'un des ensembles

^ f ±o , ±:G?.>=bcp;;±;9J,
2 '

où le nombre des signes - est, soifc-pair, soit impair. Or, pour chacun
des groupes réels non unitaires , l 'ensemble des quanti tés ±9, est
réel; la quest ion à examiner ne se posera donc que si chacun des deux
autres ensembles est aussi réel.

Pour le type (DU) et pour le type (DI) correspondant à p ==5, q ==3,
il existe dans G des transformations infini tésimales pour lesquelles un
nombre impair de quantités o,, o^ <p^, y. sont réelles, les autres

Ann. Éc. Norm., (3) , XLIV. — DÉCEMBRE 1927. ô2
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étant purement imaginaires. Supposons, par exemple, 9,1, ç^, 9.1 réelles,
ç;, purement imaginaire. La quantité imaginaire conjuguée de

- (9, -4~û3.^-t- 9,,-4- 9/J,

a savoir
-(?!-+-9^-h y,—9,J,

n'appartient pas alors au même ensemble de h u i t quanti tés, qu i
devrait être réel. Il n'y a donc pas lieu d'examiner les deux cas en
question.

Restent le cas du type (DI) pour j>==6, y ==2, ou pourp=4? q = 4?
et le cas du type (DIII ) .

Dans le cas du type (DI) pour? ==6, y ====2, G est le groupe de la
forme quadra t ique

F ̂  x\ + ̂  -1- -rj -4- .̂  -4- a-^ 4" ̂  ~~ .:r= — .rj,

et '̂ laisse invariante la d'roite

Si le groupe g' laissait invariantes deux variétés planes à trois dimen-
sions génératrices de l'absolu V= o et n'ayant aucun point commun,
ces deux variétés devraient être imaginaires conjuguées, sans quoi ^!

laisserait quatre variétés invariantes. Soient

y^y^y^y^o

les équations de la première variété,

• j^=r2===7s==7//.:=o

celles de la seconde. La forme F est évidemment une forme d^Hermite
aux quatre variables complexes y^ya,y;;, y/,, et cette forme d'Hermite
est indéfinie et réductible , par une substi tution l inéai re convenable, à

J,,)-! 4- VïJ'î 4- J';i7;i— y^Y^

Par conséquent, la première variété est réductible à
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Mais cela est impossible, car l 'une des t ransformations de ^f sérail,
par exemple,

^,^7 -r- .^P:, -r- ^l,,/^ -r- ^s^.;'

et les racines carac tér i s t iques de cette t ransformat ion sont réelles,
t and is que toutes celles de ^' sont purement imaginaires .

Prenons ma in t enan t le cas du type (DI) pour? === q -==- 4. Le groupe G
est celui de la forme quadratique

F s .r] 4- .rS -4- ̂  4- ̂  •— x^ — x^ —- .'r̂  — x^,

et ^ laisse i n v a r i a n t e la variété plane

On démontre facilement qu 'une des opérations considérées du groupe
ad jo in t mixte (dans le domaine complexe) t ransforme le sous-groupe^'
en un au t r e qui laisse éga lement invariantes deux variétés planes à
trois dimensions polaires l 'une de l'autre par rapport à l 'absolu et sans
p o i n t c o m m u n ; par conséquent , Peffet de cette opérat ion est le même
que si l'on avait effectué une subs t i tu t ion l inéaire sur les variables.

Reste enfin le cas du type (D1II). Le groupe G laisse invariante la
forme quadratique

V =r ,r i œ^ + .:r;; x^ + .y;, ̂  + .̂ 7 •^y 5

et la forme d'Hermite

<I> •==: ,2') A-, —— J:'̂  X^ 4- . . . -t- ^'7 'ï'7 —— '̂'y ^'K ;'

le sous-groupe ^ laisse invariantes les deux variétés planes

.2'̂  ~^- Xi^ ==: X^ "^ X^ ^== 0,

génératrices de l 'absolu. Une des opérations considérées changera g
dans le sous-groupe ^laissant invariante une certaine droite com-
plexe; il laissera donc également invariantes les deux variétés planes
à c inq d imensions polaires de la droite par rapport à F et par rapport
à <I>; il faut donc que ces deux variétés soient confondues, sans quoi g '
laisserait invariantes deux droites distinctes et n'aurait pas le nombre
de transformations infinitésimales voulues. On démontre alors faci-
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lement q'ue les équations de la.droite sont réductibles à la forme

,z";; == aj .y'i 4- ^ i .z^, ^ == — b^ x i 4- ^.i "c'a »

^ == ̂ .̂  -+- Z^'a? ' ^G^" —— ^îx\ + ^2^'2?

'̂7 =r: a;; '̂i 4- ^:i^'2, ^s == — •̂.; .'ï'i + ̂ ;;^'â-

Remarquons que nous avons bien le nombre voulu Z(7—1) :== 12 de
paramètres réels. Mais là encore on peut trouver des transformations
infini tésimales de g ' admet tan t des racines caractéristiques réelles.
Par suite, il est impossible que le groupe adjoint mixte de la forme
réelle considérée con t ienne des opérat ions telles que celles que nous
avons envisagées.

La conclusion est donc, dans tous les cas, que le groupe adjoint
mixte se confond avec le groupe mixte d'isométrie,

Espaces du type (CI).

77. Définition géométrique, — On a ici

^ = = / ( ^ 4 - l ) , A"r=^ .

Le groupe G est le groupe d\m complexe l inéaire réel dans l'espace
à il— i dimensions/ou encore le groupe l inéai re de la forme quadra-
tique extérieure réelle

F ES [ x^ x^ ] + [ x.^ x,^ ] 4-... -4- [ x^i^ x.^ ].

Désignons par a un indice impai r , par y/ l ' indice pair qu i le sui t
immédiatement. Les transformations X sont les suivantes :

Xy,pyj—^y/py.i

Xyj)^ —- ^ ' ^ p y . 4- ^y:P^'— ^ ^ ' P O . ' ^

Xy.p^ — x^pff, -— ^"a'/^ -4- ̂ p,/^ ;

elles ne sont aut res que les t r a n s f o r m a t i o n s de G qu i l a i s sen t invar ian to
la forme q u a d r a t i q u e d é f i n i e posit ive

<|) ss x^ 4- ̂ j 4- x^ 4-... 4" x^,.
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Quant aux transformations î'Y, ce sont les suivantes :

X ^ p ^ — X ^ p ^ , ^^Py.'-+--y^'py..

,:i^p^ 4- X^p^ —— X^p^—— X ^ ' p y , ' .

^'ap^'-r ^p/^'+ ^'a'/^-+- ^'Px-

Si. l 'on cherche les points qui ont même hyperplan polaire par rap-
port au complexe F=o et par rapport a la quadrique <I>===o, on est
ramené à résoudre les équations

.r, -4- pA'a =-: o, .;r̂  — p,2^ == 0,

./'3 -4- o.-r< =-;r (,), .2'^ -•— p.ï';,; -= -̂̂  c>,

i [-'•^- •î.i —— ^i

L e - d é l e r m i n a n t des coefficients des inconnues est (p'-^+i)7 . A la
racine û == i de ce dé terminant correspondent tous les points situés
sur la variété plane à / — i d imens ions

.z;i --i- ( j ' ^ —: ,r;; -{- <^'/_ ==...-= ^'2/-1 -r- iX^-=- o,

qui est en même temps une variété du complexe et une variété plane
génératrice de la quadriqne. A la racine p == — i correspond la variété
plane imagina i re conjuguée.

78. On peu t remarquer que les droites réelles qui rencont ren t ces
deux variétés planes f o r m e n t uae congruence; ce sont les trajectoires
d'une certaine tnmdalion inf ini tésimale dans Pespace e l l ip t ique dont
l 'absolu serait laquadr ique l>==o. Cette t r ans la t ion infinitésimale a,
du reste, pour symbole

' .̂ l Pî —— ^îPl -4- X•.P'^ ~~~ ^'''P^ + • • < -i-" :r2/-lp2/ —— ^2^2/-1 ;

c'est celle des transformations X qui est échangeable avec toutes les
antres.

On peut encore remarquer qu'à tout point réel (x), on peut taire
correspondre un point réel ( y ) tel que fhyperplan polaire de Or)par
rapport à F soit confondu avec l'hyperplan polaire de (j) par rapport
à la quadr ique ; cette correspondance est involutive, et la droite qui
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jo int les deux points appart ient à la congruence dont il vient d^ètre
question.

Soit alors S la matrice symétr ique un imodula i re d 'une forme
quadra t i que définie posihve transformée de ^ par le groupe G.
Désignons par .11 la ma t r i c e symét r ique gauche des coeff icients n ; /
de F ( ^ i y === — ^ / a i = ̂ ;n == . . .== r) . L'égalité en matr ices

S f , r ) = r : H ( . r )
devra ent ra îner

S ( r ) = : p H ( . 2 - ) ,

c é tant un scalaire convenablement choisi; on en dédui t

s sis =-~^n\

d'où., par la considération des déterminants , [ p j = = ï y et par suite, par
raison de c o n t i n u i l é s c == •— i.

Réciproquement , considérons une matrice symétr ique positive S
satisfaisant à la. cond i t ion
( ( ) ) SliS== H ;

soient A et \L deux nombres positifs. On a, par un calcul facile,
(7) ( A S + [j:) lias + ̂ ) = (/.'-+- ̂ ) II 4- 7.^(81:! + US) ,

Considérons alors la matr ice
S / = ( /. S + y.} ( p. S --1- /. ) ~ ' == ( ̂  S 4" /.}"~ ' ( /. S + [J. ) ;

elle est symétr ique et posiu^c, car ses racines caractéristiques r, se
déduisent de celles /•/ de S par la transformation l iomographique

,;-,}:„.,/:i±,̂ ^ ,
^/r-r À '

elles sont donc toutes posit ives. On d é d u i t alors fac i l ement de Inéga-
li té (7), où le second membre est symétrique en À et [-/<, la relation

S'ilS^r: 11; ;

il en résulte, en par t icu l ie r , que le dé te rminan t de S' est égal à ±: i ,
et comme i l est évidemment posit if , il est égal à i.
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Prenons ma in t enan t

t variant de zéro à u n ; nous aurons u n e sui te continue de matrices S7

satisfaisant aux. condi t ions indiquées, celle sui te a l lan t de la matrice i
pour t. = o à la matrice S pour t == i. Par su i le , l 'ensemble des matrices S
est connexe.

L'espace & est donc l'espace des matrices symétriques unimodidaires
positives S satisfaisant à la relation

S1-1S==S.

A chaque point de l 'espacer correspond aussi, dans l'espace pro-
j e c t i f à 2/ — i d imens ions , u n e congruence de droites t rajectoires d 'une
translat ion in f în i t é s im aie dans l'espace ca^leyen e l l i p t i q u e dont , l 'absolu
est déf ini par la mat r i ce symétr ique posit ive S. C/est aussi une trans-
formation i n f i n i t é s i m a l e du groupe G-.

79. Les variétés euclidiennes Ei et le groupe (S). — Le rang de
l'espace <@ est égal. à /; on a, par exemple, un sous-groupe y/ en pre-
nant les t r ans fo rma t ions in f in i t é s ima les

l,;î,...,2/—l

^, rta(«^a^a—^a'^a',)'

a

;nec / coefficients réels «,.. La variété E/ est le lieu des matrices dia-
gonales dont les éléments sont

A, ^, A, ^ ... A^,, ,̂

les A, étant, réels et positifs. Le ds'2 de cette variété est,

/ , ^A2 , /./Ai , , dA^_,^"^"Af^'xr^""" A;/_,
Les paramètn's angulaires d 'une transformation Y sont évidemment

de la même tonne cpe pour une transformation arbitraire de G, à
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savoir :
rh';•©/:, ±:o,:±:®/ (f\j-==:!, • ? , . . - , / ) ,

et le groupe (S) est le mémo que précédemment. -
On aura dans la variété E/ une géodésique passant par l'origine, en

prenant
Aa ==<£""•' (a>f+^+.. .+a|^=:I).

80. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — Le sous-
groupe/^est clu type^(A/.,i) x ^"o. Le groupe de connexion de^(A/. ,)
est cyclique d'ordre 2 si /est pa i r ; il se rédui t à l 'opération iden t ique
si / est impair. Par suite, le groupe de connexion cherché est cyclif/iie
d'ordre m//ni si l est impair; il se décompose en un groupe cyclique
d'ordre 2 et un groupe cyclique d'ordre inpm, si l est pair.

Le groupe l inéa i re d ' u n e formo q u a d r a t i q u e extér ieure rée l le adn io t
toujours un groupe de connexion cyclique d^ordre i n f i n i .

< S 1 . Groupe mixte, d'isométrie. — La seconde famille continue du
groupe adjoint unitaire du type (A) no laisse pas invariant le grouper ;
par suite, le groupe d'isométrie de l'espaccà^ se compose de deux familles
continues distinctes; la symétrie par rapport à un point est un vrai dépla-
cement.

82. Groupe adjoint mixte. — Dans le d o m a i n e complexe, le groupe
adjoint du type (C) est cont inu . Par suite, tou t sous-groupe^ isomorphe
de ^ 'pourra s'en d é d u i r e par u n e subst i tut ' ion l inéaire conservant la
forme F. Il laissera donc i n v a r i a n t e une forme q u a d r a t i q u e ^ qui sera
nécessairement réelle dé t in ie posit ive et qui jou i ra de la propriété que
les points ayant même hyperplan polaire par rapport au complexe F
et à la quadrique ̂  forment deux variétés planes appar tenant à la fois
au complexe et à la quadrique. Le groupe ̂  est donc homologue de g
dans le groupe a d j o i n t c o n t i n u , et le groupe adjoint mixte est identique
au gfoupe mixte d^isoméirie,

Espaces du type ( C i l ) .
83. On a ici

n, == f\pq, {; == p ( ':>.? 4- î ) + q ( ':>. r/ 4.-, j ) 5
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la somme p +• q donne le rang 7 du groupe G. Ce groupe p e u t être
regardé comme le groupe l inéai re à '.\l variables complexes la i ssan t
invar ian tes à la fois la forme quadrat ique extérieure.

et la forme d'Hennite indéf inie

<Ï» ^-. ./• i ,2'i -|1- .r.,./.\, - • | 1 - 1 . . . -1" .̂ ..̂ /, — (-^/^-i -^/H-I ~i'~ * - - + •r'^•r^.)•

Le sous-groupe g- est ici formé des t r ans fo rma t ions de G qui la issent
i n v a r i a n t e s la var ié té p l ane

et aussi la variété polaire de la précédente par rapport au complexe,

1/espace & peut être regardé par exemple comme le l i e n des var iétés
transformées de la première par les opérations du groupe G, Les équa-
t ions d 'une t e l l e variété sont de la f o r m e

Les coefficients a,/ ne sont pas quelconques; en effet la variété con-
sidérée doit avoir même variété polaire par rapport à la forme
d'Hermite et par rapport à la forme quadrat ique extérieure. Il en
résul te les relations

^-=--1-(-•-Ij^^a' ( / = f , ̂  ...,'^; ^=^^ " ^ i î ( / ^

où ici •i d 'une part , a et ^ d'autre part, dés ignen t deux entiers dont
l 'un est impa i r et l 'autre est le nombre pair le s u i v a n t immédia temen t ;
en p a r t i c u l i e r

a^ ==.— c/^ , a^=- < ' /o i .

E n f i n les coefficients a^ doivent satisfaire à la condi t ion que la
Kî?

Ann. Èc. Norm., (3) , XLSV. - DÉCEMURE Kp;.
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forme cT lier mi te

,r̂ ,,..i...,̂ ,,.i -)--...+ ^2/^2/—S f<y/i.y^-i 4-...— f f / .a^^ï / ) C<y/i.'P^M 4-. . . "- ̂ .^-^/^
/

soit définie positive.
]]. résulte de là, par un raisonnement déjà fait, que l'espace & est

l'espace des variétés planes à iq— i. dimensions qui ont même polaire par
rapport à la forme d'I/ermite ̂  et à la forme F, et qui de plus rendent la
forme <î> dé/mie négative. Toutes ces variétés forment un ensemble
connexe.

84. Les vuriéfes euclidiennes E^ et le groupe (S). — Si l'on a pï<^ le
rang de l'espace & est égal à y, et l 'on aura un sous-groupe -^ en p a r t a n t
des t r ans fo rma t ions i n f i n i t é s i m a l e s

V / al' àf àf àf \
>, ̂  ••^a...-i ;,———— -i" '^x ,,————— ••1+1- ̂  ,,.̂ .., ——— 4- .r^.., ,a ^—— .

JaB1*" \ ^tj a// -i- ï y. ^•7: â/^ -i- "a -1 ° ' t i^ u ' 1 î^-1 /
a =: i

où les ciy. sont des coefficients réels a rb i t r a i r e s . La v a r i é t é Ey corres-
pondante est l e - l i en des variétés planes

( ..r̂ -.i — Aa.^»/; ,20 (s<:= i, . , ., ^),

(8j X-^ =• ••- .'\a .^'à/^.ia-i ^ ':~: T - • • - ̂

( .r̂ ,-,,, =. . _::-./-^, :-:r.o,

les paramètres réels A% étant compris entre -— r et + i. Le A2 de Jh^ est.
égal a

^^^^^L^. ...;„„ .̂ A1..,...
i . - - A j 1 " t i- A 5

Les /quant i tés ^/ q u i entrent dans les expressions générales

rh^/, ±' i ' /±^y

des paramètres angulaires d 'une transformation de G sont, pour une
transformation Y, de la forme

<p,, 0,, Cf.^ 0.,, . . . , Cp,^, 0,p , 0, ,.,, 0,
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Les paramètres angulaires de Y sont donc
±2 9.;, ±:9^±:9/, ±:0i ( ^ y = = i , 2 , . . . , ^ ) ,

respectivement mult iples d'ordres 3, 4 ^t- ^P — ' l c ] -
Le groupe (S) est toujours delà même forme, eison domaine fonda -

mental (D) est, par exemple,
<pi> © 2 > . . .> Qy> o.

On aura une géodésiqueen prenant , d a n s les formules (8),
A y, •==. ta n ç li ( a y. s " ' ) . _

avec
a ^ -4- a^ -i-. . . -4- a^ == i.

85. Groupe de connexion du groupe des déplacements. — On a ici

avec
^=:^,(C/.) ><,.',(€</')

yr,=Â^K,:=K,=:i2.

Le groupe de connexion cherché est donc cyclique d'ordre 2. Le
groupe l i n é a i r e G, qui a servi de base à la représentat ion géomé-
tr ique, est s imp lemen t connexe .

86. Groupe mixte d'isométrie. — Le groupe adjo in t un i ta i re du
type (G) étant con t inu , et les deux en t ie r s Z-, et h étant pairs, le groupe
(Tùornétrie de l'espace est confmu; h symétrie par rapport à un po in t
est un vrai dép lacemen t . Il y a except ion s i p = = y , auque l cas le
o-roupe d'isotnétrie cont ient deux f a m i l l e s d i s t inc tes .

87. Le groupe adjoint mixte. - Tout sous-groupe g isomorphe de,^
laissera invariante une variété plane à iq — i dimensions; il laissera
donc invariantes également la variété polaire par rapport à F et la
variété polaire par r a p p o r t a i ; ces deux variétés devront être con-
fondues, sans quoi ^ laisserait invar iantes deux variétés distinctes
à 2y--i d i m e n s i o n s , et i l Saurait pas le nombre voulu de transfor-
mat ions i n f i n i t é s i m a l e s . Enfin la variété doit rendre la forme $ définie;
de sorte que le groupe ^ est f ina lement homologue de g dans le
groupe ad jo in t c o n t i n u .
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Le groupe adjoint mixte est donc identique an groupe mixte d'iso-
métrie.

Conclusions relatives aux groupes adjoints mixtes.

<S8. Si n o u s nous bornons aux quatre grands types de structures
s imples qui v i e n n e n t d'être passés en revue;, nous voyons que le
groupe adjoint mixte d'un groupe simple réel non u n i t a i r e est en
général formé de deux f a m i l l e s c o n t i n u e s d is t inc tes .

Except ionnel lement le g roupe adjoint est con t inu pour le groupe
linéaire (type Cil) d 'une forme quadratique extérieure

[,rj.ra]4-. . .4-| .r ,̂...,.,.r2/]

et d ' u n e fo r m e d ? II e r m i t e i n d é fl n i e

^j .:z'.i 4-... 4~ x^pd^p — (^a^i-i^'a//.1-1 • i - • • • -1 • ^'îl^'if.) -,

nvc^ / -z 'ip.
Le groupe <ïdjoint se compose de quatre familles dist inctes :

i° Pour le groupe homographique à un nombre i m p a i r de variables
réelles (type AI) ;

2° Pour le groupe l inéa i re un imodula i re d^ine forme d M l e r m i t e
indéfinie réductible au même nombre de termes pos i t i f s et de termes
négatifs ( type A11I, pour / j == y);

3° Pour le groupe l inéa i r . 1 d /nne forme q u a d r a t i q u e réel le indéf in ie
r educ i i b i e à un moine n o m b r e impa i r de carrés posit ifs et de carrés
négat ifs (type DI, pour p = y impai r ) ;

4° Pour le groupe l inéa i re d'une forme quadratique réelle i n d é f i n i e
réductible à deux nombres différents, mais pairs tous les deux, de
carrés positifs et de carrés négatifs (type .1)1^ pour p ̂  r/ pa i rs ) .

Le groupe y d j o i n t mixte se compose de h u i t f a m i l l e s c o n t i n u e s dis-
t inc tes pour le groupe l i n é a i r e d 'une forme q u a d r a t i q u e rée l le indé-
f in ie réductible à un même nombre, pair et au, moins égal à 6, de
carrés positifs et de carrés négatifs.

Enf in le groupe adjoint mixte se compose de 24 f ami l l e s c o n t i n u e s
d is t inc tes pour le groupe l inéa i r e d 'une forme q u a d r a t i q u e réel le indé-
f inie réductible à une somme de 4 carrés posit ifs et de 4 carrés néga t i f s .
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• <S9. Observons enfin que l'identité du groupe complet d'isométrie
avec le groupe adjoi nt mixte montre que toute géométrie de Klein, dont
le groupe fondamental est un groupe simple réel non un i t a i r e (de l 'une
des quatre grandes classes générales)^ peut être rendue riemanniemie,
avec un <A2 défini posit if et une courbure r iemannienne inaltérée
par le transport parallèle. Il suffit pour cela de choisir convenablement
l 'é lément générateur de l'espace, et ce choix n'est essentiellement pos-
sible que d'une manière ( ' ) ; tous les é léments générateurs forment un
ensemble connexe, et même simplement connexe.

Espaces des types exceptionnels.

1)0. Nous a l lons nous borner a une simple énumération, en indi-
quan t pour chaque classe le nombre n de d imens ions , l'ordre s et la
nature du groupe (Fisotropie, le rang l du groupe des déplacements,
le rang À de l 'espace, la forme des paramètres angulaires des transfor-
malicms Y, la nature du groupe de connexion du groupe adjoint, ainsi
que le nombre de familles cont inues du groupe total d'isométrie.

Espaces fin type ('El). — On a
îi^-.^, .^=36, /=:6,- /.=-6, ^—,^(0,), k-=--\.

Les paramètres angula i res sont les mêmes que pour une transfor-
mat ion arbitraire de G. Le groupe de connexion est cyclique d'ordres.
Le groupe d ' i sométr ie est formé de deux famil les distinctes; la symétrie
par rapport à un poin t n'est pas un déplacement.

Espaces du type (EU). ~ On a
n^^o, s^3S, /r~6, ?.=^ ^=:^(ÀJ X^(AJ,

/•,==/2=-îi, K,=r=6, K,-==^.

Les paramètres angula i res sont de la forme
:±:3o^ ±:9/±:9/, ±:9,±:9,±:9,±:9,,

respect ivement mul l ip les d'ordres i, 2 et i.

( ' ) Cela s i g n i f i e qu'on ne regarde pas comme distincts deux éléments générateurs
qui sont invariants par le même sous-groupe du groupe fondamental .
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Le groupe de connexion est cycl ique d'ordre 6. Le groupe d'iso"
métrie se compose de deux famil les d is t inc tes ; la symétrie par rapport,
à un point est un déplacement.

Espaces du type (EI1I). — On a

/i=3a, ^=46, ! ^=6, Â'-==3, ^:=^(D:jx^,,, Â - = - 4 .

Les paramètres angulaires sont de la forme

± 2 c p i , ±2^2 , ±9.,±y^ ±-^-\: ±9^

respectivement d'ordres i , ï , 6, 6, 8, 8.
Le groupe de connexion est c y c l i f ) u e d'ordre inf ini . Le groupe d'iso-

métrie se compose de deux f a m i l l p s continues distinctes; la symétrie
par rapport à un point est un. déplacement .

Espaces du type (EIV)» — On a
/zrraô, .$=:52, /==6, Â=:a, ^=:g\(V"), /( =: K. == i.

Les para'mètres angulaires sont de la forme
y ,—îp / (?,/=:!, 2, 3 ) ,

avec

tous mu l t i p l e s d'ordre S.
Le groupe de connexion se réduit à l 'opération ident ique. Le groupe

d'isométrie est formé de deux f ami l l e s d is t inc tes ; la symétr ie par
rapport à un point n'est pas u n déplacement,

Espaces du type (EV). — On a

^==70, ,?==63, / = = 7 , Â = = 7 , ^==^,(.^7^ Â^a, K = 8 ,

Les paramètres angulaires d 'une transformation Y sont de la même
forme que pour une transformation arbitraire de G.

Le groupe da connexion est cyclique d'orJre 4- Le groupe d'iso-
métrie se compose de deux familles distinctes; la symétrie par rapport
à un point est un déplacement.
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Espaces du type (EVI). — On a

^ = = 6 1 , ^69, /=;, 7.=^ ^==:^(DJ x^(A,),
Â-,:-/-^^, Ki:::=:.^ K.^-î.

Les paramètres angulaires sont de la même forme que pour le
type (EU), mais avec des degrés de m u l t i p l i c i t é di f férents ( i , 4 < î ^
l i e u de ï , 2, i ) .

Le groupe de connexion est non cyclique d'ordre 4- L^ groupe
d' isométr ie est cont inu.

Espaces r/f/ type (RVII L — On a

n^.^\, ,y=;9, /_::;, /-:r:3, ^•==^1 (Eg) x ^o, /•=3.

Les parani.ètres angulaires sont de la forme

:±: '•>. (p,, rt: ̂ ; ±: ^/ ( /, j '-=- î . 2, 3 ).

m u l t i p l e s d/ordre s i et 8.
Le ^ûiipe de connexion est cyclique d'ordre i n f i n i . Le groupe d'iso-

métrie se compose de deux f a m i l l e s d is t inctes ; la symétrie par rapport
à un point est un déplacement.

Espaces du type (EVIJI)* — On a

^,-=i28, .ç=i2o, Z=:8, À '==8 , ^^^(Dg), •
Â-=:a. K=:4.

Les paramètres angulaires sont les mêmes pour une transforma-
t ion Y que pour une t ransformat ion arbitraire du groupe.

Le groupe de connexion est cyclique d'ordre 2. Le groupe d'isométrie
est cont inu .

Espaces du type (EIX). — On a

/ 2 = i T 2 , .ç==:i36, /=8, / .==4 , ^ ^ o i C Ë ^ x ^ ç A ^ ) ,
/.•,=:!, /^==2^ K,=K^==2^

Les paramètres angulaires sont de la même forme que pour le
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type (EU), mais avec les degrés de mul t ip l ic i té ( i , 8, \ ) au l ieu
de (i, 2, i). " -

Le groupe de connex ion est cyclique d'ordre 2. Le groupe d'isomé-
trie est con t inu ,

Espaces du type ( FI ). — On a

n = '38, s ̂  ̂ , /== À == 4, .^-=^(C:j x ^, ( A , ),
/,^/,=:K,=:K,==^.

Les paramètres angulaires sont de la même forme pour une trans-
formation Y que pour une autre transformation arbitraire.

Le groupe déconnex ion est cyclique d'ordre 2 J^e groupe d'isométrie
est continu.

Espaces du type (Fil ). — On a

// == î 0, s =:: 36, / =: \, /. =: i , ^'=: ̂ 'i (' 1'̂  ) , /- =z K. == • » .

Les paramètres angula i res sont

multiples d'ordres 7 et 8.
Le groupe des déplacemenis est s implement connexe, et le groupe

d'isométrie est c o n t i n u .

Espaces' du type ( G ). — On a

H^S^ ,^6, /=À=.^ ^=^(AOX^,(A:J,
/ • i= :A,=:K,=K,=-^

Les paramètres angulaires d 'une t ransformat ion Y sont de la même
forme que pour une transformation arbi t ra i re* Le groupe de connexion
est d'ordre 2. Le groupe d'isoméfcrie est c o n t i n u .
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CHAPITRE lîl.

LES ESPACES A C O U R B U R E POSITIVE ATTACHÉS A U X GROUPES SiMPLES REELS NON UNITAîR^

Généralités.

U l . Reprenons u n e s tructure simple et la base

^- ^ ..., X,; Y,, Y,, ..., Y/,

qu i permet de passer à la forme réelle unitaire en donnan t aux coeffi-
c ients // / et iy. de la transformation i n f i n i t é s ima le

• I^X,+2(^

des valeurs réelles, et à u n e forme réelle non un i ta i re en donnant
aux /// des valeurs réelles et aux Fa des valeurs purement imaginaires .

Dans l'espace du groupe a d j o i n t unitaire F», les points représentatifs
des matr ices 0 = e^ déf in issent une variété totalement géodésique Su,
qu'on peut regarder comme un espace de Riemann à ds2 défini positif,
et à courbure r iemannienne/^a^w ou nu l le .

La p l u p a r t des problèmes que nous nous sommes proposés sur
l'espace & à courbure négative se posent et se résolvent de la même
façon pour l'espace &„. il y a cependant des différences importantes.

92. La première question à élucider est celle de savoir si l'espace &u
des matrices © a une métr ique partout régulière. Remarquons d'abord
qu'une matrice © admet /? /—A paramètres angulaires 9^» qui sont ceux
de sa matrice i n f i n i t é s i m a l e génératriceY. Ces paramètres ne sont pas
dônnis en général d 'une manière un ivoque . Dans l'espace à A dimen-
sions des Oy.' 1^ po in t s pour lesquels les n — À paramètres Oa' sont
entiers f o r m e n t un réseau ( R ) y et deux points M et M'homologues par
rapport à ce réseau représentent deux matrices © et © / identiques, ou
tout au moins homologues entre elles dans le groupe ^.

^nn. Éc. N'orm.y (3) , XLIV. — DÉCEMBRE 1927. 54
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Les matrices © p o u r lesquelles un des paramètres angulaires est un
nombre en t i e r d i f fé ren t de zéro remplissent , dans l'espace d^, une ou
plusieurs variétés à n — 2 d imens ions au plus ; l'a raison est la même
que celle qu i a été donnée pour les t r ans fo rma t ions i n f i n i t é s i m a l e s
singulières ('n° 0).

pi

Cela posé, soit 0'^ une matrice donnée . Nous pourrons toujours
.1 j-

me t t re la matrice ©;;©©;; sous la forme ©^, du m o i n s t a n t que nous
n'arriverons pas à une matrice ©/ pour laquelle un des paramètres angu-
laires sera u n ent ier non nul . Les points © pour lesquels cette circons-
tance pourra se présenter forment , dans l'espace <^, des variétés
à /?.— 2 d i m e n s i o n s . Si donc on fait varier ©y dans l 'espace d'^, à p a r t i r
do point o r ig ine , sans traverser ces variétés, on pourra tou jours satis-
faire à l ' équat ion

egee^e'

pour une va leur c o n v e n a b l e m e n t choisie de © / . Si. m a i n t e n a n t © e s t
sur u n e des variétés à éviter , cette matrice pourra être regardée comme
la l imi te d ' u n e mat r ice variable non s i t u é e s u r cotte var ié té et la con-
c lus ion subsiste .

93. De là résu l te en pa r t i cu l i e r la conséquence qu'on aura tou tes
i i

les matr ices vo i s ines de ©„ en remplaçant , dans l'expression ©;;©©;;, la
matrice © p a r une m a t r i c e i n f i n i l é s i m a l e a r b i t r a i r e ; si l 'on p rendcommo
coordonnées, au vo i s inage du p o i n t ©o de é^, les composantes r^ de la
matrice © -== ^^\ la mé t r ique de (S,, au voisinage de ©^ sera évidem-
ment régulière. De p lu s toutes les formules établ ies pour les rotat ions
et les ( r a n s v e c t i o n s de l'espace ff s 'é tendent , à l'espace &„. La seule
dillercnce est que t o u t d é p l a c e m e n t de l'espace ^«peut être de plusieurs
manières décomposé e n , u n e ro t a t ion a u t o u r de l 'or igine cl une t rans-
vection ayan t pour base une géodésique passant par l 'origine; cela
tient à ce qu ' i l peut y avoir p lus ieurs géodésiques jo ignan t l 'or igine à
un po in t donné, u n e matr ice ©o pouvan t avoi r p lus ieurs transforma-
tions i n j O n i t é s i m a l e s génératrices.

94. Le groupe des déplacements de l'espace &,, est le groupe
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adjoint 1\, et le groupe d ^ i s o m é t r i e est formé des f a m i l l e s du groupe
adjoint mix te qui t r a n s f o r m e n t le sous-groupe ^dans un sous-groupe
homologue clans le g roupe ad jo in t c o n t i n u . Le groupe mixte\r'iso-
tropie est le môme que dans le cas de l'espace &, mais il n'eét plus sûr
que le groupe d ' isoméir ie c o n t i e n n e a u t a n t de f a m i l l e s d i s t i n c t e s que
le groupe mixte d ' i so t rop ie ; cela n^es t c e r t a i n que si l'espace ^ est
s implement connexe . Du. reste nous conna i s sons d i r e c î e m e n t le n o m b r e
de fami l l e s d i s t i n c t e s du g roupe a d j o i n t m i x t e ('n° :>S'); en général ce
groupe est c o n t i n u , sauf si le groupe G est de l ' u n des types (A) , (D)
ou (E) de rang 6, auquel, cas i l se compose de deux famil les continues
dist inctes; dans le cas p a r t i c u l i e r du type ( D ) d e rang 4, i l se compose
de six f a m i l l e s d i s t i n c t e s .

Le polyèdre ( P ) .

U5. Cons idérons , dans l'espace à A d i m e n s i o n s des 9^, les hyper-
p l a n s (I!) o b t e n u s en éga lan t à u n ent ier a rb i t r a i r e un des paramètres
angu la i r e s cp^. Ces h y p e r p l a n s pa r t agen t l'espace en une i n f i n i t é de
régions polyédrales c o n v e x c s ( P ) . Supposons qu 'on parte d 'un p o i n t M o
d é t e r m i n é intérieur a l ' u n e de ces régions (P) et soit ©o une des
matr ices représentées par Rio. Toute matrice Q infiniment voisine de ©o
est représentée sci m ambiguïté par un point M et iun seul infiniment voisin
de Mo. 'Kn et ïet , soit Yo la t rans format ion in f in i t é s ima le représentée
par Mo ; e l le engendre la mat r ice f inie Q(^ Comme aucun des paramètres
angulaires de Y() n'est en t ie r , la matr ice ©est engendrée par une trans-
format ion i n f i n i t é s i m a l e et une seule Y i n f i n i m e n t voisine de Yy (n° 16).
Cette t ransformat ion Y, qu i est générale, fait part ie d'un sous-groupe y>,
bien dé t e rminé i n f i n i m e n t vois in de celui auquel appar t i en t Yo, et il
existe une ro ta t ion i n f i n i m e n t petite ( t rans format ion inf ini tésimale
de g ) b ien déterminée amenan t en coïncidence le premier sous--
groupe y/, avec le second, de sorte que la transformation Y admet des
paramètres angula i res i n f i n i m e n t voisins de ceux de.Yo et déterminés
sûns ambiguïté.

Il résulte de là que si, en partant du point ©o- de l'espace 6^5 on
décrit dans cet espace un chemin continu ne rencontrant aucune
matrice singulière, il lui correspondra, à Fintérieur du polyèdre (P),
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un chemin cont inu dé terminé sans ambiguï té . Donc, en particulier,
toute matrice © non s ingul ière admet au moins un point représentatif
à l ' in tér ieur de (P); il en est de même, par un passage à la l imi te , d"e
toute matrice s ingul iè re , qui admet t ra au mo ins un p o i n t représentatif
sur la frontière de (P). La matrice uni ta i re devra donc être repré-
sentée aussi ; par suite, F un au moins des sommets de (P) appartient au
réseau (R). Tout polyèdre (P) peut donc, par une translation laissant
le réseau (R) invariant , être amené à avoir un de ses sommets à l'ori-
gine.

96. Nous allons démontrer que le symétrique d'un polyèdre (P)par
rapport à une de ses hyperfaces est encore un des polyèdres (P). Soit
en effet opa= ^a l 'équat ion de cette hyperface, n^ étant un ent ier diffé-
rent de xéro. Soient M un point in tér ieur à (P) et © une des matrices
qu'il représente. La t ransformation inf ini tésimale correspondante
(représentée également par M) apparllent a un sous-groupe y/, déter-
miné ; so i tYy une des t ransformat ions dey/, don t le point représentatif
soit situé sur l'hyperface o^==/^; . la t ransformation génératrice de ©
sera de la forme Yo+ Y, où Y appar t ien t à Y).,

Soit maintenant U l'une des transformations infini tésimales de ^'qui
appart iennent au paramètre angulaire 9%; la t ransformat ion ©o
engendrée par Yo laisse invar iante U, puisque le paramètre Oa de ©o
est un nombre entier. Réciproquement U laisse invariante ©o. Nous
avons vu (n° 8) que l 'une des t ransformat ions f in ies du sous-groupe
engendré par U hissait i nva r i an t le sous-groupe y^ les transforma-
tions de ce sous-groupe étant échangées en t re elles par une symétrie
prise par rapport à l 'hyperplan Çy.== o. Soient Y'(, et Y' les transforma-
tions qui p rov iennen t de Y(» et de Y par cette symétrie. La transforma-
tion finie ©' engendrée par Y^-+- Y' sera le p rodu i t des transformations
engendrées par Y^ et Y/ (cela t i e n t à ce que les t ransformations Y^ et Y'
sont échangeables en t re elles) ^ or la t ransformation engendrée par Y^
est précisément la transforimition f i n i e ©o invariante p a r ' { ] . Pa r su i l eon
pent prendre corn fne t ransformat ion génératr ice de ©'la transforma-

• tion in f in i t é s ima le Y(, + Y". Le p o i n t Y^sec lédui tdu point Y par symé-
trie par rapport à l 'hyperp lan 9^== o; donc le po in t Yo -+" Y' se déduit
du po in t Yy+ Y par symétrie par rapport àl 'hyperplan parallèle mené
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par le point Y,.,, autrement dit par symétrie par rapport à l 'hyperpian (II)
considéré.

Deux points symétriques l 'un de l 'autre par rapport à (1:!') é tant sus-
ceptibles de représenter deux mat r i ces 0 et ©/ homologues, les hvper"
faces qui l i m i t e n t (P) se t rans formeront éga lement en d 'autres hyper-
plans (II), lesquels l i m i t e r o n t un polyèdre ( P') symétrique de ( P L

II est fac i l e de voir que cette symétrie fait part ie du groupe fini
obtenu en c o m b i n a n t le groupe (S) des rotations et symétries a u t o u r
de l 'or igine avec le groupe (T) des translat ions qui laissent le réseau ( R )
i n v a r i a n t . En effet si l'hyperface (II) con t i en t un des sommets 0, du
rés'eau (R) , la symétr ie par rapport à (1.1) se déduit de la symétrie par
rapport à l 'hyperpian para l lè le (no ) mené par l 'origine en la transfor-
m a n t par la t rans la t ion qui amène 0 en O, . Si au cont ra i re l 'hvper-
face ( I I ) ne c o n t i e n t aucun des sommets du réseau (R), le polyèdre (P)
admet au m o i n s un sommet 0, appartenant , à (R) et non s i tué dans (11");
son symét r ique par rapport a (II) est un autre sommet 0\ a p p a r t e n a n t .
également à ( R ) . La symétrie, considérée peut alors s ' ob ten i r en effec-
t u a n t successivement la t r ans l a t ion qui amène Oi en 0, puis la symét r ie
par rapport à (IIu ), e n f i n la t r ans l a t i on qu i amène 0 en 0,.

97. L'ensemble des polyèdres (P) se conserve, d'après ce qui pré-
cède, par symétrie prise par rapport à l 'une quelconque des hyper-
faces de l 'un quelconque de ces polyèdres . Ce son t donc les domaines
fondamentaux d 'un cer ta in groupe f i n i de déplacements et de symétries,
admet tan t pour opérat ions génératrices les symétr ies par rapport aux
hyperfaces d ' un polyèdre (P) par t icul ier . Ce groupe est le groupe
résul tant des combinaisons des groupes (S) et(ï''), ou bien il en est.
un sous-groupe.

Ajou tons que, dans le cas des espaces de groupes simples, tout
hyperplan (II) c o n t i e n t des sommets du réseau (H) , t and i s que dans
le cas des espaces ^//, il peut ne plus en être de même.

98. On sa i t q u ' é t a n t donnée une t r ans fo rma t ion arbitraire de G, il
est impossible que deux de ses paramètres angula i res soient multiples
l 'un de l 'autre (à moins d'être égaux et opposés), tandis que, comme
nous l'avons déjà constaté (n0 ' ^9, 71, 84), cette particularité peut se
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pré sen t e rpou r one t ransformation Yarbi.tra.ire. N é a n m o i n s ^ siFon con-
sidère deux paramètres angula i res de la forme cp^e t mç^, où m est plus
grand que ? , Pllyperplan m'.pa == i ne con tenan t év idemmen t aucun som-
met, du roseau (R) ("lequel sommet devrait rendre Oy. ent ier) , l 'hyperplan
m^y^'i devra en c o n t e n i r au moins u n , à savoir le s y m é t r i q u e de
l 'or igine par rapport au premier hvperplan ; par suite -^ est un nombre
entier nécessairement, égal à i. Autrement dit, il ne peut exister que
deux paramètres angulaires Oy. (fin soient proportionnels entre eux^ et
Fun est le double de F autre»

Les formes de Klein de l'espace <^.

ttU. Reprenons un polyèdre ( P ) ayant l 'or igine pour ' sommet . Il est
facile de démontrer que si le polyèdre (?) réadmet pas d'autre sommet
appartenant au réseau. (R.), l'espace &n est simple'rne'nt connexe.

Considérons en ellet dans l 'espace <?,/, un c o n t o u r fermé C<31); nous
pourrons toujours le déformer d 'une manière c o n t i n u e de maniè re
qu'après déformation il parte de l 'origine et ne rencontre aucune des
variétés à/i — 2 d imens ions représentat ives d.es matrices © singulières.
Le point M de l 'espace des o/ qu i correspond au p o i n t rriohile 0, qui
d é c r i t l e c o n t o u r ( C ? ) , par t i ra de l 'origine ; on pourra toujours supposer
qu ' i l p é n è t r e ' d a n s le polyèdre (P) : il ne pourra {ainaù en. sortir^ il
reviendra donc à l ' o r ig ine après avoir décrit un contour fermé (c?').
Tout p o i n t M' de ( G ' ) représente n o n s e u l e m e n t la mat r ice ©.corres-
pondan te de ( <2), m a i s encore une t r ans fo rmat ion i n f î n i t é s i m a l e déter-
minée Y, génératr ice de 0, l aque l l e varie d 'une maniè re continue. La
d r o i t e - O M dé f in i t donc dans l 'espace <@^ une géodésique déterminée
jo ignan t 0 à 0, et cette géodésique varie d ' une man iè re c o n t i n u e
quand 0 décrit le con tour (<?)»

Soit main tenan t / uu nombre réei compris en t re o et i. Le point 0/
engendré par la t ransformat ion i n f i n i t é s i m a l e î ' Y - décrit un contour
fermé ((?/) qui résulte, quand, t var ie de i à o, d 'une déformat ion
con t inue du contour ((?)* Pour ^ = = 0 , ce contour se rédui t .au po in t
.origine* L'espace ou est don.c bien simplement connexe. •
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'100. Dans le cas où plusieurs des sommets du polyèdre (P) appar-
t i e n n e n t au réseau ( R), 11 esl f a c i l e de t rouver un espace 6^ loca-
lement appl icable sur à\, et s imp lemen t connexe. Au l ieu de par t i r ,
comme nous l 'avons fait p o u r déf in i r l 'espace de Rie inann <?«, du groupe
adjoint l i n é a i r e de la s t ructure donnée,, parlons d'un au t re groupe
l i n é a i r e G de mèine s t ruc ture , et désignons toujours par © et R les
matrices qui représentent les t r a n s f o r m a t i o n s finies de G engendrées
par les t r ans fo rma t ions i n f in i t é s ima le s Y et X. Rien ne sera changé
aux r a i s o n n e m e n î s fai ts p récédemment et relatifs à l'espace é\ d^s
matrices 0. Tout déplacement de ce no-uvel espace d^ sera déf in i par
une t ransformat ion de G q u i sera réduct ib le à la forme RQ^ ; il se pourra
du reste que deux t ransformat ions dis t inctes de G fournissent le même
déplacement , de d^. Tout point de <^,, pourra être représenté par un
point de l'espace eucl id ien auxil iaire E,,_ mais il pourra arriver que cer-
tains gon'unets du polyèdre (P), faisant partie du réseau (R), ne repré-
sen ten t plus la t ransformat ion identique de G. Si le groupe G est choisi
de manière qu'aucun des sommets autres yue 0 du polyèdre (P) ne repré-
sente la transfomiatioîî identique de G, l'espace &\, sera simplement
connexe. D'une manière générale son ordre de connexion dépendra du
nombre des sommets d i s t inc t s de (P) représen tan t la t ransformat ion
i d e n t i q u e de G.

10:1.. Si en par t icul ier on prend pour G un groupe l inéaire sim-
p lement connexe, groupe de l 'existence duquel on est assuré a priori,
le sommet 0 sera le seul sommetde (P) représentant la t ransformat ion
i d e n t i q u e de G; le polyèdre (P) attaché à l'espace <?, est en effet une
section hyperplane du polyèdre (P) attaché à l'espace du groupe G, et
ce dernier polyèdre n 'admet qu'un sommet représentant ]a transfor-
ma t ion ident ique de G. L'espace êL correspondant au groupe sim-
p l emen t connexe G est donc lui-même s implemen t connexe. Nous le
dés ignerons par ^ / / / l a -notat ion &,, désignant l'espace correspondant
au groupe adjoint F et la notat ion ̂  désignant l'espace correspondant
à un groupe quelconque de la structure donnée.

.1.02. Tous les espaces 6^ sont localement applicables les uns surles
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autres et admettent un groupe c o n t i n u des déplacements, partout
régulier et uniform.e, de Ici s t ructure i n t î n i t é s i m a l e donnée : ce sont
évidemment les seuls espaces qui jou issent de ces deux propriétés ou,
comme nous dirons, les seules formes de Klein de l'espace <§//.. Il est
clair qu'à un p o i n t de &'„ correspond un point et un seul de ê,/,, puis"
qu'à une t rans tornia t ion d'un groupe G correspond une transformation
et une seule de son groupe adjoint. I l est clair aussi que si l'on développe
l'espace ê^sur l'espace .simplement conm'xe <?,/., a un p o i n t de <&//corres-
pondra un seul point de <ë,,. Si l'on attache à un point dé te rminé A. de &'„
un repère rectangulai re , le p o i n t A et son repère prendront dans le
développement de ^,, sur <^/< un certain nombre de posi t ions, et l'on pas-
sera de la posit ion i n i t i a l e à l ' une que lconque de ces posit ions par u n e
t ransformat ion i sométr ique d é t e r m i n é e c ^ / d e t^//; fou les ces transfor-
mat ions f o r m e n t u n groupe, qu i est le groupe d 'ho lonomie do <@^ par
rappor t à <ë,/. Nous rappe l le rons plulôl,, pour éviter toute confusion, le
groupe de connexion de d\ Les groupes de c o n n e x i o n des dillerentes
formes de Kle in sont des sons-groupes du groupe de connexion de
l'espace ô,,.

103. Cherchons à dé te rminer le groupe de connexion de l'espace^/
correspondant au groupe ad jo in t P. Au po in t o r ig ine de <Ï//, corres-
pondent dans É^ ai l lant de. p o i n f s d i s t inc ts que le polyèdre (P) a de
sommets appar tenant au réseau ( l i ) ; soi t // ce nombre . Soit O^- un de
ces sommets autre q u e l 'or igine : i l correspond, dans l'espace sim-
plement connexe <?// , à u n e t ransformat ion ©/ du groupe s i m p l e m e n t
connexe G, transformai ion échangeable avec toutes les t ransformat ions
de G. ,11 existe une opération du groupe de connexion cherché, amenant
le point or igine de 6/, au. point ©/; c'est une isométr ie de éV, qui estt.
nécessairement de la forme cR,/^)2, en dés ignan t par iR./: une opérat ion
convenablement choisie du groupe mixte d'isotropie de &^

II estd 'abord facile de voir que la t rans format ion Q'f laisse i n v a r i a n t le
sous-groupe^ de G engendré par les t ransformat ions inf in i tés imales X*
En eiïet ©/ est engendrée par u n e cer ta ine t r ans fo rma t ion in f in i tés i -
male Y; en conservant les no ta t ions du n0 3, les transformations infinité-
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smiales U/, et V/, sont tras-ssformées par Qf su ivan t la subs t i tu t ion
l inéai re

l.^-= L^cos^—VA: sin^,

V^. =--1^ sin <y.k -L- Y/, c.os a/, ;

la tranformation ©/ les laissant invar iantes , c'est que a/, est un
multiple de T., par sui te on a

l.]^£U,, V^SV^ (£°= : :1 ) ; •

j_
toutes les transformations de ^sont donc échangées entre elles par Q'f.

La transformation @'f laissant invariant le groupe con^m^d'isotropie
de 6^ laisse par cela même invariant le groupe mixte d ' isotropie;
autrement dit, (R. étant une transformation quelconque de ce de rn i e r
groupe, on a une relation de la forme

(i) tîlôt^ef^,

cK' appartenant encore au groupe mixte d^isotropie.

Nous savons que les h t ransformations dl/©2 engendrent un groupe,
le groupe de connexion de <S//. Par suite., on a des re la t ions de la forme

^o^^ej-r^et.,
ou, d'après ( i )^
(^ ) et©j"=^©j,
Jl appartenant nécessairement au groupe continu g\

Comme les opérations du groupe de connexion sont échangeables
avec tous les déplacements de l'espace ë\,, on doit avoir également

ejet^^ôt;
du reste cela peut se vérifier directement, car l'égalité (2) en t ra îne , en
prenant les inverses des conjuguées des deux membres,

©j^_^ ©)|cîi-1 = cîi'e^.

Remarquons enfin que le produit ©/©/ correspond à la transfor-
mation ident ique du groupe adjoint, et l'on montreimmédiatement, que

Ann, Kc, Norm., ( 3 ) , XÏJV, — DECEMBRE 1927. o5
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ce produi t est de la forme R0/,, l ' ind ice /• é tant le même que dans les
formules précédentes. On peut donc avoir immédia tement la structure
du H'roupe de connex ion de <?/, en calculant les produits © / © / a u l ieu

!.. i
des produits ©]"'©/.

Le groupe de connexion de <1̂  élant connu , on en dédui ra ses sous-
groupes, et par suite les d i f fé ren tes formes de Kle in de l'espace â^.

Le groupe continu des déplacements de l'espace &u.

l O ^ i . Le groupe cont inu des déplacements de l'espace s i m p l e m e n t
connexe ̂  construit en par lan t d'un groupe l i néa i r e G s implement
connexe est formé, comme nous l 'avons vu, des t ransformations R^©o
de G; une telle t ransformation donnera un déplacement n u l si l'on a,
quel le que soit la matrice ©,

e=0j{^0R,A;
oî^ en déduit , en faisant © == i, qu'on a ©;,* == i, d'où

ej^^^, €,)"-•;
la transformation R,,©(, est donc échangeable avec toutes les transfor-
mations de G, c'est-à-dire correspond à la t ransformat ion ident ique
du groupe a d j o i n t . Du reste celte t r ans format ion fai t part ie du groupe
mixte d'isotropie, puisqu 'e l le laisse le point o r ig ine i n v a r i a n t ; mais,
comme l'espace &,i est simplement connexe, la partie du groupe mixte
d'isotropie qui appa r t i en t au groupe cont inu des déplacements se
rédui t au groupe con t inu d ' i sot ropie* Xous aurons donc les transforma-
tions de G qui corresnondent à un déplacement nul en cJierclumt toutes
les tram formations du groupe continu d^ùotropie ^ r / n i correspondent à
la tram formation identique du groupe adjoinL

Les groupes mixtes d'isométrie de <5// et de ê//.

105. Nous connaissons le nombre de famil les continues distinctes
.du groupe mixte d^sométrie. de l'espace s implement connexe 6^ : il
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est le même que pour le groupe rnixie d^sotropie , el il a été dé te rminé
d a n s l 'étude des espaces <? à courbure négat ive. Nous désignerons
ce nombre par ^ .

Quan t au groupe d ' isométr ie de ^,/, il est formé des famil les du
groupe adjoint mi'xie qui la issent i n v a r i a n t Fensemble des sous-
groupes homologues de g dans le groupe ad jo in t cont inu; soit ^ leur
nombre. Les deux nombres,,v e t v ne sont pas nécessairement égaux;
en effet, si le groupe de connexion de ̂  c o n t i e n t une i sométr ie de (?/ / .
n ' appa r t enan t pas au groupe cont inu , des déplacements , nous aurons
dans <ên deux familles distinctes d ' isométries qui, n'en feront qu'une
dans ë\,. D'une manière générale/^ ra/)j)orl ^ sera éyal au nombre des

familles distinctes d^isofne tries de <?«, dont font partie les différentes ope-

râlions du groupe déconnexion de ^/. Ce rapport ^ est en particulier un

diviseur de l'ordre h du groupe de connexion , c'est-à-dire du nombre
des sommets du polyèdre (P) qui appar t i ennen t au réseau (R). On
aura ainsi des vérillcations ari thmétiques simples des résultats
obtenus.

Les variétés localement euclidiennes E/, et les géodésiques.

106. Les matrices B engendrées par les t rans format ions in f in i tés i -
males d'un sous-groupe y/, d é t e r m i n é engendrent une variété E), pas-
sant par l 'or igine et qui a une courbure r iemannienne nul le , au t rement
dit qui est localement euclidienne. Le carré de la distance d'un point 0
à l 'or ig ine est, à un fac teur constant- près, la somme des carrés des
paramètres angula i res de la t ransformation inf in i tés imale de Y), qui
engendre ©. La variété E-̂  est une forme de Clijford de l'espace eucli-
dien à A d imensions . Si l 'on est dans l'espace simplement connexe &„,
on a une représentat ion complète de E\ sur cet espace euclidien au
moyen d 'un polyèdre (P) ayant l 'origine pour sommetauquel on ajou-
terait tous ceux q u i s'en déduisent par les opérations du groupe (S).
Le domaine polyédral (CO) ainsi obtenu représente complètement la
variété E>. ('), à condi t ion de regarder comme identiques deux points de

(1) Cf. Ânn, dl Mat ̂  loc. ^.,p. 228 et a36. :



436 . Ë. CAHTAN.

deux hyperfaces opposées de (ri)), se déduisant l 'un de l 'autre par la
t rans la t ion qui amène ces deux Ilyperfaces en coïncidence. Les symé-
t r iques de 0 par rapport aux hyperfaces de (cO) appartiennent à un
réseau (R) ; les t ranslat ions qui la issent invariant ce réseau transfor-
meraient le domaine (cD) en une infinité d'autres domaines égaux
remplissant une fois et une fois seulement tout l'espace euclidien indé-
f i n i à X dimensions : ces translations engendrent le groupe d'holo-
nomie de la variété K^ développée sur l'espace eucl idien.

Les géodésiques de E>, ont pour images les droites de l'espace à
À d imens ions des ç/. On voit que si 7. est supérieur à i, il passe par
deux points de l'espace <S<, une i n f i n i t é dénombrable de géodésiques,
dont certaines sont fermées. Soit une géodésique issue de l 'origine;
elle correspond à une transformation in f in i t és imale Y a d m e t t a n t cer-
ta ins paramètres angulaires <pa- Prenons sur cette géodésique un
point © tel qu'aucun des paramètres angulaires non n u l s de Y ne
prenne en @ une valeur entière; toute rotation laissant i nva r i an t le
point © laissera invariante la géodésique, qui sera a i n s i isolée dans
l 'ensemble des géodésiques jo ignant 0 à 0. Si, au contraire, l 'un des
paramètres angulaires non nuls de Y a en 6) une va leur entière, il
existera au moins une rotation autour de 0 la issant le point A inva-
riant sans laisser la géodésique invariante : cette géodésique fera donc
partie d 'un ensemble continu de géodésiques jo ignan t 0 à ©. Prenons
inversement un p o i n t ©, que nous pouvons supposer représenté par
un p o i n t A à l ' in té r ieur ou sur la frontière du polyèdre (P). Les d i f l e -
rentes géodésiques jo ignant l 'origine au p o i n t 0 seront représcntables
par les droites jo ignant , dans l'espace des -p/y le point A aux d i f f é r e n t s
sommets O/; du réseau ( R ) ; p o u r qu'une de ces géodésiques soit isolée
dans l 'ensemble des géodésiques j o ignan t 0 à ©, il faudra et il suf f i ra
que. si ^y. est un quelconque des paramètres ayant une valeur ent ière
en A, ce paramètre ait en O/ la même valeur ent ière ; a u t r e m e n t d i t la
variété plane (hyperface, hyperarête, etc.) f ront ière de (P) à Yi/uérieur
de laquelle se trouve le point A devra passer, si au besoin on la pro-
longe, par un point du réseau (ft). On voit qu'en par t icul ier il sera
impossible de joindre par une géodésique isolée l'origine 0 à un point
représenté par un des sommets autres que 0 du polyèdre (P) . Ces som"
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mets, quand la variété E^ varie, engendrent A variétés antipodiques de
l'origine. Ceux qui appartiennent au réseau (R) sont indépendants de
la variété E)^ : ce sont les points antipodes (quand ils existent) de 0;
ils sont confondus en un seul dans l'espace <?„.

107. Dans les espaces de rang î , les choses sont beaucoup plus
simples que dans le cas général. Toutes les géodésiques sont fermées
et égales entre elles. Par deux points arbitraires clé l'espace il passe
en général une géodésique et une seule; il y a exception (aa moins
pour les espaces s implement connexes) si le second point est sur la
variété ant ipodique du premier; dans ce cas il passe par les deux
points une inf in i té de géodésiques formant une variété continue. Si
la variété an t ipod ique se réduit à un po in t (point antipode), c'est que
l'espace admet une forme non s implement connexe, et dans cette forme
il passe une géodésique et une seule par deux points donnés, quels
qiiil'i soient. C'est ce q u i arrive pour l'espace ell iptique, forme non
simplement connexe de l'espace sphérique.

Les espaces du type ( A I ) .

108. Définition géométrique. —• Nous prenons pour G le groupe
linéaire unimodulai re simplement connexe d'une forme d'Hermite
définie positive

F EEE JC^X^ -4- '̂2 X^ -i" . . . 4- .:r/.4_^ .27_i . .

Le groupe g est engendré par les transformations infinitésimales

<WP — •Wa î

c^est celui qui laisse i n v a r i a n t e la forme quadratique

<I» ̂  .v^ -+• ...̂  4~ . . . 4- ̂ .n .,

Le groupe adjoint mixte se compose de deux familles, correspon-
dant aux homographies et aux antihomographies de l'espace projectif
complexe à / d i m e n s i o n s . Comme l'antihomographie particulière

X'i=.^i
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laisse le sous-groupe g invar iant , tous les sous-groupes ^ ' isomorphes
de g forment un ensemble connexe.

A la forme-quadratique <D est associée Ïanliiwolfiuon de première
espèce

àF _ ^
àx'i ~ ' àa'iî

ou
.y,=p^;

c'est une an t i invo lu t ion parce que, effectuée deux fois de suite sur un
point ( x ) de l'espace projectif complexe, elle redonne ce même po in t ;
elle est de première espèce parce qu 'e l le admet u n e in f in i t é de poin ts
doubles, à savoir les points de coordonnées (homogènes) réelles. De

• plus elle j ou i t de la propriété que deux poin ts conjugués par rapport
à la forme d'iïermite F sont transformés en deux points également
conjugués par rapport à F.

Réciproquement, considérons une ant i involul ion de première espèce
jouissant de cette dernière propriété; supposons-la définie par les
équations

'^^S^^"'^7"
À-

et. désignons par À la matrice (^//.•). On devra avoir d^abord la re la t ion

(3 ) „ . AA.=/n2,

m étant un scalaire réel, qui exprime qu'on a affaire à une an t i i nvo lu -
t ion de première espèce. On aura ensuite la relation

(,) A-A,.:.^/',

où l'on a désigné par A.̂  la matrice transposée de A et par k un scalaire ;
cette relation exprime que deux points conjugués par rapport à la
forme F sont transformés en deux autres points conjugués. Le nombre k
est réel, puisque, en échangeant les l ignes et les colonnes^ on a

. Â - ^ A ^ A — ^ -

On déd 'mtde<3)e t (4) ' , ' .
A^-ÂîA,

w3 5
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et comme le d é t e r m i n a n t de A* est égal à celui de A,

La matrice A est donc ou symétrique, ou symétrique gauche.
Elle ne peut pas être symétr ique gauche, car un calcul immédia t

m o n t r e que. le p rodu i tÂA. serait négatif; elle est donc symétrique, et
l'on peut de plus la mul l i 'p l ie r par un scalaire convenable de manière
à avoir AA = i.

Soit maintenant une matrice A symétrique égale à l ' inverse de son
imagina i re conjuguée. Il est facile de trouver un point double de
ran t i i nvo lu t ion qu'elle d é t e r m i n e ; il suffît de part i r d 'un point frr')
que lconque et de poser

JT— /..^-4- lifl^r/^

À étant un nombre complexe indéterminé; rantiinvolution le change
dans le point

^i-==:ïa^j-/, ;-= î.y^ af/,^/^-r- A'^ cii/,aj^x^-=-Yi.
A k j i

Ellecluons une s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e c o n s e r v a n t i a forme Fe t t r ans fo r -
man t le po in t r dans un •po in t ('.r, , 0 , 0 , . . . , o\ On aura

r/n est donc de module égal à i et, en r emplaçan t .21, par x^î^^ on
peut s'arrange!^ pour que <7n dev ienne égal à r .

1/anti involution ne portera p lus main tenan t que sur les variables
•2\>, . . . /^Y-M et l'on pourra de proche en proche s'arranger pour réduire
la matrice A à l 'uni té . L'anti involution donnée est donc certainement
invariante par un sous-groupe g ' isomorphe de g.

Par suite V espace ê>u eut V espace des cinuinwlutions de première espèce
qui changent deux points conjugués par rapport à la forme F en deux
(mires points conjugués. C'est aussi l'espace des matrices symétriques
inverses de leurs imaginaires conjuguées^ en ne regardant pas cojnme
distinctes deux matrices ne différant que par un facteur scalaire,
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On peut supposer que la matrice A est un imodula i re ; il ne faut pas
alors regarder comme distinctes les matrices A et. zA si s est une racine
(7 + i)101110 quelconque de l 'unité.

109. Le rang- et le polyèdre (P). — Le rang A de l'espace <ê« est égal
à 7. Les paramètres angulaires d 'une transformation Y sont de la
forme

^•—?/ O',7==i^ . . . , / + i )
avec

^ -4- q^ -4, . _ _{„ ^_^ ̂  o.

Le polyèdre (P) est défini par les inégalités

.. Pi > 9-2 > • • • > ^/-M ? ?i -'- 9/4-1 < r •

Tous ses sommets appart iennent au réseau (R). Les t ransformat ions ©/
correspondantes sont les transformations de G qui correspondent à la
transformation identique de T//, à savoir

/ 1L?\
^^^^ \Ê=^+1 / ; -

elles engendrent un groupe cyclique.

110. L'espace simplement connexe 6^. — A tout point de ê// corres-
pondent / -hi points distincts de 6^. Lorsqu'on applique à la forme
quadratique <ï> les transformations de Gy on obtient une forme quadra-
tique dont les coefficients forment une matrice A symétr ique uni-
rnodulaire inverse de son imaginai re conjuguée. Or à chaque anti-
involut ion symétrique (point de ê\,) correspondent précisément
l^r î matrices A distinctes. Par.suite, l'espace é^ est celui des matrices
symétriques unirnodulaires inverses de leurs imaginaires conjuguées,

111. Le groupe d'isométrie de d^ et le groupe de connexion de d^. —
Le groupe d'isométrie de 6 ,̂ cont ient au tant de famil les dis t inctes que
le groupe mixte d'isotropie, c'est-à-dire (n0 -^v^^ si / est pair
et v = 4 si l est impair. Comme le groupe d'isométrie de &a, qui se
confond avec le-groupe adjoint mixte, contient v === 2 familles, les
Opérations du groupe de connexion de 6^ appar t iennent toutes au
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groupe continu des déplacements de &„ si l est pair; elles appar-
t iennent par moitié à deux des quatre familles d ' isométries de <@,, si /
est impair.

Ce résultat est facile à vérifier. Prenons la transformation ©i

Xy, =r£ Xy^ ;

JL
Ia transformation ©^ peut être regardée comme engendrée par la
transformation inf in i tés imale

/7T ^
— / TT-r,/^ 4- ̂ -y ̂  Xi,pk ;

À-

elle s'écrit
/ TC in

•J-' ——— ___ ^/-4-î „> /y,' ——— />/4-Ï,y. /^, ——— .-> '3 / t y \^., — — t, ../.. j ^ ^/^ — e ^^ ^a — 2 , o ., . . . , i -\- i ) .

En effectuant d'abord la rotation Jl

JL
puis la t ransvect ion Q^y on aura l 'opération génératrice cherchée du
groupe de connexion de <ê,/, à savoir

qui t ransforme A en £Â. On voit que la rotation cR. fait partie du
groupe con t inu d'isotropie, et par suite l'opération considérée du
groupe continu des déplacements de &^ si l est pair; dans le cas
contraire, c%.2 en fait partie. On vérifie facilement que dans ce dernier
cas F'espace <?« est non orientable (^ ) .

Il résulte encore de ce qui précède que si l est pair, à un déplace-
ment de <S,, correspondent 1-+-1 déplacements distincts de &u; si l est
impa i r , à un déplacement de <@a correspondent seulement —— dépla-

cements de S^ Par suite il existe, suivant les cas, l-^ i ou --^trans--

(l) Cela veut dire qu'on peut passer par continuité, dans Pespace <Su, d'un repère
rectangulaire donné a un repère rectangulaire de même origine et d'orientation.
diffère nie.

Ann. Éc. Nonn.., (3), XLIV* — DÉCEMBRE 19^7. 56



442 ^. CARTAN.

formations de g ' correspondant à la transformation ident ique de JT«, ce
qui serait fac i le a vér i f ier d i r e c t e m e n t .

En dehors des espaces &^ et <@« il existe en général d'autres formes
de Klein ; leur nombre total est égal au nombre des diviseurs de /+ i.

112. Les iHiriétés euclidiennes E<? et les géodésique^. — On aura une
variété euc l id ienne E/ en prenant le lieu des matrices diagonales u n i -
modulaires dont tous les éléments <?^oa sont de module i; son ds2 est

a ==/-,-1
cls'== Sd Q^ ^ '+ • • •+ o/•••i•• ' ̂ 0 ') '

a ='i

Toute géodésique est congruente au l ieu des formes quadratiques
e^^^-^r. . .-f- e1^^^.^ ,

avec

^EA ̂ ^^ '^aï::=:î "
a a

Le cas /=== î donne la sphère et le plan elliptique.

Les espaces ^u du type ( A i l ) .

113. De1> finition ^éoinctrique. — Le groupe G étant le même que
pour le type ( A l ), le sous-groupe ^' est c e lu i q u i laisse invar iante la
forme quadra t ique extérieure

<P :ES [ ,^i ...r̂  j 4- | .r;; ,r^ ] 4--. . . 4- | •^/-ï"/..t^ ] ( l i rnpair ).

L'anl ibomographie ;z^.==^- laisse ce sous-groupe invariant. Par
suite, l ' ensemble des sous-groupes ^ isomorphes de g est connexe.

Le sous-groupe g laisse invarianle, en même temps que la forme O^
ran t i i nvo lu t ion de seconde espèce qui lui est associée

^F _ ̂
à^i <À:r/

OU
x\ == ̂ -^ .r^== -.- j:^, , .., x'i =r ^-/.j^ 5 .z'^^ === — cf/.

Elle jou i t de la propriété que tout point ( x 1 ) est changé en un point ( x ' )
conjugué de Çx) par rapport à la forme F.

Réciproquement, considérons une ant i involut ion de seconde espèce
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telle que tout point (.r) soit changé en un point (.z"') conjugué de (.2') par
rapport à la forme F; soient

•.-^=^^.^
/>"'

les équations de cette a n t i i n v o l u t i o n . On . devra avoir ^•=—^;
aut remen t d i t , la matrice A. des coef f ic ien t s devra ê t re symétrique
gauche; on aura e n s u i t e

"ÎA. -= /•,

/• é tant un scalaire qu'on vérifie faci lement être négat i f . On pourra
même supposer k r é d u i t à la valeur — î .

Si main tenant on part d/une matr ice A opposée à l ' inverse de son
imaginaire conjuguée, nous pourrons e f fec tuer sur les variables u n e
subs t i t u t ion l inéaire la i ssant invar ian te (a forme d'IIermite F et telle
que le po in t transformé de ( î , o, ..., o) par l ' a n t i i n v o l u t i o n soit le
point (o, s , . . , , o) conjugué du premier par rapport à la forme F. On
aura alors

^ / i . j é t a n t de module égal il î et, par une subs t i t u t ion ^=.2'^0, on
pourra supposer a^-= î . L 'ant i involut ion ne fait plus alors inter-
v e n i r que les variables .2';;, ..., av..,, et l 'on réduira de proche en
proche la matrice A à celle qui correspond à la forme quadratique
extérieure ̂  A u t r e m e n t dit, le sous-groupe g ' qui laisse invariante
une an t i i nvo lu t ion de l'espèce considérée est isomorphe de g\

L'espace &n est donc l'espace des antuîiçoiutions de seconde espèce
qui clicingent un point quelconque en un autre point conjugué du pre-
mier par rapport à la forme F.

La matrice A qui dé f in i t une de ces ant i involut ioos n'est définie
qu'à un facteur scalaire près; on pourra toujours le choisir de manière
que le pfafflen
( 5 ) 1^i,ï^i^..a^i^

oii la somme est é tendue à toutes les combinaisons (^i^\ (^3^)? • • - »
0'̂ ), pour lesquelles la permutat ion i\ 4 ... ii-..\ des l ^ r i indices
î, 2, ..., l+î est paire, soit égal à i. Cela est possible de ——
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manières di f férentes , car on peut mul t ip l ie r tous les a , , par une même

( / -J_ T \ l t>me

racine -—— ) de l 'unité.
Vespace &^ est donc aussi Vespace des matrices antisymétriques A

opposées aux inverses de leurs imaginaires conjuguées et pour lesquelles
le pfdfflen (5) est égal à ï , en ne regardant pas comme distinctes deux
matrices ne différant que par un facteur scalaire,

1.14. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang est ici À = —— - Les
paramètres angulaires sont de la forme

/ . / + i \
(p——îpy / , y = I , 9, . . . , ———— ,

et le polyèdre (P) est défini par les inégalités

?i > y 2 > • • * > y y - r - i , <pi — 9/jj_ < i .

Tous ses sommets appartiennent au réseau (R) . Les transfor-
mat ions ©/; correspondantes sont

iAil? / / „ i \
Xy,-=.e1^ Xy, k==:o, î , ... , —— .

115. L'espace simplement connexe <@«. — A tout point do &u. corres-
pondent —— points distincts de 6\,. Lorsqu'on applique à la forme
extérieure $ une t ransformat ion quelconque de G, on obtient une
forme extérieure dont les coefficients forment une matrice A symé-
trique gauche, à pfaff ien égal a î et opposée à l'inverse de son imagi-
naire conjuguée. Or, à chaque an t i involu l ion ant isymétrique (point
de <§„), correspondent précisément —t11 matrices A distinctes. L'es-

pace ê>u est donc l'espace des matrices symétriques gauches à pfaffien
égal à î, opposées à Viwerse de leurs imaginaires conjuguées.

110. Le groupe d'ùométrie de &^ et le groupe de connexion de <i^.
— Le groupe d'isométrie de &^ cont ient (n° 50) v = 2 famil les dis-
tinctes, comme le groupe d^sçniétne de 6^ (groupe adjoint mixte).
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Par suite, toutes les opérations du groupe d'holonornie de &u sont de vrais
déplacements de ê«.

Pour obtenir l 'opération génératrice du groupe de connexion, par"
i_

tons de la transformation ©^ qui peut s'écrire

a-\ -== — e1^ ' x ^ , ^ -=: -- e7^ j^, .2^ --: ̂ 7TTJ^ ^ a = 3 , .̂  , . . . , / -|- i ) ;

en la combinant avec la rotation (R
.r\ =: -- ̂  , .,ẑ  -=. — .r^, y^ = .r^ , ( a == 3 , . . . , / -4- i ),

qui fait partie du groupe continu d'isotropie, on obtient l 'opération
cherchée

2 ir,
•a^^-e^'^x^^e^y,,

qui transforme la matrice A dans la matrice ^A.
11 existe autant de formes de Klein de l'espace que le nombre ——ï

admet de diviseurs,

117. Les variétés euclidiennes^ et les géodésiques. — On aura une
variété euclidienne E). en prenant le lieu des formes

<?^ [ x^ x^ ] + e1^ [ ̂ 3 x,, ]-+-...-+- ^6A-1-1 [ xi xi^ ],
avec

^-{-^-4-.. .4-^.+.i==ô.

Le ds2 de cette variété est
ds'1 =dô^d0'j-{-...+ de^.

Toute géodésique est congruente au lieu des formes
e10^ [ x^.x^ ] 4-. . . -4- e'^ ̂  [ XiXi..^.^ ] ,

les constantes ciy, satisfaisant aux relations
2aa==o, 2iaï=ï.

Le cas 1= 3 donne un espace de rang ï qui n'est autre que l'espace
sphérique à 5 d imensions (avec sa Forme de Klein l'espace ellip-
tique).
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Les espaces du type (A1V).

118. Définition géométrique. — Le groupe G- é tant toujours le môme,
le sons-groupe g est celui qu i laisse invariant le p o i n t

de l'espace projectif complexe à / d imens ions . L'espace ê// est donc
V espace hermùien elliptù/ne.

119. Le rang et le polyèdre^). — Ici, le rang A est égal à i ; si l'on
prend la t ransformation in f in i t é s ima le

Y(.=^i^/^,—.z.7..^^, ,

ses paramètres angulaires sont
2 y et, 9,

respectivement mu l t i p l e s d'ordres i e t / ~ r .
Le polyèdre (P) se rédui t au serment (o, ï-] de l'axe des o.

\ 3 / '

L'extrémité ç == ^ n 'appartient pas au réseau (R), Par suite,
V espace &„ est simplement connexe.

Le groupe d'isométrie de l'espace est donc formé de deux familles
cont inues dis t inctes , comme dans le cas de l'espace hermi t ien hyper-
bol ique.

120. Les géodésiques. — Le rang de l'espace étant i, i l passe, en
général, par deux points donnés une géodésique et une seule. Il y a
exception si le second point appartient à la variété antipodique du pre-
mier. P o u r t o u l p o i n t d e cette variété antipodique, on a^==:^; parsuite,
un seul couple de paramètres angulaires devient ent ier ; ce point admet
donc Gc^-^co^2 homologues, de sorte que la variété ant ipodique est
à n— i dimensions; par un point donné et un point de sa variété
an t ipod ique passent ex;1 géodésiques formant une variété continue,

Si l'on part toujours de la transformation infini tésimale
^pî^—^i^p^
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la matrice ©, qui correspond an sommet <p== ^ du segment (P), fournit
la transformation f in i e

i
ia matrice Q2 est alors, par exemple,

.r', — .77,;..,, ,r^ :=z—,r,. .?\,-=-,r2, • ' • ' :r/==j1/.

-Cette transformation, appliquée au point orig-ine

'donne le point

qui est ainsi un point de la variété antipodique du point origine. On
voit immédia tement que cette variété est la variété plane (complexe.)
polaire du p o i n t origine par rapport à ['absolu

• ! ..z-, .F, -"h .^^2 4- . . . -T- ,r/4-.1^/^.1 == o.

Les oo1 géodésiques qui joignent le point origine au point

proviennent des transformations inf ini tésimales
^ .rj pi^, — €~'^ x.i+, p ^

où a est un paramètre arbitraire; elles sont définies par les équations
.iri^sin^, .2 :̂:.-;-:. . .rr:^7=.:0, ^/_i rrr—^^COS-y; ^

elles engendrent la droite complexe

Tous ces résultais ont déjà été obtenus par G. Fubini et E. Study.

Les espaces du'type (AIÎI).

121. Définition géométrique. — Le groupe G étant toujours le
même, le sous-groupe g est celui qui laisse invariante, dans l'espace
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hermitien ell iptique, la variété plane complexe

et aussi, par suite, la variété, polaire de la précédente par rapport à
V absolu,

Xp^ •==...-== ..r̂ , -==. 0 .

I/ântihomograpliie^. =x, laissant invar iant le sous-groupe g'^ l'en-
semble des sous-groupes gJ isomorphes de g est connexe. Il en résulte
immédiatement que V espace <§« est l'espace des couples de variétés planes
à q -— î et p — ï dimensions polaires l'une de Vautre par rapport à la
forme F.

Sip^> y , on peut encore, sans ambiguïté, définir I ' 1 espace ê/< comme celui
des variétés planes à q — î dimensions de l'espace projectif complexe à
l dimensions.

122. Le rang et le polyèdre (P). — Comme nous Pavons vu (n°û8), le
rang?^est égal à y, et les paramètres angulaires d 'une transformation Y
sont de la forme

±2 y,, ±9,±9/, ±:y,,

respectivement multiples d'ordres î, 2, p — q.
Le polyèdre (P) est défini par les inégal i tés

;- > y î > ®2 >• . . . > <py > 0 ;

sij9><7, aucun de ses sommets autres que l'origine ne donne à tous
les paramètres angulaires des valeurs entières. Par suite, si p^>y,
l } espace ê^ des variétés planes à q — î dimensions de l''espace hermùien
elliptique est simplement connexe.

Si, au contraire, p === y, le sommet

î î r
2 ' 'A • ' ? ! 'ï

du polyèdre (P) appartient au réseau (R); il y a alors deux formes de
Klein distinctes de l'espace considéré.
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123. L'espace simplement connexe'&„ pour p = q. - A un point
de <S,, (ensemble de deux variétés planes à q - i dimensions polaires
l'une de l'autre) correspondent deux points de '&„. Par suite, \'csp,ice&\,
est celui des variétés planes à q-i dim-'nstnw, qui forment ainsi un
domaine simplement connexe.

'1-24. Le groupe d'isométrie de '&,, et le groupe de connexion de
&',,(/}= y ) . — Le groupe d'isométrie de ̂  comprend <n° 61) v= 4
familles distinctes, tandis que celui do ê,. (groupe adjoint mixte) n'en
comprend que ^==2. Par saite, l'opération non identique du groupe de
connexion de ê» n'est pas un vrai déplacement de ̂ ,.

Pour l 'obtenir, considérons la matrice ©?, racine carrée de la
matrice © représentée par le sommet/^, ^, ..., 1\ du polyèdre (P).
On peut prendre pour t ransformat ion infinitésimale génératrice de ©
la transformation

- (-. AL - ̂  ̂  4- . . . + .., ̂  -^ôf-\,Y <^M ^r, l ôx^ -q àx,J

ce qui donne pour Q2' h t ransformat ion

3C\ = X,^, , X\, = X^ , . . . , x'^ X^ ,

':l^'y+ 1 = '~ x\ ^ '^,7+2 =~xtl•, . . . , ^ y == -—— ̂ y .

Elle fait passer, ce que nous savions déjà, de la variété plane

à la variété polaire

On peut déterminer la rotation (K qui, combinée avec la transvec-
tion ©2 précédemment obtenue, définit cette opération. Les équations
d'une variété plane à q — i dimensions, voisine de la variété origine,
peuvent être mises sous la forme

cr! ==^11.^-7^1, •+-*• .-1-^1 <7^2<7», , • • : 1

.*.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Xff~=l ^r/i ̂ /-f-i -4-• * . -4- ClqqX^q \

Ann. Éc. Norm., (3), XLÎV.—DÉCEMBRE 1927* ^
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la variété polaire, par rapport à, l'absolu est

• ^•y...^i 4- a 1 1 ,.ï1! 4- ̂ , ./^ -{- . . . 4- Tfq i ...̂  :— < - > ,

^3 <f -h <%iy .z-j -+- a^x^ -{-.. . -+- a^r/^q = o.

Il en résulte que l'opération cK est définie par les équations

a',/ = a/; ;

elle n 'apparlient pas au groupe continu d'isoiropie.
On dédui t facilement de ce qui précède que l'espace <S« est orien-

table ou non suivant que y est pair ou impair.

125. Les sfeodénque^. — Toute géodésique est congruente à l^une
des géodésiques l ieux des variétés planes

.r, =:tang-ai<y,z'/,.i.,,

^==langay.y,y/y^,

avec
a^^a^-^. . ,+^^ i .

Toute variété e u c l i d i e n n e E^ est congruente à la variété l i eu des
variétés planes

.r, =z A. i ,z^..(-i ? • . . , ^/ == Ay .r̂ ,.y, <2?^^^ ==...== ̂  == o,

dont le c/s2 est
/ . ^A? dA-</.y---:r ———i— -4-.. . ,.-}- „„„„„ Ï....... .

1 4 - A Ï • î i+A^

Les espaces du type (BI)II) .

126. Ce sont les espaces à courbure constante positive. Ils admettent
deux formes de Klein : la forme simplement connexe sphérique et la
forme elliptique.

Si le nombre des dimensions est pair, le groupe de connexion de
l'espace elliptiqu e n'est pas un vrai déplacement de l'espace sphérique ;
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le groupe d' isoméîrie de l'espace e l l i p t ique est c o n t i n u . Si le nombre
des dimensions est impair , le groupe de connoxion de l'espace ell ip-
tique est un vrai déplacement de l'espace spliérique; le groupe d'iso-
métne de l'espace e l l i p t i que est formé de deux famil les con t inues
distinctes. L'espace e l l i p t i que est orientable ou non s u i v a n t que le'
nombre des d i m e n s i o n s est impair ou pair. Tous ces résultats sont,
classiques. Le r ang est ici égal à i.

Les espaces du fcype f l ^DI ) .
i.27. On a, ici

n^-pq.

où p et q sont deux ent ie rs quelconques au moins égaux à 2, p+ q
étant au moins égal à 5. Nous supposerons^^/.

Nous prendrons pour G le groupe ('non simplement connexe} de la
forme quadra t ique déf in ie p o s i t i v e

F :ss ..y^ + .yj -+....+ .r̂  ̂ .

Le sous-groupe ^ est formé des t r ans fo rma t ions de G qui la issent
séparément i n v a r i a n t e chacune des formes

.z-Ï + ,2-J 4- . . . -4- .rjâ, x^,., 4-.. . -h- a'^.

Si p+y est impair, le groupe a d j o i n t est con t inu ; s i p+y est pair,
le groupe adjoint mix te est formé de deux fami l l e s d is t inc tes corres-
pondant à une subs t i tu t ion orthogonale de dé te rminan t 4- i on — i
effectuée sur les variables. I l e s t c l a i r , pa r su l t e , que les sous-groupes^7

isomorphes de g' forment un ensemble connexe.
On peut définir l'espace <@^ comme F espace des couples de variétés planes

^ p — i (^ y — i dimensions polaires l'une de Vautre par rapport à la
forme F.

Si p>ç, on peut encore sans ambiguïté définir l'espace <@« comme
l'espace des variétés planes à q— i dimensions.

'128. Le rang et le polyèdre^). — Le rang est égal à q. Comme nous
Favons vu Cn° 65), les paramètres angulaires d'une transformation Y
sont de la forme

±9,, ±^±^f (/J==iY3, ...,<7)
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respectivement d'ordres ̂ n ^ 011 ̂ —^—I et i (suivant la parité de la
différence p — q).

Sip==y , les paramètres angula i res sont de la forme

±:^±y/ (/J-=^ ̂  . . . , ^y) .

Si nous supposons d'abord p^> q, le polyèdre (P) est dé f in i par les
inégalités

i > 91 > Ç4 > .. . > î? y > o ;

un et un seul de ses sommets autres que l 'origine appar t ient au
réseau (R\ c^est celui dont les coordonnées sont

S [ p = q, le polyèdre (P) est défini par les inégalités
9i>^>.. .>yy, îp^4-9y>o, <p,i+cp3<i.

Trois de ses sommets autres que l 'origine appar t i ennen t au réseau (R),
à savoir :

i i i î
2 2 ' ' ' ' 3 '2

1 I I J

2 ? 2 ) ' ' ' ' 2 ? 3

129. I/espace simplement connexe &u pour p^> y . — Si? est plu s
grand que q, à un point de S\L correspondent deux points dis t incts
de &u' Définissons une variété plane à y — î dimensions par un système
de coordonnées pluckériennes ^/,.,/, assujetlics à la relation

I^..^=Ï.

Toute transformation de G, appliquée à un tel système de quantités,
donne encore un système de quant i tés analogues. Or, à une variété
plane donnée correspondent deux systèmes de. coordonnées ^,...^.
Nous dirons que chacun d'eux déf ini t une\ variété plane orientée.
î^ espace &n est donc celui des variétés planes orientées à q — î dimen-
sions, qui forment a ins i up ensemble s implement çonnexet



FORMES RÎEMANNÏENNES DES GÉO'MÉTRIES A. GROUPE FOND A M ENTAI. SIMPLE. 453

130. Le groupe d'ùoméîrie de 6^ et le groupe de connexion de Sa
pourp^>q. -~ Le groupe d'isométrie de d\,conîient(n°68)v =2 familles
dist inctes, à moins que p et q ne soient pairs tous les deux, auquel cas
i l en con t i en t 4- Q u a n t au groupe d ' isométr ie de ^,, il c o n t i e n t , une
seule f a m i l l e continue ( v = = i) s ip et q sont de parités d i f férentes ; il
cont ien t deux familles (v == 2 ) sip et q sont de même parité.

Le groupe de connexion de &^, est d'ordre 2 ; son opération non iden-
tique est un vrai déplacement de <^« si v = v, c'est-à-dire si p et q sont
tous les deux impairs. Dans le cas contra i re ( l ' u n au moins des
entiers? et q est pair) , cette opérat ion n'est pas un vrai déplacement
de ^/.

131. L) espace simplement connexe é^pour p==y. — A tout point
de <@« correspondent quatre po in t s distincts de <ê^ Par su i t e , l'espace <@«
est {.''espace des variétés planes orientées à q — i dimensions.

132. Le groupe d'isométrie de <?« et le groupe de connexion de ô^
pourp == y. — II y a a d is t inguer suivant que q est impair ou pair.

1° Si y est impai r , on a v == 2, v ===4- Les quat re opérations du groupe
de connexion appartiennent deux par deux à deux familles distinctes
du groupe d'isométric de d^ (qui en comprend quatre). Le groupe de
connexion est cyclique; i l est engendré par l'opération

où les 2q indicés a,, ..., o^, a^,, ..., a^ forment une permutation
paire. Cette opération n'est pas un vrai déplacement de ê«, mais son
carre

^cx.^...^^^...a,,

en est un.
Il existe, dans ce cas, trois formes de Klein distinctes, les deux

formes ̂  et &^ puis celle dont le groape de connexion est le groupe
cyclique d'ordre 2 engendré par l'opération

^"'a^ ...y.^'^ — ̂ ai... a</ •
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'2° Si q est pair, on a v :-== 2, ^ == 8 ; le rapport -̂ == 4- Les quatre opé-
rations du groupe de connex ion appa r t i ennen t à quatre dist inctes des
hu i t fami l les du groupe d ' i soméir ie de <ê«. Le groupe de connexion
n'est pas cyclique. En dehors des deux espaces 6\ et. <?//, i l existe
encore : .

a. Une forme dans laquelle on i d e n t i f i e les variétés planes orientées

^ai,..a^ ^ ~•:^a^.,,a,^

&. Une forme dans laquelle on identifie les variétés orientées

•^'a,...^ '̂ •^a^., i...a,,/;

c. Une forme dans laquel le on i d e n t i f i e les variétés or ientées
^...o^ et —,r^,,,,^.

Les deux dernières formes donnent , du reste, des espaces de
Riemann ident iques , b ien que leurs développements sur l'espace tô«
so ien t différents. Les groupes d ' isométr ie des (rois dernières formes
c o n t i e n n e n t quatre famil les d is t inctes .

133. Les variétés euclidiennes E^el les g'éodésù/iies. — Elles sont ana-
logues à celles qui se sont présentées pour les espaces a courbure
négative.

Les espaces du type (DÏ I Ï ) .

134. Le groupe G étant le groupe l inéa i re d'une forme quadrat ique
définie pos i t ive à °/ variables

*
F ES; ̂ 2 -i- ,z^ 4- . . . -j- y^ ,

le sous-groupe g est celui qui laisse invar iante la forme quadratique
extérieure
( 6 ) . , <Ï> S [ ̂  ,X-2 ] •+- [ ̂  ̂  ] -4" . . . -+ - [ X.^ OC^. \.

Si Zes t impair , l 'une des opérations de la seconde famil le du groupe
adjoint mixte correspond à la substitution linéaire de déterminant — i

x\-==.—x.^ x\^x^, .,,, x\^^—x^^ x\^=x^i,
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qui laisse évidemment invariant le sons-groupe^. Par sui te , les sous-
groupes g^ isomorphes de g fo rment un ensemble connexe.

Si / est pair, il nen est plus de même. La subs t i tu t ion lis-léaire de
déterminant — i

transforme la forme $ dans la forme
(l)' EE; [ ,:2'i ,:r;; ' -r- [ .r:; -Z',; ] -r- . . . — [•.,^2/-i ̂ îl. ] -,

et l'on ne peut pas passer de $ à <!>' par une t r ans fo rma t ion du groupe
continu G, s inon les puissances f'"^ symbol iques seraient iden-
tiques, alors qu'elles sont égales et opposées. Les sous-groupes g ' iso-
morphes de g forment donc, pour l pair, dencc ensembles connexes,
distincts.

Arrivons ma in tenan t à la déf in i t ion géométr ique de l'espace ê«. A
la forme <1> est associée une translation. infini tésimale de l'espace
ell ipt ique à il— i d imensions , à savoir

,r, p.i — x^p i -h- .r :;/.?/„ — ^/, p:ï -4- . . . -+- ^'2^- \pii — ^//-^/---i •

Dans cette translation, tous les poin ts de l'espace oni des vitesses
égales et décrivent des droites qui vont toutes rencont rer les deux
variétés planes imaginaires conjuguées,

,.T) 411" l^^ == •-?.';{ + (^f, -—...:= "t^/—i -r~ /^'2/== 0 ,

.r) — ix^ == x^ — /A'/,. ̂ =. . . == ̂ —j. — iy^i^ o,

dont chacune est située tout entière sur l'absolu. Réciproquement
toute droite réelle s'appuyant sur ces deux variétés planes est trajec-
toire de la translation inf in i tés imale considérée.

Partons main tenant d'un couple de variétés planes à l— i dimen-
sions imaginaires conjuguées et génératrices de l'absolu. Soient

les équations de ces deux variétés, les y, désignant /formes linéaires
indépendantes à coefficients imaginaires . La forme F s'exprime au
rnoven des quanti tés yi et J^ comme une forme d'Heniftite définie
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positive
F == 2 a^Vi j k (âik == a ki ) ;

comme on sait, on peut,, par une substitution l inéaire à coefficients
'complexes effectuée sur les variables complexes y/, réduire F à la
forme

F ̂ =,r.ij.i -t-.T'a.ra 4-... 4- y i r i .

Il résulte de là que., par une substitution l inéaire réelle effectuée
sur les variables .F|, . . ., .Ta/, et conservant la forme F, les équat ions
des deux variétés considérées sont réductibles à la forme

.T^ -h / j'3 —z ,.r;; 4~ / ^'4 =-...-- .2'2/_i 4- / 'Vîi == o,

..y, — /,z'2 ="= ,'/•;; -— 'f',v^ =-r. . . z=r .•'r;̂ /_.,, — f' .T.^I ~: o.

Ces deux variétés définissent donc u n e Iranslation inf ini tés imale de
l'espace elliptique, invariante par un sous-groupe g ' isomorphe de ^'.

11 résulte de ce qui précède que les t ranslat ions fo rment un ensemble
connexe si l est impair ; elles forment au contraire deux ensembles
connexes dist incts si l est pair. Nous dirons, dans ce dernier cas,
qu'une translation est droite ou gauche suivant que le déterminant des
coefficients des x, dans les formes P, qui entrent dans les équations

p, + n\ == P, -+• n\=... = ?,/„, -4- ip^-= o
de l 'une des variétés génératrices de Pabsolu est positif ou négatif
(ce signe ne dépend pas de la manière dont les équa t ions de la variété
sont écrites).

L'espace &„ est donc, pour l impair^ l'espace des trandatiom'; pour
l pair^ V espace des translations droites (ou des translations gauches"),

135. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang de l'espace <S« est, -

si l est pair, —— si l est impair (n° 71).
Si lest impair, les paramètres angulaires sont de la forme

, , , ! , /. . ^-î\
±2Œ/- , ±9/:, ±(p,±:Cpy ( ^ y = = I , -2, . . . , ————) . •

respectivement d'ordres i, a et 4- Le polyèdre (P) est défini par les
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inégalités
- > 9i > 9-2 > . . . > OA > o-

Aucun de ses sommets, autres que V or igine, n ' appa r t i en t au réseau (R).
Par suite Vespace <5,, est simplement connexe; son groupe d'isométrie
(groupe adjoint mixte) est composé de deux famil les distinctes.

Si l est-pair, les paramètres angulaires sont de la forme

±:->y,, ±©/±:9/ ( / , y-^ i, °, ...,^ ' .

respectivement d'ordres r et /g. Le polyèdre (P) est défini par les
mêmes inégalités que ci-dessus; seulement le sommet

f 1 l l }(j— • ' - - . ) .

appart ient au réseau (R). Il y ci donc une forme simplement connexe ̂
à côté de la forme non simplement connexe @«.

136. 1^ espace simplement connexe ^ pour l pair. — A tout p o i n t
de &„ correspondent deux points d is t inc ts de ^v. Or un po in t de ^,,
représente deux var ié tés planes à / — i d i m e n s i o n s imag ina i r e s conju-
guées génératrices de l 'absolu. Par suite l'espace <^« est l'espace (le^
variétés planes à l — i dimensions génératrices de l'absolu. On peut aussi
dire que cest l'espace des translations orientées.

137. Le groupe d'ùométrie de ̂  et le groupe de connexion de <?/<. —
Le groupe d'isométrie de d^ est formé de deux fami l l e s con t inues dis-
t inctes (n° 73), tandis que celui de &a est c o n t i n u ; le rapport ^ é tan t
égala 2, l 'opération non ident ique^du groupe de connexion de <S\
n'est pas un vrai déplacement de <@«. Pour l 'obtenir, partons de la
matrice © représentée par le sommet (^ ^ • " , ̂ j du polyèdre (P).

On peut engendrer Q1 par la transformation inf in i tés imale

Y —: ^ ( .y., 7?:s -— .̂ .j. — ̂ ip^ -1- -^2 -4-... •

-4- .r^y-^î/-! ~ -^^-i P^-^ •"" •râ/-â Pîi -S- -^//^/-a '> î
^Un, É^ Norm., ( 3 ) , XLÎV. — DECEMBRE 1927. 58
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elle s'écrit

a-; =-^,, 33:, =^,, A';, =^,, A-',. =—^,

e( el le transforine la l'orme
, , . [.y, ̂ J+[.^J--(-...-!-[,.ï,/_i.»,/i
dans la tonne

- [ •v i 3-î} — [ .r, .r,]-...— 3R.,i_, ̂ / ],

ou encore la variété p lane
^ ~' ) ^i -+• ̂ 'î ̂  -ï'ï + /^'/. ==...== ,¥./_, -|- /•.y^ == o

tians la variété imaginaire conjuguée.
Pour obtenir la rotation û1 qui, combinée avec la transvection 0%

donne l'opération génératrice du groupe de connexion, remarquent
que les variétés planes génératrices de l'absolu, voisines de la variété
plane ('7), sont données par un système d'équations

.», 4-/^= ^ +a,,(x,-ix,,)+,..+a,i(x^-i.x.n),

X., +/^==Q!,,(a-,-^)+ * +...4-CT2/(^/-1-/^/),

^/-i+^2/==«/i {•ï'i—i-Cî)+a/î(,x.,—i'x,,)-{-...+ K.

les coefficients «/.étant symétriques gauches. La rotation a est alors
déf in ie parles équations

»;/....:(— i)-'/(7,,/,, •

où l'on a résigné par /' le nombre précédant ou su ivant immédia te -
ment ; suivant que ; est pair ou impair.

On déduit facilement de là que l'espace &„ est orientable.

138^ Remarque. - Si l'on porte son attention sur les congruences
de Llifïord (trajectoires des translations) orientées, ou encore sur les
variétés planes génératrices de l'absolu, on voit que, dans tous les cas,
elles forment deux ensembles connexes distincts ('). Si / est impair,

(') Ce Ihcorème est, classique. Voir par exemple E. BERTINI, Einfuhrung In die
pà^\^ Geoml'"'te '^^'"^wnalen îîaurne. Chnp. VI. n0 18, i,. ,4-, (Vienne,
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chacun de ces ensembles est s implement connexe; deux congruences
de ClifÏbrd opposées, ou deux var ié tés génératr ices imaginaires conju-
guées, appar t i ennen t à des ensembles différents . Si lest pa i r , chacun
des ensembles est aussi simplement connexe , mais deux congruences
de Clifford opposées, ou deux variétés génératrices imaginaires conju-
guées, appar t iennent au même ensemble.

Le cas des types ( D ) de rang 4.

139. Nous avons supposé impl ic i t ement , clans tout ce qui concerne
les espaces des types (DI), (DU) ou (DIII), que le r a n g / d u groupe
était différent de 4- Si /=4, le groupe ad jo in t mixte cont ient en effet
6 famil les distinctes et non 2. Les nouvelles t ransformations d u
groupe adjoint mixte font correspondre à un point de l'espace e l l ip-
tique à 'il— ï = 7 d imens ions un parallélùme droit ou un parallélùnH'
gauche ( ' ).

Si no us prenons d'abord les espaces d u type (DU), les sous-groupes^'
isomorphes de g forment trois ensembles connexes distincts : celui
des sous-groupes qui laissent invar iant un po in t , celui des sous-
groupes qui laissent invar iant un paral lél isme droit et celui des sous-
groupes qui laissent invar ian t un paral lé l isme gauche.

Si nous prenons m a i n t e n a n t le type (DI) , avec p= 6, y == ' i , le
groupe g laisse invariante une droite f ixe; i l l u i correspond, par les
quatre nouvelles familles de t r ans fo rma t ions du groupe adjoint mixte,
les sous-groupes q u i la issent invar iante une congruence de Clifford
droite et ceux qui la issent inva r i an te une congruence de ClifÏbrd
gauche (type DIII). Les deux types (DI) (p=6, ^=2) et (DIIl)
donnent donc en réalité les mêmes espaces de Riemann, mais obtenus
avec trois choix essent ie l lement distincts de l'élément générateur de
l'espace.

Le type (DI) avec p === 5,. ^ = = 3 donnera aussi trois espaces de
R i e m a n n égaux, mais provenant de (rois choix distincts de l 'élément
générateur de l'espace.

( 1 ) 15. CARTAN and J. A. SGHOUTEN, On. Hiemajinicin Geometries admittiTZg- an
dbsolate parallelisfn (P.roc. Akad, Amsterdam^ t. 29, ïg-.ïG. p. u-i3)«
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Quant au type (DI) avec p ==. y == 4? il "e donne qu^un seul espace
de R i e m a n n (avec quatre formes de Klein différentes). Le groupe
d'isométrie de &a se -confond avec le groupe adjoint mixte et contient
6 famil les continues dist inctes; celui de <S« en contient 24 (n°68);
les autres formes de Klein donnent des groupes d'isométrie formés
de î 2 familles distinctes.

En résumé, il correspond au type (D) de rang 4 quatre rfv2 distincts,
mais fournis par dix choix essentiellement différents de l 'é lément
générateur de l'espace.

Les espaces du type ( C I ) .

140. Défimûon géoïnéiricfuc. — On a

n ^ l ( l - + ~ ï ) , s-=l\

On peut prendre pour G le groupe linéaire s implement connexe d\ine
forme quadratique extérieure

F EE= ^ .r, x^ -h ' j'^x^ ] -\~ . . . 4 -1 -r^/...i ,r^ ]

et d'une forme d'Hermite
^ E^ .z', x i -+- x^x^ -(-... -4- x^x^i. ,

Le sous'groupe g est. par exemple celui qui laisse invariante, dans
l'espace projectif complexe à 2 / — i dimensions , la variété plane à
l — i dimensions
W

qui appartient au complexe linéaire F = = = = o ; i l laisse aussi invar iante
la variété polaire par rapport à la forme d'Hermite $, qui appa r t i en t
aussi au complexe, à savoir

Le groupe adjoint du type (C) étant c o n t i n u , les sous-groupes g '
isomorphes de g fo rment un ensemble connexe. L'espace <@// est donc
V espace des couples de variétés planes ai— i dimensions appartenant an
complexe F === o et polaires Vune de V autre par rapport à la forme
d'Hermite $«
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Toute variété du complexe vo i s ine de la variété (8V aura ses équa-
t i o n s de la forme

J;>a ̂ -^d ̂ P'^' (- y•:=l ^ :?) , . . . , 2 / —- î ) ,

P

où les coefficients a^ sont symétriques et où a, G désignent des
nombres impairs, y!\ p / les nombres pairs qui les suivent immédiate-
ment» La var ié té 'pola i re de la précédente est

-^-1"^ ffap^'p-^0-

141. Le rang et le polyèdre (P). — Le rang de l'espace est / (n° 79) ;
les paramètres angulaires d^une t r a n s f o r m a l i o n Y sont de la forme

±:ay, , ±^±:9/ (7, j— i , ^ , . . . . / ) .

Le polyèdre (P ) est déf ini par les inégal i tés

— ^> 0) ^> Û?.ï ^> . . . '> ©/ > 0.

Il contient , en dehors de l'origine, un sommet et un seul appartenant
au réseau (R), à savoir ( - 3 -^î • • • ? • î - ) -v / \9- a a/

142. L'espace simplement connexe ô»^. — D'après ce qui précède,
F espace &„ est l'espace des variétés planes ai— i dimensions apparte-
nant au complexe; ces variétés forment donc un ensemble simplement
connexe.

143. l.e groupe d^isométrie de d^ et le groupe de conneanon de <?M. —
Le groupe d'isométrie de <?// est cont inu ( ^ = = 1 ) 5 tandis que celui
de &n con t i en t v === 2 familles continues distinctes (n° 81). L'opération
non ident ique du groupe de connexion de &„ n^est donc pas un vrai
déplacement de &„' Pour l 'obtenir, déterminons une des transforma-
tions ©ï dont le.carré © soit représenté par le sommet ( - ? ^ • • • ? ^J
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du. polyèdre (P). On peut la déf inir par la transformation inf ini lésimale
, ,.̂  ^ „

^ (, ̂ iPî ~ ̂ îpi •+• lr:̂  ; — ̂ j^î 4- ... 4" x^^pïi — ̂ //^/-,i ) ;

elle s'écrit donc
^==:^, .^==—^, " . . . , ^_,==^/, ^=i=--.3^--t ;

elle transforme la variété plane

dans la variété polaire par rapport à $

En combinant la rotation (R qui consiste à remplacer les para-
-^ ^ . • i

mètres a^ parles paramètres conjugués ciy:^ avec la transvection Q8, on
obtient l'opération cherchée du groupe de connexion qui transforme
chaque variété plane du complexe en sa polaire par rapport à <Ï>.

On constate facilement que l'espace &a est orientable ou non sui-
K l + i ) , . . .vaut que ——-est pair ou impair.

144. "Les variétés euclidiennes V^i et les géodésùlues. — On aura une
variété euc l id ienne E/ en p renan t le l i eu des variélés planes

.j/'i ces 0, — x^ sin Q^ == o, ,.r;., cos 0^ — x^ sin 0.^ --:-„: o, • " • . ?
•̂'.j/..,-! cos Q/ — .'x'^/ si n Oi, =•=-- o ;

son ds^ est
^=J^4-^4-...+^.

Toute géodésique est congruente au lieu des variétés planes obte-
nues en faisant Oa === a^.\\ les constantes a^ satisfaisant à la relation

ci^ •4- ai +. . . ~|- aj ̂  i .

Les espaces du type (Cl î ) .

145. Définition géométrique^ -— Le groupe G éta-nt le même^ on a
n^.({pq, ^=:^(^^-4- .I)-^-• / / (-? l /7- l•4•••f) ,
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avec
p 4- q = /.

Nous supposerons jp^y.
Le sous-groupe '̂ est par exemple celui qui laisse invar ian te la

variété plane à ^q — i d imensions

ainsi que la variété polaire de la précédente à la fois par rapport, au
complexe l inéai re F -= o et par rapport à la forme d'Hermite ̂

L'espace <?„ est donc celui des couples de variétés planes à iq — i et
2p — i dimensions polaires F une de F autre à la fois par rapport au com-
plexe linéaire et par rapport à la forme d'If ermite,

Si p ^ > Q y on peul le définir aussi sans ambiguïté comme l'espace
des variétés planes à 2 y — ï dimensions admet tant même variété
polaire par rapport aux deux formes F et d^.

Si l'on représente une variété plane voisine de la variété (9) par
les équations

À = 2 </

'ra = 2 a^^-^ ( a = = i , 2 , . . . , - î ^ ) ,
A=:l

on devra avoir
Oy^i—— iJ^Pay/p-,

en dés ignant par a' le nombre a 4- ï si a est impa i r et a — ï si a est
pair.

146. Le rang A et le polyèdre (P). — Le rang de l'espace À est égal
ày(n°84), et les paramètres angulaires d'une transformation Y sont de
la forme

±:ocp,, ±Q,±a^ ±:(p/. (^ 7=1, 2\ . .. , € / ) .

Le polyèdre (P) est défini par les inégalités

- > ®r>.. ->.9,/> o, !
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Sip> y, aucun de'ses sommets autres que Forigine n 'appar t ien tau
réseau (R); l'espace d\, est s imp lemen t connexe ; son groupe d'iso-
métrie est cont inu .

Si p = = - q , le sommet (^^ • • •> ^ ) appartient au réseau (R). Il

existe u n e forme s implement connexe ê\, distincte de (?«.

147. L'espace simplement connexe &a pour p == y. — C'est évidem-
ment l'espace des variétés planes à iq — i dimensions admet tant
même variété polaire par rapport aux deux formes F et $.

148. Le groupe d'isométrie de &a ̂  l^ groupe de connexion de ê\^pour
p =: q^ — Le groupe d'isométrie de é^ cont ient (n° 86) deux familles
continues distinctes, tandis que celui de êa est cont inu. Le groupe de
connexion de <f^, d'ordre 2, admet une opération génératrice n'appar-
nant pas au groupe con t inu des déplacements de <?,/. Pour l 'obtenir

-i
calculons, une des transformations ©a dont le carré © est représenté
par le sommet (-^ ^ • " • ? ^ ) du polyèdre (P). On peu t la supposer
engendrée par la transformation i n f i n i t é s i m a l e

a =-2^
7T ̂
"" Y^, \XW,pî<f-•'rty.~'~ ^•îq^ff.Pcf. ) 'i

a=i

elle s'écrit donc
.'Z'̂  L̂. .ï'^.^.y^, •^-'•jy-(-a '=~=:• "~"' '^'a î

on voit quelle t ransforme la variété plane en sa polaire par rapport
au complexe linéaire. La rotation CK qui , combinée avec la transvec-

i '
t ion© 2 , donne l 'opérat ion génératrice du groupe de connexion de <?/„ est
celle qui remplace chaque coefficient a^ par a^ ou (-- ï)^4'^^-

On constate faci lement que l'espace &a est or ienlable ou non sui-
vant que y est pai r ou impair .

149. Les variétés euclidiennes E^ et les géodésiques. — On aura une
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variété eucl id ienne E, en prenant le lieu des variétés planes

^, cos 6, — x^,^ sin 9, =z o, ^, cos 9, — x^^ sin 6, =z o,
.y, cos 02— x^,^ ,n.n^=-o, .̂  cos 9,—.^^ sin^==o,

• -̂i cos ̂  — -^-r-^- i -' in ̂ / = u, .̂  cos Q^ — .r̂ ,,.̂  si n ̂  r== o,

son ds2 est
^<?2 == c/e^ -4- ̂ j 4-. . . 4- ̂ .

Toute géodésique sera congruente à une de celles qu'on obtiendra
en fa isant 0;,== <iyS\ avec

a-^ 4- a^ + . . .-hay= 1.

150. I: espace à ^p dimensions de rang i. — Si l 'on f a i t (, = i , on
obtient un espace s implement connexe à 4p dimensions dont le rang
est i. Si l 'on prend pour po in t or igine celui qui représente la variété
plane (droite) complexe A

toute géodésique issue de ce po in t est formée et partagée en deuxpar-
fies égales par sa variété antipodique. Un des points de cette variété
an t ipod ique représente la droi te

La variété ant ipodique est donc le lieu des droites à situées dans la
variété plane polaire de A par rapport au complexe, à savoir

'^'î/f-'r-l '==- ̂ îff-^î ::=::: 0-

Elle est à n — 4 dimensions (réelles).
On le voi t au t rement en remarquant que les paramètres angulaires

d'une transformation Y sont de la forme

±: 2 y, ± q?,

multiples d'ordres 3 et 2p—2. Le sommet ® == -1, qui correspond à
un po in t de la variété antipodique de l'origine, a donc trois couples de

Ânn. Ec. Norm.f (3), XL IV .— DECEMBRE iQa7. 5Q
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paramètres angulaires entiers; par suite la variété an t ipod ique est à
//, — /, -_- 3 ̂  n „, j

dimensions.
Par deux points quelconques de <@« i l passe une géodésique et une

seule, exception faite si le second est sur la variété antipodique du pre-
mier, auquel cas il passe par les deux poin ts cc^ géodésiques. Dans le
cas des deux points précédemment considérés, ces géodésiques sont
données par les équations

.̂ i -{- ( a.z'̂ +i -l- bx^p^ ) iang.y =z o, x^ -4- ( cix^p^ — bx^,,.^ ) lan^.? =r o,

où a et h sont deux paramètres complexes liés par la relat ion •

a a -+- bb == i

Les espaces des types exceptionnels.

loi. D'après les indications données au n° 100, on voit fac i lement
qu'il n'existe plusieurs formes de Klein que pour les types (El), (E tV) ,
(EV) et (EVII). Pour les deux premiers types, le groupe de connex ion
deé^/est d'ordre 3; pour les deux derniers, il est d'ordre 2, l 'opéra t ion
génératrice notant pas un vrai déplacement de ê^.

Un seul des espaces exceptionnels est de rang ï (type Fil); toul'es
ses géodésiques sont fermées; les géodésiques issues d'un point sont
partagées en deux parties égales par la variété antipodique de ce
point, qui est a n — 8 == 8 d imens ions ; par un point donné et un poin t
pris sur sa variété an t ipod ique , i l passe c^7 géodésiques.

15^. On peut remarquer que parmi les espaces <ê à courbure posi"
èive, les seuls qui jouissent de la propriété que par deux points i l
passe une géodésique et une seule, et cela sans exception^ sont les
espaces elliptiques (a courbure constante); ils ne sont pas simplement
connexes.

Les seuls espaces & à courbure positive jou issan t de la propriété
que par deux points il passe en général une seule géodésique, sont les
espaces de rang r, qui appar t iermentsoi t au type (AII I ) (espaces her-
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m s t i e n s e l l i p t iques ) , soit au type (:BD!) (espaces à courbure constante^
soit an type (: Cil), soit au type (Fil").

Enfin nous avons constaté, chemin f a i s a n t , que toute géométrie de
Klein, dont le groupe fondamen ta l , est un groupe s imple unitaire,
peut être de p l u s i e u r s manières rendue rieœanmenne (avec une
courbure inaltérée par le t ransport parallèle) par un choix conve-
nable de l 'é lément générateur de l 'espace. Le nombre de choÙT pos-
sibles essentiellement distincts est égal en général au nombre déformes
réelles non unitaires distinctes de la structure simple considérée. Il y a
exception si le groupe-est du type (D) de rang pair supérieur ou égal à 6,
auquel cas il faut augmenter ce nombre d'une unité. Le cas du type (D)
de rang /g, est tout à fait à part et a été examiné au n° 139; le cas des
structures simples exceptionnelles est à réserver pour être étudié de
plus près.


