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DEVELOPPEMENT
L:N SIÏHIE DR POLYNOMES OU DE FONCTION HATION1NELLE

DE LA

FONCTION QUI FOURNIT LÀ REPRÉSENTATION CONFORME

D'UNE AIRE SIMPÎJ^MENT COiNNEXE SUR UN CERCLE

PAR M. GASTON JULIA

1. L^àire D don t on fait la représentat ion conforme sur un cercle,
sera supposée s implement , connexe, bornée, contenant l 'origine et
située clans le plan ^. Le cercle sera un cercle |Z ^ p de rayon p du
plan Z, (le maniè re que la fonct ion de représentat ion Z ==/(-;) ait
pour 3 == o les deux propriétés /(o) == o, /(o) -= i. On sait qu'elle
est alors b ien dé f in ie . Elle possède une propriété de plus petit nuijcifnuin
q u i la caractérise : Parmi toutes les fonctions Z = = A ( ^ ) , pour les-.,
quelles X(o)===o , / / (o)==i , holomorplies dans D, il y en a une et
une seule pour laquelle le maximum de |A(^ ) i dans D est le plus
petit possible, cestjustement f{z} ( ' ). p est alors le maximum de |/(^) |
dans D, on l'appelle le rayon de F aire D.

2. Le présent Mémoire est issu de la remarque suivante : Pour un-
degré donné n, il existe un polynôme T^(;?) et un seul [pour lequel
T^(o) == o, T^(o) == i], tel, que le maximum m^ de | T^(^) | dans D soit
le plus pet i t possible (ceci sera démontré dans la suite). Ces poly-
nômes ont-ils une limite quand n devient infinie et cette limite est-elle
f(s ) dans D? C'est à cette question qu'on va ici répondre par l'affir-

( r ) Voir par exemple G. JULEA, Sur la représentation conforme des aires sim-
plement connexe}: (C. If. Acad. Se., t. i8'2, 19-26, p. i 3 H ) .

Ânn. Ec. Nonn.) (3), XLÎV. — OCTOURE 1927. ^^ •
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mative sous des condi t ions très larges imposées à la froritu'/r de I), en
particulier lorsque cette frontière est une courbe de Jordan s imple
fermée. On verra d'ailleurs (lue ces condi t ions ne sont pas artificielles
et qu'elles sont rendues nécessaires par l ' instrument de représentation
qui est ici un polynôme.

Le Chapitre Ï est consacré .à l 'étude des polynômes r^Çz) au point
de vue de l'existence surtout.

Le Chapitre I I traite de la convergence des r.//^).
Dans le Chapitre I I I on étudie la portée des condi t ions imposées à la

front ière de D. Au Chapitre IV on revient sur diverses propriétés des
T^(^) -d 'ordre géométrique. Au Chapitre V, on é tudie la généralisa-
tion de la méthode employée à des représentations de/C-s) par séries
de fract ions rat ionnel les de diverses sortes. On signale enfin au Cha-
pitre VI un nouvel aspect des questions traitées ici, lorsqu'on cherche
à représenter D sur le cercle iinUé.

CHAPITRE 1.
ÉT'UDîî; DES POLYNOMES l i n (z " ) .

3. Envisageons tous les polynômes P/,(^) = ^ +- a^^+... 4- a,^
(Je^ degré ^n, pour lesquels P/ / (o)==o, P , (o)==i . Dans tout ce ( lu i
sui t , un polynôme ou une fonction holomorphe en 0, tels que/(o) = o,

y^o) == ï seront dits normaux en 0. Le maximum M,,, de | P,,(^) | dans D
est une fonction cont inue positive et non nu l l e de (a,, a^ . . . , a,, ).
Lorsque les a /p rennen t toutes les valeurs possibles, elle a unmmimïwf
absolu w/,< qui n'est certainement pas nul . En efîet, après'ce qu'on a
dit au n° i, il est évident que M/,> p, donc m,,> p. Mais on peut voir
directement que M^ est borné intérieurement En eftet si \z\ ==res t
un cercle C/. intérieur à D, on a

• 1 , 1 1 • ! 1 ' , 1 1 : 1 - •••P,^)^^.^fMÛ^.'' , / ,
-. '. v /, ^J^ ' z t i
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Donc i < ^5 c'est-à-dire M/<,>^ puisque sur G,., on a [ I\ | < M^ sans
égalité possible. Tous les M/, étant >/ 'on aura m,,>r, que! que soit, le
rayon / 'de G/, pourvu que G,, soit in tér ieur à D.

D'autre part, tous les polynômes P/, pour lesquels M/, est borné supé-
r ieurement , par exemple M / / < R , ont leurs coefficients bornés. En
effet on a

,̂-, i fPn(^ • -
' ' ~ a rj j^ ^

Donc | (t^ <^-^ • De même |û:s <•-? . • . , fin <^ —
Si donc l'on envisage les polynômes P/, pour lesquels M,/ <; R, leurs

coefficients é tant bornés, la fonct ion M//(^ , a:^ . . ., a,,) sera cont inue
en (</ . j , <7;i , . . . 5 a , , ) dans un domaine bornéy donc, elle atteint son
ndnumiin (il)soln M// pour au moins un système de valeurs des ^.j, .. ., d,^
G'est-à-dire qu'// existe nu inoins iin polynôme

r^n Ç ̂  ) —^ ^ + y'î ^' ~r- . . . -h ^n. ̂  '

tel (me le rnnxifmim de \ T;// [ (lans D soit précisément m,/.

/l. Montrons que ce polynôme r ^ ( ^ ) est {/nu/ne. Pour cela supposons
qu'il y ai t un deuxième polynôme normal en 0

Q,, (Y) =: ^ 4- i3^2-+-. .. + p^S

pour lequel Max] Q/, | dans D soit m^. . •- •
Envisageons alors le polynôme AT^+ ;J-Q^== R/,, À et a étant des

nombres posi t i fs dont là somme A+ a = = = i . On aura évidemment

H//:=}.7T,,+^=^+ ^^+. ..-4-^.3".

D'autre part, on a, dans Dy ! " ' ! ' • •
M a x [ R/< | ^ /. .M'ax | TT/; | -h ^ ^îax | Q/, [ == m,^

puisque , en tout poin t de D,

1^1^ 1^1-^ Q.!' . •
De plus, l 'inégalité Max[R/, |S/^ ne peut être une égalité que si en
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tout point où | T^ | a t t e in t son m a x i m u m , | Q , < ] a t te int aussi son
maximum, et cela de tel le manière que i:/,= Q/,. Pour que l'on puisse
avoir Max) R/ , [ dans D ==/;//, il est donc nécessaire que r^ et Q/, soient
éaçaux en tout point où ] ?:„ [ est maximum. Or ces points sont cer/aine-
rnent différents de zéro. De plus, si Q/ /n 'es t pas ident ique à T.,/ ces points
satisferont à Q/^ — 7"^==o, ou encore à

|V— ̂ + ( p s — ^3 ) î 4-. . .+ ((3,,— a//,)^-2-^: o.

Ils sont donc en nombre n - — 2 au plus.
Nous allons maintenant , montrer que Pon about i t a insi à une contra-

diction.
En effet, d'une part, si Q// et T:/, d i s t inc ts ne satisfont pas aux condi-

tions précédentes, on aurai t Maxj R,/ dans ï) <^ m,^ ce qui cont redi t le
fait que. m,, est le m i n i m u m absolu des M// pour tous les polynômes
normaux en 0. D'autre part, on va montrer que r.n\ a t t e i n t son
maximum rn,, en n points dùtincLs nu moins, d ' o ù il résullerd (fue Q// doit
être identique à T^.

5. Supposons donc que [ r./, j atteigne son maximum ///„ en p^n — ï
points distincts qui sont év idemment situés sur la frontière de D. Dési-
gnons-les par^ , ^3, . . ., ,,^p et so ient [^i, [j-j, , . ., [L,, les valeurs

P-l=" ̂ n ^"1)5 P-l^ ^/t(^), •• - , ^p==1 ^n(^'p)r 1 V-i '= /r{^

p étant ^ ^ — i ? on peut toujours déterminer au moins un poly-
nôme Srt==.y2^24-. . .+^ 'n^ dépendant de n — ï coefficients, p renant
en tout point s,- la même valeur que ri,,;

S^(.^)=^(,5() :=^ (ïm,^, . . . , / / ) .

Envisageons maintenant le polynôme de degré 5/1

^(^)==7r,,(5)—6'S/,(.s) (oùo<^< i ) .

^ est normal en 0.
Montrons qu'il est alors possible de choisir 0 de manière que le

maximum de [ ®/,(s) | dans D soit < m//.
En effet, on peut entourer chaque ^ /d ' un cercle de rayon r assez



FONCTION QUI FOURNIT LÀ REPKÉSENÏÀTiON 'CONFORME. 20)3

petit pour que, lorsque j est dans ce cercle, on ait

| r . n ( : - } — r.^ { ^•) ( <£< -^ et | S//(> ) — S^(..^) < s.

Appelons c/ le cercle e n t o u r a n t j/-. Lorsque ^ reste dans la partie de 1)
in té r ieure à c/, C=== T^( ^ ) reste dans l 'aire À commune à un cercle F de

centre 0 de ravon m,, et à un cercle, C/ de centre ;j./; de rayon s; le
po in t Ci = S/,(,;j) reste dans le cercle G/. De 0 menons à C/ les tan-
gentes OT, et OT,. Si s < w^, l 'angle T.OT, est < î- II est possible de
choisir 0 assez peti t <" ) pour que le cercle OC/ homothé t ique de C,- dans
le rapport Û soit tout entier i n t é r i e u r au secteur circulaire détaché
dans F par Fangte Ti()ï\. Cela étant, le point 0^ == ÔS/,(^) reste inté-
rieur à O C / l o r s q u e z- est in té r ieur à <•/. On reconnaî t imméd ia t emen t
que la dis tance d 'un poin t que lconque de Faire A ou de son contour à
un p o i n t que lconque du cercle OC/ ou de son contour est inférieure à la
dis tance Oa/= ///// . Donc, quel que soit ^ de D imérù'iir à c/, on aura

| ̂ {» | == [r.n.O"} — ^ S ^ z ] J = 1 Ç - Q^\ < mn.

Lorsque^ sera, dans D, extérieur à tous les cercles c/, ]^(:?)[ res-

( ' 1 ) On Don n'a i) rendre par exenip le 0 •<' —— '•—•• / "" !il " • l" • î 1 ^ fîi^ 4- $
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tera ^«w/,. -D'autre part, dans D, |S/ , (^) | reste ^. Par consé-
quent, dans la partie de D extérieure aux c/-, on aura

| ^^( î ) )^ / /^ , -^ Oo\

11 suffit alors de choisir 0 assez petit pour que m,, + Ocr<m/,, c'est-à-
dire 0 < ^""^Spour que l'on ait aussi dans la part ie de I) extérieure

auxc/, |^(^)| <w/<. .
En résumé, 0 étant pris inférieur au'plus petit des deux nombres n ,./. 1' . -i. •* " " f t —r" ^

(^ /?^7^""m^ le polynôme tî//(^) resterait en m.odule <^m,,(lam I). T^C^)
ne serait donc pas un polynôme de degré ̂  normal en 0, dont le
max imum du modu le dans D est le plus pet i t possible. La contradict ion
à laquelle on arrive montre donc que r . / / (^) | aiteini son maxinnim / / / / /
en n points dùtincts an moins z \ , ^.j, . . ., ;?// ( ' ). Par conséquent r.,, est
bien un ique .

6. Pour chaque degré n il existe ainsi u n polynôme normal r.,, et u n
seul pour lequel le maximum m,, de | T. / / | dans D est in fé r ieur au
maximum de |P/ / (^) | dans D, P// étant un polynôme quelconque,
normal en 0, de degré '^_n dist inct de r^. Il existe donc u n e s u i t e
inf in ie de polynômes r.,, T._,, . . . , r.//, ... et de nombres correspon-
dants rn^rn^m^. . .^n,^. . . qui n' iront j amais en croissantpuisque
é v i d e m m e n t T^ peut être considéré comme un polynôme de degré n 4" ï
pour lequel <7/,,., === o ; par conséquent, si. r^/=== T^.,,i on aura m,, === m,,..^,
mais si 7^7^ iv., on. aura /^>/^..,-i. D'autre part y les r.n é tant des
fonctions normales en 0, on aura nécessairement rn,,^> p, si r.// n'est
pas identique à la fonct ion normale /(^) fournissant la représenta-
t ion conforme de D sur un cercle | Z < p, et /^== p ne pourra se réa-
liser que^i r.//=/(^). Il peut assurément arriver qu'un certain nombre
de T:/,, consécutifs soient ident iques, les m//,, correspondants étant alors
é^'aux. Si par exemple T^== ï.,,+.i ==, . . == ^//...i-^—i et r.,,^ ^n-\-i^ i l faudra
que ] T-^j atteigne son max imum m,, en n+p — î points au moins .

( 1 ) La dénionstra l'ion précédente est directement inspirée de celle que donne
M. L. Tonelii dans son Mémoire 1 poliîwini cii Tchebichev ( Annaîi di Matematica^
y série , t.'XV).
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Laissons de côté la question de savoir si cette condition est suffisante.
,11 peut même arriver que tous les r^à partir d'un certain rangp soient
identiques1. r^| devra alors être égal à m^ en une infinité de points de
la frontière de D. Bornons-nous ici,, sans rechercher tous les cas où ce
phénomène peut se produire, à en donner un exemple. Prenons un
polynôme normal quelconque , • •

de degré p . L'origine étant racine simple de P(^) == 05 il est clair que
lorsque Z =•= P(^) décrira dans le plan Z une aire circulaire de centre 0
de rayon p assez petit, l'une des racines ^ de Z == P(^) décrira dans le
plan z une petite aire simple d) limitée par une courbe analytique
fermée C- entourant l 'origine. Il est clair que Z == P(^) fournit la
représentation conforme de o^ sur le cercle | Z | ^ p . Par conséquent Je
maximum Mp de P | dans d) étant égal. au rayon c de l'aire ff?, P sera
le polynôme T^, relatif à D pour tout ï i ^p .

7. Les /n^ non croissants, ont certainement une limite •inférieure p.,
c/est-à-dire qu'à partir d\in certain rang? dépendant de £ donné arbi-
trairement <i priori on aura

p. ̂  /n^ < p. 4" £ . ( pour n > p ). . . .

On va montrer que p. ne peut pas différer du rayon p de l'aire D sous
des conditions très générales imposées à.D.

.CHAPITRE 1.1.
CONVERGENCE DES POLYNOMES n/((,s).

8. L'aire ou domaine D, simplement connexe, dont on fait la repré-
sentation conforme sur | Z | < p - e s t un domaine owert, c^st-à-dire
dont tous les points sont intérieure Un point M appartenant à I) est dit
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intérieure 1) si tous les points d'un certain cercle de centre M appar-
tiennent aussi à I). Les points- f ront ière de 1) forment un ensemble
parfait F : tout po in t de F est point l imi te d'une suite de points inté-
rieurs à D. L'ensemble D + F constitué par D et F est parfait.

Tout point du plan qu i n 'appartient pas à D + F est extérieur à D.
Nous supposerons dans la su i te que l'on peut approcher I) + F par
l'extérieur, c'est-à-dire qu'on peut trouver une suite i n f i n i e de domaines
simplement connexes Di , D,», ..., I\,..., don t chacun con t i enne I) + F
à sou intérieur, et qui tendent vers D + F lorsque v devient i n f i n i .
Voici d 'une façon précise ce que cela veut dire : i° Tout po in t M inté-
rieur à D est centre d'un cercle y^ dont tous les points sont intérieurs à
tous les D,/; 2° tout point N extérieur à D est à partir d'une certaine
valeur ^^ de v extérieur à tous les D,,; 3° tout p o i n t Mo de F est intér ieur
à tous les D,, mais il est limite de points de ^frontière F,, de D.,, en sorte
qu'il n'existe pas de cercle (le centre Mo; dont tous les points soient
intérieurs à tous les D.,, ou même qui soit i n t é r i e u r à une suite i n f i n i e
partielle de domaines .1.)̂ , 1),̂ , ..., D,^, ... extraits de la sui te des 1\.
Dans tout cercle de centre M() de F, de rayon ^ si petit soit-il, il y a
des points-frontière de tous les )\ pour v > V i , ^ é tan t un indice qui
dépend de ïj. La frontière F,, de D,/ a donc pour limite F et F seulement,
Nous discuterons au Chapitre suivant les restrictions que nous appor-
tons aussi au domaine simplement connexe D.

9. Dans les conditions du n° 8, M. Carathéodory a démontré que si
l'on fait la représentation conforme de D,, sur le cercle Z [ < i à Faide
d'une fonction Z==F,(^) pour laquelle F,(o) ==o, F;/(o)==réel et
positif, et si l'on fait de même la représentation de D sur |Z |< i à
Faide de la fonction Z == F(^) [F(o).==o 1^(0)= réel et posit if j , la
fonct ion F,/^) converge uniformément vers F(.;?) dans tout domaine A
intérieur à D. Désignant par p./ le rayon de raire II, on sait que le
développement de F,/(^) au voisinage de Forigine est de la forme

Fv(^)^-1 "+--., •
' 1 . ^

en sorte que la fonction/^ ̂ ) == p,,F,(^) soit la fonction, normale en (^
qui donne la représentation conforme de 1),, sur un cercle [ Z [ <^. On
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aura de même
F('.^=^ -,-...,. , ^

avec y"(;r') = p F(:?), pour représenter I) sur j Z | < ^ p par une fonc-
t ion y(^) normale en 0. Les F,,(..j) convergeant dans tou t -A, unifor-
mément vers F(^), les c,, auront o pour l imite .

10. Envisageons la fonction ./v(^) qui transforme D., en J Z J < ^ p v <
Puisque D -+- F est intérieur à D,/ on pourra, •y^^ étant holomorphe
dans 1) ,̂ la développer en série de polynômes uniformément conver-
gente dans tout domai.ne intérieur à D./, c'est-à-dire en particulier
dans D + F.

Etant donnée une suite de nombres positifs clécroùsanîs et tendant
vers zrro, ^ £^ . . . s , / . . . , on pourra donc trouver un polynôme ^//-y de
degré //. — 2 tel que l'on ait dans D + F

.A- <; 5^ (n dépendra de v ) .

Puisque D + F est borné on aura aussi dans D + F

IVv-P.K^
en posant

.l\=.,+..,.2^^

les €, étant par exemple égaux aux 2.; mul t ip l iés par ,R2, R étant le
rayon, d 'un cercle de "centre 0 contenant D+F. [Les £^ tendent vers
zéro quand, v devient inf in i . '| P/, est normal en 0 et de degré n. Le
polynôme P/, sera tel que dans D+F on ait P/<|<|./v| - J r - ^ ' Or le
max imum de )/, | dans D 4-.F est cer ta inement infér ieur (sans égalité)
au maximum ^ de |/J dansDv, puisque D+F est intérieur à D,. On
a donc dans D + F

M a x | P / , [ <?,+£;.

r./, étant parmi les polynômes de degré n, normaux- en 0, celui dont le
maximum de la valeur absolue dans D -4- F a la plus petite valeur, on
aura aussi

m^ = Max [ TT» ] ^ Max | P/, | < p<, 4- ̂ .
^nn. Kc. Norm., (3) , XLIV, — OCTOURE H)?.;. :)0



2C)8 GASTON .ilîLÎA.

Et puisque ;̂  est la l imi te des m,^ [^^m'n on aura aussi
^<p,,4-^,

et cette inégalité n'est jamais une égalité. Lorsqu'on fait croître v
vers -+- X), les c./ t endent vers -p, les £ vers zéro. On a donc

On a vu , .d 'au t re part, au 11° ( > , que1 pour tout indice n on am/,2p. Par
conséquent u. = lirn/r^ o. 11 en résulte que [J- ne peut différer de c

o :::.=: S i m /^,.

11. On va montrer main tenant que les r.// convergent vers ./Ï^),
un i fo rmément dans toot domaine A intérieur à D. Les T.//, sont bornés
dans D -+- F. On a en effet, dans D + F, {r. , , \^rn,^ m^ == B, \\ é tant le
rayon du, plus petit cercle de centre 0 contenant D + - F . On pourra
donc toujours trouver une suite i n f in i e d'indices croissants n.^ lu, . . . ,
n^ ... telle que les polynômes T^, T^;, . . . , r^,... convergent un i for -
mément dans tout domaine intérieur à I). Leur l imi t e sera une
fonct ion 9(^) holomorphe dans D avec y(o) = o, ^(o) == t . Dans ( ( H i t
domaine A in té r ieur à D, on aura

Max o r=: lirn .Max ] 77/(
p-ï.

O r , d a n s A,
Max [ 7 T / , | < m

sans égalité possible. Donc

MaxA| îp $ !im ///^"^p.

Le maximum de | y | dans tout domaine A in té r i eur à D, étant ^ p , il
en sera de même du maximum de [o dans D. Et puisque aucune fonc-
tion liôlomorphe dans D, normale en 0, ne peut avoir pour maximum
de sa va leur absolue dans D une valeur < ^ 0 y on en conclut que le
/maximum, de |^ | dans D sera urstement o. La fonction' /ï^) é tan t lai i i »j t < / \ /
seule qui jouisse, de cette propriété, on aura donc o===y". ï l ne peut
donc y avoir pour la suite des r^ d'autre fonct ion l i m i t e que /(^). La
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suite (/es T.// converge donc vers /'(.? ) unifor/nenient (/ans tout domaine
intérieur à D.

i .1. his. La convergence de ni,,, vers p é tant démontrée, on peut démon-
trer la convergence des r.// vers f ( ^ ) d 'une autre manière qui présente
l'avantage de donner une l imi te supérieure de [ r ^ — /"[, en^ fonc t ion
de (fn,, — p ) , dans tout domaine A intér ieur à D.

Considérons à cet effet la transformation Z==y'(;) et son inverse
^ == ç(Z). Lorsque j décrit A , Z reste intérieur au cercle Z ] ^ r < < ?
(r dépendant évidemment de A). La fonction T^(^) '=•=- ^ / / [ 9(^)] est une
fonc t ion ^,(Z) holpmorphe. dans Z <c et dont le maximum du
module dans Z j < p est ///„. On a évidemment

^(Z)^ Z +.. .=Z<^(Z), ^(Z) = i + /.iZ -h /..Z2-^...,

et i l ' est clair que <X^ holoinorphe dans |Z | < p, a pour maximum de
son module dans ce cercle la quan t i t é ̂  == i •+-£,/ [£,,;> o tendant
vers zéro quand n devient inf ini |.

Nous voulons une l imi te supérieure de
[^( .^- / ( -^ l^ l -^c .^-ZIr r Z | |c - i / , (^)—i |

dans [ Z | < / " < p sachant q.ue dans Z | < ? o n a .

| ^ ( X ) | ^ î +-£/,.

Le point d'affixe c^//(Z) est toujours dans un cercle de centre 0 de
rayon ï+^5 donc le point d^ffixe [X<(Z)—ï] est toujours à gauche
de la droite d'abscisse ̂  c'est donc que l'on a

par t ie réelle de [^ ( Z ) •— i] ^ £^.

"La fonc t ion S,/(Z} == c^(Z)-i est nulle à l 'or igine, holomorphe
dans |Z <;?, et sa part ie réelle y est in fé r ieure-à c//. 11 en résulte
(voir h démonstration de ce lemme au h° 11 ter) que dans le cercle
[Z [ ^ r< p on a

|eS,(Z)[= C ^ ( Z ) — — l [ p-r

Donc, dans ce cercle,
^(Z)~Z|^^,
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et, par conséquent, dans -X,

I ^(^)—/^}|^A.e,,,

A étant le nombre —— qui ne dépend que de la configuration géo-
P ~" r

métrique/respective des domaines A et D, et nullement de l'indice n,
On a

A .
A£/,== -^ { n i n — p),

et en posant— == B on aura, dans à,
P

| ^ (5)—/( , ; ) [ ^ B ( / ^ — p ) , a

où B ne dépend que de .1) et A.
On voit, en définitive, que T-./,(,^) converge vers/(;?), un i fo rmément

dans A, et de plus que la convergence est de F ordre de (m,,— p).

111er. Démontrons ici le lemme util isé précédemment. Soit une
fonction 2?(Z) liolomorplie dans ] Z | <; c, nulle en 0, est telle ^ q u e ,
partie réelle de S( Z) ̂  £ dans | Z | < p.

Nous-transformons le demi-plan à gauche de l'abscisse £ en un cercle
de rayon i en posant

.^7^. ^(z)JW
^(Z)—2T^n,7^ -— ,-yr.r-—-—;-

On reconnait alors que dans Z < ^ p , 5>\(Z), • holomorphe, nulle à
l'origine-, est en module <^i. Le lemme classique de Schwarz prouve
dans ces conditions que l'on a, pour [Z ^?"<^ p,

^-)i^. :
Lorsque le 'point d^affixe S^Z) décrit 1/inlérieur d 'un cercle de

centre 0 de rayon /-? le point S(Z) décrit l ' in té r ieur d/un cercle con-
jugué aux points 0 et 2£, et l'on voit que le maximum de sa distance à
l'origine est une quanti té A telle que

/ . . _ _ _ / " .
5.,+ 2 £ "~ p '
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c'est-à-dire

On a donc dans Z [ ̂  7" <^ p

qui est l ' inégalité ut i l isée au n0 11. bis pour l imiter supérieure-
ment 3^/Z) .

CHAPITRE 1.11.
DOMAINES I) A U X Q U E L S SUPPLIQUE L'APPROXIMATION PRÉCÉDENTE.

12. Une première remarque s'impose si l'on veut pouvoir faire
l 'approximation i n d é f i n i e de D par les domaines simplement con-
nexes 1)^ qui le c o n t i e n n e n t , c'est que la frontière F de .1) nuit pas de

point double ou multiple. Un point double ou mul t ip le A de F est en
effet tel qu 'on peut tracer une courbe de Jordan simple C, aboutissant
à A par ses deux ext rémités /dont tous les points, hormis A, soient
intérieurs à D, te l le en outre que la partie du plan intérieure à C con-
tienne des points-frontière de D distincts de A : ces. points Tonnent
alors nécessairement un continu aboutissant à A que nous appelons
par exemple F, (voir ji^. 2). Le reste F, de la front ière F de D est un
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cont inu , dont tous les points sont extérieurs à G. Il est alors clair que
si l'on enlève de F la partie F^, le domaine du plan l imité par F,, et
contenant la courbe G est encore un domaine s implement connexe,
contenant D. On peut ainsi , enlever de F tous -les continus partiels
aboutissant par leurs deux extrémités aux points multiples de F sans
que le domaine borné du plan contenant D et . l imi té à la portion res-
tante de F (qu'on suppose, bien entendu, être toujours un con t inu
fermé) cesse d'être un domaine simplement connexe. Désignons

. d 'une manière générale par c.D le domaine borné sirnpiefnent connexe
résultant ainsi de. D après tous ces agrandissements successifs et par 97 sa
frontière. Tous ses pomts-fronUère accessibles seront alors simples [mais
on sait bien que les points-frontière ne sont pas toujours tous acces-
s ib les) . Il est bien clair que tout domaine s implement connexe .1)̂  qui
c o n t i e n t à son in té r i eu r I) 4- F contient en par t icu l ie r a son in tér ieur
iD et sa frontière 57', puisque d'une part ^' r^est qu'une partie de F'et
d'autre part c'O et .1.) ont une partie commune. ^ formera barrière
entre F,, frontière de Il/et les parties de F n 'appar tenant pas à ^', qu'on
a. supprimées pour passer de D .à CD : toute l igne jo ignan t un point , a
d'une de ces parties de F à un point de F^ devra rencontrer la fron-
tière 57 de (Q; a est nécessairement un point intérieur à I). On ne
pourra donc, par des domaines simplement connexes D., contenant D,
faire l'approximation de D de toute la frontière F. On pourra tout au
plus faire l'approximation de C D e t de à7'/ mais les points de 57'
appartenant aux parties suppr i ruées de la frontière do D ne seront pas
points limite de 'points-frontière des .[)„. Pour faire l 'approximation
indéfinie de tout F i l faudrai t utiliser des domaines I),, contenant D 4- F
mais multiplemeni connexes^ l'ordre de connexion étant aussi élevé
que le nombre des points mult iples de F.

En résumé, on ne peut atteindre par des domaines simplement con-
nexes D.^ contenant D que des domaines D dont la frontière F n a aucun
point multiple. Par -exemple le cercle de centre 0 de rayon un, entai l lé
par une coupure rectiligne allant du point -s. = l- au points === i échappe
à'notre approximation.

13. Il est remarquable en outre que les domaines échappant à notre
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approximation par des II, plus grands et simplement, connexes
échappent aussi à Fappiicat ion même de noire méthode d-'approxima-1

t ion de/(^) par des polynômes. Soit en effet A un point double de F
et considérons comme dans la figure 2 une courbe de Jordan s imple
fermée C aboutissant à A et con t enan t une portion F_> de F^ les points
de C, sauf A, étant tous intérieurs à D. Un polynôme quelconque envi-
sagé dans .D et s.ur F ne peut atteindre le maximum de sa valeur
absolue en un point de F^ qu i serait d i s t inc t de A, car tous les points
de G é tant dans D, la valeur absolue de ce polynôme serait alors plus
petite sur la courbe G qu'en u n certain poin t in tér ieur à G et cela est
impossible. On peut donc conc lure que , dans la dé te rmina t ion des
polynômes r.,, faite au Chapi tre I, les bouts de front ière supprimés au
n° 12 [ et dont la suppression a b o u t i t à fournir un domaine borné cP,
sifnpiement connexe, contenant D et dont la f^rmtière ^ na, plus de
points ni(iltiples\ n 'ont a u c u n e influence sur la détermination des r^ :
les polynômes r./, de D sont identiques aux polynômes T.// de d). La res-
tr ic t ion imposée au n° :,12 n^esl , donc pas artificielle; , elle t ient à la
nature même de la méthode.

l/i. Notre méthode s 'applique cependant , à des domaines très géné-
raux et en par t i cu l i e r à tous ceux qui sont limités par une courbe de
Jordan simple fermée F. On peut en effet dans ce cas trouver une suite
de polynômes F|, F^, ' . . . , F^, ... dont chacun, cont ienne tous les sui-
van t s , et ayant pour l i m i t e F lorsque v devient inf in i . Le domaine
borné DJ l i m i t é par F., a lootes les propriétés requises pour l'approxi-
mation de I) 4- F. Les T./ / ( '^) relatifs à une courbe de Jordan F ont donc
pour l imite la f o n c t i o n f{z) qui f o u r n i t la représentation conforme de
F sur un cercle | Z | <^ p.

'15. Si Fon essaie d'appliquer la méthode à une aire A mul l ip lement
connexe bornée l imi tée par une- f ron t i è re extérieure F et des frontières
intér ieures / i , /^ . . . , / / / y on pourra déterminer les polynômes T:/,(^)
comme au Chap i t r e I, mais ces polynômes s e ron t , ident iques à ceux
qui conviendraient au domaine l imi té par la seule front ière F. Leur
limite fournira la représentation du domaine borné lindté par V seule.
On sait ( 'railleurs qu 'une suite de polynômes ne peut converger nnil'br-
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mément dans A vers une fonction holomorplie sans converger aussi
uniformément dans toute l'aire obtenue en adjoignant à A les domaines
intérieurs à f^f-i^ . . . ,y / / , c'est-à-dire dans l 'aire bornée l imitée par
la frontière F.

CHAPITRE IV.
QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES POLYNOMES ÎÎ7/.(/s)

;1.6. Dans quel cas la suite des r ^ , ( z ) ne contient-elle (fiiiin nombre
limité de polynômes? — 11 f a u t et il suffit pour cela qu'à partir d 'un
certain rang^», tous les polynômes T./, soient identiques.Si. l'on suppose,
bien entendu, que le domaine D est de ceux auxquels ' s 'appl ique l'ap-
proximation par les D,, envisagée aux Chapitres II et 1.11, i l est alors
évident que la fonction /(^) fournissant la représentat ion conforme
de D sur un cercle est identique à r^, et l'on a

m 1 1 ^ == m,i == p ( l)on r loii L // ;i / /o ).

Le domaine D est alors défini par Inéquat ion

l^o^)^??

et il est clair que sa frontière F est composée d ' u n nombre / / n i d ' a r c s
analytiques et déllnie par | T^(^) ] = p. Dans ce cas, il faut évidem-
ment qu'à l ' intér ieur de D, l 'équation

7T^(.5) == a,

a étant un nombre complexe quelconque de module <^ G, a i t une racine
et une seule. Réciproquement 1\(^) étant un polynôme quelconque
pour lequel P^(o)= o, P,^(o) ̂  o pouvant être supposé égal à un, tout
domaine D défini par 11\[ <^ G, p étant un nombre quelconque suffi-
samment petit pour que dans D l 'équation I\ == a ait une racine et
une seule pour tout a de module <; o, sera an domaine I) pour lequel
tous les T^, à partir de l 'indice n^ seront identiques à. ï\. En vertu de
ce qui précède, toutes les fois que la frontière F de D comportera autre
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chose qu'un nombre fini d'arcs analytiques, on sera sûr, a priori, que
la suite des T./,(^) est i l l imitée. Envisageant alors un cercle C de centre 0
complètement intér ieur à 1), la fonction /(<?) étant holomorphe
dans C et sur C, et les r.n convergeant uniformément vers/(^) dans C
et sur C, le coefficient a,f' de ̂  dans T-.// aura pour limite le coefficient Ap
de ̂  (.lans le développement 'de f(^) en série entière, valable dans G.

1.7, Propriété des racines des r.//(^ ). — La propriété de imoimum, par
laquelle nous avons défini les ^/ ,(^) au Chapitre I, entraine des restric-
tions précises du domaine où peuvent se trouver les racines de tous
les polynômes. Pour le voir a isément posons ^ = = - , le domaine 1)
devient un domaine A du plan //, s implement connexe pour lequel le
point // === o:est un point intérieur et le point // === o u n poin t extérieur.
De même que la f ron t iè re F de D étai t tout entière située entre
deux cercles de -cen t re 0 de rayons r et R y celle ^ de A sera située
entre deux cercles de centre 0 de rayons .7 e t — Un polynôme

devient

P/

P.,/ ( .5 ) == z 4- ̂  s2 +'. . . 4- ff,t

f ï \ il11 -1 4- a. a11-2 -+•.. . 4- a,,

ou encore
P ( l\^ Q»-!^
ltl\^)~~~~U~

en posant
Q^_l (^ ) == a"-1 4- a^"-2-}-. . .+ Cfn-= (il — Ui)(u — U ^ ) . . .(U— Un~î}'

Les //, é tant l iés aux racines ^, , ^.j, ..., ^--j d is t inc tes de ( ) , d u poly-
nôme P/,('^') par les. relat ions

Le maximum de P/,( -'-) est a t t e in t sur la frontière (!) de A, Le poly-

nôme r.,, donne ra naissance à une fonct ion r.// ( ^ ) == ^^"- dont le
maximum //// / de la va leur absolue sur 4> sera le plus petit possible. Le
polynôme â-^,(^,) devra donc être tel que le- maximum de r^il

j4nn. Éc. Norm., (3), XLIV. — OCTOBRE 1927. ^9
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sur 4> soit inférieur au max imum de -^^(-/ sur <1>, Q,^ étant un
p o 1 y î î o ni e d i (le r e n t d e â^i., ^ ( ^ ).

Envisageons une direct ion o quelconque du plan n. A cause de la
c o n t i n u i t é de <1> qui est d 'a i l leurs un ensemble fermé borné, on peut
trouver deux droites O i , o^ parallèles à o et deux seulement telles que :
i° <1> soit située t o u t ent ière entre 0.1 et o\; 2° qu' i l y ai l au moins un
p o i n t de ^ sur ^ et un au inoins sur î,>; j ' appe l l e o, et o^ les droites
d'encadrement de <1> parallèles à o. Considérons un polynôme

Qn-i ( ( ( ') ̂  ( U ~ ti i ) . . . ( U — ^/-i )

dont une racine au moins ne soit pas e n t r e o , et o^ ( o u sur l ' une de
ces droites). Soit /^ cette racine. Considérons le pied /^ de la perpen-
dicula i re abaissée de l l ^ sur celle des droites O i ou o.j qui. est la plus
voisine de u^ Pour un p o i n t quelconque '^ , compris entre O i . e t o'^ ou
situé sur l 'une de ces droites, on a év idemment // — /^ | <^ [ a'. — i i \ \
sans égalité, possible. Cela est vrai en particulier pour tout.point de ̂ .
Considérons alors le polynôme

obtenu en remplaçant ^ par u^ dans Q/^. En tout point u de <l>i on
aura

I Q L , l < l < ^ i
et par suite

QL. Q.-i

d'où il résulte que le maximum de J;^i:-11 u/1 sur <t> est infér ieur à celui
Q.- ••Par sui te Q//_i ne peutpas correspondre à un polynôme r^,("^).de

Et ceci nous fourn i t une propriété des racines de tout polynôme â,/^ î (' u)
provenant d'un polynôme r^,(z) : ses racines devront toutes être situées
entre les deux droites d'encadrement de <ï> parallèles à une direction
quelconque o du plan, ou sur ces droites (1). Lorsque la direction o
varie de toutes les façons possibles, les droites, d'encadrement'enve"

( 1 ) Vidée de ces droites d'encadrement m'a été suggérée par un Mémoire de
M. Fejér.11



FONCTION QUI FOURNÎT LA REPRÉSENTATION CONFORME. 3o7

loppent le plus petit do/m/me connexe F contenant <1). Il en résulte que les
racines de tous les polynômes S/^, ( n ) provenant des r.,, { z ) devront appar-
tenir au plus petit domaine connexe F du plan a contenant <P ou. à fa
frontière de ce domaine. Ce domaine F peut être considéré comme
balayé par u n segment jo ignan t deux points quelconques de ^ lorsque
ces points varient i n d é p e n d a m m e n t . l ' u n de l 'autre, chacun d'eux décri-
vant tout $. En part icul ier i l est tout entier à l ' intér ieur du cercle de
centre 0 de rayon ^ qui con t i en t <I\ la frontière de ce domaine F
pouvant avoir des arcs communs avec la circonférence de ce cercle,
lorsque ^ a elle-même des arcs communs avec cette circonférence.
Puisque ^ entoure le cercle de rayon — de centre (.), le domaine .F
con t i en t évidemment ce dern ie r cercle. Remarquons enfin que F est
intérieur à tout cercle contenant <Ï>.

Revenons m a i n t e n a n t au plan j. Au domaine F correspond dans le
plan ;?, par la t ransformation j = -^? un domaine in f in i C contenant
en par t icul ier tout. ['extérieur du cercle de centre 0 de rayon R;
seront extér ieurs à (? tous les poinl 's intér ieurs au cercle de centre 0
de rayon r. De même que F étai t balayé par un segment de droi te joi-
gnant deux points variables de <1:>, le doma ine - C sera balayé par un
arc de cercle ainsi d é t e r m i n é : prenons deux points M et N quel-
conques de F et le cercle passant par ces deux points et par 0,
envisageons l'arc MN de ce cercle qui ne contient pas 0, et faisons
varier M" et N i n d é p e n d a m m e n t Fun de Fautre, chacun de ces 'points
décr ivant tout F, Farc MN balaiera le domaine C.

Les racines de tous les polynômes Tw,/(^ ) doivent appartenir à (? ou à
sa frontière. En particulier elles sont extérieures à tout cercle intérieur
au domaine I).

* {8. Propriété des points ou | T. / / (^) | atteint son maximum. •— Uii a vu
au n0 5 que r.,,\ a t te int son max imum m,, en n points distincts au
moins j , , jy, ..., ̂  de la f ron t i è re F du domaine D. Le domaine A/ /décr i t
par le point Z==i: / , (J) lorsque z décrit D, est alors intérieur au
cercle | Z [ == in,, et sa f ron t i è re 9,, touche ce cercle en n points au moins
transformés de z , , ̂  ..., ^//. S'il arrivait que y,/ ait un arc commun avec
le cercle j Z [ == //^, la considération de la fonction inverse de T://(.J), qui
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est cinal.vl.ique, montrerait, qu'alors F comprendrai t un arc analytique
transformé de l'arc de cercle considéré par la fonct ion inverse de r^(^).
^,, n'a donc certainement aucun arc commun avec |Z | == m,/ si F ne
comprend aucun arc analyt ique. Lorsque F est un con t inuum d'ordre
assez général , par exemple si c'est u n e courbe de Jordan, on sait que F
peut n'avoir de tangente en aucun p o i n t ; on connaît aussi l'existence
des points asymptotes d'une pareille courbe, c'est-à-dire de points ^o
tels que : lorsque ^ tend vers .^u en restant à l ' intérieur de D ' e t en
décrivant une l igne polygonale dont ;?„ est le seul point l imi te , l'argu-
ment de <? — ^o croît jusqu'à 4- ce ou décroît jusqu'à — a). I l est remar-
quable que tout point .:?/• de F où [ T.// ) devient égal à son maximum m,,
ne peut pas être un point asymptote, et plus précisément on peut
tracer un arc de courbe, ana ly t ique y/ passant par •:•; telle que dans un
petit cercle c, de cen t re^ / , les po in ts de D et, de F 'soient tous dans
l 'une des deux régions en lesquelles y/ divise le cercle r/. En efîet
en '^/ le polynôme Z=== r.//('^) prend la valeur Z/ s i tuée sur Z == m//.
Considérons la fonction algébrique ^ == X/<(Z) -inverse de Z == ^//(^},
auvoisinage d e Z / ; e l le t ransforme un arc suff îsam^men' tpet i tdc Z == ///-/,
entourant Z/ en une courbe analyt ique y/ passant par ^/ [ s i ^/ é ta i t un
zéro de T^(^), Z/ serait un point critique de X'^(Z), et l'on aurait deux
arcs analytiques se coupant en :?/• sous un angle partie al iquote de T/J.
Si l'on envisage dans un petit cercle C/de centre Z/-de rayon R / l a . partie
de ce peti t cercle intérieure à |Z| <^ // / / / , i l l u i correspond dans le plan ^
u n e petite aire c; l imitée d'une part par y/ et d^utre part par un petit
arc de courbe analytique provenant de l'arc Z — Z,) == B, in té r ieur
à |Z|<^/^,/ . Cette aire c^. contient tous les points de I) sutîisanirnent
voisins de^:; si Von envisage ma in tenan t un petit cercle c< | ^ — ^,: <^ r/
(r/- assez petit), on voit que la partie de < .̂ intér ieure à c; contenant tous
les points de I)+F intérieurs à c/ sera tout entière dans l 'une des
deux régions en lesquelles l'arc analyt ique y/- partage le cercle c/. La
courbe y/- (qui, on. l'a vu, peut comprendre deux arcs se coupant en. ^/
sur un certain angle) joue donc au voisinage de ̂  pour F le rôle que
jouaient les droits d'encadrement du n0 17 : en aucun cas -^ ne peut
être un point asymptote.

'19. Influence d'une symétrie de 'D par rapport à une droite passant
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p a r ( ) . - Par u n e s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e [\" ^] on peut. toujours sup-
poser que Faxe de symétrie de I) est l'axe réel. Montrons qu'alors îo^
les r.^z ) ont leurs coefficients réels.

Soi teneI Ïe tT: , ( J )= ;+a^ L i +. . .+a ,^ / / l epo lYnoîne^de degrés
Si ses coeff ic ients n ' é t a i e n t pas tous réels, le polynôme X//(Y) défini.
par

X,» ( z } z=. z + a,, 32 -4- :. . + ^/i s",

où a / e s t le nombre complexe conjugué de a/, serait dist inct de ^ et
normal en 0. I l est v i s ib le que la valeur de X// au point r conjugué
de j est un nombre conjugué de ?://( j) et qu'on écrit

X,,(,3)=:^(^).

Lorsque ;; décri t 1), .- décri t D et réciproquement. Le max imum du
module de X//( ;?) dans .1) est égal au max imum, du 'module de ^^T) ou.
de ^/(J) dans D, c'est donc m.,. Si X/ / (^ ) é ta i t d is t inct de T:^), il y
a u r a i t deux polynômes d i s t i n c t s de degré n dont le m a x i m u m du
m o d u l e dans I) serait in,. C/est imposs ib l e . Donc {ous les a/ sontvéels.
îl en résu l t e que les po in t s de F où j ' ^ ( ^ ) j a t t e i n t la valeur m,, sont
répar l is par couples, s y m é t r i q u e m e n t a l'axe rée l , except ion faite
de ceux q u i p o u r r a i e n t être réels.

20. Injliience ( { ' ( / n e symétrie de D par rapport à (). — Montrons
que, dans ce cas, tous les r.,,(^) sont impairs.
. Si en effet ^/(J) n 'é ta i t pas impa i r , considéronsX//(J ) == — r^(— j),

c'est un polynôme de degré n normal en ( ) et d i s t inc t de ^(J); on
reconna î t i m m é d i a t e m e n t que le maximum de | X / / ( " ^ ) | dans I) est
comme ce lu i de |î^(^)i égal à / / / / / . Cela é t a n t impossible, il faut
que X / / ( j ) soit ide 'nt ique a T.//(^ ), c'est-à-dire q u e r.,, soit impair.
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CHAPITRE V.
, GÉNÉRALÎSATIONS DIVERSES.

REPRÉSENTATION DE f(x} PAR DES SÉRIES DE FRACTIONS RATIONNELLES.

21. La possibili té d'approcher indéf in iment la fonc t ion f ( ^ ) p^r
les 'î^(^) repose, comme'on. l'a vu, sur deux faits :

i° Les maxima nin des | r./, dans D tendent vers p en décroissani ;
2° Toute fonction l imi te des T.//, dans I), est ide.ntique k f ( ^ ) comme

possédant la propriété de m i n i m u m caractéristique de f ( ^ ) : ce
deuxième, fait résulte du premier, soit qu'on r a i sonne comme 'nous
l'avons fait au n° il 7 soit qu'on évalue le maximum de | T.,/, — f\ dans A,
en prenant pour variable Z ==/(:;) au lieu de ^, et mon t r an t que ce
maxi mum est •< B (m,, — p ).

Il en résulte que toute fonc t ion 9 / / ( ^ ) ho lomorphe dans ï), normale
en 0, dont le maximum de la valeur absolue dans I) tend vers c,
tendra aussi vers /(^) dans D, On peut utiliser cette remarque pour
donner plus de souplesse à la méthode exposée précédemment en
variant l 'expression analyt ique destinée a tendre vers/(':?).

22. Une première façon de procéder consiste à remarquer que r.,,
est une fonc t ion holomorphe dans le plan complet ( ' ) , sanfà F infini
où el le a un pôle d 'ordre ^n et à considérer, plus généralement , des
fonct ions ra t ionnel les R,/, normales en 0, holornorphes dans le p l an
complet , sauf en un point a extérieur à I), où H/, aura un pôle
d'ordre ^/i. R// est alors de la forme

.. Cti 0^ Cini>":=ff]•+.--.-+rT=^+•••+^—7T''••
les ii[ étant constants avec R,/(o) === o, R/,(o) == ï , ce qui donne deux

( 1 ) Le plan complet est le plan de la variable s complété par le point z =s co.
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relations l inéaires distinctes entre les a^ ne laissant subsister dans R/,
que n — i paramètres linéaires indépendants, comme dans T-^.

On peut , en ra i sonnant comme au Chapitre ïy démontrer Vewslence
d ' u n e R^ nnufiie que nous appellerons iR,,(^), telle ,que, le maximum
de sa valeur absolue dans D étant appelé ;^, et le maximum dans D
de la valeur absolue d 'une ]{/, différente quelconque étant appelée ̂
on ait toujours \^,, <^ u^ ; [i^ est la borne inférieure des nuixirna y.^ rela-
tifs à toutes les R,, considérées. [ Ici il n'est plus nécessaire de sup-
poser D borné, mais simplement que D laisse à découvert une région
du plan à laquelle appartient </.] Il est plus rapide de mont re r que,
pour un changement de la variable ̂  l 'étude du cas présent se dédui t
de celle des '^(^ ).

Faisons en efÏet un changement de variable sur ^, qui envoie a à Vin-
f ini , qu i conserve Porigine, et conserve les propriétés des R,, en 0,
.]:{,/o) == o, R^(o") == i . Nous poserons

5 ,, aufi -==. /. ——— . d ou z === ———? ,z — a 11 — A

A étant une constante ; pour ^ == o u == o; pour s == a 11 === ce..
Le domaine D décrit par ;? devient un domaine Di décrit par a.

• .̂  == a était extérieur à D, donc u == -x sera extérieur à D i . ô ^ s t -
à-dire que D,, sera borné.

Posons ».[^\ =>-„["],
La fonc t ion Pn(u) devient un polynôme de degré $/? car

.-Ï=Î.=À"'-;•'•
Donc

a, , / / / — 7 . \ 2 / ; (—7A'1

^"^^^"-^^^['^r) ^•••^^[-ar) •
On a

P^O) = P,,(o) == o, P;.(o) = R;,(o) (^)^ = (^)^,

car ft;,(o) = i.
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P/,(^) sera normal en 0 si
^\
v^ /O

Or
^\ _ _ _ _ ^

^)^~v
az et a

a •on- prendra donc A = — a, c'est-à-dire // = ——3 ^ = --— et l'oni • a — s a 4- u

aura en P.(//.) = = R / , -al/— des polynômes de dearé "^n normaux/ \ / ^ ^ _^_ ^ j i .../ cj ~-
en0.. • • ' ' '

Dès lors, au polynôme T^/O/ ) de degré ^ / / , correspondant au
domaine D, , correspondrala cî"l,,(J) unique, relative au domaine I),
dont on a parlé précédemment, et pour l a q u e l l e le maximum de c^/<(^ )
dans D a la plus petite valeur possible. On aura

i^(Z)=::T!:n

Les T^(^) ont pour l imi t e , uniforméiïient dans tout domaine A, inté-
rieur à cD, D i , la fonct ion Z = = / i < j / ) , normale en 0, qui fait la
représentation conforme de 1), sur un centre Z | = c . Il, s^ensu i t que
les iK,,( ^ ) == T.n ( — ^ — ) auront pou/' llnuto, iinif()rfnérnefit dans toiut\a — z )

[ ftf>
domaine A intérieur à D, la fonction Z = /'i —'— = f '(^). normale11 (X — .-S * ^ /

<m 0;, y/^* yrtzï la représentation conforme de D sur \ Z | = = = p. Le
maximum ^ de c^(J)| dans D est identique à celui de |î"^,(^)|
dans D, qu'on appelle m^. La différence \f(^)— ̂ (;J) | ̂  de l'ordre
de ( a/, — c ), comme l'était r.,,('u") — J\ Ça ) [. La généralisation actuelle
des r./, aux ̂  est donc immédiate.

( 1 ) Dans le cas ou D est un cercle de centre 0 on sait que T!:/I== s, quel que soit n,
et/(,s)==z.
; Si D est un cercle contenant 0 mais n'avant pas son centre en 0, soit <<• ie symé-

trique de 0 par rapport à ce cerchî; par //,==; ———? D devient nn cerchi Di de
€(/ ""--" JZ

centre 0, pour lequel 'r^(^):=: u. On en déduit que les < ,̂ de pote a, relatives à D

sont toutes égales à —^— ainsi que la fonction f{s) elle-même*
Ci —"• S
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23. Une généralisation plus étendue se présente de la manière
suivante :

Donnons-nous a priori des po in t s a , , a.j, ..., a/,, ... en nombre .fini
ou i n f i n i , fixes ( i ) ou mobiles à rinîéneur d 'u î î . domaine cD exté-
rieur à I), et considérons, n étant donné, toutes les fonctions ration-
nelles R, / (^) , normales en 0, n 'ayant dans le plan complet que
// pôles au plus, simples ou mult iples , dont la somme dey ordres^rnî'^n,
ces pôles é t an t des po in t s a,. Envisageons l 'ensemble des maxima A/,
des | R//( -^ ) ] dans D. Le maximum À// d 'une | R / / | dans D, dépend, conti-
n û m e n t des coefficients arbitraires figurant dans la R// considérée et
aussi des pôles a/ mobiles. Lorsque ces coefficients varient, ainsi que
les pôles de la R,/, A// a une borne inférieure y;,, certainement atteinte
par une R/, au moins que nous appellerons dl,/, bien que, a priori, nous
ne radiions pas si elle est nécessairement unique. Sans d'ailleurs
approfondir cette question de l ' un ic i t é de <Jl/,, remarquons simplement
que si, pour un des points, a, par exemple, de l 'ensemble a/, on déter-
mine la R,/^) == T.,, (—^1^—) étudiée an n0 22, on est sûr que si ;j^,estle
maximum de cette [ R / / J dans D, on aura certainement y,,$ y ' n - La suite
décroissante-dés q,, a donc pour l imi te- p, rayon de I), comme celle
des '^. 11 en résulte que , dans tou t domaine à intérieur à D, la suite
des cR,, a pour limite f ( ^ " ) et uniformément , la convergence étant de
l'ordre de ( / / „ — î)

\f{z) ~ a ^ z ) \ < C(qn-o) < C(^— p),

• G ne dépendant que de A et I) et non de l'indice /?., ni des a/.

24. U n e dernière étape de généralisation sera la suivante :
Toute expression analytique susceptible d'approcher d'aussi prés

qu'on le veut une fonction holomorphe dans une aire a\ et cela u n i -
formément dans toute aire A in tér ieure à cD, pourra jouer le rôle
qu'ont joué les fonctions ra t ionnel les dans tou t ce qui précède. Le
.succès de la métiiode tient en effet, comme on l'a vu au n° 10, à ce
que, si I\ cont ient I), on peut trouver un polynôme P/, qui, dans D,
diffère de-^^ de moins ,de £./, d'où il résulte que ^ 4-^P/, est un

( 1 ) Si l'ensemble des a; fixes est infini, on le supposera fermé,

Ann, Ec, Narrn., (3), XLÏV. — OCTÛBKE ïy^. • 4o
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polynôme normal en 0 qu i diffère de f\ de moins de £.', [/., est la
fonct ion de représentation de I\] : on en a déduit au, n° 10 ce fait fon-
damental que les ////, tendaient vers p ; si donc on envisage une expres-
sion analytique holomorphe dans D dépendant de 7?, paramètres, ^pou-
vant être aussi grand qu'on le voudra; si l'on détermine parmi, celles
qu i sont normales en 0 celle (on celles) don t le maximum de la
valeur absolue dans D est le plus .pet i t possible et si Fon appelle S/,
u n e de ces expressions minimantes , le maximum de |S/J dans .1)
é tante , la suite s,, tendra vers p quand /? t end vers l ' infini , toutes les
fois que les paramètres de, l'expression sont suffisants pour permettre
d'approcher i n d é f i n i m e n t toute fonction holomorphe dans un domaine
donné. La fonct ion S,, tendra vers f ( ^ ) dans D. En par t icul ier on
pourra , envisager pour les S/, des fonc t ions af^'éhrù/nes holomorphes
dans un domaine contenant I). Nous nous contenterons ici de signaler
ces extensions possibles de la méthode exposée aux précédents
Chapitres.

25. Divers problèmes se posent aussi lorsqu^on laisse moins d'ar-
bitraire dans le choix de l ' i n s t r u m e n t de représentation. En voici un
exemple :

Revenons aux fonctions rationnelles dont les pôles doivent être
obligatoirement pris dans un domaine fermé d) extérieur à D, et sup-
posons qu'on ne considère que celles, normales en Oy dont le nombre
de pôles est ^n, chaque pôle étant simple. Il yen a au moins une, T / / (^ ) ,
dont le m a x i m u m t,, de la valeur absolue dans D est le plus pet i t pos-
sible : les l,, t e n d e n t - i l s vers p? II suffit d 'examiner si tou te fonc-
tion F(-j) holomorphe dans un domaine D, contenant D^ pent être
arbitrairement approchée par une Ï// à pôles simples pris dans cD. Or
elle peut d'abord être approchée par une fonction rat ionnel le B ( ^ )
ayant un u n i q u e pôle i n t é r i e u r à ^0. Ensuite, en considérant dans R( -; )
chacun des termes -—i——, on peut le considérer comme la l i m i t e{z—aY ï

de /• fractions à pôles simples ayant leurs pôles aux points racines
de (^—r/y'^^' J £ nombre positif qui. tendra vers zéro'j ; c'est-

à-dire qu'on pourra trouver une somme V;;——qui, dans D, diffère
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A.3 ^—^L-^ ^le moins de'r^ arbitrairement petit, les a-i étant intérieurs\z — ^') 'de

à D et suffisamment voisins de a. De cette manière, B(j ' ') pourra être
remplacée par une fonct ion à pôles simples, avec telle approximation
que l 'on voudra dans D. Par sui te les ï/, satisfont bien à là condit ion
signalée au début du n° 24, les l,, tendent vers p et. 1\ tend vers/C^ ).

CHAPITRE Vl.
AUTRE ASPECT DE LA QUESTION. REPRÉSENTATION CONFORME SUR UN CERCLE DE RAYON Uîl.

CONCLUSION.

26. Reprenons le polynôme r^C^) correspondant a D, borné, conte-
nan t 0. On a vu que | r.., ^w// dans I)-h F, et si P//(» est un autre
polynôme normal en 0 pour lequel F// ^m;, dans D -+- F, on a m^rn^
Envisageons les polynômes

TC/i _ ^
m^ ̂  tUn,

-4- a.^2-^-. . .4" a/, s'1 et
^^J
m,, m

'- -r- ^^-r-. . .-+-(3^1.

Le maximum de ^ dans 1) est, comme celui de ^ . égal à l'unité.
Et puisque /7^< rn^ on aura

i i
m,, ̂  m/,/

Or si l^on pose
j^
ni, : -^n ^ pn -P——j- —— y./ ̂ ,

on a
—=<(o) et ^-=/4(o).
iHn "ln

Le polynôme CT,/(» a donc cette propriété, qui est en quelque sorte
duaiis t ique de celle de T^)[ce fait se rencontre dans tous les pro-
blèmes isopérimétriques du calcul des variations et dans tous les pro-
blèmes d'extremum lié], /^^^z^/z^foypo^/^m^p/^^), nuls en (), in/é-
rieurs en valeur absolue à l'unité dans tout D, il y en. a un et un seul ̂ n(^ ).
ayant une dérivée «o), positive en 0, et supérieure aux valeurs
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absolues des dérivées en 0 de tous les polynômes p^(z) considérés.

Les l/^(o^ [ .== — ont en effet pour borne supérieure la quantité^/i
^=^(0),

atteinte par le polynôme î^(^).
De ce point de vue on aurait pu définir directement ^ n ( ^ ) el l 'étudier

comme on l'a fait au. Chapitre 1 pour T^(^). Nous n'insisterons pas
là-dessus.

Lorsque n devient inilniy//^ tend vers p et par conséquent

Vim^^z) =:̂ lim ̂ (z) =-. J^ =": .A(s),

uniformément dans tout domaine A intérieur à I). Or Z = f(^) trans-
forme D en un cercle Z j <^ p. Il en résulte que Z, == /, (:?) transforme D
en un cercle [ Z i |<^ [ et de telle manière que/ '^Co} > o comme toutes
les quantités t^(o).

Les1 CT,,(^) ont donc pour limite, uniformément at teinte dans- tou t A
intérieur a Dy la fonction qui représente I) sur le cercle unité avec conser-
vation de l'origine et des directions d'axe réel à l'origine.

Chacun des ^ / / ( ^ ) transformant î) en' un domaine d^ intérieur
à |Z, | <^ î, et dont la frontière touche | Z, | == î en n points au inoins,
on s'explique que d,, ait pour limite le cercle Z, | <^ ï .

27. Les questions étudiées au cours du présent Mémoire en sou-
lèvent d'autres sur lesquelles nous reviendrons prochainement. Que
devient la suite des T:/,, lorsque 0 n'est plus intérieur à D mais se
trouve sur la frontière de D? Que devient-elle lorsque D n'est plus un
domaine, mais un continu sans po in t intérieur, auquel appartient ou
n'appartient pas O? La -convergence des T./,, vers f ( z } s'étend-elle à
la frontière de I) lorsque F est une courbe deJordan simple fermée?
Comment varient les polynômes n/.,, lorsque I.) se déforme? Nous verrons
que la réponse/à ces questions est intéressante; signalons des mainte-
nant les points principaux de cette étude dans deux Notes des Comptes
rendus (t. i84, 9 et ^3 mai- 1-927, p. 1107 et 1227) que nous déve-
lopperons ultérieurement.


