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SYSTÈMES CONJUGUES ET AUTOCONJUGUÉS
D'ESPÈCE v

CT

LEDR TRANSFORMATION DE LAPLACE

PAK M. BENIAMINO SEGRE

1. M. E. BompianL dans un remarquable Mémoire qui r emonte
à l 'année 1922 (r), a i n t r o d u i t la très importante conception des
doubles systèmes conjugués de courbes, d'espèce ^ quelconque. Pour
^=:i on a les ordinaires systèmes con jugués : mais, tandis qu 'une
surface de E,,, dès que n dépasse /i, n'a pas en général aucun de ces
derniers systèmes de courbes, el le c o n t i e n t toujours quelque système
conjugué d'espèce v su f f i s amment grande; bien plus, pour n impair et
(.o-al à 2 v 4- i, l 'un , des deux systèmes ce' de courbes peut être donné
arb i t r a i r ement , et alors en conséquence on peut déterminer, et
généralement de façon un ique , un autre système ce' qui, avec le
premier, constitue un double système conjugué d'espèce v.

La théorie des ordinaires systèmes conjugués porte de la manière
la plus na ture l le à considérer les systèmes yasymptotique^ qui se
présentent ainsi comme les systèmes autoconjugués de première
espèce. De même — a observé Bompiani — sur les surfaces de E;, les
lignes principales de G. Segre paraissent comme les systèmes auto-
conjugués de deuxième espèce.

Dans la pre-mière par t ie de ce t r ava i l , je considère les systèmes
autoconjugués d'espèce v que lconque , dont je donne une définition
directe.' Après avoir donné quelques propriétés de ces systèmes et
des doubles systèmes conjugués d'espèce v, j 'étends à ces systèmes

P) E. BOMPIANI, Sislemi coiùif^afi Sicile superficie deffli iperspazi (Rendic.
Cire, Mat. di Palermo^ 46, i9-2->-, |). 9^'

^inn. Èc. Norrn., (3), X.LÎV. — MAI 1927. 20
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(pour les premiers exclu le cas v = = i ) l 'ordinaire et bien connue
transformation de Laplace des doubles systèmes conjugués de la
première espèce { i ) .

La traduction âii^^tique de ces résultats fournit un procédé de
transformation de certaines, équations différentielles d'ordre quel-
conque v + - i ^ 2 , procédé qui , pour v==i , se réduit à la classique
méthode de Laplace pour les équations différentielles du deuxième
ordre. Ledit procédé est exposé dans la deuxième Partie. Avec tout
cela, la belle théorie de M. Bompiani se trouve complétée dans
quelques points essentiels.

PARTIE.

I. — I,eg systèmes autoconjugués d'espèce v.

2. Considérons dans un hyperespace une surface S quelconque : les
plans qui la touchent dans deux points inf iniment voisins ont un poini
commun (présentent, comme dit S. Lie, la vereinigte Loge). Si donc
nous prenons une courbe A générique de S, et sur elle un point P, les
plans qui touchent 2 en P e t ' dans les v — i points de A consécutifs
li P, appartiendront à un espace Ë dont la dimension ne surpasse
pas 2v. Nous supposons que la dimension n de l'espace d'apparte-
nence de £ soit
( i ) n. > 9. v -{- \,

el par conséquent ta d imens ion de S sera précisément 2v.
On voit très aisément que l'espace S con t i en t toujours le E./ oscillateur

à la courbe A dans le point P, sans en contenir toutefois en général

( l) Cf. G. DAnBOUX» Leçons sur la théorie générale des surfaces^ 2e édition 1 9 1 3 ,
^ partie. Livre IV, Chap. î et 1 1 , notamment les n015 329 et 33.^.

G. SEGHE, Su. una classe di superficie degli iperspazi legate colle ec/lUtzIoni
îineari allé clerwate parziali di 2° ordine (Aiti R. Âccad. délie Scienze di
Torino^ t. 4^, 1907, p. 1047, n08 16, 17, 18).

Quelques-unes des propositions démontrées dans le présent Mémoire, sont contenues
dans la Note de l'auteur : Généralisation de la transformation de Laplace
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ t. 1835 19*26, p. P248).
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le E ,̂, oscillateur. Et bien une courbe À de S, telle que clans chacun de
ses points P, l'espace S construit comme on. a dit contient le relatif E,,.,.i
oscillateur, rappellera une courbe antoconj liguée d'espèce v de E.

Cette locution sera justifiée ensuite (11°()). Cependant, dès à présent
on voit bien qu'une courbe autoconjugaée de première espèce n'est
autre chose qu'une asymptoucfue^ tandis qu'une courbe autoconjuguée
de deuxième espèce est simplement une ligne principale ( ' ).

3. Pris dans le E/, ambiant des coordonnées projectives homo-
gènes Xi (pour i == o, i, . . ., 71), soient x = x(u, ^) (2 ) les équations
de S. Si À est une coarbe de S, d'équation ^ == i '(//), le:E,+, osculateur
à A dans un de ses points ¥ ( u , r) est l'espace qui joint les points

cix d^x ^V-M x
^ • xî -du' ' t > 5 3^5 Tlu^5'

o n , si pour abréger l 'on pose
„ ^-i-/t^ / . ,. /„ à'^^'i/'-=. ——— en particulier : ^•'"rr: --.—.

àieà^ \ 1 au1^/7.^, €L^V i en particulier : -̂-r —— , ../.>on:
^)//»/)p^ \ I ou1

on a

\ dx =.y'<>+(^o^
du
d^ -^ ^-{-a^111 -4- ̂ "i^-+• ^^01 ,
a^'-^

^-x == ^:104- Sp^r^' 4- S^^^'2^ ^/:1^0:!4" SP^^" + ̂ ^1)2) •H- ^^<tl,
du/'

(3) f ^f .==^^'+4^^;' l-+-6p/2^2+4^:!^ l;!+^^o'
\ du11

+ 6 ̂  (^-h- a ̂ /^1 2 + î.^2^0^) 4- 3 t^;02 +4 P"(^" -4- ̂ ^) + t^"^01,

^Ï — x^-^r^V'^ -1- 10^^-4- I0î-l/;i^;i:î4- 0 ̂ '<^u-4- P '̂.;^0'"1

^^/p> ,
^.î0^(^' 4- St^2-!- Si^2^'^-- c^^04)-!" ï 5 ̂ (^^ ̂ ^)

\ ^ jo ̂ '(^l + ap^lîi 4,^/2^0=;,^ (/^.02)+ 5 ̂ (^" -h-t^^^+^Vl^l,

f 1 ) C/. G. SEGRE, Le linee principali di una superficie di SB e una propnetà
('araUeristica délia superficie di Veronese {Rcndic. jR. Accad. deiLincei, 5e série,
t. XXX.,, p, -200, n0 3).

( 2 ) Avec ime convention qui s'explique de soi-même, ici et dans la suite, les indices
inférieurs sont sous-entendus.
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L'espace S (dont au numéro précédent), relatif au point P de la
courbe /. considérée, est l'espace qui jo in t les points

à
au

à
àv

' " x
u'11

dx
X^ —,-y

du

à dx
ou. du

à dx^ .,.,.,„„..,., y
w du.

à 6/m-l x
au da"1-1

d^-1 x
' B ' du^ 3

à c^-^x
' ' à a du^ '

à d^ x
' " 3 àv du^-1

, à d'11-^ x
' ( àv ^m"l/

Or, on a

ce qui mont re que les points (4) d^ 1̂  première ligne qui suivent le
premier dépenden t l inéairement des restants, et par conséquent S est
bien en général de d imens ion 2^. On voit , en outre, que l'espace S
cont ien i généralement tous les points (2) sauf le dernier , et donc
aussi le K, osculateur à /. en P, mais non le E.,.,, oscillateur.

De ce qui précède, on conclut que si nous vou lons que A soil
une courbe de S autoconjuguée d'espèce v, i l faut et il suffit que,
pour t '^r^), soit nu l le la matrice suivante :

à
^

à
d,i x'

à dx
au du

à cU
à^ du 7

à
au

à
' " ' ^

^-'..r
au^-' J

^-'.^
du'-^ 7

d^ x
du^

^)

\. La rnatrice (5) a TI-+- ï l ignes et 2v -f- 2 colonnes , et se rédui t à
un dé t e rminan t pour n ==20 -4-i. La précédente condit ion est donc
équivalente à n — 2^ équations différent ie l les aux dérivées ordinaires,
pour la même fonction inconnue c^rc^); elle ne pourra être
remplie si /<> 2^-4-1, tant que la surface 2 donnée est générique.
Bornons-nous donc pour le moment au cas où / i===2v-h ï . Dans ce
cas,, la surface 2 cont ient sûrement un nombre i n l i n i de courbes au to -
conjuguées d'espèce v, c'est-à-dire les courbes intégrales de l ' équat ion
différentielle qu'on obt ient en annu l an t le dé t e rminan t (5).

( [ ) Avec celte écriture, j'entends représenter la rnatrice
s'obtiennent en substituant, dans chacun des termes f 5 ) , à
néesxi(u, y) (pourz=:o, ï , ..., n) du point P de ^. En outre,
par hypothèse subsiste la ( ï ) .

dont les diverses l ignes
x les diverses coordon-
on doit se. rappeler que
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Pour dé te rmine r l 'ordre de celle équat ion; , remarquons d'abord
que, p o u r m > 3 , on a
,/. c l " 1 ,î: àx à dx [ i^\ , à d^ ̂(6) -—— -=i v { / l " —• -c- /m''^"" — — + ^--'1 — -— -+-. . .,v / du'" ô^ <)v du \2 / àv dit1

les termes non écri ts con tenan t seu lement des dérivées de la c ( / / )
d'ordre in fé r i eu r a ni—2. En effet , pour la dernière des équa t ions (3),
la (6) est vér i l i ée pour /y /===:" ) , et a lors on la démont re a i sément
p o u r ///. ^> '> quel.conque, en a p p l i q u a n t la méthode d ' induct ion
complète. Si l 'on se bo rne aux. deuK premiers termes, la (6} est valable
aussi pour m =3 et /// .-=4? comme i l . est év iden t d'après les (3). En
supposant ^ ; /• /4 on a donc, pour ce qu i précède,

(7)

en n'écrivant que les termes q u i c o n h c n n c n t les dér ivées de la ^ Ç i i )
d'ordre .plus ^'rand ou é.^'al à v - - - i .

Dans le développement du dé te rminan t (.j^, ces dernières dérivées
peuvent s e u l e m e n t p r o v e n i r des termes (7) ; on voit alors a isément
que, à r éduc t ions fai tes , p a r a i t s eu lement la dérivée d 'o rdre v — r , et
a / / premier de^re.

Pour v== i , / / = = 3 , l ' é q u a t i o n considérée, pour les (3), (5), s 'écri t
s i m p l e m e n t

| .r00 .^l(' .:r1" x^-\- •^^/•" -4- (^./• ( )>J 1 = 0 ,

et el le est l 'équation différentielle des asymptot iques de la surface 1;
deE,.

Pour'.>==2, // .--=• :^ ladite équation devient

[,r"° x^ x^ .:yt'(14- (''.r" ./-H -}- v'a^ x^ -I- 3 ('/..^1 + 3^"\.r1' 4- P'^31 == < > ,

et elle est l ' équa t ion d i f f é r e n t i e l l e des l ignes p r inc ipa le s de la
surface E de E;..
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De même pour v === 3, n== 7, elle devient
^00, ^V^01, ̂ 4-(/.z-'i, ^î i+^^o^ ^io^.^t»/^1-!-^'2^12^- (<r",

.r21 -+- 2 ^ / ^ 1 2 -4- c/2^ + t^02, ̂ (0 4- 4 î^^1 -4- 6 v^x^ -+- 4 ̂ /:! ̂ 1 ;; 4- i5"' ̂ <)

_ •-•o^/y.oot1"-.^"- ==o,

et celle-ci est pour la <'(^) u n e équation d i f fé rent ie l le du deuxième
ordre, quadratique dans la v'\

Nous avons donc en conclusion :

Une surface S générique de E,, na pas de courbes autoconjug'iiées
d'espèce v ,nn'^> 2 v + i ? tandis quelle en a un nombre in fini si n ===: 2 v "+" i.

L<?.? courbes autoconj liguées de première espèce sont lea asy/npiotiques,
et effectivement si n = 3 on en a deux systèmes ce1 .

Les courbes autoconj'liguées de deuxième espèce sur une surface de E;.
en sont les lignes principales^ et Von en a généralement cinq systèmes^ .

Les courbes aiitoconjuguées de troùième espèce sur une surface de E;
sont co^, et Von en a généralement deux qui passent par un point donné
en y touchant une droite donnée.

Enfin une surface générique de Ea ,̂, avec v ^4» ^ oc'' ' courbes auto-
conjuguées d'espèce v, dont on en a une et une seule qui contient un
élément générique fixé <S(v — 2) ( ' ).

5., Nous appellerons, système autoconj ugué d''espèce v, un quelconque
système oc1 de courbes autoconjuguées d'espèce v d 'une surface I;.

En conservant les nota t ions du. n,° 3, si sur 2 on a un système
autoconjugué d'espèce v, nous pouvons prendre les courbes de ce
système comme courbes r==const . Dans ce cas les formules (3) se
simplifient, en se réduisant manifestement à

d^x
________ ——— /y./»()

"du^ '

et en conséquence la condition considérée à la fin du n.° 3 s'écrit
(8) ] x, x^, x^, . . ., x^\ ^Ql, ̂ \ .. ,, ^v-1'1, ̂ 4-^ | -== o.

(1) Avec cela nous entendons dire br ièvement , que de la courbe cherchée on peu t
donner arbitrairement nn point et les Ei, Es, ..., E,̂  qui doivent l'osculer dans ce
point.
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La (8) exige que les ,z'/ doivent satisfaire à une môme équation du
type suivant :

(9) 2AfûJC/(1+2A( l t r / '==oî

et inversement.. Donc :

Afin qu'un .système oc1 de courbes constitue sur une surface S un
système autoconjuguê (l'espèce v, // est nécessaire et su f lisant que si Fo'n
prend ces courbes comme lignes ^=.const.^ les chantonnées projectiles ef
homogènes x,,( //, c) des points de 2; satisfassent à une même équation
différentielle linéaire (F ordre v -+- s du, type ("<)).

(). Ayant une courbe A sur une surface Z;, considérons pour chaque
point P de X, l'espace S" qui contient les plans qui touchent I; en P el
(supposé vr:'^) dans les ^ — '2 points consécutifs à P sur À. Pour ce
que Pon a. dil an n" •2, S* aura en général la dimension 2^ — 2, et sera
joint à K/ oscillateur à A en P par un espace £T de dilnension ' 2v— i.

Construisons de ineine l'espace û qui jo int le E,, i oscillateur a. À
en P avec l'espace S déjà considéré au n° 2.

On vois; 1 res fac i le îneni que deux consécutifs des espaces il* sont
dans un même espace iï, et alors, en se rappelant la définition
donnée au n° '2, on voit aisément que :

Si l'on a une courte 7. d'une surface ÏI, construisons pour chacun de
ses points P les espaces £T et iï ( l u i joignent on/o/me/nen/ le K, et le Ë,,, i
oscillateurs à A en P, avec les plans qui touchent ^ en P et respectù'ement
dans les ^ — 2 et les ^ — s points consécutifs à P sur A (avec v î î '2) . On a
alors les deux conditions suivantes — é(pwalenles entre elles — dont
chacune est à la fois nécessaire et su f/isarUe a / l f i que la courbe A de S
soit autoconju^uée d'espèce v :

a. Les x1 espaces û*, relatifs aux divers poinis P de À sont les E.,-^ ,
oscillateurs d'une même courbe que nous appellerons X_i 5

l). Les cc1 espaces Û^ relatifs aux divers points P de A, ont seulement
la dimension ^v, et sont les E.̂  oscillateurs de la même courbe Â_( .
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H. — Les doubles systèmes conjugués d'espèce ^.

7. Suivant Bompian i , un double système conjugué d'espèce v se
compose de deux familles x' de courbes, 9' et ^\ tracées sur u n e
même surface S, telles que si nous considérons u n po in t P de S,
l'espace E.^ qui cont ien t les p lans qui touchent S dans les v points
consécutifs à P sur la courbe, ^ de la première f ami l l e qu i passe par
ce point, a une droi te en commun avec le plan tangent à 1 dans P, et
cette droite est précisément la droite tangente en P a la courbe ç" de
la deuxième famille qui contient ce poin t ( ^ ).

En se basant sur cette d é f i n i t i o n , on démontre très a i s é m e n t les
deux propriétés suivantes , dont chacune est à la fois nécessaire e(
suffisante pour que le système soit conjugué.

a. Les E,/ oscillateurs aux courbes de la première faimlle dans les points
d'une même courbe ^" de fa deu.rieme, touchent une même courbe, ( j u e
nous appellerons cp'i (2).

b. Les droites tangentes aux courbes de la deuxième famille dans les
points crime courbe c/ de la première forment une surface réglée dont le
premier indice de dé^eloppabilùé est^ (:!), cv est-à-dire que les génératrices
de ladite surface sont dans les E,/ oscillateurs d ) une même courbe^ que
nous appellerons •yL,.

<S. Supposons qu'on ait sur une surface S de En un double système
conjugué d'espèce v de courbes (y7, y"). Pris dans E,-< des coordonnées
projectives homogènes x^ soient x = xÇu^ </') les équations de S.

( 1 ) On doit bien remarquer que les deux familles du système (que je distingue par
les adjectifs première et deuxième} n'ont pas pour v >-r des rôles échangeables
[ cf. Mémoire cite dans la note ( } ), § 3|.

( 2 ) Cette propriété peut être dérïumtrée avec des simples considérations synthé-
tiques : analytiquernent elle découle des développements du numéro suivant (voir la
note de la pag'e r6i).

( : î) Pour la signification de cette locution et les propriétés qui s'y rapportent, voir
E. BOMPIANT, Alciine propriétà prolettivo-df.jj'erenziali dei sisfem.i di rette negll
iperspazi {Rendie. Cire. M.at. di Palermo, t. 37, 1 9 1 4 , p. 3o5).

La propriété b. se trouve déjà dans le travail cité dans la n o t e ( 1 ) , du paragraphe-4.
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Nous pouvons toujours supposer qu'on ait les courbes c/ de la
première famil le pour lignes c== consL

Considérons deux points i n f i n imen t vo i s in s de I-

,c -==. a' ( u, r ) ; .2-* ::=: .r ( u -{- ^/M, c + dv ) ;

s'ils sont sur une même courbe ^ " de la deuxième famille, on a, p o u r
la propos i t ion ( / / ) du n0 7, que les E, oscillateurs dans ces po in t s aux
courbes 9' qui les con t i ennen t doivent avoir un point c o m m u n . Cela
s'exprime avec l ' équa t ion

[ /y,00 y. 10 .y.'/ 1,0| iJL i H-i , . . t/C' .r'00 .^10 . . . ^~'.o ,z-*^ \=o.

Or, en négligeant les intimaient petits d'ordre supérieur au premier,
on a

.Z-'00^ .2;oo-.t- ,r'0^ + ̂ (" (/f,

.:y * ' ( ' == ,;y ' ° -{-. ,7;̂ ' 6/M 4- .r ' ' ^( ' ,'

.r^0^ .•/•vo-l- .x'^^du -\- .-r^i </c,

et par conséquent la précédente condition s'écrit

( l o ) ! ^ 0 0 . / • 1 ( > ... .^v--l-() .z^" ^()' .r" ... ^ • / - 1 ' 1 .r^^du -4- ,^1 </c|==o.

Si nous prenons les courbes ^" de la deuxièjïie faînille comme
courbes //== const., la ( 1 0 ) doit éire s a listai te en y faisant du == Oy
c 'est-à-dire q u ' o n d o i t a v o i r

| ^()<1 ,^i° ... .^v- ' '0 .^vo .y1" .y" ... ^v-1 '1 ^ i |==o( 1 ) .

D'ici., on conc lu t :

Afin que deux fnfnilles J3c<- de courbes ^f el ^ " , tracées sur i i n e me/ne
sin'l'dce Ï^ forrneni ( i n douille système conjugue d'espèce e^-p\ c/^, cl esf
nécessaire el su / /isnnf ^ 1 1 0 , si f\)n p/'e/ul les ^ co/n/ne courbes c === const^
el les ^" comme comtes / / ==:const.^ les coordonnées projectiles homo gènes
des points de Ï s n f i s / n s s e n i à une même éf/nalion diljérenti.elle linéaire

( l ) On peul 1res .'jiisérnenr, s'assurer qu'on parvicnl à cette niêine équation, en
partant cîe la (Minirion de Ronipianî des doubles syslemes conjugués d'espèce v.

Ann. Éc. No/-m., ( 3 ) , XHV. — JI:IN i9->7. . 9•î
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d^ordre v 4- i, du type suivant :

^ i
(ii) . • ^A,/^=o.

/' == Cl /»• = 0

U, Si. / ? .=2v-{- i , la première famille de courbes 9' peut être
donnée a r b i t r a i r e m e n t sur ^, et l'on peut toujours en conséquence
déterminer la deuxième famil le 9% et généralement de façon u n i q u e .
Cela résulte très bien de la (1.0) qui , .dans ce cas-là, se réduit a u n e
équation unique, ciui est précisément l 'équation d i l t e r en t i e l l e des
courbes o". . •

La, f ami l l e ^ " a ins i dé te rminée peut néanmoins coïncider avec la
famille donnée 9 ' ' , si ladite équat ion dilîérentielle se rédo i t à d^=o :
cela arrive seulement si l 'équation (8) est vérifiée, donc si cette f a m i l l e
constitue sur H un système auLoconjugué d^espèce v.

On voit par conséquent que les systèmes anioconJugués d ' ' e s / ) è c r v
peuvent ftifr considérés comme des systcmes doubles conjugués d cspi'cc v,
dont les deux / armiles de courbes sont confondues.

ïiï. — La transformation de Laplace des doubles systèmes conjugués
d'espèce v.

1U. Reprenons les notations et les considérations développées
au n° 7. En partant d'un système conjugué donné (Y, a/7), nous
aurons deux autres familles ce' de courbes 9'; et ̂  qui , à leur tour ,
constitueront en général deux nouvelles surfaces S, et S.,..,. i . -

Ces surfaces Z, et I;. , seront respectivement appelées lu première et lu
deuxième truns formée de Laplace d'espèce v de la surface donnée 2.

11. Nous avons une correspondance b iun ivoque entre les deux sur-
faces S et 2,, en disant homologues deux points P de ï et P, de Z,,
lorsque le E, qui oscule en P la courbe ç/ qui y passe, touche en Pi la
courbe o^ qui contient ce point .

Appelons o', les courbes de S, homologues dans cette correspon-
dance des courbes y' de S. On a évidemment que les tangentes aux
courbes ( p ' [ dans les points d 'une même courbe y', sont dans les Ë,
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oscillateurs de la courbe homologue ç/. Pour la proposition h. du n0 7,
on en dédui t que :

1° Sur la surface S, les courbes (o,, ^\) forment un double système
conjugué rFespèce v, dont les ^ son! les courbes de In première famille.
et les ^\ celles de la deuxième :

2° La sur face .2 est la deuxième Ira ns formation de l.apface cf espèce ^
délaie

r'2. Nous avons de même une correspondance biunivoqn.e entre les
deux surfaces ï el' ^..,, en d isant liosnolo^iies deux. points P de 1
et P | de S. i, lorsque la droite ((ni (ouche en V la. courbe ^" qui v
passe est dans le R, qui oscille en P , la courbe ^' ̂  qui conlieni ce
|)oinl.

Appelons o'I, les courbes de ï i l.ioinolog'ues <lans celle correspon-
dance des courbes Œ/ de ^. On a evideuHiieni que les R, oscillateurs
aux courbes o',., dans les points d'une môme courbe 9'", sont tangents
à la courbe bomolo^ue "y. Pour la proposit ion /'/ du n°7, on eri d.édiïiî.
que :

î0 Sur la surface 2j i les courl)es (0^, ^ " , ) formeni un double système
conjugué d'espèce r, dont les o , sont les courhes de lu première /'aimife,
et les cp" celles de la deuxième ;

2° IAI sur/ace 2 -est la p/'e/mè/'e trans/ormèe de I.a place (/'espèce ^ de
fa^,.

l^ i . Les deux, sortes de transformations d'espèce ^ que eoiis avons
considérées dans les numéros précédents changent un système con-
jugué d'espèce ^ encore en un système conjugué d'espèce 'A Les deux
transformations pour v ^> i so i i tdc nature essentiel lement dilï'érente.
(cependant, dans tous les cas, on a pou s' ce qui précède que :

Si Von applique successivement à un système conjugué l.es deux trans-
fornialiom de Laplace (dans l ' is i îe on bien dans l'autre des deux
façons possibles ) on toml)C toujours de nouveau sur le système conjugué
initial.

Un système conjugue d^ espèce v détermine en général une chaîne,
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ouverte aux deux côtés ^ d''in finis systèmes analogues^ à laquelle il appar-
tient^ et dam laquelle chaque système a pour consécutifs ses deux trans-
foirnés de Laplace d^ espèce v ( ' ) .

IV. — La transformation de Laplace des systèmes autoconjugués
d'espèce v > i.

14. Soit donné., sur une surface 2^ un système autoconjugué de
courbes A, d'espèce v ^ > i . Prenons sur S deux poin ts i n f i n i m e n t
voisins quelconques P et P', qui soient seu lement tels que les courbes À
e t / / dudit système qui les con t iennen t soient dist inctes. L'espace H
q u i cont ient les plans qui touchent S en P et dans les v — i points
consécutifs à P sur À con t i en t le po in t P' et les v — ï points de A'
c o n s é c u t i f s à V : donc il con t i en t le E,,..., oscillateur à // dans ce
point . On a par conséquent que le E.,+i oscillateur à A dans le poin t P,
et le E^_.) oscillateur à A7 dans le point P^ sont dans un même espace S
de d imens ion ûv , ce qui exige qu' i ls a ien t un point commun P',.

Considérons sur 2 un autre système quelconque de courbes f^. Si
nous prenons sur S un point quelconque P^ .soit P le p o i n t consécut if
à y sur la courbe f^ qu i contient ce point : comme on vient de le voir
on a en correspondance un certain po in t P^. Lorsque P/ décrit la sur-
face E le point P', décrira en général u n e autre surface 2,. Soient À ,
et ^< les courbes de S, qui correspondent aux courbes A et ^ de 2.

15. Nous nous proposons d 'étudier la correspondance définie au
numéro précédent entre les points V et P^ de £ et S^. On a par cons-
truction que :

Si P, F, sont deux points homologues de S, S,, l'espace E,̂ ., oscilla-
teur en P à. la courbe À qui passe par ce point contient le point Pi.

Lorsque P se meut sur une courbe À, le point \\ décrit la courbe
homologue A , , donc le E,.,, osculateur à A dans le point P contient le

( 1 ) Bien entendu que tout cela est valable seulement en général. Les cas d'exc<3p-
tion qui peuvent se présenter (et qui pourraient être étudiés en suivant cette voie)
seront examinés avec l'instrument anah tique dans la deuxième Partie de ce Mémoire.
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plan oscillateur à A i en P i , el par conséquent , en pa r t i cu l i e r , louche
en. P, la courbe A , . Mais, pour ce qui précède, ledi t E,,,,.| touche aussi.
en P, la courbe ^i q u i y passe, puisqu ' i l en c o n t i e n t le po in t consé-
cut i f P| ; donc :

A'/ P, Pi sont de u.v points /io//wfog'(ies ( l e ^, ^i, l^es'pace E ,̂..i oscilla-
leur en P à In coa/'he 7. qui passe par ce point touche en P) la surface Si,

JG. Ce qui précède montre que la surface ^i, et même la corres-
pondance définie naguère enire ^ et 2^i, ne dépendent millement d(i
système ^ choisi sur S, mais seulement du système autoconjugué
considéré. En eUel,, soi t P un point quelconque de IL Prenons n'im-
porte comment un point P* de 2.], inf in iment voisin de P; soienS: A
et À* les courbes dudit système (que nous supposons d is t inctes ) qui
contiennent ces points. Si P( et P^ sont les points de 2^i ( ' inf ininienî
voisins) qui correspondent à P et P*, on a que le plan lan^enl. à ^,
en P^ passe par Pi : donc pour les propositions du numéro précédent,
P, est le point commun a l'E,, . 1 osculaleur à A en P, et a I'E.,,|
osculaîeur a A* en P\ Pour le n0 1 4 cela démontre l 'assert ion fa i te .

1 7 . Pour'ce qui précède el pour les proposit ions du n°6, eu par lanî
du système autoconju^ué de courbes A donné sur H, nous avons deux
autres fami l les o^' de courbes. A , et A .,, qui en général constitueroni
deux nouvelles s or l'a ce s 1^, el £ i.

Ces surfaces ^i el ^ i seront respecli^einent appelées la prendère el la
deuxième transformée de Laplace d'espèce v, de la surface donnée ̂ .

IS. Pour les propositions du n° 1.^ nous avons que, P et Pi étanl.
deux points homologues quelconques de 2 et 2,, l 'espace E^ oscilla-
teur en P à la courbe A qui passe par ce point contient le E-,,.., oscilla-
teur en P| a la courbe homologue A , , et en outre les plans qui
louchent ^i en P, et dans les ^ — i points qui suivent P| sur A ) . Pour
la proposition 1> du n0 (), on en déduit que :

r ° Sur la surface ^i les confies 7., formeni elles' aussi un système aiito-
confu^'ué d^espece v ;
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2° La surface S est la deuxième transformée de Laplace d'espèce v
de -la S i

19. Nous avons aussi une correspondance b iun ivoque entre 1
et £_,, deux points P de I; et P...., de S.,,..., étant homologues, lorsque
le E, /oscuIa teurenP. . i à la courbe X.,,, qui passe par ce p o i n t cont ient
le E,,.,, oscillateur en P à la courbe A correspondante, et en plus les
plans q u i touchent S ' e n P et dans les ^ — i po in t s qui. suivent P
sur A. 11 s'ensuit de là que le E, , oscillateur de la courbe A . . , en P.,,,
contient P^et de p lus que le E,^, oscillateur à cette courbe en P_,
louche la surface £ en P. Si donc on considère sur ï. , un point géné-
r ique PI, i n f i n i m e n t vois in de P , . , , et la courbe / / , q u i passe par ce
po in t , on voit comme au n° '1.0 que le E.,...| oscillateur à A_| en P,.,,...|, et
le E^-i oscillateur à //, en P*.|, ont le po in t P c o m m u n . Cela d é m o n t r e
que :

s 0 Sur là surface. ÏL, les courbes A , forment^ elles aussi, un système
antoconju^iié d'espèce v ;

2° La surface S est la première transformée de Laplace d^espece v de
lai. , .

'20. A ce point on vo i t qu'on peut répéter, pour les systèmes auto-
conmgués de courbes, tout ce qu 'on a d i t au n° Kl pour les d o u b l e s
systèmes conjugués .

Remarquons de plus q u e pou r le cas exclu v = = = £ , les deux trans-
fo rmat ions précédentes ne c o n d u i r a i e n t pas à des nouveaux systèmes
autoconjugués ( ' ).

DEUIIÈME PARTIE. . •

I. — Généralités sur les équations ^ d'espèce v.

21. En nous basant sur les t i léorémes des n^ <S et 5, nous pouvons

( 1 ) Gela n 'arrive pas en général pou r ' /> t . On doit relever que, pour \' =='2, on
tire en part icul ier , des développements précédents, une très remarquable transfornia"-
t ion des surfaces de E;;, en relation à leurs l ignes pr inc ipa les .
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dire qu'une équation, di/fcrentielle d'ordre v -+- i , du type ( i l ) ou bien
du type (9 ) , représente respectivement un système double conjugué
ou bien un système autoconjugué d'espèce ^.

Pour abréger, nous appellerons équation .€ d'espèce ^ u n e { .e l le équa-
t ion; et nous dirons la ( 1 1 ) du type Ilyperbolùjney et la ( 9 ) du type
purabohf/ue.

Les cons idé ra t i ons géométriques développées dans la p remiè re
Partie de ce t rava i l , von t nous condu i re à une très remarquable t rans-
formation des équa t ions C d'espèce v ( ! ) .

2'2. Si dans les équa t ions ( ï i ) ou b ien ( 9 ) manque le terme avec la.
dérivée d 'ordre le p lu s élevé ^ 4- i, l ' u n e et l ' au t re se réduisent à une
é q u a t i o n du type suivant :

' - ' i i
A^.r^+^^A,,^7^.).

Dans cette é q u a t i o n , nous p o u v o n s supposer que A,/,, el A.,, ^ ne soient
p a s n u 1 s à 1 a fo i s 5 c a s ' d a î î s c e cas el le s e r é cl u s r a i t à u n e é q u a, fc i o n ( 1 u
même type, mais dans laquelle, au l ieu de ^, on a. v — i .

Si un seul. des coeff ic ients A-^., A . , , , , est nu l , i /equalion donnée
serait une équa t ion c' d'espèce v — r . Et bien, s'il. est A^^o
et A,,_,^ ^z o, on p e u t encore reconduire l 'équat ion d o n n é e à u n e
équa t ion ^ (l'espèce v — i. 11 suff i t , en effet^ de prendre des nouve l l e s
variables :

u "~ u { ( / , r ) ,

en ind iquant avec // une so lu t ion ( n o n c o n s t a n t e ) de l 'équation difle-
renfc ie l l e

, au , OitA,,,-» — -i- A,.-,,, — ==o.
OU (fV

( 1 ) P o u r ^ = = = 1 , ces é q u a l i o t i s s o n t les o r d i n a i r e s é q u a t i o n s de Lapiace, et ladi te
t ransfor i r ia t ion n'est aii tre r l i o s e q u e la bien. connue Méthode clé Lapiace, U n e é q u a -
tion .^dn t, \ pe p a r a b o l i q u e a lontes ses c a r a c t é r i s t i q u e s c o n f o n d u e s d a n s les v == cons i .
( Jne é q u a t i o n -^ d'espèce ' / dii type h y p e r b o l i q u e a comme caractérist iques les
v -= const. comptées v fois, et les u =: consi. comptées âne seule fois.



î68 ! , BENÎAMINO SEGBE*'

Si dans une équation C d^espèce v manque le terme avec la dérivée

d'ordre le plus élevé v 4- i, on peut toujours reconduire l'équation donnée

à une équation € d'espèce inférieure av.

Dorénavant; nous supposerons qu'une équation c7, d'espèce v, soit
toujours effectivement d'ordre v -4~ r .

23. D'après les théorèmes des n0' S et 5, il est évident que si l 'on a
u n e équation € d'espèce v, elle se t ransforme encore en une équa-
t ion -i? d'espèce v, si au lieu de la fonction i n c o n n u e x on prend a.r,
a étant une arbitraire fonction de // et de \\

Cela résulte aussi tout de suite analytiquement; puisque si l'on
pose
( 1 2 ) X =r'a^;,

il s'ensuit

A .2 '̂°== a,x1^ 4- des termes du p remier degré dans les x1^
( i3) _ _. ^ ^ _. _ ^ _. ^ ( f '< i ) .

' x1^ '=- ax11 -+- des termes du premier degré dans les x10^ .:2'̂ ° el x1"1

De mènie si l 'oti a une équation C d'espèce v et du type hyperbo-
lique, si l'on change les variables en posant

( i4 ) )' ^^ u{u),

{ r=^((Q,

la nouvelle variable x\u, \')==.,jc(u, r ) satisfait encore à une équat ion
du même genre. Ana ly t iquement , il suff i t de remarquer que, pour
les (i4)? on a

^/M\1 -.
x10 ̂  — .r'0 4- des termes du premier des.ré dans les.z^'0\du ). r a

(^) i ' (^<Q.
/ j - \ i r _

^T ~^_ 1 j ^n ^_. ^çg ter in es du premier degré dans les o^''

Pour les équations € du type pa rabo l ique on peut, au l ieu des (i4),
effectuer le groupe plus ample de transformations

J u== u{u, ^)
(16)

( ^ =:^((/)
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qui se prolonge de la manière suivante :
/ f~\i _ __

x10 =-= ( — ) x1^ -\- des termes du pf'e/m'ef fleuré dans les y1'0
\àu/

' ^ } x^ ==: f —î- \ - a;lï + des termes du premier de^'re dans les (^< l ) -
\6^/ ^

^+^0, ^>/0, ^/'0 et ^/'1

Deux équatiom G de même genre, qu'on peul obtenir Vnne de Vautre
a^ec une (les lransform,(iUons ( 1 2 ) , ( ï4) ou (16), seront dites équiva-
lentes entre elles (' ).

II. — La première transformation de Laplace des équations ^
d'espèce v et du type hyperbolique.

24. Soit donnée une équation C d^espèce ^ et du type hyperbolique
••' î

( 1 8 ) ^^A^•z'l/l'=zo^

nous supposerons -- comme il e s tpe rmis d'après le n0 ̂  - qu'on ait

(19) A , i= i ,

et, pour abréger, nous désignerons l ' équat ion (18) par la lettre (E).
Tâchons de déten'niner des quan t i t é s

'^OOCh ^ÏQQl • ' • » ^'-'ÛOî

qui ne soient pas toutes nu l l es , et telles que si Fon pose

(20) y^]^^'^^

( î ) Ici se poserait : la ( (uesL ion de savo i r s'il est possible de caractériser Jcs é(\\\'à-
t ions .(^éf i i l ivalenl^s crUrc el les, avec un nombre su f f i san t < / 1 i nvar ian ts différentiels,
Nous n 'aborderons p;is ce siijel-Iù, qiioi({i ie dans la suile nous aurons occasion de con-
sidérer des tels inv;irianis.

Ami. Éc. Nornt., ( 3 ) , XL IV. — JCIN i[)^7. 22
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on ait en conséquence de la (18), c'est-à-dire chaque fois que x est une
solution de l'équation (E),

v

( 2 Î ) ^^S^-01^
où les 6y .o i sont des fonct ions convenables de u et <'.

En é l iminan t la y entre les (20), (21), et en met tan t à la place
de x ' ^ la valeur fourn ie par la (18), on obt ient

' i ^ — i
^ ( ^ 0 1 — — tôo-l- ^l^o)^0——^^)^-- ^()0 A A i ) ̂ ^^

). =.. 0 A == 0

et pour cela on do i t avoir
( 2 2 ) b\^—b^h^-=.o ( 'pour À = = o , i , . . . , ^ — i ) ,
( 28 ) /^,oi — b^ + ^oo ^^^o •=• o „ ( pour 7. == o , ï , . . ., v ).

Les (22), en. t enan t présente la (19)? fou rn i s sen t
(2;î) ^oo~=y'^u (pour 'À == o, ï , . . ., ^) ,

a étant un facteur arbitraire et non nul de proportionnalité. Donc, en
posant

'̂

( a5 ) ^^^S^-1''^'0'
'/, = 0

si .r vérifie la (E) , on a la relation (21), où les & / . o i sont données par
les (28) en t enan t compte des (24) .

Supposons inversement que so ient valables les (20), (21), dans
lesquelles les 6-^0, b-^\ soient déterminées d'après les (24), (28 ). Si
les x ' - 0 sont telles que .z^0^ -—^ et si l 'on a y0 1 == r-^ on voit tout de1 OU" • 0^

sui te que la x est une so lu t ion de l ' équa t ion (E).

25. En dérivant 1,2, . . ., v — ï fois par rapport à u les égalités (20)
et (2î) , nous obtenons

v-i-/

( 26 ) y^- =^ ̂  ̂  " ( pou r ̂  Z ̂  ' " " '; ~ I ),
/. == 0
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dans lesquelles les coeff icients b-,j/, se calculent de proche en proche^
en par tant des /^.o/,, avec les formules s u i v a n t e s :

(^ ^Jk = < ^ À - l , . y -1./C-4- ^/1(}.,.-,,/;.,

où pour A = o on doi t p rendre /^_^_^.=o, et pour À =v-f-y ' on
doit prendre /A,^,,,|^,= o, et donc on. a.

(2 8) ^i-./,y,/,== ̂ +/-ij-i,/,.

Pour plus de symétrie , nous écrirons les fo rmules (20 ), ( ' 2 l ) et( '26V
sous la forme s u i v a n t e :

'j. '/ — \
^9) ^^S^^0 (P015^^^^ • • - ' ~ 1 ) ,

où l'on doit p rendre

( 3 o ) ' h ̂  /c ̂  o P o il r }. > ̂  -{- j .

^6. Dans ce numéro , nous nous b o r n e r o n s à cons idérer les équa-
tions (26) ou ( 2()) p o u r y = 0 y ï , . . . , a, ( ' ;^^—i ), Z'=o, ï , les
coefficients /^//, a y a n t élé d é j . c r r n i n é s comme on l'a di l : p lus hau t .
Supposons que les .z^" s o i e n t des ( o n c t i o n s ( f i i c I c o T K i i i e s , et que les y77'
soient telles que

., ^ I Â •^-i./ ̂  — __-„...
' "" Ô l U Ô ^ 1 -

Si. ces quantités vér i f ien t lesdites é<[U.ations, on a
'/ 4- )J.

•ryÂ^^///•^•^o

/^0, ( pou ry= r i , 2 , . .., [j.),

^'"'^S^"^^'^0

et par su i t e , puisque j77'--^ — y7-1'7', on en d é d u i t en t enan t compte
des(27) :

V -4- [J. V -+ [1

'̂ ^ /,. /y.ÀO__'^1 />. ..c./O__ r>
^ ^À,y- l , / c J^ -x' ——^ ^ A - l , y - l , / c ^ —— O?

^=(.1 A=-0



172-

c'est-à-dire
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(3l)

V-+-PL—1

^^w-uJ ^a
^ • x".).-M,0

^ /= I, 2, . ,
pourr /:==o, i,

27. Les (29) sont 2v équations linéaires non homogènes dans
les 2v quantités ^°(pour Â = = O , i, . . . , 2v — i) (r). Nous avons
deux cas essentiellement divers, suivant que le déterminant des coef-
ficients

(32) B==

^000

^001

^010

^011

c?o,v•—l.o

^O.'/-l,l

^100

^101

^110

^111

^1,^-1,0

^1,^—1,1

^200

^201

^210

^211

^2,^—1,0 • • *

^-1,1

&

&

&

b

b
b

2'/-

2V-

2^-rl , 1 0

2V—1,11

2V—1,V- 1,0

2 V — 1 , V — 1 , 1

-1,00

-1,01

est différent de zéro ou bien est 'nul.

Supposons d'abord B ̂  o. — Dans ce cas, on peut résoudre le
système (^9), et l'on obtient

(33)

OÙ

(34)

^Sl̂ ^] k (7. ==0,1, ..., 2 V — I ) ,

r, „. B^^
^•/c--^-

en indiquant avec B,.//, le complément algébrique de b^-/, dans le déter-
minan t (82).

Considérons la matrice constituée par les 2v — 2 premières l ignes
de ce déterminant : à cause de l'hypothèse faite, elle sera différente
de zéro; or, les éléments de sa dernière colonne [pour les (3o) | sont
tous nuls, etpar suite un au moins de ses mineurs d'ordre 2v — 2 qui ne
contiennent pas cette colonne sera différent de zéro, par exemple le

( 1 ) Nous penserons ces équations rangées dans l'ordre qu'on a en donnant succes-
sivement aux indices j\ À' les valeurs : 0,0; o, i ; i ,o; ï , i; ... ; v — i ,o ; v — i, i.
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mineur A qu'on obtient en y supprimant cette colonne et la colonne
qui correspond à la valeur \' de l ' indice À ( o ^ / / ^ 2 v — 2). Si alors
nous considérons le dé te rminan t B-^^, on démontre aisément qu'il
est différent de zéro; en effet, on voit en le développant suivant la
dernière colonne qu'il vaut /^_,^_i,o. A, et pour les (28), (24), on a

^-î^-^o^ ^00= y' -^é. o.

Cela posé, prenons parmi les (33) les deux équations suivantes :
v _ 1 1

^^ss^71^'^h'fi
j^A) k-=.\)
'-' — 1 1

^'+',o=^^C/,^,,./^,
/=u A:=o

et exprimons q u ^ i l est
(35) ^L^—^'-^^o.

ou,

On obt iendra une équat ion de la forme suivante :

c'est-à-dire que y de^ra satisfaire à une équation ,C d'espccc v et dii
type Ilyperbolique. On do i t remarquer que dans la (36) paraît effecii-
vement le terme avec la dérivée d'ordre v - f - i , puisque p o u r ce qui
précède, on a

/T\ /"' 0//,'-'—1,1 ./(D^i == C;,^_^ = —p— 7^ o.

2<S. Avant de procéder, il sera bien que nous démontr ions que des
équations (33 )„ on ne p e u t pas t i r e r deux équations différentes du
type (36). En effet, é lant rappelé d'abord que les (33) sont équiva-
lentes aux (29)5 commençons par déduire des (29) , avec une nouvelle
dérivation, les équations suivantes :

•j ^
(87) y^=^b,,,.^ (v(wi,^\v""v)•
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Celles-ci sont 2 V - + - 2 équat ions l inéaires 'dans les 2 ^ + 1 quan-
tités^0 0 , ̂ \ . . ., .r2''0, et l 'on voit aisément que (puisque B^o) la
matrice des coefficients est différente de zéro. Si alors nous remarquons
que les quan t i t és^ 0 sont en t re elles l inéa i rement i ndépendan tes ('),
on a tou t de suite qu'il y a entre les y ' 1 ' ^n^ et une seule l iaison l inéa i re ,
qu'on peut obtenir sous forme de dé te rminan t en é l i m i n a n t les x ' ^
entre les (-37).

L'équation S d'espèce v à laquel le doi t satisfaire la fonction y sera
appelée la première transformée de Lapïace de F équation (E).

Nous aurons un nombre infini de premières transformées de
Lapïace, puisque la fonct ion y peut prendre un nombre i n f i n i de
détermina t ions ; mais, comme pour la (2b) toutes ces dé te rmina t ions
s 'obtiennent en mul t ip l ian t l 'une d'entre elles par une fonction arbi-
traire de ;/, r, on a que toutes les premières transformées de Lapïace,
d'une équation G donnée^ sont équivalentes entre elles^ au sens donné à
ce mot au n° 23. On peut fixer une de ces équat ions transformées, en
fixant la fonction a q u i paraît dans les formules (24) et (2,5), par
exemple en prenant a = i.

29. Nous allons ma in t enan t démontrer que :

L''intégration de l'équation (E) est parfaitement équivalente à celle
de sa première inins formée de Lapïace (36) '.précisément à toute solu-
tion x de lu première, correspond une solution y de la seconde^ qu'on
calcule avec la (20); et à toute solution y de cette dernière équation^
correspond une'solution x de l'équation donnée^ qu'on calcule avec la
formule

.y _ ^00—-^ 'V P , ̂ j k
X — X —^ ̂  °^^ '

La première partie de cette proposi t ion résulte sans plus de ce que
nous avons d i t aux n0^ 24 et 27.

Pour la, deuxième parlie; nous allons démontrer d'abord que si. y est

( 1 ) En effet, la x doit uniquement satisfaire à Inéquation (lï}, et. de celle-ci on ne
peut tirer, comme conséquence, aucun lien linéaire entre les seules ^<0.
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une solut ion de la (36), Ses ^Ao qu 'on calcule d'après les (33\ en v
faisant
(38) //.^.^r

" à u J à ^
sont telles que
(89) ^o^^°.— ̂ ï!0„_ -^_.

En effet, les valeurs ainsi déterminées pour lesj771 et pour les cc^ véri-
fient les (33) et donc aussi les (29). Puisque les y^' sa t i s font aux (38),
on a, d'après le n° :M'Î, que les quan t i t é s

<^=: ̂  ^0__ ^,-,-1,0 (),_ ̂  ̂  ̂  _ ^ 2 ^ — — 2 )

vérifient les équa t ions (3i ) dans lesquel les u, = v — i . Or, comme r
est une so lu t ion de la (3(>), on a pour la (35) que 9),=o. Les (3i)
sont ainsi 2 ^ — 2 équat ions l i n é a i r e s homogènes dans les 2 ^ _ 2
quant i t é s y, res tantes : p u i s q u e le dé te rminan t des coefficients est
précisément le d é l e r m i n a n t A qu'on a supposé d i f ï e r en t de zéro (n°27),
ainsi il s 'ensuit que fou l e s les expressions y, do ivent être nu l l e s , ce
qui démoni rc bien que les équa t ions ('39) sont vérifiées.

Effectivement, donc, les valeurs déterminées comme on a dit pour
lesy-77* el pour les ^Ao vér i f ient les (29) [et par suite, en part iculier ,
les (20), (2i) j et en outre les (38), (39); pour ce que nous avons di t
à la fin du n° 24, la x == ^0(' doit être une so lu t i on de l 'équat ion (E).

^- SUPPOSOm' fnclintcnant B = o. — Ce cas se présente si, par
exemple, la matrice M'y formée avec les deux premières l ignes de B
est nulle. Nous d i rons alors que l'équntion donnée est ^ fois particula-
risée.

Dans cette hypothèse, on peut é l i m i n e r les œ^ enire les (20), (21),
et l'on obt ient a i n s i u n e re la t ion telle que

(• îo) 7°' -+• CÔy == o,

où ^ est u n e fonct ion d é t e r m i n é e de u, <\ La (21) est u n e conséquence
des (4o), (20); donc, pour ce que nous avons dit au n° 24, dans ce
cas, on obtient toutes et seules les solutions oc de F équation (E ), en inté-
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grant successivement les équations (4o), (20) linéaires^ aux dérivées
ordinaires^ respectivement d'ordre i et v.

31. Considérons les matrices A:L, M-,, . . ., JVJL,, formées avec les
premières 2, 4, . . . , 2'v lignes de B. Si nous excluons le cas (déjà
étudié au numéro précédent) où M^ est nul le , puisque par hypo-
thèse B == o, nous aurons dans la série précédente une matrice M^a
telle que, M^ étant différente de zéro, la matrice M^+a suit nulle
(avec i ^ p - ^ v —i) . Nous dirons alors que Inéquation donnée est v — [M
fois particularisée.

Dans cette hypothèse, l'on voit aisément que la matr ice M^,.,.,.^ formée
avec les premières 2;j.-4-i lignes de B n'est pas nul le , puisque tous
les termes ^.nj.,//, de la (v -h [M -f-i)16111® colonne sont nuls d'après la(3o),
sauf&^,,,^o qui est différent de zéro [puisque pour les (28), (24), il
vaut a].

Si donc nous considérons les équations (29) p o u r / = = o , i , . . ., a
et A - = = ô , i , on pourra entre elles é l iminer toutes les <z>AO puisque
Map^a = o, et obtenir ainsi une relation de la forme

[i i(4I) ss^7^7^0'
7=.:û A-=:0

dans laquelle figure effectivement le terme en y^, puisque M^,^i 7^ o.
La (4ï) est une conséquence algébrique des i^-+~ 2 équations consi-
dérées; inversement , en tenant compte de l'observation qu'on vient
de faire, on voit qu ' i l suffit que soient vérifiées la (4ï) et les pre-
mières 2;j.4-T de ces équations pour que soit aussi vérifiée la der-
nière de ces équations.

Considérons les équations
V 4- p. — i

(4s ) 7^==^ b^^-o ( pour ^ ̂  ̂ ' ̂  • • • ' y- - I \ ;
A=0

puisque nous verrons dans la suite que le déterminant

A^:

^--p.j^o ^•/—;i-+-i,r),o - . * ^'A-+-U,—I o o

-̂-li,o,i ^v-p.-)-i,o,î • . . &'/+[j.-i,o,i

^v-u.,[i-i,i b^_^^^ . ., ôv+[j—1,^-1,1
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n'est pas nu l , on pourra résoudre !e système (42) par rapport aux
quantités a-''"^0, ^-i-1-'-^ _ ^ ^+-0-1,^ ^ particulier l 'expression
de x'~^ sera de la forme

v _ u. _- ) ^ _ i i

(43) ^"^^S ̂ ^S 1/W^'

32. Nous a l lons m a i n t e n a n t démontrer que :

On obtient toutes et seules les solutions x de Inéquation ( E), en inté-
grant successivement les équations (4i) ̂  (43 ),. dont la première est une
équation C" d ) espèce [j.y et la seconde est une équation linéaire non liomo-
géne aux dérivées ordinaires, d'ordre v -- ^(o^ ^^v — i ).

Pour ce cini précède on a tout de su i t e que, si x est une solut ion
que l conque de (E), et si y est la fonct ion fournie en correspondance
par la (20), ces deux fonc t ions doivent vér i f i e r les ( 4 8 ) ? C43).

Inversement, soient x et y deux fonc t ions qui. satisfassent à ces
dernières équa t ions . Dé f in i s sons les^77' et les ..r'-0 avec les

^y 1 '„,,./= o, i , ..., [J.y//, ^ . . — ^ poup ' '
v Ûll'l Ô^ \ /' --=- 0, î

<)Â x
( 44 ) .^'À<) = y-^- ( pou r À == o, ï , .. ., ^ — [J. — î ) ,

et subs t i t uons ces valeurs dans les (42) . Ces équa t ions d é t e r m i n e r o n t
les x'~^\ ^-^-i-''^ . . . ^ ^i-^-' '^ et, pu i sque la .z^"""'1'" est donnée par
la (43)? on aura

(45) -'-——£$•

Cela posé, considérons les équat ions (29) p o u r / = = o , i , . . . , ; j .
et ^ = = 0 , 1 : elles sont 2 ^ -{ -2 équat ions don t les premières 2 [M sont
précisément les (4'^.L q u i sont vérifiées si l'on prend pour les y77 'et
pour .r00, .z'1", . . ., ^-^—i'" (es valeurs susdites. La (2 y. -f- i)"'111" de ces
équations déterminera alors la ^^^"(qui y pa ra î t avec un coeffi-
c ient ^,-u..a,<»72zo). Pu isque , par hypothèse, les j77' vér i f ient la (4- i )»
on a, pour ce que nous avons di t au n° 31, que les y771 et les .r70 a ins i
déterminées vér i f ieront toutes les 20 -4- 2 équat ions considérées.

Àim. Éc. Norm., (3 ) , XLÏV. •— JUIN \y.^. 2^
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Je dis que les <r)•o ne sont autre chose que
à^x(46) x^= —— (pour )v==o , î , . . . . , ^-h ^).

En effet, pour ce qu'on a démontré au n° •2(), ces quantités doivent
satisfaire aux équations (3i). Celles-ci sont 20 équations dans les
expressions suivantes :

©^== — a'^— ^h~i•ï^ (pour À =: o, î , . . . , ^ 4- p- — î ) .

Les (44) 6t la (45) montrent que ces expressions sont n u l l e s pour

À =: o, i, , . . , ^ — ̂  — ï ,

et par conséquent les équations (3i) se rédu i sen t à 20 équat ions
linéaires homogènes dans les 2;j- expressions ̂  restantes. Puisque le
déterminant des coefficients est précisément le déterminant non
n u l A^n du n0 31, ainsi il s'ensuit que toutes les expressions ̂  do iven t
être nulles, ce qui démontre bien que les équations (46) sont véri-
fiées.

On voit alors tout de suite — comme à la fin du n° '29 — que la
fonction x considérée est etïectivement une solution de l'équa-
t ion (E).

33. Il nous reste encore à démontrer que le dé te rminan t .A,>u.
considéré au n° 31 n^est pas nul . Supposons par l 'absurde A ^ = = o ;
on pourra entre les équations (42) é l iminer les 2 o quantités .̂  a < ( > ,
.T/'"'•'•" ' • ° , . . ., ^4 ' J"1 < ( > , et dans le résultat de l 'é l iminat ion para î t ront
effect ivement quelques-unes des .z'00, .z'10, . . . y ^--[j.--^" ^ pu isque par
hypothèse on a M.,,., 7^0. On déduira donc des ( 4 ^ ) une re la t ion du
type suivant : '/ - y/ — î p. -~ î î
( 47 ) a'-^" = ̂  p\ a•>•(l 4- ̂  ̂ fii.y1'' ( a vec ^/ > ̂  ).

X = (I . j = 0 A- = 0

Aux n^ '24 et 25 nous avons vu que, si x est une solution quelconque
de l 'équation (E), et si l'on définit la fonction y avec la (20), ces
deux fonctions x et y satisfont aux équations (29). De ces équations



LES SYSTÈMES CONJUGUÉS ET AUTOCOiNJUGUÉS I^ESPÈCE V. 179

on a lire dans les hypothèses actuelles la relation ("4i") entre les
seules y771; au contraire, on ne doit pas pouvoir tirer d'elles aucune
relation l inéaire et homogène entre les seules j^0, puisqu'une telle
relation ne peut pas évidemment être une conséquence de l 'équation (E).

Cela posé, dérivons l 'équation (4-7) par rapport à //, et dans le
résultat é l iminons la y-' au moyen de la (4i). J e ' d i s qu'avec cela
disparaît aussi lay"-0 : en ellet, dans le cas contraire on obtiendrait u n e
équation entre les seules .z^0 en exprimant dans la relation obtenue
les y - ' 1 1 au moyen, des (29); et cette équation linéaire et homogène
dans les x1'^ ne serait pas une identi té, puisque la .z''''41^-0, qui provient
seulement du terme en y10, y paraîtrait effectivement. On obtient donc
une relat ion du même genre que la (47)5 sauf quev — [^ est remplacé
par v—[j . '+ i . A celle-ci on peut appliquer te même raisonnement
de tout à l'heure., et ainsi de sui te ; et l'on voit ainsi que comme
conséquence des équations (29) on a des relations du type suivant

^8) '^'^S^^^SS^^^^^
..pour

a- == ^ — [jJ\ ^ — [ J . ' -t- i , . . . , ^ -i- [j. — i.

Les (48) sont en nombre de [i + ;j/ et, par conséquent, on peut
éliminer, entre un certain nombre d'entre elles, les 2 ;j- quantités y ' ^ '
qui y figurent (puisque ;j/> [J-). On aurait donc ainsi (au moins) une
relation l inéaire et homogène entre les seules ^ i } ; et cette relation ne
serait ce r t a inement pas une identité, puisque dans chacune des (48)
figure une .z'7'" qui. ne parait pas dans les équations qu i la précèdent.

Pour une remarque que nous avons faite plus haut , ce résultat
cons t i tue un absurde; ce qui. démontre qu'eilectivement on doit
avoir A^=^ o.

En résumant les p r inc ipaux résultats obtenus jusqu'à présent dans
ce paragraphe, n o u s pouvons dire que :

Lorsqu'on a une équation .C ({'espèce v et du type hyperbolique, on a
deux cas, suivant que le déterminant B du n° 27 est di/férent de zéro^ ou
bien est nul.
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Si B -=f=- o, ce qui sera le cas général, on peut considérer une autre
équation C1 d'espèce v et (fil type hyperbolique — la première transformée
de iMplace de V équation donnée — dont T intégration est parfaitement
équivalente à celle de Inéquation proposée.

AÏB=o^ l'équation donnée est particularisée un certain nombre p de
fois ( i - ^F^^ )^ et pour en obtenir toutes les solutions il suffît d'intégrer
successivement une équation ,^ d'espèce v — p et du type hYperbolique^ et
une équation linéaire non homogène aux dérivées ordinaires d'ordre p.

34. Dans ce qui précède nous avons tacitement admis que pour les
matr ices M^ (en particulier pour le déterminant B) le fait d'être ou
de ne pas être nulles; ne dépend pas de la fonction a arbitraire qui
entre clans les b-^/, d'après les n06 Î4 et '25.

Ce fait est à peu près évident; puisque si y et y sont les fonct ions
fournies par la (20) en correspondance à deux diverses dé te rmina-
t ions &/j/, et &,//., des quantités susdites, on a pour la (2:5) une relation
de la forme
(49) y === ay,

a étant u n e cer ta ine fonct ion de u, v. Or, on a a la fois les équa-
tions (4^) et les analogues

',14.. a—i

yii^ V î;,i,x'-9. (pour ./ = 0. '. - • • ̂ - i i
-8—— ' \ /C === 0 , l )

et il suffit de remarquer que (pour ce qu'on a d i t au commencement
du n°23) la (4f)) ^prolonge en une subs t i t u t ion l inéaire invertissable
entre les p7'et les r771 (pour./= 0,1, . . ., ;j. - i: ;k= 0,1), subs t i tu t ion
linéaire qui transforme les précédentes équations dans les (4^).

Si, en particulier, nous prenons [M ̂  v, le déterminant de cette
substitution l inéaire [d'après les (i3)] vaut a^ : on v o i t donc de plus,
pour des propositions connues sur les substi tut ions l inéaires, que, si
nous indiquons avec B le déterminant (32) des quanti tés A,^, on a

B^a^B.

Au n0 -23 nous avons vu que si nous changeons la fonction
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i n c o n n u e j1 dans une fonct ion .r, en t a i s a n t u n e t r a n s f o r m a t i o n ("12)
ou. ( i ^ ) » l 'équation (E) donnée sera transformée dans une équat ion
du même genre dans la n o u v e l l e i n c o n n u e <r, les deux équat ions é t a n t
équivalentes en t re e l les .

Si l 'on se rappel le la déf in i t ion donnée au n° 14 pour la fonct ion y
•qui. v é r i f i e la première transformée de Laplace de la (E), on voi t
a i s émen t que :

Deux équations C (Tespèce v et type liyperboUque équivalentes entre
elles' ont les mêmes premières trans formées de Laplace.

Si .l'on a exécuté la t ransformat ion (12), on aura à la fois les
équat ions (29) et les

Oc)) . y^S^^ (p0"1"^0^ "" '" '1);
^assasa .̂  /» —— < ) , 1 y

cela résulte aussi, de ce qu'on a dit au rr •2:t^ qui montre de plus que
les (29) sont changées dans les (29) au moyen d'une s u b s t i t u t i o n
l inéa i r e en t re les .r^ et les .r'11, d o n t le d é t e r m i n a n t des coeff icients
vaut a-"'. Si donc nous i n d i q u o n s avec .B le d é t e r m i n a n t , (82) des &7y/ , ,
on a

B=a^.B.

On peut faire un r a i s o n n e m e n t tout semblable pour la transforma-
t ion (i4); si. elle t ransforme .r(//,^) en xÇu, \ 1 ) etj('^, r) en j(^, ^)?
on aura à côté des (29), des formules du type suivant :

y^^,^ (pour.^^;"-^-1);

et dans ce cas i l sera
f^V^^f^V'B.
\dv) \du)

^>. Comme nous l ' avons déjà remarqué, dans les quant i tés b^. que
nous avons dénn ies aux n0' 24 et ï^, figui^1 une fonct ion a rb i t ra i re a.
Disons h{jf, ce que devient ^/, /A en y fa isant a ==== ï : les ^//, seront dos
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fonctions déterminées des coefficients A^ de l'équation donnée, qui
se calculent diaprés les (24), (2.3) et (27). Soit B* le déterminant
des /^//,; pour ce qui précède, il sera une fonction rationnelle entière
déterminée des coefficients .A// , de l 'équation donnée et de leurs déri-
vées, faites au plus v — i fois par rapport à u et une fois par rapport
à \\ Je dis que :

B'' est un invariant de V équation proposée^ par rapport aux transfor-
ma tio ns (12) et( 14 ) •

Considérons en effet la fonction
M

(;x>) ^^S^00^07

},=:(•

elle est une des fonctions y définies au n° 24, et précisément est la
fonction (2oypour laquelle le coefficient &,„„ de ^(> vaut ^,,o==i. Kn
nous basant sur cette observation et sur le numéro précédent, on
voit aisément que si l'on applique la t ransformation^i^) , et si l'on
considère pour la transformée de la (E) la fonction y " analogue de
la (5o)y on a

y*==oy\

Si nous nommons B* l'expression en question calculée pour
l'équation transformée, on voit alors, en se basant sur les n0' 34 et 3^>,
qu'on a
(5i) ,B*=B\

On peut raisonner de même p o u r l a transformation ( i4); ^v^ d^
notations semblables aux précédentes, on est conduit dans ce cas aux
formules

. /^Y-^=^)^
(5.) B-=(^y7^Y!r.
'• ' \duj \dv )

Les (5i), (Sa) démontrent la proposition énoncée.

37. Soit A^ ce que devient le déterminant Àa^ du n° 31, pour a == i.
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A.^ est une fonction rationnelle entière déterminée des coefficients A//,-
de l 'équation donnée, et de leurs dérivées faites au plus ;j-—i fois par
rapport à u, et une fois par rapport à ^. Pour a = ^ on a évidemment :
A^==B*. Cela posé., on peut faire par rapport au dé te rminan t A.^ en
relation avec le système (^i2)? u11 r a i sonnement pareil à ce que nous
venons de faire pour B^ en re la t ion avec le système (29). On démontre
ainsi que :

Les déterminants A^ (pour ^ == r, 2, . . ., v ) sont des invariants de
F équation projwsée, par rapport aux transformations (i9/) et (1/1) .

Précisément, on voit a isément que (avec des notations qui s'expli-
quent d'elles-mêmes) si l 'on applique la t ransformat ion ^12), on a

A^=A^;

tandis que, si l 'on appl ique la t ransformation (i4)? on a
... (V^ [X) (^+^- |1_ y j.—————.———— / /" \ u.

/ dit- \ f €^ \ T*
A ^ = —— 1 — ^

\ d u j \cu }

En se rappelant les résultais des n0' 30, 31 et 33, on peut en outre
énoncer la proposition suivante :

Afin qu'une équation .€ donnée (^espèce v et du type hyperbolique
soit particularisée un certain-nombre G de fois (i^ p ̂ ), il est nécessaire
et suffisant que ses invariants A^, A^._,), ..., -1^_^ soient nuls^
et que A.̂ ..̂  soit différeni de zéro,

IÏÏ. — La deuxième transformation de Laplace des équations ^
d^spèce v et du type hyperbolique.

3<S. Nous nous proposons maintenant : d'inte/veruri^ t r ans format ion
étudiée au paragraphe précédent. Pour faire cela nous tachons de
déterminer des quanti tés y,,,.,», 7, , , , i , . . ., Yu,v- - - i , .p T o ^ - i - i V11 ne solelït

pas toutes nulles, et telles que, si. l'on pose

(5 3) -'""SS^771^7'7
/:=0 /-=:11
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on ait en conséquence de In < ï 8 ) , c'est-à-dire chaque fois que .r est
une solution de Féq nation ( E ) ,

(5^;) ^'^^i S7^771''^7 (pour }.=:•(),1 . . . , ^ . )
y==n/;•:=<>

où ^1•{)= —î et en ind iquant avec p- un nombre ent ier , pour le
moment quelconque, et avec -p.//, des convenables fonct ions de // et
de r.

Si nous é l iminons la ^ entre les deux équat ions (54) q111

donnent ̂  et ̂  -"' •° ( e n expr imant que ^ •° = y- j'"1 • ° ), nous obtenon s
pour la ^> u n e é q u a t i o n C d^espèce v et du type hyperbol ique qui do i t
être vérifiée eu vertu de la (E) , et donc s'identifier avec e l l e . On a
a i n s i les équat ions
(55 ) y/.//-^ yA-i,/-i,/- — A//,y),.,,,,.....u -h y/'.0,,/,/.,
(^6) 7À-i^-,,u-»Av.,7),..,,^.,,,,,

[pour À =: T , •>. . . . , .̂ ; y =.: o /i, . . . , v — r ; /• = o, i ],

qui expriment complètement les condi t ions énoncées. On doit remar-
quer que dans la (55), poui\/= o, on doit poser Y-^i ̂  ̂ ,= o.

3^, Les formules (55) permettent de calculer de proche en proche
les Y/j/, (pour X = i, 2, . . ., a) en f o n c t i o n des 2^ quantités inconnues
y,,//; et de leurs dérivées. Avec cela les (5G) dev iennent un système
de [M équations différentielles dans ces inconuues. Et bien nous a l lons
démontrer quen vertu des (55) ce système est équivalent à un système
d'autant d'équations linéaires homogènes dans lesdites 2v inconnues,

40. Pour avoir plus de netteté dans les formules que nous allons
écrire, introduisons si ;^>v des nouveaux symboles, par d é f i n i t i o n
tous nuls
(5?) 7),/7.==.0; Ay/,==0

[pour À ==0, i, .. ., p.; / == :—r , — a , . . , — ( ^ — ^ ) ; Â - = = o , î ] .

Il est clair qu'avec cela les (55) seront valables i d e n t i q u e m e n t
pour les valeurs — i , - 2, . . . , -- (;j- -- v) de r ind icey .
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Ceci posé, en changeant dans la (56) À en À + i, nous aurons

(58) 7^~^—A,,oy^,...,^==o (pour }.==i, ^ . . ., p . — i ) ,

et, en, exprimant dans la (58) T^-,,o et:y,,^, au moyen de la (55),

y^,^o-~A,oy),.,,^, - (^_,,o—A.,,A^,,)y,.,,,,.^, -î- y^,,.-,,o-A,,,y,!.0,,^^=n.

Enf in , si de cette re la t ion nous soustrayons celle qu'on ob t i en t en
dérivant les deux membres de la (56) par rapport à //, nous ob tenons

(^9) yA-v/--,.,— A,.,^_,^, — (A,_,^ - A,,,A,,_,,, — A.}.0 )y,_,^_,^= o
(pour ^=1,2 , .. ., ^ — i ) .

Plus en général, nous pouvons démontrer que :

^l ^ ^\ik ^aïs/ont aux équations différentielles (55 ) et (56), ell^s
vérifient par conséquent le système suù-ant d'équations linéaires et
homogènes

^--/--•i.
(60) •A-i.,0- ̂  Ty.7^,^.,,==0,

où j peut prendre les valeurs v — i, v — i>, . . ., ^ — ;j., et, pour
/ fixé, X peut prendre seu lemen t les valeurs i ,2, . . . , / — (^ — 'j-")4-î.

L<?.y T^ s'expriment uniquement au moyen des coefficients A,/, de
V équation donnée^ et de leurs dérù-ées faites par rapport à u ; elles sont
définies pour v — iZ. /^v — ;j- et o^^v — / - i, et se calculent de
proche en proche a^ec les formules

T/o == A,..
Ty_,^ =:T^— T/'^_, (pour(7=: i ,2, . . . , y — / — ï ) ,

( 6 1 ) ,̂-,
T^,,.^,==A,,- ̂  T^A,,,,,-T/,;L,.,.

' n -=-1 >

^linsi, par exemple, on a

(6a) 1^-= A,..,
(63) T..-,,o=: A.^; T,,.....,,, :̂:.A,,_i,,— AvoA^,,,, — A,;,0 ; ....

Pour démont re r celte proposition, commençons par remarquer (ce
Ann. Éc. Norm., (3) , XLIV. — JCIN 1927. 2^
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qui nous sera aussi utile sous peu) que les équations (6o\ lorsque y
prend sa. valeur la plus haute v — i , se réduisent aux (56) : .cela est
év ident d'après la (62). De même, en vertu des (63)^ on a que
poury == v — 2 les (60) s ' ident i f ient avec les (59).

La (60) est ainsi démontrée lorsque l ' indice/prend ses deux valeurs
les plus hautes v — i et v — 2; avec la méthode d'induction complète
nous pourrons donc supposer que les (60) soient'valables pour une1

valeur/ ^> ^ — [j- dudi t indice; et il suffira de démontrer qu'elles sont
encore vraies pour la valeur j — i inférieure d'une unité, c'est-à-dire
que

^—y

(ô4) 7/,~i,/-i,<»—^T^,^p^^^_,^=:o [pour À=:i, a. .,j~ (y— p.)].
(7:=()

Or, si À prend seulement ces valeurs-ci, on a, à côté de la (60) (vraie
par hypothèse)^ l'équation

^-/-i
^65 ) •/>./• — ̂  Ty^ y> ,̂i == 0,

O'-rrI»

qu'on obtient de la (60) en y écrivant X-4- ï à la place de A. En
tenant compte des (55), l 'équation (65) peut s'écrire

v-/-.) • ^ /„..,
(66) y,,--^-,,o- ^ T^y),,^^^~^Ay,-- ^ ^I^Ay.,^,y/,_,,^,,,

G' = U 0 == (J

v-7-l

+^(f~ 2 ̂ Y^^0'
<!•==:()

Enfin , si nous soustrayons de cette relation celle qu'on a en dérivant
par rapport à u les deux membres de la (60), nous obtenons

'-'-./'—l • . V^y-,- t

(67) yA-L/-i,o- ̂  T^y^^^,,,-^,,- ^T^A,.,^,) y,..,,,„.,,,
'7=" ' '7==(1 , . 'y

^-7-\

+ 2 T/^rA-l,/+rT,1=0.
' ' cr==o '

II suffit alors de changer dans la dernière somme a en a — i , et
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d'appliquer les (61), pour voir que la (67) est précisément
l'égalité (6/0 qu'on devait démontrer.

•^l. Les (60) sont des équat ions l inéaires et homogènes par rapport;
aux quan t i t é s "p^-/,, qui doivent être vérifiées en conséquence des
équations (55) et (56). L'indice A peut prendre u n e valeur quel-
conque des valeurs r, 2, . . . . a; si, l'on fixe la valeur de A, l ' in-
dice 7 peut seulement plus prendre les valeurs v — i, v — 2, . . . ,
v'-~ (;j- — A + ï ). Pour un X fixé, nous avons a i n s i ;j- — .A -+- i équa t ions
linéaires et homogènes par rapport aux 2v quan t i t é s

^A - ! , / , / • C./ == < ) . « . . . . , ^ —— 1 ; /• = 0 , 1 ) ;

ces équations cons t i tuent un système que nous nommerons S'^1: et
l'on a évidemment toutes les équations (60), en prenant les équa t ions
des divers S^, pour A= ï , 2, . . ., ;x.

Cela posé, considérons en particulier le système S^ : il, est un
système de ;j- équat ions l inéaires et homogènes par rapport aux
séides quantités ^0/7,9 qu i doi^ ê^ vérifié en conséquence des équa-
t ions (55) et (56). Ce système est celui, dont nous avons parlé
au n" W\ précisément on a que :

Pour déterminer toutes les solutions (lu problème que nous nous sommes
posé au commencement du n'9 38, il sufjit de résoudre le système S^ ;
celu retient à dire r/i/e si F on considère un groupe de valeurs des y,, //, qui
ne soient pas toutes nulles, ci r/ui salis fassent au système S'̂ "., et si ron
détermine en conséquence les -p^. (pour A -== ï , 2, . . ., ;i) a^ec les (;);)),
les valeurs qu'on a ainsi pour les y/.,v-i ,/,• véri lient les équations (56).

Nous a l lons montrer , de plus , que les valeurs déterminées pour les
Y/.//,., comme on v ien t de le dire, s a t i s f o n t à toutes les équat ions (60);
la proposi t ion énoncée résulte alors du fai t , déjà remarqué, que
les équations (56) s 'obt iennent en particulier des (60), en. y
fa isant j ===. v — ' r .

Los équations (60) peuvent être groupées dans les ;j. systèmes S^
(pour À = I , •->, . . . , ^"); les A,,^. ont été déterminées de façon à
vérifier le système S^. Avec la méthode d ' induc t ion complète il. suffira
donc de prouver que :

Si' l'on a déterminé des quantùés Y / - ï , / . / , (p01119 J = 0 ' î • • • » v ""' l ;
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k ==o, i ) qui satisfassent au système S^', les quantités -\\^ Çpourj= o, . . .,
v -- i ; /• = 0,1) qu'on détermine en conséquence avec les (55), rendront
vén fiées les équations du système S^.

Les diverses équations de S^ s'obtiennent de l'équation (60) en
donnan t à l 'indice j les valeurs v — i, v— 2, ..., v — ( ;i — X -h i), et
sont vérifiées par hypothèse. De même, les diverses équations de S '̂.,
s 'obt iennent de l'équation (65) en donnant à l ' indice/ les valeurs v— i ,
y — ^ . . ., v — (;x — X), et ce sont les équations qu'on doit démon-
trer. Si l'indice j prend seulement ces dernières valeurs, à côté de la
(60) on aura la (64) qui résulte de cette équation en y écr ivanty— i
à la place dey. En vertu des (61), la (64) s'écrit sous la forme (67);
si nous ajoutons à celle-ci l'équation qu'on a en dérivant par rapport
à // les deux membres de la (60), nous obtenons la (66). E n f i n , en
tenant comple des (55) qui sont vérifiées par hypothèse), la (66)
se r édu i t précisément à l'égalité (65) que nous devions démontrer .

42. Nous allons tirer maintenant de ce qui précède beaucoup de
conséquences.

Considérons les équations (54) dans lesquelles les "p.//. a ient été
déterminées de façon à satisfaire aux équations (55) et (56); nous
supposons toujours que les ^Ao (pour A = = O , Ï , . . . 5 ;j-) soient telles

• à^zque ^ /•0== —; mais, pour le moment, nous ne faisons sur les ^r771

d'autre hypothèse que celle de satisfaire aux équations (54).
Pour A == i, 2, ..., [j-, nous aurons, à côté de l'équation (54)» l'équa-

tion suivante :
V — l 1

^-••^SS^-u,^.
;'=:0 A-==0

qu'on obtient de la (54) en y changeant A en A — i . Él iminons la z
entre ces deux équations, en exprimant que ^Ào -== -r- ^A-'1 '0; nous
aurons ^ _ i i

2 2 [(-/-^-yi-0.,/,*)^-'/-^,/,*^ ̂ -| = o.
y=o*=o
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En lenant compte des (55) cette équation peut s'écrire

2 2 ̂ -^jk- y—.22 ̂ xj'- 22 y—V'
- 7)-,-,,o ̂ ^--1-0- y).̂ ..-.̂  ̂ -1J =o.

Si nous changeons dans notre dernière somme l'indice / e n / ' — i , et
si nous a p p l i q u o n s la (5(i) en t e n a n t compte que y^ i^ i , / , ==o, nous
obtenons

2 2 •/.-——(•---5;. ••"••-,)
•/ .„.. 1 1 ^

- n-^ M ( 22 ̂ •^ + A- ̂  "0+ ̂ "1J ) -°-
\/=.)Â:-U /

et enfin., si dans celte relation nous changeons À en À 4- i,

(6 8^ 2 2 y'^j •^^j1-'^ y^-1,1/.^0 (p 0 1 1 1 1 Â =0.1 » • • • , ^ — o,
/-m /•-o

où, pour abréger, nous avons posé
/ , • / <) • , / / / == i, 2, ..., ^ — i \^/.=^--.-.. _^/-î^- pour 7 ) ? 5 ,
^ ^« \1 Â-=: 0, 1 /

(•68/) ' /"""' 1 ) A \

/--(SS^-^^^^^1'0^ I-f /- l Ari Ad 7 ^M 6?^ y
\ \/-j» Â-:=n /

43. Le" système S^ considéré au n° 41 se compose des équations
suivantes :

v _ / ,„ i

( 69) yoyo — ̂  T/^yo,y,^,i =-- o (pour j = v — i, ^ — 2, . . ., ^ — jj. ),
(7 r-:: 0

en nombre de ;x, l i néa i r e s et homogènes par rapport aux ^2 v incon-
nues Y o//.('/ == o? ï ? . . . ? v — ï ; k-=^o, i) [on do i t se rappeler que
les yo//, dont l ' i nd ice / est néga t i f sont idenî ; iquementnulIes ;c /Jes(57) j .
Nous aurons a considérer la matr ice des coefficients des i n c o n n u e s du
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système S^; cette matrice, renferme ;j. lignes et 2v colonnes, et sera
nommée M1"'1; ses termes sont parfaitement déterminés par les for-
mules (,6î), et s'expriment comme des fonctions rationnelles entières
des coefficients A//.. de l'équation (E), et de leurs dérivées faites par
rapport à u.

Si nous donnons au nombre ;j- deux valeurs ;J/ et \^ avec \^"^> [^, i l
est clair d'après les (69) que S'^' se compose précisément des pre-
mières ;j/ équations de S'^; en d'autres termes^ la matrice M^-"' se
compose des premières p/ lignes de la matrice M0^".

La matrice M"^ se réduit à un déterminant d'ordre 2V pour [j. == 2 v ;
on reconnaît tout de suite que, à part le s igne^ il est égal au détermi"
nan.t suivant d'ordre v :

e:
• • — 1 , 1 l --1,-2 • • • * -1,^

• — 2 , 2 • - -2 ,3 " • • '- ~ l-•2•,^-t-l

T-

Ses éléments T^ s'expriment avec les (61) comme des fonct ions
rationnelles entières des coefficients A//, de l ' équa t ion donnée, et de
leurs dérivées faites par rapport à la seule // , 1,2, .. ̂  2v ~ ï fois.

Cela posé^ nous avons deux cas à distinguer suivant que © == IVP^
est nu l ou bien n'est pas nul. Dans le premier cas, si Pon considère

' les matrices M^, M^, M01^ etc. (qui se composent des ï , 2, 3, etc.,
premières lignes de iVP^), on en trouvera une M^ qui est la dernière
de celles qui ne sont pas nulles, c'est-à-dire telle que M^ é tan t diffé-
rente de zéro, on a i t au contraire M^'^ =o. On dira alors que Vé(fua-
lion (E) donnée est p fois spécialisée^ en posant

p == 2V -— [J..

Les équations (69) qu'on a pouï\/== v — ï, v — 2^ . . ., i ^ o sont
évidemment indépendantes entre elles, puisque dans chacune paraî t
une inconnue Yo./o qui ne figure pas dans les autres. Le nombre [L
déf in i tout à l'heure est donc au moins égal à ^; comme il est p lus
petit que 2v, on aura

(7°) ^^^---ï; . i ^p^ .
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Vi. Laissons de côté, pour le moment, ce cas, et supposons donc
que l'équation donnée NE SOIT PAS SPÉCIALISÉE; cela revient à dire que
le déterminant W2'" ne doit pas être nul, et ceci sera le cas qui se
présentera en général.

La matrice W^~^ n'étant pas nul le , le système. S'^"1' déterminera les
rapports mutuels des 2^ inconnues yo//,; précisément on aura

( 7 1 ) Ay/.-^ ^My/,,

a étant une fonct ion arbitraire de //, v, et en ind iquan t avec AI//, le
dé te rminan t (pris avec un si^'ne convenable) qu'on obtient de M^""^
en y s u p p r i m a n t la colonne des coefficients de y«y/,.

En, faisant [i = 2 ^ — 1 dans ce que nous avons démontré au n°41^
nous pouvons donc dire que :

Dam le cas ou l'équation (E) ne soit pas spécialisée, les formules (71)
nous donnent la solution la, plus générale du problème que nous nous
sommes posé au n0 .%, pour [j- = 2v — i ; on a donc que^ si nous définis-
sons la fonction z avec la (53), et si x vérifie F équation (E), subsistent
lés égalités suivantes :

( 7 2 ) ^^^^T^^^' (P0"1' ^ ^ O , I , . . . , 2 ^ — ï ) ,

dans lesquelles les coefficients Y()/A- sont donnés par la (71) et les
autres Y).//, se calculent de proche en proche avec la (55).

En vertu des (53), (71)5 la fonction z s'exprime comme il suit :

'/„! i

(?3) z^v•]Eà]LMj/^/ki

/"=:0 /"==:0

et donc elle est dé terminée seulement à moins d'un facteur arbi-
traire oîy différent de zéro.

45. Les (72) sont 2v équations linéaires dans les 2V quantités ,2^.
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Nous démontrerons plus loin que le déterminant des coefficients

(74) r=
/ooo 7ooi yo îo /'ou • • • yo,v—i,o yo.'-'-i,i
7100 yioi /no 7 1 1 1 • • • yi,\'-i,n 7 i , v—1,1

7-2' /—1,00 / 2V—1,01 /SV—l. lO 7 2 ^ — 1 , 1 1 • • - y2^—I,l '—l,() 7 2 V - 1 , V — 1 ,

n^est pas nul. Nous pouvons donc résoudre le système (72) par rap-
port aux x - 1 ' 1 ^ et nous obtenons a ins i les équations

2v ~1

(75) ^=^ P,,,̂  (pour ^ ̂  ̂  ;' • • • ' ' - ') ,
À = 0

équivalentes aux (72), et où l'on a posé

(76) ^=^YL.

en indiquant avec 1\//, le complément algébrique de y>,//, dans le déte;'-
m i n a n t ( 7 4 ) -

46. Avant de procéder nous devons démontrer que :

Tous les délernunanis .I\////, pour lesquels on n /n ^> v 4"~ ^ ^'oni ident!.-
quement nfih\

Considérons en effet un tel dé t e rminan t (d'ordre av — i) Ynui^ et
indiquons avec (/; k) la colonne des termes yo//.? 71/7.5 — - ? Y^~i,//.?
T^t-^,.//^ • * • ? y^-i ,./•/,•• On a rn^^ — i, et par hypothèse m >> ^ -h /•//;
donc, on doit avoir n <^v — ï .

Cela posé, considérons dans F^/.. la colonne C/,o), poin\/ ===/?, 4- ï ,
n + ^ » . • . 7 ^ — ï ? et ajoutons-lui les colonnes (/, ï), (/ -+- î y ï), . . .,
(v •— i, ï ) mul t ip l iées respectivement par — T/o, — ï / i ? . . ./r/,v-/^, :
le déterminant r^,//.,, qu'on obtient ainsi, sera égal à r////,/, .

Pour le théorème du n°40, les Y).//, vérif ient les (65), dans lesquelles
pour la valeur fixée dey , l ' indice A peut prendre toutes les valeurs
o, ï , ..., / + v — ï ; et, comme est j^n 4- ï , on peut ( q u e l l e que soit
la valeur fixée pour/) donner à A les valeurs o, ï , . . . , v + /z. La l igne
de F qu^on supprime pour avoir F//^., correspond à la valeur m de
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l ' indice A, et l 'on a par hypothèse 7n^>v-(-7?. On voit donc, en se
basant sur ces remarques , que dans le dé terminant obtenu F/^/, sont
nuls tous les termes qui sont en même temps dans une des pre-
mières v 4- // + i l ignes et dans une des v — / i —•i colonnes ( n 4- i , o),
(n + 2, o), . . . , (v — i, o) ; el, par conséquen t , le d é t e r m i n a n t T^^. est
n u l : cela résulte i m m é d i a t e m e n t e n l e d é v e l o p p a n t s u i v a n t c e s v — n— i
colonnes , et en a p p l i q u a n t la bien connue règle de Laplace.

47. En t e n a n t compte du précédent Ihéorème et des (76), on voi t
que les équa t ions (7^)? au changement des notat ions près, sont tout
à fai t ident iques aux équa t ions (29) du paragraphe précédent . On
peut aussi voir que les coefl îcients f^,//, des ( 7 5 ) sat isfont à des rela-
t ions analogues aux rela t ions (27) et (28). En effet , i l suffit d'éli-
miner la ..r ent re les deux équat ions (7S) qui fourn i ssen t .r'̂  et .r7""1/',
au moyen de la .z'̂  ' — y -j^-^o. On a a ins i une relation de la

2 V •-- 1

forme V /n^^== o, el: l 'on ob t ien t les relal'ions cherchées en annu-

l a n t tous les coef f ic ien ts in/ (').
U n e aut re remarque, qui nous sera ut i le sous peu, est la su ivan te .

Les (56 ) dans les hypothèses actuelles sont vérifiées pour A = = = 1 , 2 , . . . ,
î > v — i ; il. s 'ensui t" de cela qu 'on a, l^jv..-.i,./.-i,.i ^ A^o I\^i^.i,(,. Pour le
théorème du n0 ^G, dans 1' sont nuls tous les compléments algé-
briques des termes de la dernière l igne , sauf (au p lus) IV,-i^,..(.o
et F^ ,1^. . . , . i j ; on ne peut donc pas woir r^ , i^ , ̂ ,=0, puisque dans
ce cas serait aussi, n u l r ^ . . . i ^ . . - i , i , et, par conséquent . , le d é t e r m i n a n t .F
ne pourrait pas être d i f fé ren t de zéro. En vertu de la (76), on a par
suite p^-i,v,.-..i,o=7^ o; en appl iquant les formules analogues des (28),
don t nous avons parlé plus haut, on voit donc que sont différentes de
zéro toutes les fi,-.»..../,/,.» ; en particulier, ^oo^ °-

^( 1 ) Une r e l a t i on du t\ pe^ m^z'^ == o ne p e u t pas subsis ter en ve r tu des (75 i, q u e

A -= 0

si les m\ sont toutes nnlles. Pour démontrer" cela; il suffit de remarquer que Jes (75)
sont équivalentes aux (7^. ) et que : i° le déierminant f àes y),//; n'est pas nul; 2° lesa^'
sont. entre elles linéairement indépendantes.

Ann. Éc. Norrn., (3), XLÎV. —JUILLET 1927. 25
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48. Nous avons vu aux n0' ••H: et 45 que si l 'équat ion (E) n'est pas
spécialisée, et si .z" en est une solution que lconque^ on a les équa-
t ions (75) dans l e s q u e l l e s ^ est la fonct ion définie par la (7.3).

En par t i cu l ie r , on a. des (7• > >) les équat ions su ivan tes :
'/

[ .̂ "^P),,,,̂ ",
| ,p(ii _ ̂  p.. „/.(»f ~~Zu1 A 0 1 " '

et dans les deux sommes on peut se borner à donnera A les valeurs < » „
i, . . ., v, en vertu du théorème du n0 4F).

Si nous éliminons la .r entre les (77 ), en exprimant que

(78) . ^-^^=o,

nous obtenons que ^ doit sat is fa i re à une équation de la forme
suivante :

M 1

(79) ' SS^^71'""04 .

On a ^^i=~ p v o o ? €ït (comme on l'a remarqué au numéro précé-
dent) cette quantité est difterente de zéro. La (79) est donc nnc é^iKi-
tion .€• d'espèce v et lype liyperbol.i(/iie : elle sera appelée /a deuxième
iransforfnée (le Laplace de l'équation donnée.

Oit aura un nombre infini de deuxièmes transformées de Laplace,
puisque la fonction ^ peut prendre un nombre infini de détermina-
t ions; on voit cependant pour la (73) que loutcs les deuxièmes tniits-
I années de iMplace d'une équation JJ donnée sont équivalentes entre
elles, au sens donné à ce mot au n° 23. On peut fixer une de ces équa-
tions transformées, en fixant la fonction a qui figure dans les for-
mules ( 7 1 ) 5 (73), par exemple en prenant a = i.

49. Nous allons maintenant démon trer que :

L'intégration de V équation (H) esi parfaitement équivalente a celle
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f/e' ^7 deuxième transformée de Laplace (70) ) : précisément à toute
solution ^ de Inf pre/nière correspond une soif/I/o// J de la seconde, (fu'on
calcule avec la (53) ; et, à ton le solution ^ de cette dernière équation^
correspond une solution x de //éf/uafion donnée^ qu'on calcule a\'ec la
première des relations (77 ) .

La première partie de cette proposit ion résul te de ce que nous
venons de dire au. îiiiméro précédent .

P ou r l a deuxième, supposons donc d'avoir dé te rminé une solution ^
quelconque de la (79). Calculons les .r771 avec les (70), dans lesquel les
on ait pris j''0^ —^ : puisque ^ est une solution de la (79), on aura,
en attendant, que la (78) sera vérifiée. Les ^•1) et -r '̂ déterminées
ainsi vérifieront aussi les (72 ) [qui sont équivalentes aux (73) ] .
lin conséquence, pour ce que nous avons démontré au n° 4*2, on
aura les relations (68) pour À==( ) , I , . . . , ^ — 2 : celles-ci sont
' 2v—i équations linéaires et homogènes dans les 2 ^ — i quantités
'i^/,(/=ï, 2, . . ., v — i ; /:==o, ï) et y. Le déterminant des coeffi-
cients est le (léterininant l\^._,^.....i,u, et nous avons démontré (^n0 47;
qu'il, n'est pas nul. De là s'ensuit que toutes les quantités d /̂, et la /^
doivent s'annuler. En tenant compte des (BS^) et, de la ("7^), on voit

^ j j \-k y.OO

alors que les .r771 sont telles que .r771 == .7^7^ ^ qu'eUectivernent

x^x^^ est une solution de l'équation donnée.

r)0. II. nous reste maintenant à démontrer que le déterminant (74)
n'est pas nul, tant que l'équation donnée n'est pas spécialisée, c'est-à-
dire tant (iue © == IVP^ -=/=. o. Dans ce cas les expressions (71 ) ne sont
pas toutes nulles.

Supposons par l'absurde F ==o. Les éléments y^/, de la première
li^-ne de ce déterminant ne sont pas tous nuls; si nous considérons les
matrices H 1 5 , r^, ... constituées par les premières ï, 2, . . . lignes
de F, soit T^ (a dernière de celles qui ne sont pas nulles (on aura
ï . l co^2v—ï ) . La matrice P"-^ étant nulle, on aura des relations de
la forme

^ , / / == y — ï , '} — 2, . . . , — ('^ — î )\
(80) Yo)//:=^^y).-~i,/^- (pour ^^ ^ ' /
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Dans les hypothèses actuelles, nous pouvons appl iquer le théorème
du n° 40, en p r e n a n t pour ;j, la valeur ;j.= 2v — i. On verra donc que
Féqualion (Go) est vérif iée pour
( S i ) À ==: ( , 2, . . . , M et j == ^ — ï , V — 2, . . . , ^ — 7T,

où l 'on a posé
2 ̂  —— G) ~=-T. ( I: ^ 7T ^ 2 ^ — 1 ).

Multipl ions par c/ les deux membres de ladite équat ion (60) et addi-
tionnons par rapport à l'indice À en t re les l imites ï et co. En tenant
compte de la (80) on voi t ainsi que la (60) est aussi vérifiée pour
A === co + ï , et donc pour les valeurs ( 81 ) des indices sont vér if iées les
(60) et (65); comme nous l 'avons vu au n° 40, de là s ' ensu i t l 'équa-
t ion (64). Cela montre que l 'équation (60) s'applique dans ce cas
pour les valeurs suivantes des indices

À -==. \ , 2, . . . , û,j et J =z V —— I , V — 2, . . . , V — 7T, ^ -~ (TT -+• 1 ).

Considérons le système suivant :
^-/~i

(82 ) 9^ — ̂  T/CT^-^,i = o [ pour j == ^ — î , y — a, . . . , v — ( ir + ï) ],

dont les coef f i c ien t s T^ sont dé te rminés comme nous l ' avons d i t au
n0 40; les i n c o n n u e s son t les Oy/,, ( y = = o , 1^, . . . , v — ï ; / •===o, ï),
avec l ' aver t i s sement qae celles q u i on t le premier i n d i c e /' négat i f
sont par déf ini t ion i d e n t i q u e m e n t nu l les . Les équat ions (82) sont
iden t iques aux équa t ions (69) du n° 43, sauf que les i n c o n n u e s sont
appelées Oy/, au lieu de Y.,//,, et qu'à la place de [M nous avons m a i n te-
n a n t T.+Ï : ces équat ions sont donc l i n é a i r e m e n t indépendantes ,
puisque par hypothèse l ' équat ion donnée n'est pas spécialisée.

Cela posé, le résul ta t auquel nous sommes parvenus peut s 'énoncer
ainsi : le système (82) (idrnet les soliaions

(8 a) ^/7.:=='//. ..-.-.î,/,/. pour Â Z = : I , 2, .... ^.

Or ce système se compose de î : + i = 2 ^ — ( o j — r ) équat ions indé-
pendantes, l inéaires et homogènes dan s 2v i n c o n n u es; les solutions (83)
-— en nombre de ro — do iven t donc être en t re elles dépendantes,
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c'est-à-dire q u e doit: s ' a n n u l e r la matrice qu 'on peut former avec elles :
et celle-ci est j u s t e m e n t la matrice [vl)' que nous avons supposée (litiè-
re n te de zéro.

.VI. Supposons m a i n t e n a n t que C etniaiùm donnée SOIT S P É C I A L I S É E iin
certain nombre c de fois.

Si l'on pose [i= i > ^ —- p , cela rev ien t à d i re que le système (69) du
n° 43 se compose de u. équa t ions l i n é a i r e m e n t , i ndépendan te s , q u i
po r t en t comme conséquence l 'équat ion qu'on o b t i e n t de la (69) en y
fa isanty = v — ( ;̂  + i).

Dé te rminons une s o l u t i o n que lconque du système (6q ) , compre-
n a n t des (nidntités Y(,/ / , <nii ne soiefit pas tontes nulles : cela est certaine-
m e n t possible , et d ' u n e i n f i n i t é de manières , pu i sque le nombre
des^o/ / . est 2^, t a n d i s que le nombre des équat ions (69) est ; j -<^2^
[cf. la (70) |. lin correspondance à ces valeurs des yo//,;, les ( 55) nous
permet tent de calculer de proche en proche toutes les yy//.. pour A= i,
2, . . ., ;J- ( ' ). Si l 'on dé f in i t la fonct ion ;; avec la (53) on a alors pour
le n° 41 que, si. ,2' est une so lu t ion quelconque de l 'équat ion (E),
sont aussi, vé r i f i ées toutes les équa t ions ( 5 4 ) .

52. Cons idérons l e s é q u a t i o n s ( 8 2 ) pour /= ^ — i , ^ — 2, . . ., v — a,
avec la c o n v e n t i o n fa i t e au n0 50 pour les i nconnues Oy/,. ; nous obte-
nons a ins i un système (lue nous a p p e l l e r o n s S '^ ' . Pou r ce que nous avons
dit au n u m é r o précédent , S'^' se compose de u. équa t ions linéairement
indépendanies clans les 2 ^ i i i c o n n u e s O / / , ; donc 2v — a+ i = p + ^ solu-
t ions 0/7, sont entre el les dépendantes . En outre , si nous considérons le
système S1 1- ' -"1 ' , ses premières ^ équa t ions sont celles de S'11-1-1, et la der-
nière est fine conséquence des précédentes . Nous a l l o n s maintenant
démontrer que :

Les groupes s ( i i \ ' ( i n ( s de ruiem's

(84) ^•/•i.= y,-,,/,/- ( p o u r /. -==-- i, 2, .. ., [j. -+• i )

conslilneni a -+- ï solutions du système S"^.

C 3 ) Dans tout ce qui suit les y/ , / , soni les quanti tés déterminées de cette façon.
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En effet, Oy/, == ,'Yo.//. est, par hypothèse, une solution du système S'^,
et donc aussi — pour la remarque qui. précède -- du système S1"-4'11.
En d'autres ternies, les Yo./v< satisfont au système S^"*"1' ; pour le deuxième
théofème (en italique) du n° 41, de là s'ensuit que les y^/, vérifient le
système S^1''. Cela démontre précisément que Qj/ç == Y.iy/, est une solu- '
tion du système S^". On peut répéter le même raisonnement en substi-
tuant y,^. à YO//, et l 'on démontre ainsi que 6,v,==Y^/. est une solution
de S0^, et ainsi de suite.

En vertu des (70), on. a p ^ [ ^ ; nous pouvons donc considérer les
so lu t ions (84) qu^on a pour A = i, 2, . . . , ? + ï ; pour une remarque
précédente, elles sont l inéairement dépendantes, c 'est-à-dire-que la
matrice ^{^~i! de p + i lignes et 2v colonnes qu'on forme avec ces
valeurs "p-.ij,//est nulle. Par hypothèse, la première ligne se compose ^
de quantités'y<)y/, qui ne sont pas toutes n u l l e s . Si nous considérons les
matrices P0, F'^, . . ., formées avec les premières ï , 2, . . . lignes
de F1^1"'0, soit F^ la dernière de celles qui ne sont pas nulles. La
matrice r1^'111 é tan t nulle, nous afirom efifre les ^...^/ude^ rein lions ( l e
la forme (80). Le nombre ent ier co peut varier en changeant la solu-
t ion ^//, considérée au numéro précédent; cependant , dans tous cas,
on a

(85) i^^P.

53. Pour ce que nous avons di t à la fin du n0 51, nous avons, en
particulier, en tenant présente la (85), que, si l'on d é f i n i t la fonction ^
avec la (53), il suffit que x soit une solut ion de l 'équation (E\ afin
qu'on ait

V — 1 1

(86) ^"^^SS^-11^-^ (pour 7•:=I' 2' " ^ Gl)? G)+ l )-
y=0 Â-==(>

Multiplions les deux membres de la (80) par r^71', et add i t ionnons les
relations ainsi obtenues pom\/==o, i , . ; . , v—î, et / i==o, ï ; en
tenant compte des (86), nous aurons

(JÙ

(87) 3"."==^^-'.».

"/>=:!
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Inversement, si, sont vérifiées les équat ions
^ ...„.-1 .i

(88) 3/> ''"""S 2 n--^^' ( p 0 1 1 1 - }> ̂ î-°- • • • ' ̂

et. la (87 ), on a tout de suite pour les ('80 ), que seront vérifiées toutes
les équat ions (86).

Faisons encore u n e remarque qui . nous sera u t i l e p lus l o i n . La
fonc t ion .r est ( / n u / u ( ) / / ^ e n / obligée a sa t i s fa i re à l 'équat ion (E), et de
cette équation ne peut v e n i r comme conséquence aucun l i e n l inéaire
entre les seules x ' 1 1 poury == o, ï , . . ., v — ï et /• -==0, i. Un tel l ien ne
peut donc non plus ex i s te r en ver tu des équat ions (86) , puisque
celles-ci sont des conséquences de ladi te équa t ion ( 1 8 ) et de la (53)
q u i se r t / seu lement à d é f i n i r la ^. On v o i t alors a i sément qu 'on ne peut;
pas t i re r des équations (86) un l ien l inéa i r e entre les seules j7""'-",
pour A = = i , ' 2 , . . ., co, puisque, par hypothèse, la matrice .P^ est
différente de xéro ( ').

r/i. Pour la première propos i t ion du n0 52, nous aurons les .rela*
( i o n s

•/ • j - -l

( ^ < ) ) 7 / -1 , / .——^ T/^'//. L / . - ^ I^O

( pour /, •:•==- i, • -> , . . ., ^> et / == o, i , . . ., v —- î ) .

lîn verlu des ('8()), les (88) peuve-nl: s'écrire

( ̂  3 )""1 '11 '"2 7/-IJJ •T/l + 2 2 '^y/.-.....,,/^, ̂ /()

(pûliP Àrr-- î , -.4, . . ., u).

.Dans la dernière somme p renons , au l i eu de l ' i nd i ce o-,

T^y-i-o-;

ensui te , échangeons en t re elles les deux leUres T et /' et les deux s ignes

( î ) Oïl a donc que la relation (^ ) est parla î le ment (!éLern>iiiée. puisqu'on ne peut
pas avoir deux diverses de ces relations sans qu'on ait en conséquence un lien
linéaire entre les sentes c:0.'-', .c ' '0 , . ... .s0^"''0.
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de ^; nous aurons successivement

2 2 T-^---^/o-2i2T--/^--•^
/=0 <7=« y'^0 "^^ /

-ss1---^-----^^^^^
par conséquent , les (90) p e u v e n t aussi s'écrire

^,_ i
91 ) .^-'5(1 == ̂  7/-i,/, i £/• ( po11 r - 'À == « , 2, . .., ^ ),

où, pour abréger; nous avons posé
/

(<j i / ) t/-= ^/1 -h^ T^/„..T^T!1 ( pour j -= o, i, . . ., v — i ).

T = 0

Nous démontrerons plus lo in que le suivant dé te r rn inan i d'ordre co,

70.^—^,i ' / I I .V-M-HJ • • • 7o,v l ' i

71 .v—( ' ) , i 7 i , ' ^ -< 'o+i , i • • • 7 1 . ' - » - 1 , i

n'est pas nu l . On pourra donc résoudre le système des <o équa t ions (91 )
par rapport aux <o quant i tés ?,,.„.„ E.-....>.„,,, . . ., ^....i. Kt"t particulier, on
aura pour E,,_,., une expression de la forme suivante :

'/ ._.,- f,) — l fO

(99.) • ^-^= 2 ^'^S7^^"'1'0'^J
/==« /.==1,

5:). Nous avons donc, de ce qui précède, que si .r est une so lu t ion
quelconque de l 'équation (E), et si Voù considère la fonc t ion z déter-
minée. en correspondance par la (53), ces deux fonc t ions x et z véri-
fient les deux équations différentielles (87) et (92). L'équation ^p),
dans le casque la ^ soit connue, est une équat ion d i f fé ren t ie l l e dans
la seule .r, que nous dirons une équation ,€ d'espèce v — co dit type
hyperbolique et non homogène, puisque, en vertu des (c)^), à part un
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terme qu i ne dépend pas de la .r, elle est p réc i sément une équation ^
d'espèce ^ — eu. Ceci posé, on a que :

On obtient toutes et se nies les solutions x de Inéquation (.E\ en inté-
grant successivement les équations (87) et (92), dont la première est une
équation linéaire et homogène aux dérivées ordinaires^ d') ordre oj, avec j
pour inconnue^ et la seconde est une équation C" d'espèce v — c o du type
hyperbolique et non homogène 5 dans l'inconnue ^'(i^co^).

Supposons que.r et ^ sat isfassent .aux.équat ions diiîérentielles (87 )
et (92); il suffira de démontrer que x vérif ie la 08). Pour cel-a, d-efi-
nissons les fonct ions^- 0 et x - i ' ' de la manière su ivante :

()^ - ' ' •
(98) .^= -^ (pour Â==:O, ï, . . . , G ) ) ,

à 1 x
(94) .z-/o==^: (pour ./=:o, i, . . . , ' > — i ) ,

ài^ v
(96 ) ^/1 -==. ̂ -̂ -, ( pour ,/ = o, î , . . ., v - w — i ).

En tenant compte des ( < ) 4 ) , ( 9 5 ) , les (^r') d é t e r m i n e n t les valeurs
des ij pour j =o, ï , . . . , v — co — i. Dans le système (91) tout est
connu, sauf les £/,....^, $v......-r,,. \i • • . 7 î-/-i ; comme nous V avons remarqué
au n u m é r o précéden t , nous pouvons résoudre ce système par rapport
à ces q u a n t i t é s ^ les é q u a t i o n s (9 î / ) dé t e rmine ron t alors" les q u a n t i t é s
restantes .r'""'0'1, .r '"""'"111 '1-1 , . . ., .z^'"'-1. En particulier, la c,-.,..,,,, se calcu-
lera avec la (92'), et, comme par hypothèse x et z vendent cède
équation d i fFéren t ie l l e , a ins i la va leur correspondante de .r7""'-1 .n'est
autre chose que

^ -0)-t-l .y

(r\()\ ^f~W,\ —— ,._______ .v9 / „ "ôii^^ôv

Les valeurs dé te rminées^ comme on vient de le dire pour les
x-i'^j = o, ï , . . ., ^ — ï ; k = o, ï) et les .^•"(X = o, ï , . . ., co), satis-
font aux équations (91) et donc aussi aux équations (80) q u i ne dif-
fèrent des précédentes que par la forme. Par hypothèse, en outre ,
les.^-0 vérif ient la (87); pour ce que nous avons di t au n° 53, i l s ' ensui t
de là que seront vérifiées toutes les équa t ions (86 ).

Nous sommes donc dans les mêmes hypothèses du n° ^.î ( s au f le
Ann. Ec. TVo/'w,, (3 ) , XLïV. — JUILLET 1927. 20
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changement de [j- en. co); pour les équations (68) de ce numéro, nous
avons, par conséquent,

^—i i

^ ^^^J-^/£^/k^^'~i^l::==: ° ^pour À==:o' llî • • • ^ — O -
/=! A-=u

Les iy/, et les y sont données par les (68^); or, les équations ( ;)4 ^
(95), (96) montrent que

4</o==o (pour y = = o , i , . . . , ^ ~ i ) ,
^=o (pour y •==(), i , . . . , ^ — G ) ) ,

et, par conséquent, les (97) se réduisent à

^ yA,/-l,l(SP/l+y>-.v-l,lZ;:~-o (pour }.=-,-o,ï, . . . , r , )—i ) .
'/==:l'--f») - 1 - 1

Celles-ci sont co équations l inéaires et homogènes dans les oj quan-
tités ^y , (pour j== v -- co + i » . . ' . , v — i ) et / ; le déterminant des
coefficients est précisément le déterminant A non nul , considéré
au n° 54. D'ici on conclut que toutes les quantités ^ / i et la y doivent
être nulles. Pour les premières, on doit avoir

xii=€^ (pour / = = o ? î 5 • • •^-1 ) '

et alors ces relations avec les (94.) mont ren t que la y = o exprime
précisément que la x est une solution de l 'équation (E) proposée.

56. Il nous reste encore à prouver la propriété que nous avons
admise au n° 54, c'est-à-dire que le dé te rminan t A n'est pas n u l .

Supposons, en effet, par l'absurde qu 'on ait A = = o . Dans cetle
hypothèse, on pourra éliminer entre les (91) les quantités ^,,,
c,^.,.i, . . . y E.^i, et nous obtenons ainsi une relat ion de la forme
suivante :

'/—ri) '—i (»)
(98) fy-^= ^ ^/^+^^Â;3Â~1'() (avec ^^^

7=0 ).=:-i

puisque les ^ ne peuvent pas toutes disparaître en vertu d'une obser-
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vadon faite à la fin du n0 53. La (98) est une conséquence des équa-
tions (91), et donc aussi des équations ( 6 6 ) . Dérivons-la par rapport
à // î , 2, . . ., co' — i fois, en é l iminan t la ^ f > ) o chaque fois qui paraît
an second membre, au moyen de la ( 8 7 ) [qui est — elle aussi —
une conséquence des (86)]. Nous obtenons a ins i . en total avec
la (98), oY > co équat ions linéaires entre les co quant i tés ^ • - ' • ( >

('pour À== s , 2^ ..., co ) , et par c o n s é q u e n t , on pourra toujours éli-
miner ces quant i tés en t r e un certain nombre d'entre elles. On obt ient ,
a ins i un lien l inéa i re ent re les seules x - 1 1 ' pour y=o , i, . . ., v — i
et / t = o , i , comme il est mani fes te d'après les expressions (91')
des ^-, et la forme de 1,'équalion (98); et, d'autre part , une tel le rela-
tion ne peut pas être une conséquence des équat ions (86), comme
nous l 'avons déjà observé au n0 5;î.

En résumant les .pr inc ipaux résultats obtenus jusqu'à présent dans
ce paragraphe, nous pouvons dire que :

IjOrsqu'on a une é(]nation € d } espèce v et du type liyperboli(/ue^ on a
deux cas, suivant que le déterminant © (lu n0 •\^ est différent de zéro on
In en est nid.

Si © ̂ z o, ce qui sera le cas générale on peut considérer une autre équa-
tion € cr espèce "v et du type hyperbolique — la, deuxième transformée de
Laplacede l'équation donnée-— dontfinié^T{it{on est par faite frient éqiu-
c'alente à celle de l'équation proposée.

Si ©===o, V équation (tonnée est spécialisée^ et pour en obtenir toutes
les solutions^ il suffit d'intégrer successivement une équation linéaire
lio/nogene aux dérivées ordinaires d'ordre c'j et une équation .€ d'es-
pèce v — (o du type f)yperl)olique et non Ifoino^'ène ( avec ï ^co^v ) .

57. Si. l 'équation donnée est spécial isée 0 = 2 ^ — ^ fois, le sys-
tème (69) du n0 43 admet précisément p so lu t ions y,,^- l i néa i r emen t
indépendantes . Fixons-en u n e ; en correspondance, l 'équat ion ( 5 3 " )
déf ini ra une fonct ion s te l le que si x est une solution de l ' équa t ion
proposée, soient va lab les des relat ions de la forme

V ~ l 1

^ ';)'tl::~" ̂  2 ̂ i k x j k ^our ^ = 0- { — • - ^ — r ) '
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(o étant le nombre défini au n° 52 (co^p^). Mais l'équation (87), et
celles qu'on lire d'elle en la dér ivant successivement 1 , 2 , . .., fois
par rapport à //, mont ren t que ^ f l ) o , .T^4-1 '0 , ^> 4-2 '0 , . . . doivent, elles
aussi , s 'exprimer avec des formules de la forme (99). Donc :

La fonction :• considérée est telle que, si x est une solution quelconque
(le l'équation (E), elle et toutes ses dérivées successives z^ s'expriment
<ivec des formules de la. forme (99). La fonction z sera dite constituer
une fonctionnelle de x.

Si l'équation (E) est G fois spécialisée ( i ^ p $ ^ ) » ̂  fonctionnelles
de x forment un système linéaire oc'0, c'est-à-dire clu'on les obtient tou tes
en faisant une combinaison l inéa i re de p indépendantes d^entre elles.
Si ^ est une fonctionnelle de x, sont encore telles toutes ses dérivées
successives. A chaque fonct ionnelle de x est attaché un nombre oj,
que nous dirons son degré ( i ^ c o ^ p ^ v ) , qui est le degré de l'équation
différent ie l le de la forme (87) et du degré le plus bas, à l aque l l e [en
vertu de la (E) satisfait la fonc t ionne l l e ^ considérée.

Si Inéquation (E) n^est pas spécialisée^ la x nadmet pas des fonction-
nelles j; en effet (n0 43), si © == M:"2^ ̂  o, le système S^ n'admet pas
de so lu t ion (cons t i tuée de nombres Yo / / , qu i ne soient pas tous nu ls ) ;
et, par conséquent (n° -II), on ne peut pas avoir, en vertu de la (E),
des relalions de la forme (99), pour A == o, T , 2, . . ., 2v.

5(S. Si nous appliquons une transformation quelconque des trans-
formations (12) ou (i4) considérées au n° 23, la (E) se transforme en
une équation du même genre dans la nouvelle inconnue x. Cela posé,
il est évident, d'après les (i3), ( i5) et le numéro précédent, que :

Si z est une fonctionnelle de x du de^'ré (Oy elle est encore une fonc-
tionnelle^ et du même degré co^ de la fonction transformée .ï.

Pour ce que nous avons d i t au numéro précédent, on a alors le
corollaire suivant :

Les transformations (12} et (ï4) considérées au n^ 23 changent une
équation S qui ne soit pas spécialisée, en une équation C qui nest pas
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spécialisée, et une équation S qui soit o fois spécialisée, en une équation ^
(/ni est, elle aussi y p fois spécialisée,

Si nous nous rappelons que le fait que l 'équation (E) soit spécia-
lisée s 'exprime en a n n u l a n t le dé t e rminan t 0 considéré au n° 43,
nous aurons que :

Le déterminant © est un invariant de F équation ( E), par rapport aif.r
tjrinsfonnations ( 1 2 ) et ( 14 ) ( ' )-

59. Nous avons déjà i n c i d e m m e n t remarqué (n° 47) que, aux nota-
t ions près, les ("75} co ïnc iden t avec les ('29); de même, les ( 7 2 ) coïn-
cident avec les (33). Ceci démontre que :

Les deux ^y///,v/'o77//a^'07?.y de l.aplace^ étudiées dans ce paragrap/ie
et dans le paragraphe précédente sont l'une l'inverse de l'autre.

En d 'autres termes, si les i nva r i an t s À et 0 de l 'équation (E) ne.
sont pas nuls , nous pourrons substi tuer à cette équation deux équa-
t i o n s de même forme, dont l ' in tégrat ion entra înera cel le -de (E). Les
deux nouve l les équations (E/) et(T-L.i)sont respectivement la première
el la deuxième transformée <^ Laplace de l 'équation donnée ; on peut
é v i d e m m e n t appl iquer la même méthode à ces deux équations, mais
el le ne donnera pas deux équa t ions nouve l les pour chacune d'elles. En
effet , pour les remarques qui précèdent , et pour des théorèmes
des n0' 2<S et 48, la deuxième transformée de Laplace de (E, ) el
la première t r ans fo rmée de Laplace de ( E,i ) s o n t équivalentes à l 'équa-
t ion d o n n é e ( E) .

On voit donc que les deux t ransformations de Laplace, appliquées
successivement, nous donneront seulement une suite linéaire d ' é q u a -
lions :
(K)O) . . . , (E^), (1^,), ( E ) , ( E , ) , ^), , . . . ,

à indices posit ifs et négatifs, dans laquel le chaque équation (E/) se

P ) Si l'équation ( 1 ^ est spécial isée, la plus grande et. la plus peli'tc des valeurs que
peut atteindre le de^ré œ des diverses tot iGtionudIes dû x sont ittanifestemeni des
i i » v a r i a n t. s n n i i » é r i q u es d e 1 ' é q u a t i ( > n ( K ).
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déduira de l'équation (E^,) par la première transformation de Laplace,
et de l'équation (E/^.i) par la deuxième.

La suite (100) sera en général i l l imitée des deux côtés; toutefois,
elle pourra être bornée dans un sens on dans l'autre. Précisément, elle
s'arrêtera à droite si l'on parvient à une équation (E,) avec ^o) qui
soit particularisée, et à gauche si l'on parvient à une équation (E/)
(avec i ^ o " ) qui soit spécialisée. Dans ces deux cas, le problème d'inté-
grer l'équation (E/) — et par suite la ( E) — se décompose en deux de
nature plus s imple , comme il est précisé par les théorèmes des
n^S^ et 55.

IV. — Transformation de Laplace des équations C
d'espèce v > i et du type parabolique.

()0. On peut démontrer, pour les équations du type parabol ique , des
proposi t ions tontes pareilles à celles que nous avons développées dans
les deux paragraphes précédents pour les équations C du type hyper-
bol ique. Nous nous placerons dans le cas général et nous nous borne-
rons à traduire analytiquement les considérations géométriques du
paragraphe IV de la première Partie.

( > 1 . Supposons qu'on ait une équation C d'espèce v> i et du type
parabolique ^ -+-1 " } —. i

^•o-+.y1 A^^'^rro( f o ï ) S^^'^S^^^
/==n t==(i/==n t==(i

Ap+,^0.
avec

Tâchons de dé te rminer des quan t i t é s / ^ o u » ^oo- , . . . 9 ^ v ^ , o , o qui "e
soient pas toutes nnHes et telles que, si l'on pose

( 1 0 2 ) . J=^^(

'/. --0

on ait, dès que x satisfait à la ( 101),

( t o3 ) y"=^^,,^.
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On voi t tout de suite en é l i m i n a n t la,;r entre les ( '102), ( ' io3) et en
comparant avec la (101), qu'on doit avoir
( i. o4 ) ^-oo == oc A ̂  ( pou r /'== o, i, .. .. ^ — i. ).

i Z^,,, :=: ^{^-—aA/o (pour i==o, i, . . . , ^ — i ) ,

(io5) . b^ ::-::— a A,,,,,
( ^v-+-i,,,,i =— aA,^^,,,

a étant une f o n c t i o n non nu l l e a rb i t r a i re de // et e.
Dérivons la (102) i, 2, . . . , v + i fois par rapport à u et la

( io3) 1 , 2 , . . ., v — i fois par rapport à // ; nous obtiendrons les équa-
t ions suivantes :

| y'0^^ ^/./o^° (pou r r==o, i , . . ., ^ -h i ) ,
„ 1 À == 0( 106 )

•

 / 1
 2^

1 }/n == 2 /ru} ̂ M (pour ^.=ro, . 1 , . . . , v — i ) ,
' A=( l

dans lesquelles les coefficients /^//.. se calculent aisément de proche en
proche à pa r t i r des coefficients 6),oo et 6/,o^ qui sont fournis par les
(io4), (io5). l 'i.etnârquons seu lement qu'on a

( 6>) / •==o si /. > v -+- i — i,
( 1 0 7 } )

( b\^ •==. o si }> > v -\- i 4- i ;

/ Q. { ^W--l, /,.,=== ^-1,0, ,,=^^-),I<(108) }
' / j /, ____ /., ___ <y A^ ^^....i.-^.t-) ̂ •j —— C'^,-.^.]^^| —- —— V,t\.^^-.\ ^).

.En t enan t compte des (107), on a en par t icul ier des (106) :

0°9)

y / 1 1 — ^ ô^pîy'11 (pour / == o, i , . . ., v ),
À=0

j^'1 == V ^//, ^)•<> ( pour j =o, ( , . . ., ^ "-- 2 ).

Celles-ci sont 2^ équations linéaires dans les 2^ quantités
x^ (pour À == o, ï , . . . , 2 ^ — 1 ) ;

indiquons avec B le déterminant des coefficients; il sera une fonction
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rat ionnelle entière des coefficients A//,, de l ' équa t ion (101) donnée et
de leurs dérivées, et-en plus de la fonction a a rb i t ra i re qui paraî t dans
les formules (io4), (io5). Supposons, ce qui sera le cas général,

B^o.

Nous pourrons résoudre les (109) par rapport aux ,z>A(', et nous aurons
ainsi des relations

V \» — -2

( I 1.0 ) •^'() =^ ^A)./70 +^ CA/lJ 7 1 ( P0111' À ~=- °- ! î • • - ' 2 ^ —— I )•

7=;0 - /'=:(»

Les (106) sont 2v -+- 2 équa t ions l inéai res par rapport aux.
2v -+-1 quantités

.^••ÀII (pour À ==o, i, . . ., '2 v );

en éliminant ces quant i t és , nous ob t i endrons u n e re la t ion de la tonne

( ̂  f ) ^ <^•.,,y/ll -+- ̂  cP/.iy1 = o.
t:-=;:0 /:=(l

En tenant compte des (107), (108), on voit en par t icul ier que
. , .^ • | ^4-1,.) ̂  — ̂  ,v-1, i B =: a A ,,,.,„ i, „ B 7^ o,
\ 1 l JL j <

( aV..i,,̂ : ^^,,^i,.,B==aA^^,B.

On peut dé m on trer qu'on ob t i en t en coreréqualion(i 11) en é l i m i n a n t la.r
entre deux des équations (no), en exprimant que x^ —•: — ^ • " " " } ^ == o.

On a donc vu, pour ce qu i précède, q u e si x est une solution que l -
c o n q u e de l'équation (:ioi) donnée, la fonction y déf in ie par

j=^A/,^-

satisfait à l'équation (i 11).
Ce résultat peut être inverti . Précisément , on peut démontrer

que/si y est une solution quelconque de l 'équation (ni ') , la fonc-
tion x == .z'00 qu'on a des (î 10) pour A == o, c'est-à-dire

x ̂ L c ( } h ) y " } ̂  2CQh y h '/•==() /•;-.:()
est une solution de l'équation (101).
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La (ni) est poury une équation C du même genre de l 'équation
proposée. Elle peut prendre un nombre inf ini de déterminations, sui-
vant là valeur qu'on donne à la fonct ion a; cependant, toutes ces déter-
minations sont équivalentes entre elles. L'équation (ni) sera dite ///
première transformée de Laplace de l 'équation d o n n é e .

Nous n ' ins i s tons pas sur l ' invar iance de cette transformation par
rapport aux transformations (12) et ( i6)du n°23; ni., non plus, surles
divers cas particuliers qui se présentent si B === o, et dans lesquels le
problème de l ' in tégrat ion de Inéquat ion donnée se décompose en deux
problèmes de nature plus s imple. Remarquons seulement que mainte-
nant , aux invar iants analogues de ceux que nous avons considérés au
paragraphe II, on doi t a jouter l'expression

A^,,,
A...,,.

Elle ne change pas en appl iquant à l 'équation donnée la première trans-
formation de Laplace \c/\ les ( ï ï 2 ) ] , ou 'bien une transformation (12)
[voir les C.i3)]; tandis que si, l 'on applique une t ransformat ion (16),

elle est seulement m u l t i p l i é e par ( y- ) -r- [iw/'ies (17 )]. Un système
autoconjugué, q u i correspond à une équation (i i ï ) pour laquel le ladite
expression soit nu l l e , est tel que pour chacun de ses points, l'espace û*
considéré au n" ("> cont ien t (non seulement le E,,, mais) le E.^i oscil-
l a t e u r à la courbe du système à laque l le il appart ient .

02. En général, on peu! in terver t i r . , et d'une seule manière, la
transforma lion précédente.

Tâchons, à cet effet, de dé te rminer des quant i tés

Q ' 3 ) y<.,^ 7 < . i < n • • - Y - v » ; yoo ï . 7 o n - • • - 7.^-2,1

qui ne soient pas toutes nulles et telles que, si nous posons

0 ' 4,) ^ = ̂  -/o/o ••y/<l + ̂  7u/i ̂ /1,
y == 0 == (»

Arui. Éc. Norm., (3) , XLÏV. — JUILLET 1927. ^
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on ait, dès que x satisfait à la (101),
v v — â

( f 15 ) ^ ) > f l =^ YA/O ̂ /0 -+-^ V A / I •T/l ( pour À = o, i , . . ., r» v — i i .
/=0 /=:0

Les conditions auxquelles doivent satisfaire les quan t i t é s incon-
nues (i i3) s 'obt iennent a isément en é l i m i n a n t la ;? entre l aC 'nS) et la

^"^''^^L 'A-i./^70 "^S ̂ -i ' A ' 'a;''/î (po"î' A -=• i , r), . . . , -a ^ — i ) ,

et en comparant avec la (101) l 'équation obtenue a ins i . En supposant
pour s impli f ier A,,.,. ̂  o = i, ce q u i ne d iminue en r ien la ^ 'énérali lé,
on a

( r !6) , n.i^~=- y),-i./-i./'-A.//7),_,,,,,>-4- 7^°,.^
/ k -=: o et /' =- o, i, .. ., v . \
P0"1 ' / , • ^ = r , 9,, . . ., ̂  - i ,\ A' ==- i et / = o, i, . . ., v — 9. i

( ï 1 7 } y/~-i,v—2.i •-— A^-.i ^ , //.—i,v,,, == o ( po u r ^ === i, 9., . . ., a v — i ).

Les formules (.116) d é t e r m i n e n t les •p .̂ de proche en proche, en
partant des yo^.; il faut dé te rminer ces quan t i t é s de façon que les -p,^,
(obtenues con'nne il a. été d i t ) vérif ient les 2v — i équa t ions (x 17). On
démontre que, pour qiri.1 en soit a i n s i , i l esl nécessaire et s u f f i s a n t
que les quant i tés 0:i3) sat isfassent au système s u i v a n t :

V _ y _ 2

(i 18 ) y, , / , — j^ ï^^^_^^ ^ (pour j == y — 2, v — 3, . . . , — ^ ) ,

dans lequel les q u a n f i l é s y^.dont l ' i nd i ce y est négat i f , sont i d e n l i -
q u e m e n t nu l l e s . Les Ty^ se ca lculent de proche eu proche avec les for-
mules

1 /—i^ rr= ! ^-— T^._i (pour cr =.= i, 3, . . . , -y — / — '.-> ),
'/....... /,.-. ^

r^/-,:l,V..--/_, = Ay, —— ̂  ^'/^A./.^.F^., - l'̂ L .̂,.

Les (118) sont 2v — i équations l inéai res et homogènes dans les
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2v q u a n t i t é s ( 113) ; en général, elles détermineront d 'une seule façon
les rapports mutuels de ces i n c o n n u e s . Par su i t e , la fonction ^, pour
laquel le les (n5') coexistent en 'ver lu de la (ici ') , , est définie par
la (.s. i4)? à un fadeur arbi t ra i re près.

Les ( i : i5) (dans lesquelles les Y),//, ont été déterminées comme on Fa
di t ) sont 2v équations l i n é a i r e s dans les 2^ quanti tés .r771. En général,
on pourra les résoudre par rapport 'à ces quant i tés ; et l'on obtiendra
des re la t ions de la forme

^•/<f : ^ PA/U^' (pour y-=o, i, . . . , T / )

! ( 9 )
tr/l ̂  ̂  ^/i Z/M (po«r ./' =- o, i, . . . , v - • 2 }.

On démontre que
p)./,> r-r o si 7 > ^ 4- ./' — l ,

P>^=:;o si } .>^4-./4- i ,

donc des ( I K ) ) on a en part iculier , poury'= o,

( 1 2 0 } ' ^'^SP—'11
A — < •

^•=^ ?„„.-.
À ;== 0

En éliminant la .z1 entre ces équations, on obtient une relation du type
suivant :

r ! 2 s ) S^^S1' ^ F / ^ ^ o ,

avec F,,.,,,) . . 1 ^ 0 ̂  o.
On a vu, par conséquen t , que si x est une so lu t ion quelconque de

l 'équat ion O o s ) donnée , la fonc t ion ^ définie par la ( i : î4) satisfait à
réquat ion 021). On démon t r e inversement que , si. ^ est u n e so lu t ion
quelconque de la ( f i2 s : ) , la fonction x-^x^^ d é f i n i e par la ("120) est
une solution de l 'équation proposée.
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La (121) est une équation £ d'espèce v et du type parabolique, qui
sera appelée/a deuxième tram-formée de Laplaceàe l'équation donnée.

On voit pour tout ce qui précède l'analogie étroite qu'il y a entre les
équations € des types hyperbolique et parabolique; la raison de ce
fait est expliquée par la remarque faite au n° 9. Nous nous conten-
terons,par conséquent, pour le cas parabolique, des quelques consi-
dérations que nous avons rapidement ébauchées jusqu'ici dans le pré-
sent paragraphe.


