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SUR

LES
PAR UNE SÉRIE DE TAYLOR

ET

SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES
AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER

PAU M:. SOULA.

On trouvera dans ce travail, une série de propositions relatives à des
relations entre les coefficients a,, d 'une série de Taylor f{^) = ïûn^1

et les points s inguliers de la fonction analyt ique que cette série déter-
mine.

Je traite, en par t i cu l ie r , le cas où il existe des suites de coefficients
nuls et le cas où certains coefficients sont bornés alors que les autres
ne le sont pas; je rencontre des théorèmes bien connus de MM'. Hada-
mard et Fabry ( ' ) . Une seule méthode est employée ici, : c'est celle
qui a d o n n é à M. Carison ( 2 ) des résultats intéressants ; elle consiste
dans l'emploi cTune fonction ana ly t ique G(r) telle que G(/?) == a^

Je n 'étudie la fonct ion G(r) que dans un angle ayant pour bissec-
trice l'axe réel et don t l 'ouverture est inférieure à T;; les propositions
qui en résultent ne peuvent concerner que le cercle de convergence
de/(.).

Dans le Chap i t r e I , j e compare les façons de croître d'une fonction

( 1 ) HAÛAMAÏU», Essai sur les fondions données par le développement, de Taylor
{Journal de Mathématique.^ 4e série, t. VHI, 189^); La série de Taylor (Collection
Scientia). "-— FABRY, Sur les points singuliers d'une fonction (Annales de
l'École Normale^ 3e série, t. Xf î l , 1896).

(2) CARLSON, Thèse, Upsal, 1 9 1 4 ; Ueber potenzreihen (Mathematische Ânnalen^
Band 79, 1919) .

Ann. Ec. Norw., (3) , XLIV. — AVRIL 1927. Io



q8 SOULA.
holomorphe dans un an^le de sommet 0' sur les divers rayons issus
de 0, et cela pour des f o n c t i o n s qui croissent moins vite que ^ 7 i l ] l .

Le Chapitre II cont ient l 'étude des racines réelles de ces fonc-
t ions G(r); les Chapitres III et ÏVl 'appliealion des propriétés obtenues
aux séries de Taylor.

Voici des notat ions que je conserverai constamment :
J 'é tudierai s imu l t anémen t une fonction G(^) de la variable ^ == tc^

et la fonct ion n ' ( n } = G ( - ") dé la variable u -= ^- Le module de // sera^ \ / \^ ^ j y
désigné par /• et celui de ^ par t. Le champ de variation de // sera un
secteur circulaire de sommet Oy il sera désigné par AOB ou par Sy.

( S% ) — a <i argumen l u •< 4- ^ ; /' •< /*o ;

a sera, en général, compris entre o et ^? r^ est un uornhre positif.
Le champ de variation de i1 sera

(^a) —a << argament p <<-4-a; t =='| î-» | "> —•
-^'o

CUAPITBË 1

1. J 'aurai besoin du théorème su ivan t dû à MM. Nevanl inna et qlïe
j'énonc'e dans un cas particulier ( ' ) : « Soit une fonction ^'(^) de la
variable u•==.x-Jr-iy, holomorphe à l ' intérieur d'un domaine G sim-
plement connexe et dont le contour comprend deux arcs OEP, OFP.
Un suppose qu'au voisinage d'un point u^ quelconque dû contour on a

1 &'( u) ! '<- fn 4~ £ sl uo est sur OEF-*,
i g{ u) | < M -4- £ si UQ est sur OFP,

1 ^'C^) 1 < A si u^ est 0 ou P,

s étant arbitrairement petit; A, m^ M sont des constantes ; on a m <; M.
Soit X un nombre compris entre o et ï , soit À ^ ( / / ) là fonction liar-

( 1 ) F. et R. NEVANLINNA, Acta societatisfennicœ, t. ^ô, n0 5, § à.
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monique des deux variables réelles x et y qui est nulle sur OFP et
égale à ï sur OEP. On sait que la courbe G, déf in ie par-l ,(^) == A j o i n t
les points 0 et P et partage G en deux régions. Dans la région com-
prise en t re OEP et Cy on a

| ,^'( ïf) ] < m\IVÎ'~\

et cette inégali té est valable sur G), où elle peut toutefois être rem-
placée par une égalité dans un cas pa r t i cu l i e r . »

Je prends pour OEP un segment de droite, pour OFP un arc de
cercle; l 'angle de Parc et de la d ro i te sera. désigné pa ra . On a alors

ang-le O D P — ( 7 : - a )
A. ( // ) :::.:: ——————^——————,

.1.) é tan t le po in t d^af l ixe // == .r •4-rr. .le poserai ? = = = ? : — ODP; donc
a-f-i ^

(i) ^ \^(u)^^//f'm^~MX.

Soit un deuxième point ï)' (faflïxe //' i n t é r i e u r au t r iangle ODP;
on a

id? ^ "
( î ' ) \ff(.u/)\<m' a Ms-

2. Soit une fonction ff(u) ho lomorphe et de rnodule borné (.laris le
secteur c i rcula i re AOB dont l 'angle d'ouverture AO.B a pour mesure a.
Là fonc t i on est aussi supposée holomorphe en tout p o i n t du contour
de ce secteur autre que le sommet 0 ( 1 ) . On sa i t que si ^'(^) tend vers
zéro avec / • = = [ / / sur le rayon OA, la fonct ion tend vers zéro sur tout
rayon OC in t é r i eu r au secteur. Ce théorème est dû à M. Monte!; i l a été
généralisé de diverses façons.

Je dois m'at tacher ici à comparer )a décroissance de \^{u) sur jes
divers rayons in!.érie?irs au secteur. Dans ce h i j t , je me donnera i une
fonc t ion réelle V(/ ') t e l l e que Fon ai t

k(^)l:;v(^

( 1 ; On pourrait, supposer que y( u") est conlimie mais non holomorphe eu tout point
de OA ei OB autre que 0.
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sur le rayon OA, On supposera que V(r) est une fonction positive non
décroissante, et qu'elle tend vers zéro avec/1. Je me propose de cher-
cher une inégalité analogue valable sur le rayon OC qui fait Fangle ç
avecOA. Je traite la question en supposant d'abord a <^ r..

Je choisis un point P sur OA et je trace l'arc de cercle OFP qui
admet OB pour tangente. Soit D un po in t situé sur la droite OC et
intér ieur au domaine G l im i t é par le segment OP et l'arc de cercle. Je
puis laisser OC fixe et faire varier P et D de telle façon que le
tr iangle OPD reste toujours semblable à lui-même. Pour préciser cette
correspondance, je choisis l 'angle OPD = r. — ? et je prends ^ compris
entre ç et a. I L étant toujours l'affixe de D, je pose

OD = | u = r ; a == ———np——. J'ai OP -= ar.
s i n ( @ — c p )

Je désigne par M la borne donnée de [^• ( / / ) ] . D'après (i), j'ai
q-fi ?

( 2 ) k^Ql^v^/-)] a M^

dès que r est assez petit pour que l'arc OFP soit intérieur au sec-
teur AOB. C'est là l ' inégalité annoncée; on peut supposer p arbitraire-
ment voisin de ç et supérieur à ç. Si, par exemple, on a ç < ^ ,

1
gÇu) décroît comme [V(ar)j2.

On peut montrer que §-(u)tend vers zéro d'une manière uniforme
dans le secteur

o < argument u < ©o < a ;
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il suffit de remarquer que M ne dépend pas de <?, de choisir ? supé-
rieur à (po et d'écrire l ' inégalité

î K;̂ ,')!̂ 111

qui est valable dans ce secteur.
Il nous reste à étendre ces inégalités au. cas où .Fan^le a est supé-

rieur à Ti. Je suppose que OA soit l'axe réel et que le domaine où ^'(^)
nous est donné s 'obtienne en faisant tourner un rayon dans le sens

a

positif de OA vers OB d 'un angle a. Je pose ^ == y/27^ les arguments
de z et de // é t an t nuls s imul tanément sur OA. Je pose encore

G(.
/ ^X .TC

^) = ̂  ̂ ) , \z\ == p, M :^ r. J'ai p == ̂ a.

Sur OA on a par hypothèse
/ ^ a .i^mvAp-;.

Comme le domaine où G(^) est dé f in i est un secteur d'ouverture -,»

on a sur un rayon d'argument a/ (ç'<^ 7 )

• / ^..M Er / 2 a .̂M"̂ "
^)\^\G(z)\^m-[v{a^p-)^ ^ ;

[y est un angle corr|pris entre 9' et ^ et a représente ••-—^^^ » On
peut encore écrire

ET / ^ \ 1 î ~[^(iz)!^.0^!^7^77/'^ 2 .

L'argument de // est ç === -1- y7 ; soit p === —: p'. On a

ïn?
JT g r / s a Y'ï a

(3) j^^^jr-M^^lvla^^J
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clés que r e s f c assez petit; fJ est un argument quelconque compris entre
. r^ .. / ,sin —

l 'argument o de ^ et a; a représente — — — / p _ .\ '
sin1'- ( r—^ )

2 ^ 2 /

On généraliserait de même la formule (2') dans le cas a^>T.. Il en
résulte que^'(^) tend uniformément vers zéro dans tout secteur inté-
rieur au secteur donné AQB.

3. Soit u n e fonction f ( ( i ) holomorphe dans le secteur AQB et
s u r O A e t O B .

Nous admettrons que lorsque // tend vers zéro sur un rayon inté-
rieur au secteur, | /(^)[ croisse constamment et i ndé f in imen t , et cela
d 'une façon un i fo rme . L'inégalité (2) appl iquée a —— nous donne
une propriété de cette fonction : si deux rayons OC et OD sont inté-
rieurs au secteur et ont pour argument , 0; et 0^, on a

/(re^]"|/(W^)| ?

b et n étant des nombres positifs et ne dépendan t que de la figure for-
mée par les droites OA, OB, OC, OD. Nous adniettrons, de plus, qu'à
tout nombre a compris entre o et i on peut faire correspondre A lel
que

\f(au} ï\f{u^.

Servons-nous de f{u) pour étudier une autre fonct ion ^'(//) holo-
morphe d^ps le secteur et dont le module n'est pas borné. Admettons
qu'il existe des nombres réels b et // tels que |^(</ ) | \f(u)\ ^ est
borné dans tout le secteur et que \gÇi() \ \fÇïi)[11' n'est pas borné sur
un rayon dé te rminé OD d'argument (L. .le dis qu'à tout ravon OC d'ar-
gument 0 ^ , intérieiïr au secteur, on peut faire correspondre un
nombre A tel que ^(//) [ \f{u) ̂  ne soit pas borné sur OC.

S'il en était autrement, \ g ' ( u ) [ [ / ( / / ) "t serait borné sur OC pour si
grand-que soit le nombre posi t i f /^ . Considérons la fonction

ëi(^^[g{u)][f(u)Y-^
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dont le 'module est borné. En désignant par K. une constante, on aurait
\^(u)\<K[f(u)\-h-^ sur OC.

Appliquons l 'inégalité (2 ) à ^', ( u . ) et au secteur COA (en supposant,
par exemple, 0.1) entre OC el OA) et en prenant

V(7•)^K|/(re / e-) | - /-—.
On a

| ffi(re^) | < M \f{c&re'^) |-i^-^l\

[j-, a, M étant des constantes positives, p- et a ne dépendant que de la
figure formée par OA, OB, OC, OD.-

En u t i l i s an t les propriétés indiquées de / ( / / ) , on a des inégalités
telles que

\^{re'^) \ < M \/{abre1^} ( (Ài-/^^^< M \f(re^) \--^'^\^\

On en dédu i t que l 'on a sur OD

\^(u)\<M\f(u)[•~i^^^^^

|^(«)l<M|/(^)l~"a"<

Les quant i tés ^ A',7i n^ dépendent que de la forme du secteur de
la position de OC et 0.1,) ou de la fonction / ( / / ) ; elles ne dépendent
pas de^'(/./). Si /// peut être choisi arbitrairement grand, ^"(^)[ sera.
inférieur à n ' impor te quelle puissance négative de (./(^)| sur OD, ce
qui est contraire à notre hypothèse.

Cela poséy on démontrera aisément qu'à chaque rayon OD du secteur
correspond un nombre ;x positif, négatif ou nul tel que ^'00 [./'(^y)11"5

soit borné et que A> >(U)L/0 /) P''2! ne ^ ^it pas.

4. 11 est facile d'adapter le théorème précédent à la fonction

G(.)=^

définie par le domaine -^y.? ( ^ '< ?)- •le fais intervenir F(^) ===/ ( - )
qui est holomorphe dans Sy. et dont le module supérieur ou égal. à
l 'unité croît sur chaque rayon de I^a avec le module t de v et croît indé-
f in iment ; soit, d'autre part, G(i ') holomorphe dansHa* S'il existe deux
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nombres réels b et // tels que | ̂ (^[F^')]^ soit borné dans Sa et
que I G C ^ F C ^ r i ne soit pas borné sur un rayon déterminera chaque
ravon de Sa on peut faire correspondre un nombre ;J- tel que

soit borné et que
|G(F)[F(^) | - -^-

[G(^[F(^);|-^
ne le soit pas.

A Faide du principe de Phragmen et de Lindelôf, on peut démontrer
quelque chose de plus sur ce nombre ;j, : s'il est au plus égal à ;j.o sur
deux rayons OC et OC', il est au plus égal à ;j.o sur tout rayon de
l'angle COCY. La démons t ra t ion est une conséquence immédiate du
principe ( ' ) (p. 382).

Nous aurons à nous occuper du cas où
F ( r ) = r

-F( t<) :=^'.

: <;, j e dirai que G ( ^ ) est de degré

et du cas où

Si ?((') == <;, je dirai que G(^) est de degré fini dans Sa; [ G(r) | est
comparable à ^+£ Çt désigne le module r); je dirai que ;x est le degré
de G(i') sur le rayon considéré. Il résulte de l ' inégalité (2) que
l'on a

.(^>.(^)+(g-el)[^-^gl)]

p o u r ô ^ O ^ O a . On peut déduire de là que [j.(0) est une fonction con-
tinue, résultat dû à Phragmen et Lindelôf (^ ) (p. 4o4).

5. Dans le cas où F(c)=^' je dirai que G(<1) est d'ordre i et de
type moyen dansS^. Sur un rayon d'argument 9, [ G ( ^ ) ^ ~ ( / 4 £ l / 1 estborné
et |G(<')^^-£K[ ne l'est pas; je dirai que ce nombre \ est le type
de G^); comme |G(c ')[ peut être borné. Je modifie un peu le sens
habituel de ces façons de parler. Le type A est une fonction cont inue
de 9; ses propriétés ont été données par Phragmen et Lindelôf. Nous
utiliserons tout particulièrement la propriété suivante : soient A, et /^

(1) PHRAGMEN et LINDELÔF, Sur une extension d'un principe classique (Âcta
mathemafica, t. 31).
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des nombres égaux ou supérieurs à A sur deux ravons d 'argument 0.,
et 9^ ; soient deux nombres a et b tels que

/.i -= asinQi -4--1 b eosO^

À 2 :::=: a sin ̂  4- <^ cos @y ;

pour 0 compris out re 0 ^ et 0.^ on a.

À^as in^ -4 - ^ cos0,

sous la condit iorî , que nous avons acceptée p lus liaut, que a soit infé-
, TTn e u r a - -

9.

Pour la démonstra t ion, je considère GY^V''"^'z ~ H n { ' qui est encore
une fonct ion d'ordre i et de type moyen, s é tan t nu nombre positit.
quelconque.

On reconnaî t que cette fonc t ion a son module borné pour 0 •=- 0 ^ et
0 == (L ; F angle formé par ces deux. rayons est i n f é r i e u r à T.; un théo-
rème souvent u t i l i s é montre qu 'el le est de module borné dans cet
angle, ce qui é t a b l i t ; la proposi t ion.

On a, de plus , uniformémeni: ,

pour
| G (c) [ < ̂ sine ^'''<•<> l'0 t e ' /

Ôi < 0 < 6L

CHAPITRE II

F). Je m'occupe d ' une f o n c t i o n (^ (e^ho lomôrphe dans le domaine Sa
( o <^ a <^ fn ) et je cherche des c o n d i t i o n s ' q u e vérifie G-(e) dans ce\ ^ /
secteur quand e l le admet certaines racines réelles. Pour montrer la
m et,l,i ode, je traite le cas où ces racines sont les entiers positifs i,
2, ..., //,, .... .le suppose d 'abord (j'(v1) | borné et je poseî, ..., //,, .... je suppose u aDoru. | u\v7

r i ^ G^f)
Gi(r)== -—— •

S 1 Î 1 7 T C

Ânit. Éc\ Nurm^ (3), XLIV. •— AVHIL i[):^. ^ 4
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On a
•2 |GO' )

|GiOQ

ce qui montre que G, (<') [ est borné sur les rayons (Targun-ient 0 -— ±- a.
Sur la droite : partie réelle r == // + ^ 0, (c)a une borne indépendan te
de n, car on a

si n TT ( ^ -(- - -4- iy M > ï ;

G , ( r ) ] est donc borné dans ̂  la fonction G i ( r ) tend vers zéro
pour 6 ̂  o, donc aussi pour 0 == o.

Si la fonction G(^) est, d'ordre i et du type moyen au sens du n0 ^,
on peut préciser sa décroissance : le type de G^ (c) est au, plus — r. sm a
sur lesravons d 'argument -4- a et — a; i l sera donc au plus

—Tîtan^'a cos^

d'après le théorème donné au n0 5. Le type de G(r) sera donc au plus
é^al à T . [ s i n 0 — r.tanga cosO, c'est-à-dire —^ î^—^ j—L. Cette"
quantité est négative et G(v1) tend rapidement vers zéro dans Sy..
Si G(^) n'est pas d'ordre T. et de type moyen, sa décroissance est
encore plus rapide.

.le ne suppose plus |G(r) | borné, mais j 'admets que l'on a
IG^^Ae0!^0!7

dans ^y., A é tant une constante. Je pose
G,OQ -: G^Qe-1"^"^, <roù | Gr^} | < A^l^"^ t^'saco.o^

J G ^ ( ^ ) est donc borné dans ïy.. Si G(^) est d'ordre ï et de type
. , i n / \ i ' c^ • ' si ï i (a— l ^ j )moyen, le type de Ga(r) est in t é r i eu r a — T. —————-"•

Le type de G (r) est donc an plus égal îi

s i n ( ^ — | @ | )
SiStanf facosy—TT—————•——'0 ces.a

Cette expression est préférable à celle qui nous est donnée : il \ sin 0 |,
si Û < T:.
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Dans ce cas, en effet, on voit (/ne le type est négatif poiir^ == o et
pour \ 6 j suffisarninent petil.

7. Je m.e propose de généraliser ce qui précède en supposant tou-
jours les zéros de G("r) réels. Il me suffira d'adopter une distribution
de ces zéros telle qu' i l existe (ine fonction entière admettant ces zéros

. et possédant des propriétés analogues à sin7u\ .l 'étudié d 'abord,de
telles fonctions.

Pour commencer, je me donne un nombre positif A et une suite de
nombres positifs C , , C^ ..., C// , - . . tels que

e t j ^ é t u d i e
nl'^ G^< (n -+- i ) / .

a;

<!?{F)=Î^Tj
C1

. Je vais démontrer les trois propriétés suivantes :

<l>(.,r)^ est, borné par a; réel elj ' )osit if;
2° Soil, .r la. partie réelle de r, si elle est posi t ive et si l'on désigne

par in l ' ent ier tel. que C,^.^ < C^..i, le quotient

( x — C/^i K^ —^ ) ( -r •"• ^^-t-i ) (•ï ~~ c//'+2 ) 1. „ . „ ,̂ .̂̂ .-

est borné;
• n : ( s m 0 f /

3° Sur un, rayon (F a rgumen t 0,
dan te de /, (0^ o).

4>(,P)
admet une borne indépen-

1° Soit m tel que C,^^<C/^ ; ^us supposons d'abord .v àÏÏÏé-
rent de/ . ( / / /4- ï ) .

SoientC le poin t d'affixe.z12, M un point variable sur l'axe réel positif;
le rapport MG décroît si M: se déplace vers la droite en restant entre 0
et C et il croît si M va de C à l ' inf in i . Cela permet d'évaluer le module
d'un facteur du produil: <I>(,:r) :

Si n^m,
(n ==:i, 2, . . ., w);X-

Œ
x-

Wn^



io8

Si n ̂ >w,

S OU LÀ.

<•</
< '-^(Tr+iir- ( /l == /?Z 4- 1 , W 4- 2, .

Je multiplie ces inégalités membre à membre. On aperçoit le produit
'KX

sin ——
représentant —— auquel il manque un facteur. Donc

7:X

(Ï>(.r)
X ' '

<

. Tr.r
sin ——

À
' K X

À

/^(m 4~i) 2

A 2 ( ^ + j ) 2 ^ 2

On a d'abord

À ( /n -4- i ) 4- x

D'autre part, on peut écrire

sin -y- = \x— {m "+ " i )À ] ^cos2 \ (m 4- î ) " A 4- 0[,y — ( m 4- ï )Â" ] j,

0 étant compris entre o et i. Donc

. 7T X
sin --::—

A 7T

Finalement
.2'' — ( m ~\~ i ) /.

[ <l)(^).r-4 /. ( w -4- i )

Or ce dernier rapport tend vers i lorsque x croît i n d é f i n i m e n t . La
démonstra t ion est faite en supposant qne^ n'est pas égal à un en t ie r
m 4" i. Mais si (^(.z^.r-'11 prenait une suite de valeurs croissant indé -
f in iment pour des valeurs de x .de la forme A y , , Xy^ ..., les 7, é tant
entiers, cette fonction croîtrai t aussi indé f în imen t pour des valeurs
de .r voisines des précédentes et qui ne seraient pas de même forme.

2° Soit x entier et positif; je cherche une borne inférieure
de|(l>(^)[.
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Ce qui. précède permet d'écrire, si n <^ m — i ,

T'1
(/i=:î, 2, .. ., - W — 2 ) ,

^(n +1)'

si n> /^ 4- ^,
(n == w -+-3, . ..).

• Je mult ipl ie membre à membre en mettant en évidence s i n — a u
deuxième membre :

slrl À | G- - ̂  II C- - .z'2 ] | G2 , - x - 1 1 C-L,. - ̂ -1<1>(,^) |>^
^ ^•2

"m i \
C '-î^w-n

x
A2 w2 | [ /s ( m -4- ï ) 2 [ I A2 ( m -(- 2 ) "

À2 — .̂  ] | À2 w2 — ,:/••' 1 1 À2 ( m -+- î )2 — .r" | | À2 ( m -h 2 )2 — .r2

<S)(^) I .,
C/,^, •— ..r ) ( G,/, — x ) ( 0^4,1 — .r ) ( G/» ..,,,2 — ̂  )

. 'rc/r
s i n —-

(A- — A W ) | .̂  "— À ( ///. 4- I ) ] 1 ' X — À ( m -+- 2 ) |
l̂̂ zl̂ " <r^c//^:t„î:Ll(^ xY^m^h^fn -l- i)2/2^ + a)2.^4/-1

's | %..-1 G?/, G;,,.,,, G;;,,.., ( /. w + x ) [ 'A ( m ̂ Yy^-^
X

JI est facile d.e démonirer que le j)remier fadeur
. TT ,V

.SI M -.---
/.

( x — "A /n ) [ .:̂  — ). ( m 4- i ) | [ ,;r — 7, ( rn -4- a ) "|

admet une borne infér ieure pour x compris entre Xw et \(rn 4- a).
Pour évaluer le deux ième f a c t e u r , je remarque que X///, X( /7 /4-1)5

À(m4- 2) , C^, C m , i » sont supér ieurs à À/// et inférieurs à Â ( / / / +- 3) .
Ce deuxième fadeur est supérieur à

(Â/n)10.:^"

TT 9? [ À ( m 4- ^ )J11 x 1 .r2— À 2 1

r, y 3

quanti lé qui lend vers —-

La démons t ra t ion est donc faite, en supposant x réel.
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Je pose r==.r-+-n ' et je dis que Von a j^i ') |^$(.r'); i! suffit de
comparer les deux facteurs

|C.^||C.-^|
c2 et |G^—^| |G;,4-^

G?,

On a évidemment

| G^— c | ï ] G,, -— x \, \C^-\~ c [ r: j C,, -h .'r

On a aussi [ i''1 [ > Lz'4 , d'où le résultat.
0 Soit i ' ^ / ' ^ ^ j e vais démontrer que I^O')! croît i n d é f i n i m e n t

avec t pour 6 72^ o et | 0 | <^ --; je considère 0 comme fixe et je le sup-

pose d'abord inférieur à ̂

Soient G le point d^ffixe ^\ A le point de l'axe réel et posi t i f tel
/ /2 ^»

que OCA soit un angle droit { O A = = ~—jA; soit M an point variable

de l'axe réel positif, le rapport ̂  -- ^^^g décroît pour OM: < OA
et croît pour OM > OA lorsque OM croît.

Soit m le nombre entier tel que

C^OA<Gi^
Si
/ i<m, n-^m, [ i — — ^ | > [ i —G- '^(n-hir

f« . ::=i, • ? , . , . , m — i ) ;

si

n > m -4-1, //. 7^ m 4- i , , i — /,-:,- > i — , ( /i ^-r: m -4- ^, . . , ) ,
y.^2

On tire de là

<î>(tQ
(̂ > . T T Î ^sin —-

TTi-'

T'

A2 /^(m+i)2

} . â ^ , 2 ^(^^^a^. (,2
'-'?.11 ,

J'écrirai

l.i)(^l> irsin^-^-2L(^±^_f,_^
' _ îî ?. ^~(•s! P(m+i)1-^ V C2,̂ cl



•POINTS SINGULIERS D'UNE FONCTION DÉFÎNÎE . PAH UNE SÉRÎE DE TAYLOR. I I Ï

Dans le cas actuel

C2. / - ( W ^ - - l ) 2

t endent vers cos20, si j r ) croît i n d é f i n i m e n t . Il existe donc une cons-
tante A, dépendant de 0 et telle que l 'on ait

<!)(^)|>A sin—|,

dès que j i ' j est assez grand. On voit donc q u e ^^01 fc donc qne
<I>(r) est borné sur•

le rayon d'argument 0, pour |0 |<ï . La borne croît si 0 tend vers
zéro.

Je suppose main lenan t |0|^ Le po in t C d 'aff ixe r2 est à gauche

de Faxe des. imaginaires ou sur cet axe; le rapport Mc décroît
, . l l MO
lorsque OM. croît. On a

> i
^(/l-f- Ï)^

et l 'on o b t i e n t
l < I > f p ) 1 „ . 7^ ___^

On achève aisément.

<S. Je considère manUenant u n e sui te de nombres pos i t i f s telle que
le nombre de ceux qu i sont compris entre ni el ( / ? - + - I ) A soit égal
a a, A étant un nombre positif et ^ un entier positif. Je pu i s désigner
ces nombres par C^ C^ ;.., (^ de te l le f açon que l'on a i t,----.,..,., ^^ ,,,̂ y ,̂̂  . . ., v.,^ U.X.; i.,r.

fù. C^ <€;;... <qt<(^ -t-i)7..

Je forme les fonctions entières

•'••'-'nh^i^•(t1)-^ ^

et j'étudie
<Î»(P)^:^(^(Î) , (P) . . .^( ,>) . .
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Par application de ce qui précède, on obt ient immédiatement :

i° | <Ï>(^).c~-^ | est borné pour x posit if ;
2° Si x désigne la partie réelle de ^ si elle est comprise entre C^.

et CL,,
i=.\L

J^{x ~ C^)(^- C^(^—C^)(.r - G;,.,,)

<&( r )

admet une borne indépendante des entiers n, et i;
^IsinÔK

6' Â

3° Sur un rayon d'argument 0, —p—— admet une borne indé-
pendante de t.

9. Je dois généraliser encore. Je considère une série de nombres
positifs 6, , Z^, b^ ..., qu i font partie de la suite C^ que je viens
d'étudier au n0 8. Je désigne par ^ , , <%, .. ̂  r^ ... CCUK des nombres de
la suite des C^ qui ne font pas part ie de la suite & , , /^, .. *, b^ .... et
je suppose que -~p croisse indéf iniment avec p .

Je dirai que la suite des b^ a une densité ég'ale à ̂  '
Je pose

w ( ^ ) == ('^'•ri'i •-^ n(-->.
J'ai

""••'-^-
Je vais démontrer les trois propriétés suivantes :

1° Pour^ réel et positif, W(x)e~"^' est borné pour si petit que
S 0 i t £ , ( £ > o ) .

2° x étant la partie réelle de ^ supposée comprise entre C^. et C^,,
» E^

H (^— G^)(^ - C^)(.y - C;̂ .0 {x - C;/^,.,)

] (-^ ¥((. '}

est borné pour si petit que soit s.
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3° Sur le rayon d'argument 6, le rapport

^Is inQl/

| e^WÇt- |

admet une borne indépendante de t pour si petit que soit £.

i° Pour démontrer la première propriété, je désigne par d^ d^, ...
les zéros positifs de ^(V), c'est-à-dire les nombres C^ rangés en
ordre croissant.

Soient / .» le nombre des e, infér ieurs à d,^ y le nombre des bi infé-
rieurs à df,. On a p -+- y == ^. Comme -^ tend vers zéro et comme e^d,,,

efl

•4- tend vers zéro. Or r/,,est comparable à —'-y p tend vers zéro et ç tendd^ r p. n n
vers i.

On a évidemment
, , . h,, d,, h,,

- d, < ̂ y< ̂ , — < —, — > i ;
d,, ci,, dy

c— tend vers i comme ^; — tend donc aussi vers i. Nous poserons
^ q d^ jr

b^= d^\ t 4 -$(<7)] .

£( y) est une fonc t ion positive q u i tend vers zéro avec - et cela nous
permettra de comparer ^"(V) et ̂  l ' t e n suivant une méthode employée
par M. Carison ( 1) .

Soit
r :-= /e^, -y ?

4
ô ̂  0.

On a

^W,-d^
W^^}'

d\ — c2 "> cl';, si 1 1 2 '9 et ^zz^
^ [ l+£(n)]2 : 2 £ ( / / / ) .

(1 ) CAB.LSON, Math. Annale/t, Band 79, 1 9 1 9 , p. '239.
Ann. Éc. Norm., (3), XLIV. — AVRIL 1927.
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On a donc .., ^
1 - i.

2 2 ( / n ^./--- i i • ' ,-—' î -j"-̂  l r" .., :" 1 " 1 /•, <--^ •î "rM;, sin 2 U
•î^cÇn}

K.^sin?^

car dn est supérieur à Kn, K étant Un nombre positif convenablement
choisi.

£ ( / / ) tendant vers zéro est Infér ieur à un nornbre^pos i t i f arbi trai-
rement petit o dès que ^^^o .

M u l t i p l i o n s membre à membre les inégalités que l'on vient d^ob ten i r
en donnant bn toutes les valeurs entières. Pour /^'//n nous met t rons^
à. la place de £(^). On obtient

TT/' 2 ^ 5 ( / A ) \ T~r
^IV^K-^sin^jll

W
<î>(^ <

Le deuxième membre est égal à

2^0
K,2/^:;sin2/9

2^z(n) \ . / /—^ë~ \
l t ï ( ^i/i7T~———û 7T

\ y lésina y )
S l t ï ( ^

K^/i '^sinaÔ az 2 ^ \n(- ==:H(0n I^/^sin^/?/'2^0 . / 2 ?
^^VK^Ï.

20
^"sîn"^

î +
K'/^s inaS/

I l ( / ) étant une fraction rationnelle. L'ordre de grandeur du deuxième
A / •2Q

.membre est celui de ̂  V i ^ s i n a e .
O r $ ( < ' ) et ^(V) sont évidemment des fonct ions entières d'ordre î

et du type moyen puisque l 'on a, par exemple,
. il

sin —
îvi^^Kn^K^)-

Sur le rayon d^argument 0 le type de ^'(V) ne/ dépasse pas celui

de <l>( r ) d ' u n e quanti té supérieure à î x i / 7 <îû ^ Cette quant i té est
arbi trairement petite à cause de la présence de o au numéra teur : le
type de T^7} ne dépasse pas celui de ^ ( ^ } pour 9 différent de zéro.
Comme le type est une fonction con t inue de l 'argument 0, comme
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celui de ^(^) est nul pour 0 == o, celui de W{^) est. nul aussi
pour 6 == o.

.2° et 3° J'évalue la croissance de Q(V). On a
(' î
eï,

^

si. n est assez grand, ^>/?A, A étant un nombre positif arbitraire-
ment grand.

On a, dans ces condit ions,
i-'-
e'i A 2 / / 2

et l 'on en dédu i r a , par un calcul analogue au précédent,

|Q( ,> ) [< ^s in^ |H, ( / ) | ,

11, (/) étant une certaine fract ion ra t ionnel le .
T:/

On aperçoit que Q^)e A' est borné si A' est un nombre quel-
conque1 inférieur à A; comme A et A/ sont arbitrairement grands, on
peut dire que |Q(v')^ 5 / ) est borné pour si pet i t que soit s positif. Les
propositions 2° et 3° résul tent immédia tement de là et des propriétés
analogues de <î>(i ' ) .

10. Nous pouvons main tenan t généraliser la proposition du n° 6.
Soit une (onct ion G ( ^ ) holomorphe d a n s - ̂  et admettant les

racines b^ b^, . . ., /^ don t la densité, est ^ au sens du n°9; on formeÀ
une te l le suite en p r e n a n t e nombres pos i t i f s entre p\ et (p + i )A ,
puis en supprimant les nombres <^, <^, . . ., ^,, . . . de cette suite,
la suite ^ étant telie que el croisse indéf in iment . Nous suppose-
rons G(<'') d'ordre ï et du type moyen.

Supposons d'abord |G(^) | borné et spit G i ( ^ ) = 1 ^ ^ ^ étant
un nombre positif très petit.

| G i ( ^ ) j est borné dans Sy, : il admet;; en iifïet, une borne sur les
rayons d'argument 6 pour 9 =^= o et en particulier pour 9 ==== ± a et i l



I ï6 . SOTJLA.

est borné sur une infini té de droites perpendiculaires à l'axe réel : on
s'en rend compte immédiatement en utilisant les propriétés 3° et 2°
de y^). La propriété 3° de ^'(i7) montre que Gi(<-') tend vers zéro
sur le rayon d'argument 9 et que cette décroissance est comparable à
celle d 'une fonction d'ordre i et de type — ^j s i n 9 [ pour 6 -^ o; en

par t icul ier pour 6 === rfc a, le type est — — j s i n a j . Appliquons le
théorème du n° 5 entre 9 == a et 9 = — a : si G| (^) est d'ordre i et de
type moyen, son type est — î t angacos9 au plus; si G, (v) n'est pas
d'ordre i et de type moyen, c'esl que sa décroissance est plus rapide
encore, et cela sur tous les rayons puisque | G i | est borné.

Il résulte de là que le type de G ( v ' ) est au plus— îtang'apour 9 -=== o;
i l est au plus zéro pour 9 •==. ± a. Le même théorème du n° 5 appl iqué
entre 9 = o et 9 === — a, puis entre 9 =^o et 9 == -+- a, montre que le
, i /-i /• \ , i W. s in(a '— 0 | ) i A i /type de i v ( ^ ) est au p lus — -J- —-————1- pour 9 [ " y , .

*' 1 ^ ' i A r.ns/y A" 1 | =:A cosa

Supposons ma in t enan t que |G(V) ne soit pas borné, mais que son
type soit au plus égal à Û | s i n 9 J pour une valeur positive de 0.
J'étudie GaO5) = G^)^^^ en p r e n a n t iî,>0.

| G 2 ( ^ ) | e s t borné, et par suite tend vers zéro sur tout rayon pour
lequel [ 9 j < ^ a , e t cette décroissance est comparable à celle d 'une
f o n c t i o n d'ordre i et de type — ^'^'"A^Lrd—U. Le type de G ( ^ ) est

/. cosa
TTp. s i n ( a — | ^ | )

A cosa
donc au plus égal à ûtang'acos9 ~ î^ smia—LJL? puisque û^ est
arbitrairement voisin de Û.

Si (1 <^-—? G(c) tend vers zéro pour 9 = o et pour 9 voisin de zéro,

el le type est négatif pour ces valeurs de 9.
C'est la le résul ta t que nous utiliserons au troisième chapitre.

11. Je vais indiquer une méthode élémentaire qui donne des résul-
tats analogues aux précédents. Je reviens aux notations du début et
J'étudie une fonction g-Çu) homolorphe dans S^. Je supposerai,
maintenant , le module de ^(^) borné dans Sa.



POINTS STNf,m.JERS D'UNE FONCTION DÉFTNÎE PAR [JNÉ SÉRIE DE TAVLOR. 117

Soient x, x ' , r, des nombres réels positifs tels que

û<J^<^< r,< /^.

Je vais démontrer le lemme suivant : le produit

^-^\^^_^^^

admet une borne i n d é p e n d a n t e de x et de x ' .
On, peut, dans le cas actuel, app l iquer la fo rmule de Cauchv de la

façon suivante, b ien que la fonct ion g ( u ) ne soit pas par tout holo-
morphe sur le contour a du secteur S^,..(,,, -,w = ĵ ,(,) [_ ^-j „,^ [.,(„,) -,f,,.)]- ̂ ,̂(.) ̂ _^_^.

On peut décomposer cette dernière intégrale en trois parties ;
chaque part ie est relative à F u n des trois côtés du contour; démon-
trons que chaque partie est de module borné. Le résultat est immédia t
en ce qui concerne Pintégrale sur Parc de cercle. L'intégrale sur le
segment de droite d 'argument a a son module inférieur à

•r x' r ' ' " \di
~^j, \tei^-x\\te^~xl\ E^ est la borne de |^(s)|].

Utilisons l'inéffalité — <" -i- -4- -i,D ab ' a'^ ô2

i " ̂  r r ° di -4- r di 1
"" 27r | J,, ^ 2 -4-^ î î— ïtxwa J, ^^_^/2_. ^^/cosa

Pour évaluer la première intégrale, on peut poser 1=7.^; elle
devient

L f"^ ^
•^Ju J -+- '^—2'}, cosa5

elle est inférieure à la même intégrale prise entre les limites o et
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l ' inf ini . On voit donc que Fori a

L<.B,^' -i + -L <2-B
.z- .r-

(B est une constante positive).
Comme on aurai t un résultat analogue pour la troisième intégrale

à évaluer, le théorème est établ i .
Cela posé, je garde toutes les hypothèses précédentes relatives

à g-{u) et je suppose de plus que cette fonction s ' annule pour les
valeurs réelles de // — , — , . . . , I , . . . , les G, croissant i n d é f i n i m e n i

•" ' " Oi tja U^

Gavec // de telle façon que 7—"- tende vers i.
^n-i

Soit x un nombre positif inférieur à î\. Il existe // tel que

(:/,-,, " I J "" G

D'après le lemme, i l existe un nombre positif A tel que
ï i ' r

•̂  ~ TT" 7 ^ " " 1 " " " " ( " ^ " " / n ^
, . , . v^/ - A ^-^-l ^r' \ [ •-'"' ^ ( x ) < A. ———— < A —————— — A 7"
1 ""? L/ 1 -L \^-..

G^ Gfi

^•(.r) tend donc vers zéro sur l'axe réel. D'après les théorèmes du
Chapitre I, g(u) tend uniformément vers zéro dans tout secteur in té-
rieur à Sa-

.Fajoute une hypothèse de plus : j 'admets que —— tend vers r avec
assez de rapidité pour qu ' i l existe des nombres posi l i fs B et y te l s que

• ^Cn . B

C.:
_ j ̂  .

Je vais démontrer que, dans ces condit ions, g { u ) tend vers zéro dans
le secteur-avec le degré i n f i n i (c'est-à-dire que e^-i e^t hon'ié q'pel
que soit 'm posit if) .

x étant réel et compris entre 7-^— et jr •> on a ma in tenan t
^n-ï, ^ ' '

A P
1 0' ( T \ \ •--"' 1-___ ^ A \\ T^\ ^ \ X ) -̂ , ,..., - . .^AD^^.

L^'7
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g(u) est donc de degré q sur taxé réel. II résulte des propriétés du
degré établies âîi h° 4 que l'on peut trouver un secteur Sa'(^<^ -) où

^î
le degré est q" La fonction g{u} a ^^(u) est de module borné
dans ce secteur et elle a les mêmes racines que g{u). -En lu.! appli-
quant la proposition qui vient d'être obtenue, on voit que \g\(ll')u~q\

^1
est borné sur l'axe réel, d/où i l résulte que g^ Çu)u 2 est borné dans

un secteur Sa'^a^^ ̂ }; il revient au même de dire que g'Çu)u
. est borné dans.So/.

.- Il
Je pose g ' î ( u ) = g ' ( u ) u 2 ; cette fonction de module borné a les

mêmes racines que^(//); \ g ' i ( u } u ^ \ est donc borné sur l'axe réel. On
1 - ïl

en conclut que ^(u)u ^ = g ' ( u ) u î est borné dans un sec-
teur Sa"s . . . . On peut continuer i n d é f i n i m e n t . Il existe donc an âec-

^/
leur S^. où g'{u)u î est borné et cela quel que soit l 'ent ier p.
y ( u ) est donc de degré in f in i sur l'axe réel, donc aussi sur tout rayon
intérieur à Sa.

Nous avons donc l 'énoncé su ivant :
Lu fonction. ̂ ( [ i ) étant holomorphe ci de module borne dans Sa, ̂  eMe

admet comme racine les /loïnbres —j G// pon£if croisant indéfiniment
"^/t

wec n.

i» Si c^- tend vers i, g'Çu} tend vers zéro sur chaque rayon intérieur
C/7,,-1

au secteur.
2° 'Si (^(^- — ï\ reste borné pour une valeur positive de n, y(u)

. // \^n..--î /

est de degré infini.

Ce théorème n'est pas p lus général que celui du n° 10; on peut, au
contraire, l 'en déduire par des changements de variable. J'ai préféré,
cependant, donner la méthode précédente qui permet de démontrer
des proposi t ions q u e j ' u t i l i s e au Chapitre I V .

Je signale une conséquence directe du lemme : \g'(u)\ étant borné
dans Sa, | a g ' ^ 1 ) \ ̂ t borné sur l'axe réel.
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En modifiant légèrement la démonstration du lemme, on démon-
trera sans difficulté que ^(/^l est borné dans tout secteur de
sommet 0 et intérieur à Sy..

CHAPITRE III

12. Soit

/(3)^^,-

une fonction de la variable ^ = c e " " dont le rayon de convergence est
l ' u n i t é . Nous désignerons dans ce qui s u i t par G un contour s imp le
entourant l 'or igine telle qu ' une demi-droite issue de l 'origine ne le
coupe qu 'en un seul point . Siy(j)es( holomorphe sur ce contour et
à l ' intérieur, »-/^.

^c

Posons avec M. Carison

(4) G((Q^ —: f/(^-^1^.-^ v i'- f ' i '

La fonction G ( ^ ) dépend de la dé terminat ion choisie pour •?' ' ' r l ) et
aussi du contour C. Pour la déterminer , je supposerai toujours l 'argu-
ment (o de -? compris entre — î et + tn- et je p r e n d r a i les notations

'2 2s l

suivantes :
.3 =: oe1^, v = te1^, • z " ~ (y+l) =: c-1 ^-(i"gp-i- "<•)) (cos0-i- /'sinO'.^

On reconnaitra que G ( ^ ) dépend du point où C coupe l'axe réel du
côté négatif et que, ce po in t restant fixe, une modification de C ne
change pas G(^) . Il a été démont ré , de plus , par divers procédés,
q u e G ( c) e s t fo n et i o n a n a ly ti q u e d e c ; c ' e s t m ê rn e u n e fo n c t i o n e n t i è r e.

Si/(^) n'est pas holomorphe sur C, mais l'est à l ' in tér ienr et tend
vers une fonction l imi te cont inue lorsque ^ tend vers un po in t de C,
ce qui précède s'applique sans changement .

Il est facile de voir que G(^) est d'ordre i et du type moyen dans
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tout domaine 1̂  et: même dans tout, le p l a n . On a, en e.lïefc, sur C
j ^ -r [ —^ ^t(— Iug'p<-t>.s0-4-f»)si i i0i ^- ^kt

h é t a n t / l a borne supér ic î j re de logo j 4- co j q u a n d ^ parcourt C.
D'autre part, la p l u s grande des l imi t e s de '^\(j{n)\ est égale à i; i l
en résulte que Gfi ' )^ n'est pas .borné sur l'axe réel pour si petit, que
soit £, elles deux c o n d i t i o n s pour qu 'une fonc t ion soit d'ordre i et de
type moyen sont b ien r e m p l i e s .

Nous supposerons q u e le p o i n t j .=== — i n'est pas p o i n t s ingu l ie r
d e f ( ^ ) . I l est dès lors poss ible d'ad.mettre que le con tou r C coupe
l'axe réel, du côté néga t i f , en ' u n . p o i n t e x t é r i e u r au cercle | ^ [ < ^ i .
Dans tout ce q u i s u i t , i l est sous -en tendu que C est choisi de cet te
f a ç o n .

Je dis que, dans ces c o n d i t i o n s , le type de G ( r ) est nul pour ^ réel
positif.

Soit — c < , , ( ' ? ( » >•'!), Paff ixe du p o i n t ou C coupe l ' axe ' r ée l du côté
néga t i f ; on peu t , en l a i s s a n t ce po in t f ixe , tracer le c o n î o u r G extér ieur
au cercle de rayon r ' " ^ et de centre 0, e é tant un nombre positif qu^on
fera t endre vers zéro. Sur G, on a, pour r réel,

[ .3"-" | ;̂  e-^0^^ e^\

On en.dédui t a i sémen t u n e inégal i té t e l l e que .
G ( e ) < A ^ \

et comme c est a r b i t r a i r e m e n t pet i t le type de G( 'c ' ) ne peut être supé-
r ieur a zéro. Gomme y'\ a,, \ a pour p ins grande des l i m i t e s i, ce type
ne peut être in fé r i eu r à zéro; i l est donc n u l .

13. Je vais é tab l i r le théorème su ivant :
Pour f/uf' In se r i e /'( z } -=--= 'La,^" do fil le ravon (le convergence est ï

représente une j'onclion lioloinorylte sur l'arc AB du cercle de convergence
d e / i n i par

AB, £2^Hg7r, p-:i,

i l l ' d u i ( 1 ) ei su f fil, ( ] i i i l existe une fonclloii H ( < 7 ) liolornorplie, d'ordre i

f 1 ) Ce théorème est, dû à M. CAUL.SON, /oc. c i t .

Anit. Êc. Norm., (3) , XLIV. — AVHÏL i<p7. I^
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et de type moyen (/ans un domaine S^ pour une. valeur clé a comprise

entre zéro et ^"> telle que ll(n)==^ et dont le type T ( O ) sur le rayon

d\ir aliment Ô renfle

T ( Q ) == o, T ( a ) •< i"2 sin a, T ( -— a ) •< il s i n a..

.le remarque d'abord que ces trois condit ions imposées du type sont
en t i è remen t équiva len tes à l ' inégali té

- ( ' f ) ) < ̂  | s i n Ô | pour [ 5 [ ^ a ;

il n'y a, pour s'en convaincre , qu'à app l ique r le théorème du n° F) aux
intervalles (o, a') et (-" a, o) .

. l eva is d'abord démont re r que la condit ion est nécessaire; la fonc-
t ion l l ( r ) de l 'énoncé sera la fonc t ion G( r ) du n° 12 qui correspond à
un contour C convenab lement c o n s t r u i t . Pour o b t e n i r ce contour G,
je commence par marquer deux points A| et. B, dont les affixes sont r-1"'12.
tels que il, <; il et que j\z) soit holomorphe sur l'arc A, B^ ce qui est
possible. Je considère ensuite l'angle A, Oli, défini par <o [ >• Û, et u n

• arc de courbe A i P B , i n t é r i e u r à cet angle et ex té r ieur au cercle de
convergence de / ' ( ^ ) ; je supposerai que cet arc est assez v o i s i n du
cercle de convergence pour que f(:' ) so i t holomorphe sur l'arc el dans
la région comprise en t re le cercle de convergence et de l'arc. On peut
démontrer sans d i f f i cu l t é ( ^ e t j e n ' insiste pas sur les démons t r a t i ons )
que l'arc A,PBi peut être choisi de façon à posséder les propr ié tés
su ivantes : cet arc est symé t r ique par rapport à l'axe réel; un rayon
issu de 0 et i n t é r i e u r à l ' angle A ( O B i ne le r encon t re qu 'en u n p o i n t ;
le rayon vecteur est une fonct ion c o n t i n u e de l 'a rgument du rayon,
L'arc A ^ P B , a donc une é q u a t i o n de la forme

0 = ̂  ((,)), ( à, ̂  ̂  < 7T, — 7T ̂  0) < --.-. ^, ),

^ ( ( o ) é tant une fonct ion c o n t i n u e ; comme dernière propriété de l'arc,
cette fonction peut être supposée croissante lorsque co varie de û a r..

Je considérerai d'abord le contour F formé de l'arc A ^ P B ^ situé a
gauche de la corde A, B, et de l'arc de cercle A, B, q u i fa i t par t ie d u
cercle-de convergence et qui est s i tué a dro i te de la corde A < B , . Le
contour tout entier aura une équa t ion que je représenterai encore
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par p = < t > ( ' c u 1 ) ; j 'é tends ainsi l ' interval le de déf in i t ion de <Ï>(co ' ) en
adoptant la convention que ^((u ) est é^al à i pour. — Û^ <; oj <; i 2 ^ . Le
contour F é tan t a i n s i choisi, le contour C sera un contour i n t é r i e u r
à F et représenté par les équations

^ p •==: ^—^o'^i-i"^ pour o ^ G.) ^7:,

/ p -=r ^-rt^-^iiinsa pour — 71 < <x) ^ 0 ;

a et a sont deux nombres positifs que nous allons choisir; a sera
• c. • ,7!:intérieur a — •2

Pour que C soi t i n t é r i eu r à F , il suff i ra que l'on a i t
( 5 ) ••— a 4- ro lan^'a << lo^^ ( ex) ) poo r o •^ &) '^ TT.

I l est c la i r que cette inégal i té est véri t iée pour o <^ ^^£2 si l 'on a.
ci = Î2 lan^-a:

elle sera véritiée pour r. ^> oj^il, si a est donné par

iog<l»(i2)
lan^a:=:^^.^,

puisque < I > ( o j ) est une (onct ion croissante et que le premier membre
de l'inégalité ( 5 ) devient

^—^-îog(l>(^)<log<î>(12).

Les deux équations obtenues déterminent n et a et par la sui te le
contour C i n t é r i e u r a 1\

Le con tou r é tan t a ins i choisi , on a
.^"l^-"0!/

(6) .) ^"-lp | == e^c(>so< e • cos a pour ^ < G.) < 7:,

donc.
| .s""" | ^ <?" (>os 0/ si — a ^ 6/ < a.

On a u n résultat analogue pour — T . <^ co <^ o et l'expression (4)
de G-(^) mont re que le type de G(c) est au, plus <7cos0 , c'est-
à-dire Q t a n ^ a c o s O ; en particulier, pour 0 == :± a, le type est U s i n a
comme l ' i nd ique renoncé. On a déjà vu que le type de G(^) est n u l
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pour 0 = = o , de sorte que la première partie de la démonstration est
achevée. N o t o n s que, puisque û peut être remplacé par un nombre
légèrement supérieur, on a G(c) [ < ^ ! s i n o l / pour cassez grande).'

Passons à la réciproque et commençons par admettre que la fonc-
tion de r qui nous est donnée soit de module borné dans ^a; "n

théorème dû à M. Fabry { ' 2 ) résout alors'la question. Je l'ai démontré
sous la forme su ivan te (\) :

Si H i ( ^ ) est u n e fonc t ion holomorphe et de module borné dans I;a?
la fonc t i on ÏH, (//)^ est holomorphe a l ' in tér ieur du d o m a i n e J^ inté-
rieur au contour Ça d é f i n i par

i p :=<?o)l;ll^a SI 0,,C.)^7:,

"'a / o = e-^11^ si — r: : : h) ^ o ( y. < - ) •
G

f ' • \ ^ 7

Je reviens a la fonction II(v) définie dans l'énoncé et je pose

lii(t-') ^^(F)^-1 '1^1 ' '1"^7 - -4 -2 1 .

tiPai
| H ( r ) | << e^ ̂ sil1 o f ~" l<Ttly a c< ts 0)/,

| H i ( r ) | e s t bo rné sur les rayons d/argument +a et — a; comme la
fonct ion est d'ordre i et de type moyen dans I .̂, comme a est infé-
rieur à •it? le p r inc ipe de Phragmen et de Linde lôf montre que | l l i (c)|
es tborn-é dans S^, d'après le théorème précédent SH^^)^""'^1"21""^""2^"
est donc holomorphe dans Aa. On en d é d u i t que SIIC//) ;^ est holo-
morphe dans le domaine dédui t de Aa en mul t ip l iant l'affîxe de chaque
point par ^- l^ t ;^li îaT-5>; 3 étant a rb i t r a i r emen t petit , Ï II( /^ .)^ / / est liolo-

( i) Si ['on lient compte de la remarque placée à la fm du 11° 5, on verra^ de plus,
que cette inégalité est vérifiée d'une façon uniforme quel que soit 0 sous !a condi-
tion o < Oo< | ( j 1 < a- Si l'on veut une inégalité valable dans Sy., il faut ck'rire

j.Gfp}!^^^!' '"10^-4 '3 ' ' (s positif, t a ssey, grand).

( î ) FABIÏY, Sur les points siftg'LcIiers d'une série de Taylor (Journal clé Math. y
y série, t. IV/ îSgS).

(3) SOULA, Sur la recherche des points singuliers de certaines fonctions
{Journal de Math., 8e série, t. IV, 1921) .
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morphe clans le domaine l imi té par la courbe

p == e-^^s^e^^^ ( o ̂  y ê TT ),

p == e-^111"^ e^5"^ ( — 71 5 ûû 5 o ).

Cette courbe comprend à son i n t é r i e u r l'arc du cercle de rayon i pour
lequel on a [ co | > 0.

Comme j'ai accepté, dans l'énoncé, les inégalités T('-±: y.) <; us ina
(les égalités é t an t exclues), je puis remplacer 0 par une quantité un
peu inférieure, ce qui . montre quey'(.^) est holomorphe SUT l'arc | co ]^Q
(extrémités comprises).

14. Voici un nouveau théorème un peu plus particulier que le
précédent :

So î ty \ J ) •-= ^ / / / / ^ / / holomorphe dans le cercle de rayon i. Suppo-
sons que cette fonct ion soit holomorphe sur l'arc (extrémités A et B
non comprises) du cercle de convergence défini par | co (<; û. Sup-
posons de plus que/Ï;?) soit holomorphe et de module borné à l ' inté-
r ieur du domaine A^ défini par

,U ( P < <o-L21'lt•ffa e^'^ ( o < ûo < TT ),
a ( P < ̂ -"^t[•T116•ae-"c•ntln^a (—— .7T < OJ < 0 ).

Il existe u n e fonct ion Cx(< ' ) holomorphe dans Z ,̂ dont l 'ordre de crois-
sance est i et de type moyen et dont le type r(0) vérifie

ï(o) = '9, ' ï (a) <: f2s i î ia , -(— a) <; i2sina.

Réciproquement , si (-x-(i') possède ces propriétés, ^G(/?)^" est holo-
morphe à l ' in tér ieur de A^2.

La démonstrat ion est presque i d e n t i q u e à celle du théorème
du n° 13.

i."). Les théorèmes des .n0^ 1.3 et M. ramènent l 'étude'du.prolongement
analy t ique des séries de Taylor sur leur cercle de convergence à celle
des va r i a t ions du type des fonct ions G(c) d 'ordre î et de type moyen.

Soit la fonction yï^) == -S^//^' don t le rayon de convergence est
égal à i et pour laquelle le point — i est un point régulier- Nous lui
ferons toujours correspondre une fonction G(c) qui correspond
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elle-même a un contour C qui coupe l^axe réel du côté négatif en un
point extérieur au cercle de convergence; le type est infér ieur
à Q s in6 pour | 0 < a, û et a étant positifs et û inférieur à T.. Deux
tel les fonc t ions G ( i ' ) ont leur différence nul le pour r e n t i e r posi t i f ;
d'après le théorème du n° 6, cette différence tend rapidement vers
zéro: elle décroît comme ^^''^(^ posi t i f ) pour 0| assez petit . Cette
différence est négligeable pour notre étude; la fonction G(v ' ) choisie
comme je viens de l ' indiquer pourra donc être regardée comme bien
déterminée.

Commençons par retrouver les théorèmes sur les lacunes. Suppo-
sons que cer tarns coefficients a,, soient nu ls et que leur densité soit
égale à ^ (au sens du n° 10); désignons par Û un nombre posi t i f tel
que/(^) soit holomorphe sur l'arc | co >JÎ du cercle de convergence.
On a. vu que le type de G(i ' ) sur l'axe réel est fû — ^ j tanga ; ce type

ne peut être négatif puisque y | G ( / / ) a pour plus grandes des limites i ;
on a donc Q ̂ > •J--

Comme tout point du cercle de convergence peut être amené au
point — ï par le changement de ^ en z e ' ^ ^ on peut énoncer.

AÏ la <( densité » des coefficients nuls de la série f(s)'==^La^z"' de\'ienl^

pour n assez grand y égale à ^? la fonction f(^) tic peut être holomorphe

sur un arc du cercle de convergence supérieur a '2T.( ï — L: ) en parties

au rayon.

Supposons que Ç soit égal à ï ; le cercle de convergence est cou-
pure. Ce cas est celui où les coefficients non nu l s fo rment une suite
dont les indices sont <^, ^, . . . , ^ / / , . . . , tels que -n- croisse indéf in i -
ment. C'est là Je théorème des lacunes de iM.. Fahry ou plutôt le cas
particulier le plus connu de ce théorème.

K). On peut obtenir aussi des théorèmes sur le signe de la partie
réelle de a,,. Soit Un ,== a/,+ ^/<; si S ^ a ^ s ' 1 ' est holomorphe en un point ,
Sa/^ resfc aussi; je n'insiste pas sur la démonstration très simple de
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ce fait (1). Portons notre a t t en t ion sur les changements de signe de la
suite a , , a^, ..., a,;, . , . , et sur la fonction G,(c) qui. correspond
à Ea/^'. A un changement. de signe entre a,, et a^i correspond un
zéro de G i ( r ) compris entre les deux nombres positifs a/, et a,^.,
[Gi (c) est réel pour ^ réel |. Supposons que les coefficients a/, ( / n i son/
syù'is d ' u n coefjicient de signe contraire ^ présentent une distribution de
« densité » — supposons ^d,^" et ïa,,,̂  holomorplies sur Fdrc 1 o j j ^û

du cercle de convergence: on niirn encore Q^ ^r:'< — A

En pa r t i cu l i e r , si Ï est égal à i, ie p o i n t , — i est nn point singulier
pour/ '(^); c'est encore la un théorème bien connu, mais énoncé pour
le point — i , alors ( j u e l ' énoncé hab i tue l est re la t i f à 4- i.

17. E tudions m a i n t e n a n t u n e fonction y'(;?) ayan t une i n f i n i t é de
coeff ic ien ts égaux à a, une i n f i n i t é d 'autres égaux à b ou à c Ça, /^ c
sont trois nombres donnés quelconques). Nous supposons que la
densité de l 'ensemble de ces coefficients égaux a a, à h, ou à c soi t
égale à [J:. Supposons f( z) holomorphe sur l'arc co ^•û du cercle de
convergence de rayon i, le type de GO') est au p l u s égal à il s i l i O j
pour [ 0 | -< a ; le type de

• H (^== : [G(F )~a ] [G( r ) - ^J [G(P) -c j

est au plus égal à 3 0 [ sin 6 .
Soient <^ a,^ . . . , n,^, . . . les coefficients de la série /(:?) qui ne

sont égaux ni à <7, ni à 6, ni à c. Je commence par mont re r que l 'on
peut supposer sans i n c o n v é n i e n t que la plus grande des l imi tes
de rtI^/]T^(n^)\ est égale à r . S'il en étai t au t rement , cette plus grande
limite serait i n f é r i eu re à i et H(/^) tendrai t vers zéro, G( /^) ne pour-
rait avoir de valeur l imite aut re que n, b ou c. Je désigne par u,,^ ce lu i
des trois nombres a — G(7^), b — G(/^), c— GÇn^) qui a le p lus
petit module , Ï ï ( n ^ ) sera i t égal à n^ m u l t i p l i é par un nombre vo i s in

( 1 ) SXAX, Ueber Singitturitdten von Potenzrei/iea und Diricliletsehen Reihen
(Math. Annal en, Band 85, î^ïï).
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de a, de h ou de c, la série ^u^^r, tout comme I . ï l ( n ^ ^ ' p représente-
rait donc une fonction dont le rayon de convergence serait supérieur
à i. On peut ajouter S////^ a/(^) sans changer les po in t s s ingul iers
du cercle de convergence et tous les coefficients deviennent égaux a a,
à b ou à c.

Cette transformation effectuée, dist inguons deux cas :
Supposons d'abord, que la suite a,,^ a,^ ..., n,,^ . . . comprenne une

in f in i t é de ternies; la série ÏH(^.)^ a un rayon de convergence égal
à i, elle a une i n f i n i t é de coef l ic ienis nu ls ayant la densité - le type
de H(<-5) est au plus 3 il s i n O et pour 0 = = o ce type n'est pas infé-
r ieur à o. Le théorème du n° 10 montre que., le type est au plus égal
à [3£î—^ ) tango pour 0 == o, et comme cette expression ne doit pas
être négative, on a

o > ̂- == ^ -̂

Supposons, en deuxième l ieu/ que tous les coefficients soient
égaux à a, à h ou à c; ll(c) est nu l pour toute valeur ent ière pos i t ive
de c. Si 3Q <^ T:, le théorème du n0 ( > montre que H(c) tend vers zéro
pour v réel comme ^"^'.(m^ o). L 'équat ion

. ( G — a ) ( G — b} ( G — c ) -.- Il ( i- ) = o

admet trois racines en G qui sont trois fonc t ions de c voisines de d^
de b et de c, respectivement dès que c a son module assez grand.
Chacune de ces racines est une fonct ion holomorphe de c po0^ c
dans ̂  et pour c assez g rand .

G(c) doit donc être une de ces racines; i l ne peut donc prendre que
l 'âne des trois va leurs </, //, c pour c entier, la valeur a par exemple,
eiron a/(;:)==---a-"-.^ \ •/ i.— 5

Aï/m, y (^) possède au moins un point singulier sur l'arc co [ ^> ̂  du

cercle de convergence, sauf dans le cas où a= b = c cl ou l\)n a

A^= 7^+/i(^
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f\ ( j ) étant holomorplie à If ultérieur du cercle de convergence et sur ce
cercle lid-inêine.

Ce théorème a été donné par M. Carison dans le cas où r- ===-i ( ' ).
Il peut être généralisé d'une autre façon.

Donnons-nous (.rois fonctions ^ C < ' ) ^ />(c) . <'01} holomorplies dans le
domaine 2^ et supposons que si. c parcourt ïy.? les points dont les
affixes sont a, 1>, c se trouvent respectivemenî; clans les régions A,
B, G. Nous admettrons que ces régions sont à distance f in ie , qu 'e l les
sont d'un seul tenant , qu 'el les n'ont pas de poin t commun de-ux à
deux, en f in que la distance d 'an p o i n t de l 'une à un point de l 'autre
reste au-dessus d'un cer ta in nmmmim.^ Si l 'ensemble des coeffi-
c ients ̂  égaux à € / ( n ) ou à h ( / / ) ou à cÇn) a la dens i t é 1 ^? on obtient
le même r é su l t a t : /'(-?) possède au moins un point s ingul ier sur
l 'arc ru [ ^> ^lp: do cercle de convergenct- ' , sauf dans le cas où, a,, est
constanin'ient égal a ( i ( n ) , à i>(n) ou a c(/?,'). [Dans ce cas, /(^) n'a
que le point singulier i sur le cercle de convergence. |

1 S. Voici , une propr ié té ana logue aux précédentes : soit/'(^) •==Ï.a^z"
dont le rayon de convergence est égal à i et q u i est régulière sur
l'arc ( (o •:r:i2, c = = = ï ; ) . Formons la fonction ^^)=^a,^^"p dont les
termes sont des termes de la série y'(^).

Supposons que te rayon de convergence de y(^) soit encore égal
a i et que cette fonction soit holomorphe sur l'arc |co ^û, du cercle
de convergence. Soient G ( c ) et Gi ( ' c ) les deux fonctions qui corres-
pondent à f ( z ) efc à "p (^ ) ; il est clair que

P(çQ=G, (^ ) [G(c ) -G , ( r ) ]

est nu! pour n en t ie r posi t i f . P ( c ) est une fonction d'ordre i et du
(vpe' moyen ou une fonction qui tend vers zéro plus rapidement
((ue e 'a{.

Elle est, en t o u t cas, comparable à une fonction dont le type serait

( î ) CARLSON, loc. c i l .
Ann. Èc. Norm., ( 3 } , XLIV. — MAI ly^. ^
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le plus grand des deux nombres
•2^1 s i n ô j et ( i^ + i2i) [ s in6 1 1, pour \ô[ assez petit.

Supposons 12 4- U i et 212, in fé r ieurs à r. tous les deux. D'après le
théorème du n" 6, le type de P(i-\) est, négatif pour 0 | assex pet.ii
[ à moins que PO") ne décroisse d'une manière plus rapide encore) .
Or, on a

G ±: v/GT~4P
Gl==———.———,

et. il. apparaît , 'dans ces condit ions, que le type de (,..;i ne peut dépasser
celui de G.

On a (loue rime clés inégalités snù'aiiies :

^ 12 4-^i ï -ÎT, ^i.;11» ^i.:^.

Si, par exemple, il ==o, on a i2, ̂  î ou û == o, et d est. possible de

donner des exemples des deux cas. Si f( z } == ^a^z" et3(^") == ï^/..^,, . . , i . . i / .
on a Ui -~= -'—.-—r. si /' est impai r et i2, ==- T. si k est pair, d'après le
théorème de M. Hadamard sur la multiplication des singulari tés.

D'autre part, M. Fâber a démontré que des séries telles que

/Y \ ^•+" z /^2-4-5\ : l /s^h^V^-1

JW-————^[————) +...+(-^) ^...,

, / ^ ^ ̂  ^ , / ̂  -+• z \n fz^z \ ̂  +1-1^)^_^_^,^(_^ . ,̂,,

n'ont que le po in t s ingul ier ï sur le cercle de convergence ( ' ) .
On a, dans ce cas;

^rr^^o.

1^. Pour o b t e n i r d'autres propriétés, je dois d'abord é t a b l i r un
lemme relat i f à la convergence des séries de la forme

'̂=2 ;̂.
( 1 ) IUBEH, Sitzungberichte matkem, p^fs. Kiasse haye/'ische Akademie

Band 36, 1906
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dans laquel le les f / , , sont cer tains nombres ent iers posit ifs rangés en
ordre croissant et tels que ^+s — d^ soit borné.

Si la sommeA,/ == a, •+- a_> +-...-+- 7./, a son m o d u l e b o r n é , la sérieQ(c1)
est umTormément et a b s o l u m e n t convergente dans tout, domaine q u i
ne c o n t i e n t a u c u n (les <//;,. Si 0 est rargument de \\ s i r^OO^c} est
borné; s i . r e s t i a partie réelle de c et: si elle est comprise en t re drn
et c/rr^\, Q(^)( ̂  ~ d,,n ) ( ^ ' — ^, i ) est borné .

Je pose f^ - • La t ransformation d'Abel nie d o n n e

y'q^q^r OC r/4-1 p<y4-l -i~ • • • ~\~ 0^</.-.i..n ^(f^n

^ ( A, .- ̂  ) ( ,3, - Ç^ ) + ( A, ,, - A.^, ) ( P,,-, -
-h ( Ay..,̂ ,...., — Ay,,., i ) ( (3,/,..,i.,,̂ î — ^^.n ) + ( Ay,,..,, — A^i ) (3 ,̂..̂  ;

y ^•i-i ' 'i -\-i1
P//4-/- ' j -»^-.. i -^.. j .- |

(V ——4/1 / . )CC——^. ( . ^ -4 " l )

.La somme des termes de la série Q( r ) ' d o n t le rang va de q à //-+- ^
est donc i n f é r i e u r e a l ' express ion

• d,, 2 A.^a A +
^ — d^ | | p —• ^-/y , J * " | p — c/^ ,.^ | | p — d^ ,,.„ ) j | (; — -̂+.n 1

on A est la borne des [ A/ / .
La série don t le terme général est 2A1- ,-1 ̂ -.-.-.....-'-..p--^—. estconver-^ | < - d,\\^ d^\^

génie ; cette ( [ i i a n t i t é est infér ieure a on n o m b r e positif donné dès
que (f est assez craint, et cela quel que que soi f : / / .

La série Q ( c ) est donc convergente; e l l e l 'est uni tbr rnérnent dans
tout domaine qu i ne c o n t i e n t pas de pôle dr,.

Pour évaluer sa somme, c l i e rchons une borne de la somme des pre-
miers termes, en t a i s a n t dans ce qui précède y = = i . La somme des
ïi premiers termes a son module i n f é r i e u r à

•i A
d^ —— d]

p — ̂  1 1 e '
-4- . . . +

d. — d,^
• d,^ 1 1 | (? — dn 4-

2 A

t. — d.

or j v — d^ ^> ^sin6. On a donc

o / . , i < - ' ÎA- ^ d^~d^^ ( ^ 1 = ^ ^ ^ ' " - ^ ^ ^ ^ ^ ^
Ti—i

ft~.\ (*n

2 A

iïo'^r/,
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Pour .établir la dernière partie de l'énoncé, remarquons que
«'»

| v — d p 1 ^ 1 x —dp\.

11 résulte de là u n e nouvelle évaluation de Q(V ) :

!Q(r)i<.A.y—^=^^^ \ x — dp \ \ .T — d,^ \

Le terme général de cette série peut s'écrire
. / i i \

2 A. — —————- 4- ————-——
\ x — d p x—dp..,..J

pourvu quej} soit différent d e / / / . On obt ien t donc

1 ̂  ( t ? ) 1 < 2 A _ ! _^_ ___!_- .^ ' __, , ___^'^ij±^____ 1
L ^ ~ ̂ I lr — ^/// ^//( -1 — ^ ( ̂  — ^m ) ( ̂ /// i -1 --- ^•) | 7

^-n — J^QO' ) |<^A
( x — ̂  ) ( d^..^ —• x ) '

ce qui achève la démons t ra t ion .
La dernière propriété sera u t i l i sée sous la forme su ivante : soil

une inf ini té de droites D , , D^ . . . , ] . ) / / , ... perpendicula i res à l'axe
réel et s 'é loignant indé f in imen t vers la droi te . Supposons que la dis-
t'ance de l'un quelconque des po in t s d 'af l îxes ^ a l ' une que lconque
des droites D/, soit supérieure à u n n o m b r e fixe a; Q ( r ) est borné sur
l 'ensemble de ces droites.

î0. Reprenons la fonc t ion f ( z ) == !<///, ̂  holomorphe pour p < i et
pour p == T , [ co 1^0; nous c o n s i d é r o n s aussi la f o n c t i o n G(r) qu i cor-
respond à / (^ ) et la fonc t ion < I ) ( F ) construi te au n0 8 et qui admet
pour zéro les en t i e r s d,, </,, ..., d^ ...: ces en t ie r s sont choisis de
façon qu'il y en ait exactement a ent re ni. et (n -4-1 /A; le rapport ^ sera

o
pris supérieur ou égal à^ -

, Nous allons voir qu'on peut é tud ie r les coeff ic ients //„ quand on
connaît la suite: par t ie l le «^, a^ ..., ^ , ....

C^ ( \ ' ^

Le quotient ^—^ est une fonction méromorphe dans le domaine Sy,;
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le polo ( I , , a pour résidu ^ ^ - : . Les quan t i t é s -p. y--1 admettent une
borne i ndépendan t e de / / ; la. p ropr ié té 2° de ^(c) montre , en effet ( / r) ,
que pour x réel et compris en t re d , , et d,,. , on a

<D(^) -€>(^ 4>(^)
.r — d,,

> B (^,.,,1 — .r) > B' (B et P/ cons t an t s ) .

Supposons d'abord que la. s o i n i n e ^ ^ ' ' . r — soit bornée, ce qui
aura c e r t a i n e m e n t l i e u si ^ d,^ est borné. Nous pouvons former une
fonction méromorphe ayan t même pôle et mêmes résidus que - . - L ' ;
c'est la série

o((')^^(7^^i)^^

qui converge (raprès le l emme du n0 I U pourvu que ^ n e soit pas égal
à l 'un des pôles. La f o n c t i o n"(.•>= ̂  -v
est ho lomorp l i e dans S^; je vais démon t re r q u e son module est borné
dans ce d o m a i n e . .

Sur le rayon d ' a r g u m e n t 0 (^ d i i ré ren t de zéro) , ( ï ( ( 1 ) est i n f é r i e u r

a A^^"10^, A. é t a n t , une constante ; , .--1--- est i n f é r i e u r à B^ /'
<ir .et . est l )o rné sur le rayon ; on' a vu que [ Q(r ) | é ta i t borné ; | H( c )]

l'est donc aussi .
Cherchons m a i n t e n a n t ce qui se passe sur les droites D ( , 1")^, . . . . ,

I ) / / , . . . , p e r p e n d i c u l a i r e s à l'axe réel et: coupant cet axe aux p o i n t s
don t les a f f ixes son t .2^== d , , 4- ^ - D'après la propr ié té 2° de < F ( c ) ,

est borné sur ces droi tes . On p e u t donc écrire<l>( c)

G M
^(c)

C'\ G(c) < C^l4""0^4^ ((7 et G constants) ( 2 ) .

( 1 ) On it'oubliei'a ()as, ()0(ir u t i l i ser C(;t . tc pcopriété, (|iie ( cl/,—dn'\ est au moui^
égal à i, <Ians le cas actuel, si n ̂  n'.

( t i ) Voir note 1, pa^e i'>,4.
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.D'antre part, j Q( r ) est borné sur ces droites et, par suite, sur l'en-
semble de ces droites, on a

| H ( c ) < D e^ ! S Î H O I /+£/ ( D constan l).

Considérons le trapèze compris entre les droites D// et D/,,, et les
deux rayons d'argument a et — a. Le module de H(c), qui est holo-
morphe dans ce domaine, atteint son maximum sur le contour; sa

<.}siua(^+.|:).-.i-2(:^-,^)

plus grande valeur possible est De sil laus grande valeur possible est De sil la

Si c est un point intérienr au trapèze, oi/a

, 3 , 3
^ ^4- -^ ^4- ^

/ -=i | (^ | ̂  ̂  4- --, ————' <; ———^ .<̂  ^ ( ( , cens ta ni).

On a donc

| Cr(^) [< Dé- -' ' si,7i

dans tout le domaine ̂ , D et a étant des constantes. Comme G ( r ) |
est borné sur les rayons d'argument ± a, il est aussi borné dans tout
le secteur S^ d'après le principe de Phragineu et Lindelôf.

Ecrivons maintenant

C^) G(v ) ^ < ! t ( e ) Q ( e ) - ! - ( | » ( ^ ) ï î ( e )

et remplaçons c [)ar un ent iers non. égal à l'un des (< „ . D'après le
lemme du n0 1^ [ Q ( / / ) [ est, !)orî iè; on vient de voir (|ue 1 1 ( / / ) admet
une borne; la propriété l ' ^ de t l ^ c ) montre que //-"^(IM // . ) est lïorné.
On pourra donner l'énoncé suivant :

Soif /(;:)= 2.̂ /,, ̂  ( f ! i { admet le nryon de convergence i el ( f i i i est
holornorplie ,v///- / / / / nre du cercle de cofi^er^cnce doul In lo/f^fir///' en

partie de rayon esl supérieure à ^r.[ i — ^ ).

Supposons que l'on puisse détacher de la s u i l e des coe /'/icre/i/s a,, n/se
s i u ( e a^^ a^, ..., a^^ .. ., lelle q(i.e £ a,i^\ soi/ com'er^e/ile el felle y//'/'/
r ait au moins' a des nombres d,, co/npm' enfre p'/. el ( ^ + i ) A dès
que p est asse^ grand. Dans ces conditions \ n '^•a^\ est borné.
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'•21. On peu.1' généraliser et comparer diverses suites de coeff icients
non bornés en m o d u l e . 11 suffit de faire intervenir une fonction P( ^) '
liolornorphe pour | 0 <; -'> telle < j i s e {f P(\' )r £/ [ el, 1 —— | soient bornés

i E 1 • . % l i ••. ! j ? ̂  (, ̂

pour si pe t i t q u e soit s, le! le enf in que J P ( V ) j croisse et croisse indé-
f i n i m e n t avec c poor c réel. Al. Polvà a n ion t ré que l'on pouva i t déter-
miner P ( , c ) de telle façon que —n- soit, borné, et cela pour toute

r l n ) ! 1g*

fonct ion /( j ) === î. a,^" dont le rayon de convergence est égal à i ( ' ) «
j\ ̂  ) a les mêmes points singuliers que V n - ^ l t .

Si, dans 1/éfiofice |)r('i(:^'f(lelu', o/i înn^lace la supposition qi/c X ] a^ \
csl convcr^enle pur n^ \ <^ P (̂  <,///) pour p ( i s s r : ^rand^ on obfiendrn

tf{'/n''^//U<r' | d,, | <' n'^'"^ ?( n } . ( II suftii de considérer V — a - — z ^ } .0 i i ^ i . ^ \ ^—i i / / ' - " - j - ' f /^ ) ^
On peut, d ^ a i l l eurs , j .ïrendre des fonct ions P( c ) autres que celles de

M. Polyà; on peut choisir P( c ) == \'i\ PO ' ) == ^ > 1 , ....
l.ndi(|uons u n cas pa r t i cu l i e r .
Divisons l.u snifc (ic.s ('oc / l i c i e / t i s ///, <"// deux s u i î r s ; / ' / / / /r comprend

les nombres ( i ^ . , (7^, . . .^ ^,, , . . * /^/.v <////' ^/,,i —<"/, croisse i n d e l i n i n f e n î .
*S ' /1 ^/, [ P ( // ) j 1 j csi born e pour n diffère ni de 1 'i/fi, des e^ ei si \ // "•' | P ( fi )j ' n,,
f i c s i pas borné pour n === e^ pour si grand (jue soil Y, le cercle de conver-
gence. de rayon s est coupure pour / (< 7 ) .

Dans le cas actuel, on peut, en effet, se donner À arbitrairement
^rand. et entier; ;j- peut être pris égal à X -- ï .

'^2. On obt iendra une autre général isat ion du théorème du n0 '^O,
en choisissant les a^ de la même façon q u ^ a u n01 20 et en supposant
que /( ^ ) est holomorphe sur l'arc j o j > > î : [ i — Ï ) . d u cercle de
rayon x , ma i s pas aux extrémités de cet arc ; i l faudra., de pi us, que \j {^)\
reste borné dans l ' un des, domaines désignés par A;2 pour une valeur
convenable de a. Dans ce cas encore, si ^|^/J converge, j/r-^-^j est

( 1 ) POLI A, Su/' les séries de Taylor qui ont leur cercle de convergence comme
coupure {Actci mathemakica^ t. 41, 1 9 1 8 } .
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borné. Je n ' ins is te pas sur la démonstrat ion analogue à la. précédente
et basée sur le théorème du n° i^.

^3. 11 est in té ressan t de remarquer ( [ l ie l ' o / f peu! construire nm
/onction f(^} holofnorpife (in fis \^ et ayant xes coefficient s d'indices d^
égaux à des noinbres arbitrairement clfoisis, le rayon de convergence

restant égal à \ et le nombre 12 éiant c l i a i s i égal. a —' ([J- et A sont

toujours les nombres qui caractérisent la d i s t r i b u t i o n des en t i e r s d p ) .
Je me donne les coefficients a,^ te ls que ^[ a,,^ \ converge et tels

que ^I^J a^ pour plus grande des l im i t e s l ' u n i t é .
Je chois is , d'autre part, u n e fonc t ion H ( < ' ) ho lomorphe et module

borné dans Sa- J^ pose
»//»G (c ' ) -<!>(c) V .<5)(^)((,^^)

Le leinme du n0 I.Î) montre que ( i ( c ) est a n a l y t i q u e d a n s l̂ .. On
démontrera que G(v ' ) est d'ordre i et. du. type înoyen en se servant du
même lemme et des propriétés de ^(c); i l est c l a i r que le type de ( j ( c )
ne peut dépasser celui de ^(r). Je n'ai pas encore d o n n é ce type
de C^); j'ai seulement d é m o n t r é qu ' i l était n u l pour 0 = = o . Ponr
aller plus loin, je suppose p-== i ; i l n'y a qu'un zéro d,, en t re rù. et

(714- iU. Pour ^ = ± a2 (\ 0 == ^ ) ) on aV 4/

€)(^=^Il(i; i^ .
^J

*( 'P) |< ^TT (1-4-
,iL -.iH- \

/2

7^

et le deuxième membre est comparab le à / ^ s i n — - Le type est

donc ^ j s i n G [ pour 0 == ± 75 il est nul pour 0 = o, il est donc î| s i n O

pour | 6 [^ j d'après le théorème du n0 5. On en d é d u i t a isément que le

type est ̂  s in6 dans le cas où a est d i t ï e ren t de i et pour [ O l ' ^ ^ ;

ce résultat, qu ' i l serait facile de généraliser, nous suffira, car i l n'y a
aucun inconvénient à supposer ^—
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Cela posé, le théorème du n0 14 nous montre que ^G-C/?.)^ est une.
fonction holomorphe dans le d o m a i n e A;1; il est év iden t que G(<^,)== a,,^
nous avons a in s i formé une série de Tavlor don t le rayon de conver-
gence est î , qui est holomorphe sur l'arc [ co [ << il du cercle de con-
vergence avec û == -^ et dont les coefficients d ' ind ice dp sont les
nombres a,/ choisis arbi t ra i rement .

Ces nombres étaient cependant tels que ^ (î^\ soit une série con-
vergente; c'est là une restr ict ion qui peut être levée.

Donnons -nous des nombres (^ quelconques, à cela près que la
p lus grande dos l i m i t e s de y ^ soit é^'ale à î . Il existe une fonc-
l ion PO') de M. Polvà te l le que a— soit infér ieur à-yr; cette fonct ion

S (Cip) UJ,

est de type "ul dans ^a-
Nous prendrons

^'^^^^(^[I^^^a^.-^)^-^")]-
) I l ( c ) ( é tan t borné dans E^. Le r a i sonnement précédent appliqué

c'
à - mont re que G(^) est u n e fonct ion holomorphe dans ïy.; son type

est au plus 3^ [ s in 0 |; on a G ( ( 7 ^ ) = ^ et SG-(^) ̂  est ho lomorphe
dans ' ̂ . Notre a f f i rmat ion est complè tement justifiée.

I l résulte de là une série d 'énoncés négatif:s du genre su ivan t :
Si /'(j) est holomorphe sur l'arc | co <^ û du cercle de convergence de

an

anrayon î , on ne peut rien affirmer sur les diverses va leurs l imi tes de -^

de ^{a,, , de a,,. On peut se donner a rb i t ra i rement plusieurs de ces
valeurs l imi tes f o r m a n t des ensembles arbitraires. De même, certains
coefficients peuvent croître rap idement (comme ̂ s par exemple), alors
que d'autres peuvent tendre vers zéro.

•24. On obtient des résultats un peu plus précis en supposant que
la suite des entiers d^ est très régulière; je t rai te seulement le cas ou
elle est formée des nombres pairs, ^(c) sera remplacé par s i n — -

Soit donc f ( ^ ) == ^^n^n holomorphe sur l 'arc j o j ^7 T du cercle de
Afin. Éc\ Norm., (3 ) , X L t V . — MAI 1927. ï8
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convergence de rayon ï ; je suppose que les coefficients d ' indices
pairs a^p ont leur module borné.

Je m'occupe de la série I ( — ï ) ^ ^ ^ / . I l suffit d ' é tudier la
îsérie y f j ) =r ï( — i)^^;?^; elle se déduit de /(;?) et de -_ — e nî -+- ^

m u l t i p l i a n t les coeff ic ients de même rang. Le théorème de la mul t i -
pl icat ion des s ingu la r i t é s de M. Hadamard ( ' ) montre que les p o i n t s
singuliers de o ( ^ ) se déduisent de ceux de f(^) par des rotat ions
de -+- -, on -— i- autour de l'origine. Le point — î est donc régulier

pour y(:); les coeff icients ̂  on t leur module borné ; un théorème
de M. Fatou ( 2 ) nous apprend que la série y(^ ) est, dans ces condi-

p •::.:. n

fions, indéterminée pour ^ == — î:, c'est-à-dire que Y( î)^/^ est

borné. Cela suffit, d/après le lemme du n-0 19 , pour affirmer que la série

o^^y a^
v v " T : ^ ( — ï V > ( { ' -r. ^à (—.î)P(v^ sp)

converge et représeote une tbnc t i o t i analytique rnéromorphe.

Soit (j(r)la fonct ion qui correspond à/(^ ); G-^- - Q(r ) == 11 f c )
7;sm — c
2

est fonction analytique dans 1^; on verra encore que son module
est borné. L'équation-

. T T C. G ( (Q==s in—[Q(^ ) + H(P) ]

montre que j G( r ) | est borné pour c ent ier impai r .
sî Y (A) est fiolomorp/fe s i i r iin arc du wde (le cowergenfie supérieur

il une f/emi'cwon/erence, s/' le rayon ( l e convergence est é^nl n \, si.
les coefjicienis de rang pair on/ leur module home, il en est de même
des coefjieienis de rang' im.pdir.

Soit P( c) une fonction définie au n0 î\ dont le module croît cons-

( l ) HADAMARI), Théorème sur les séries entières (Àcta mathe/ncuioa t. 2â, ï8qS).
( 2 ) FATOU, Séries tri^onométric^ues cl séries de Taylor (Actn rnathematica, { . 30,

1906, p. 391) .
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t amment et u n i f o r m é m e n t avec / dans Sa et qu i est d'ordre i el de
type non nul dans ce secteur.

• iSÏ les coefficients de ran^' pair vc/'i/icnl |<^J <^ P ( I A p } y tous les coef-
ficients vérifient \ a^\ <^ P(n).

On démontrera i t de même que si. les coefficients a/,^ sont de module
borné que l que soit^, Z' éteint un entier constant, si /(^) estholomorphe
sur un arc du cercle de convergence de rayon i supérieur à la frac-
t ion -^—^î" de la circonférence, tous les coefficients ont leur module

A'

borné.

25. Les théorèmes obtenus jusqu'ici "imposent des conditions qui,
do iven t être vérifiées par certains coefficients dont le rang est compris
en t re / /A et ( p + ï ) A et cela pour toute va l eu r en t i è re de/.». Les théo-
rèmes bien cou n u s , d e MM. Hadamard et Fabry supposent seulement
q u e tes coefficients dont le rang est compris n ( î — / / ) et n(î 4-//)
possèdent certaines propr ié tés , et cela pour une suite de valeurs de //
q u i peut croître d'une manière arbi t ra i rement rapide. Il est facile de
compléter les démonstrations données ici et de retrouver les 'énoncés
de M'M. l ladamard et Fabry avec foule leur précision. .11 suffira de
construire une série î?(^)==2f^,;"qui possède les propriétés suivantes :

1° Le rayon de convergence-est égal à î ; ^ ( ^ ) n^ que le po in t
s ingul ier i sur le cercle de convergence;

2° Je me d o n n e une suite i l l im i t ée d'entiers quelconques ///o
w^ . . . , //^, . . . ; je détache de cette ^uite une suite partielle i l l i -
mitée / / i n.^... / / / , . . . vér i f iant

t -+• h/^^..--tT^ -+-^

Les coeff icients ?,/ dont le rang n vérifie des inégalitésjelles que

r i p ( i — A ) 5 n - fip ( i +• h )

pour une valeur convenable de / jy peuvent seuls ne pas être nuls; les
autres le sont;

3° Les coefficicnis don t le rang est compris entre / ^ ( i — h )
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et /^^i-^//;) ont pour argument un même nombre co/, attaché au
nombre p; (o/> peut être choisi arbi t ra i rement ;

4° ( / / ) p/^ a pour plus grande clés l imites l 'un i té .

Je prends d'abord // == ̂  je choisis la su i te /^vérifiant /^+, >2/^-+- '2.

Je désigne par q^ le plus grand entier contenu dans ^ ̂  et je prends

©oC^^v/^t^y ,,e"'^,

fonction considérée par M. Faber ( 1 ).
On reconnaî t a isément que la série I^'^ /''//' converge uni formé-

ment pour / ) << i et qu 'el le a son cercle de convergence comme cou-
pure. 9 , » ( ^ ) est donc holomorphe dans le d o m a i n e [ ^ (^ + i) [ <^ 2 qu i
est une courbe fe rmée contenan t le cercle |,; | === i et, t angen te à ce
cercle au p o i n t i ; cela suffil à établir les propr ié tés i°.

J 'é tudie les l imi tes de '\j \ p/, et, pour cela, je considère le terme de
rang / ?==^-4 - / ^ et je fais correspondre /'^ au nombre p de façon
que -^ ait une l imi te A qui sera comprise entre o et i.

^ p
On a

p - e l M l > ^
^n~~ ' ̂  r \ { q — r ) \

j 'ai remplacé r / p et r^ par q et r), ^ \ p/, | est comparable à(j
w

( 1 ?7 '-^('•(7 -- r)Y^^ -"J-^'l-^
\^ '•'•(q— /•)'/-'•/ A y y

Si /. est diiï'érent de o ou de i, \/\^n\ a une l imile u nique
quand /; •-= ffp+ /'/, et cette l i m i t e est

"•0) _l__ ___/__ 1 •-- À
3 1 4- À ^1 -4- ), ( ( __ ' ) \ 1 4- A

( 1 ) Loc. c^.
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Elle est égale à î pou r A ^= - : c'est la propriété 4°- l-̂ 1 propriété 2°
résulte de ce que les termes non nuls ont un rang n qui vérifie

9. . 4
^rlp•~l <n^^ nr'

Je suppr ime les termes de rang ^,, ce qui ne change pas les points
s ingul iers de ^o(^) sur le cercle de convergence, car (l'\j [̂  j tend
vers -• Tous les termes restants vér i t i eu t

, 2

j^-^r^
La propriété 3° est év idemment vér i f iée .
La fonc t ion 9<,(^) amputée des termes p^A vérilie donc les condi-

t ions énoncées plus h a u t en prenant If^^-.'

Pour former ^ ( ^ ) dans le cas où h<^^ je suppr imera i encore
cer ta ins termes de 9 < , ( - 7 ) . Pour jus t i f i e r cette méthode, je do is
commencer par é tudier de plus près la l imi te ^ ' ( A ) qui v ient d'être
obtenue.

( Ï ' C A ) est mu1 fonction con t inue pour O < < A < < I ; on a ^'(o) = ^-,

n'(i)=—.
" / \/2

Pour que H- ' (A^) soit égal ou supérieur à i, il faut

^.(i-^Â)1--^ î-'\ / - ^

Or la fonction //(î — À ) ' - 7 passe par un m i n i m u m absolu égal à ^

pour A === ^ et pour cette va leur s e u l e m e n t . Comme < r ( A ) est une fonc-
t i o n ana ly t ique dans l ' in te rva l le cons idéré , i l est certain que l 'on a
u n e inégal i té telle que ( ï ' ( X) < /• < i si A •— ^ ^b > o. Je supprime
dans yo(^) les termes d o n t le rang //- vérifie une inégalité telle que

^ ( î — — / / . ) < ^ = : ^ ( l 4 - ^ ) [ / l < ^ ) '
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La quan t i t é -p est , pour ces Icrmes supprimés, comprise entre o( f p
, (i — h ) }i»-~ (/ (ï 4- fi ) n — (jet-————1-—LL ou entre ———-—'—LL et i . -Dans le prenne r cas, sa

qp ^ . il

l i m i t e A est comprise entre o et ———-qui. est inférieur à -; dans le

deuxième cas, 7. reste supér ieur à -—;•— qu i est supérieur à "••
Jti ' ' 'jh

11 résul te clé là que, pour les termes'supprimés, V i f ^ l î.''<^^ infé-
rieur à un nombre .fixe inférieur à ï . La fonct ion qui résulte de o(.^)
ainsi amputée'possède donc la propriété i°; il est clair qu ' e l l e possède
les trois autres propriétés.

L'existence de ç(^) é tant a ins i é tabl ie , i l est fac i le de complé te r le
théorème des n0' -!.5 et K ) ; par exemple, supposons que /(<?) ai t une

in imi té de coefficients nuls, la densi té de ces coefficients n u l s é tante en
A

ce q u i concerne seulement les coeff icients d o n t le ran^ est compris en t re
/ /^ ( ï — iï) et in^(\ 4-A) la su i t e in,, é tant formée d'entiers quelconques,
toutefois 1\i\aml)\ a pour p lus grande des l imi tes T . Formons la fonc-
t ion y ( ^ ) = ï^^ et considérons la fonct ion ^^^^ / /; ses po in t s s in -
gul ie rs du cercle de convergence sont des points s inguliers de /'(^),
d'après le théorème sur la mult ipl icat ion des s ingular i tés ; d 'antre

part, la densi té des coefficients // / /f^ nuls est au moins ̂ ; f(^) ne peut
donc pas être régulière sur un arc du cercle de rayon ï dont la mesure
soit supérieure à 2 r.Çi—^\ en parties du rayon.

Les théorèmes des n'1" 20, ^l, 22, 24 {yeuveni être généralisés par le
même procédé. Prenons, par exemple, le théorème du n°24. La fonc-
11011 A^) ̂  -^^a pour rayon de convergence l ' un i t é ; nous admet-
tons encore qu 'e l le est régulière sur un arc du cercle de convergence
supérieur à u n e demi-circonférence. Soient d/autre part , des
en t i e r s /^ , , ///^ ..., ///^ ....

Je suppose que le coeff icient a^ de rang pair soit de module borné
si

//^(l — h) < a// < ///^( [ 4- A ) (o < IL < ï) ,

et que ^\^,^\ ait pour plus grande des l imites t'imité. Formons la
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fonction ^ ( ^ j correspondant à ces données. La fonction ï^^/,^ a les
mêmes points singuliers quey'Cj) sur le cercle de convergence, Ions ses
coefficients de rang pair ont leur module borné, il en est de inêrne de
ses coefficients de rang impair". On voit que |^/ , /^ [ est borné, ce qui
précise l'ordre de grandeur de n,, pour /^impair; ninsi a,^ c.v/ de Vonhv
V//?n (ni p l ( i ^ .

•Pour tenninerje formule d'une manière imprécise la.généralisation
du théorème du n0 2 1 .

Si /"(^) est liolomorphe sur un arc de convergence de rayon i supé-

rieur à 2T: ( ï — '-:-\•> si certains termes / / .sont entourés de termes dontV v - l '
\c module est borné et dont la densité est supérieur a 'r1; les termes | a^\

Hé [ > e u v e n t avoir u n e c ro i s s a n c e a r b i 1 ra i r e ; ils s o n t c o m p a r a 1 ) 1 e s

(;HA PITRE IV

^t). Je considère des fonctions f(^) qui n'ont que le point sin-
gulier s sur le corde de convergence, qui sont holoîTiorphes dans un
secteur T^ défini, par . * •

*? —
( Tp ) ^ — p < argument ('z ~~ i ) < ̂  -h ,3 ; [^ — ï | < a

(^ et a vérif iant o < 3 < ̂  o < n < r ) et qui sont de « degré fini »

dans ce secteur. Le degré fin i, positif on négatif, a été défini au u0 ,̂ : il
existe deux nombres réels /// et M. tels que | (^ — i) ^/(^O 1 soifc borné

dans T^ et que | (^"".O^/ï^)! lle le soit Pas• Je volldrais n^occuper,
dans ce Chapitre, de ces fonctions et de leurs coefficients / / / / .

Il sera nécessaire de modifier quelque pou le problème ainsi posé :
si/Ï^) est de degré.fini,,/'(^) 4- P(^) nej 'est pas toujours quand P(,J)
est un polynôme ou une fonction holomorphe sur le cercle (le rayon î :
,il importe d'exclure des fonctions de cet te sorte. Je ne m'occuperai que
des fonctions que J'appellerai fonctions de la classe A el qui vérifient
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les conditions suivantes : elles n\)nt que le point singulier i sur le
cercle de convergence de rayon i, elles sont holomorphes clans un
secteurTa, |(^ - i) -V^+PC^II est borné, ]^ - i)-^/^)-^ (^)JI
ne l'est pastel cela quel que soit le polynôme P(^), m et M étant des
nombres réels constants, indépendants de P(^).

Je traduis le théorème du n° l:î dans le cas oùf^} n'a que le point
singulier i en faisant usage de^la fonction ^(n) holomorphe dans S^

égale à GO') quand on fait c = ̂  : la fonction y ( ( i ) est telle que

\^(^/}\e~{' soit borné et que ^(^) soit égal à n,. Je mis démontrer y//r,

pour que /(^) wù de la cfn.w A, i l est nécessnire el sfifjisnnî ( l u e ^ ( u }
soit de de^rê fini dans un cerffiin secteur Sy,.

27. Poiir parvenir à la démonstration, je dois d'abord étudier la
question suivante : Sachant que /(;?) est holomorphe pour ^ | < i ,
qu'elle n'a que le point s ingu l i e r i sur le cercle de rayon ï , sachant
que [(^ — lY"1 f^-) | est borné dans T^, que peut-on dire de la
fonc t ion

, ^ an^1 9
fr^^L-n^'

Je supposerai p e n t i e r , ce qui sera s u f f i s a n t pour la sui te ; je suppo-
serai /^ non e n t i e r , ce qur est tou jours possible ( ' ) ; le s igne de // / et
celui de p peuvent être quelconques .

On sait quey^(^) est régulière aux mêmes points que /(^).

Premier cas : p== - ï . ~~ Posons -?(;?) = 0 — i) ^./Ï^); ?(>/) est
borné dans T^ |(^ ~ i)?^-7)] l^st aussi (n0 1 1 ) ; or, cette fonction

l_^(^i)— /(^)+ (.-i)—^/^^!

et l'on voit que |(^ — i) / / ' 1 '/ 'Y^) | est borné; il en est de môme de
\Z(^, Y-m^f^ ̂  | = | ( ^ - i)—— -'/^ (^) |.

Deuxième cas : p entier négatif. — (^ — i) " / / M 1,/'- ,,i (^) est de module
borné; en traitant / i(^) comme on vient de traiter /(^, on voit

f 1 ) Tout ce qui suit peut être étendu au cas où p est un nombre rcel quelconque.
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que (^ — î)"^2/-^) est de module borné. On peut cont inuer ainsi
et | (s — i^'^yLp^) | est borné si? est entier négatif.

Troisième cas : p -==. î , -m.<^ — i. —• J'ai /.i(^) === / ^A^lzi^ clx.
Jo x

Soit ^ == i -+- t ^ e ' ^ et .^i == ï — ae^ avec o <; fo <; a et ^ [ > 7T- —, p, de
sorte que ^ est dans Ty. On a

/^)=/^O^^S^^=/.(^^^</(I^
/»^ A frn r j f _ A

I J T / ^ \ f (̂  "U ,,--• 1 — •' _ _______-Z____ / /w+l ,y/».-(-i \ .̂  K /m+il/i(-)-/i(-i)!<J^ 7-r^-(7zr^y(T^n-)^<» "-a X^^o ,

A et B sont deux constantes positives.
|[/^(^) ~ / i ( ^ i ) ] ( ^ - — i ) m"-i est borné, /i(^) ne dépend pas

de t^ mais de f^ et cette quanti té est bornée si, ^ varie. On en conclut
que |/i (^)(^ — i)"'"-'11 est borné dans Tp.

Quatrième cas : p entier positif inférieur à — m. — En appliquant
p fois le résultat précédent, on trouve que \f^(z)Ç^—î)~'m~~p\ est
borné.

Cinquième cas : p = = i , m^>—î. — Examinons d'abord le cas
f*s f ( T ^\ ci '"/coù a^= /(o) === o. Je poseF(^)== | v———-? l'intégrale étant prise sur^ x

chemin, rectil igne; elle existe, dans le cas actuel, même s i o ^ > w ^ > i ;
elle diffère d 'une constante G de/^(^). Soit z === i +• t^e'^ un point de
la région Tp. On a

F^r^^-^,J@ I+^(^ '
r 1 0 A

• ] F ( z ) ] < A ^ ^-dt-^ -——— \ z — i l^-1-1 ( A constant).

Il existe donc une constante G telle que \f^ ( z ) + C\\z — ij-^'-4-1)
est borné dans Tp,.

Soi ton deuxième lieu a^-^o. Je considère h(s) r^y^j) — a ^ ( î — 3)/',
r étant égal à zéro si o ̂ >m^> — i et égal à un entier supérieur à m,
si m>o. On a A(o )==o et \hÇz'){z — i)-7" est borné dans Ïp. On

Ann, Éc. Norm., (3), XLIV. — MAI 1927. ÏQ
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vient de voir que | h, (..) + G 11." -1 —— est borné ; on peut donc dire
qu'i l existe un polynôme P(^) tel que |/,(^) + P(^)| | ^ — î l"""' est
borné dans Ty.

Sixième cas : p est un entier positif supérieur à — m . — En appli-
quant plusieurs fois les règles précédentes, on obtient ce résultat
que |/^)+-PO)||^ -i —^ est borné, P(^) étant un polynôme
convenablement choisi.

•28. Je vais ma in t enan t démontrer que, si/(^) est de la classe A, il
en est de même de/,(^) et réciproquement.

Je suppose/^) de laclasseA; il existe m tel que /(^) + P(^)| \z — i "-///

est borné quel que so i t le polynôme P; on peut toujours supposer
m ̂  - i ; si m <- i, on a déduit de là que \f, {z) -h P, (^)| | ^ —i I"""'"1

est borné, P i C ^ ) étant un polynôme déduit de P(^) par la transfor-
niation générale qui fait passer de /(^) à /i(^); P(^) ̂  d01^ ^n''
traire. Si m> — i , il existe un polynôme Q déterminé, tel que

|/i(^)+Q(^ll^-i ""-'

soit borné, donc \j\ {^) 4- Q(^) [ est borné, donc \j\{z)\ est borné
et \/\Çz) -r- P (^ ) | l'est aussi quel que soit le polynôme P.

Il reste à démontrer l 'existence d'une constante M7 telle que

|/^)+P(^||^i|-^

n'est Jamais borné quel que soit P(». Si cette constante n'existait pas,
on pourrai t trouver un polynôme P^(^) correspondant au nombre
positif y. tel que |.A(<) -+- P^)||^ — i 1-^'soit borné, et cela pour
si grand que soit [M. En appliquant à /, -h P^. le résultat du n° 27
(1er cas), on verrait que \f{z) 4- Q^)|| s — i -^H serait bo rnéy
Qu, étant un polynôme convenablement choisi et, dans ces condit ions,
y(^) ne serait pas de la classe A.

La récipïoque se démontre d'une manière entièrement analogue.
On déduit de ce qui précède que, pour que/(^) soit de la classe A,

il faut et il suffit que///.?) le soit et cela quel que soitj» entier positif
ou négatif.
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29. 11 me reste une proposit ion pré l iminai re à établir. Soit f ( ^ ' ) qui
n'a que le point s ingul ie r i t a n t que z ^i et qui est holomorphe
dans un secteur Ï^. Je suppose que, dans T^, | f ( z ) ( s — i)-7- soit
borné pour une valeur positive de À. Je dis que la fonction ^(Y) qui
correspond à f{z) est de degré ï -+- r au moins, dans un certain
secteur Sa (a<p) (c'est-à-dire que [^('// 'y-^-1 | est borné dans ce
domaine) .

Il existe un contour C^zwrn0 13) sur lequel f ( z ) est holomorphe;
on peut déterminer ff(u) à l 'a ide de ce contour- là . Sur le premier arc
de spirale ( co ^> o ) on a

^ _ j ^o) (lîiiig'a-fO_ j
——— === ^———————— == fonction entière de û).

ÛJ f,)

Cette expression a donc son m o d u l e borné pour o^co^r.. On
voi t donc que |/(^).co A est borné. I5n u t i l i s a n t cette remarque, en
tenan t compte de l 'équation ( C ) du 11° 13, en dés ignant par B u n e cer-
ta ine cons tan te , on a

,..TC (<l si 1 1 l 'a-4-Ol /,TC ^ ÎLi?'':"̂ 1

] G ( (' ) 1 .-=- [ ̂  ( // ) 1 < -L ^ B c,}7 e " "r """ros-a"" ̂  ̂  J_ / ^ ̂ ), ̂ -1 - 7 -cos-a" ̂  ^
27:J^ ^^TTJ,,

Or si h ^> o, on a

r7r , , . , rTC // G)^^ û)' ̂ )/ r y ̂  e-^ dw c
^ o)/i——^-^ -7?——<i —^——-^.

C ne dépendant pas de h.
Donc

BC , r/ i X ^ 1 / i \u-n;]^.(^)[ < i^ ,̂  i cos^1 a (—-^——) -{- (— J —-) , L
1 1 0 - ' 27T L\sin (a •+" V) / \ s m ( a — y ) / J

j^.^^^^..^,.....i j ̂  (jonc borné pour ] 0 1 <^ a'^ a.

30. Ces lemmcs établ is , passons à ta démons t ra t ion du théorème
énoncé au n° 26.

Soit g ( u } de degré f ini dans Sa; i l existe un nombre // tel que

ki (^1=1^^)1
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soit borné dans Sa' si y/< a. Fai établi ( !) que, dans ces conditions,
la fonction F(;Q == V -^ ^, f - 1 - )^" est holomorphe dans le contour que

' ^BSH& f{, " ' \. fï, j

j'ai appelé Aa'; il résulte immédia tement de la démonstrat ion donnée
que |F(^)[ est borné dans ce doTnaine.

Je dis que F(^) est de la classe A dans le secteur Ta' : il ne me reste
plus qu'une proposition à démontrer, à savoir qu'on peut déterminer
un nombre M tel que F(^) -t- P(,^)|| ^ -— i [""̂  n'est pas borné quel
que soit le polynôme P(^).

Je suppose, en effet, qu'à toute valeur positive de M, on puisse faire
correspondre P(-s) de telle façon que cette expression soit bornée. Le
lemme du n° 39 montre qu'il existe une fonction ^2 ( / / ) telle que ̂ (- ï-)
est le coefficient général du développement de F ( ^ ) - + - P ( ^ ) en série
entière. Or g'^Ç^ ) î^e diffère de u\^(u ) que d 'une fonc t ion t enan t vers
zéro comme e " ' 1 1 ' à l ' intérieur de Sy/, et le même lemme montre
que (^(^1)/•~M~J ( est borné.

^ ( 'y/,)/-"1"4"1 est donc aussi borné dans Sy/ et cela pour si grand que
soit le nombre positif M, ce qui ne peut se produire puisque g ' Ç ( i )
et ^ ' i(^) sont de degré fini .

'F(^) est donc de la classe A et il en est demêmedeS^^-1-)^7 'd 'après
le n° ^8.

Pour établir la réciproque, donnons-nous /(^) de la classe A; elle
est holomorphe à l ' in té r ieur d'un contour Ça et il existe /// tel
que |(^ —i)""'/^ ) [ soit borné sur ce con tour et à l ' intérieur. Si m est
positif , [ / (^) | est borné sur C^ si m est négatif, l 'une des quan-
tités fp(^) est bornée : on n'a qu'à prendre p supér ieur à —m\ i l
existe P(^) tel que \fp(s) 4- P(^)| [ s — î ~'n~~p est borné ;

1^(^ )+P(^)1

est donc borné et \fu(^)\ l 'est aussi. Le lemme du n° '21 d o n n e u n e
fonction ^ ' ( i i ) correspondant à f p ( z ) telle que \r^'Çu)\ soit borné
dans S^(^ < a).

Il nous reste à démont re r q u e ^'(//) ainsi obtenue n'a pas un degré
de décroissance i n f i n i dans Sa'. S'il en é t a i t a ins i , [ /r~\^(^)| serait

( ' ) Joifr/i. de MatJi. pures et appliquées^ S"̂  série, t. IV, nj-u, p. 1 1 7 et, suiv.



POINTS SINGULIERS D'UNE FONCTION DÉFINIE PAR UNE SÉRIE DE TAYLOR. Ï^Q

borné dans Sa pour 7. entier positif; le théorème rappelé plus haut
montrerait que ï.^-^gÇ-^^^f^Çs) serait de module borné
dans Cy/. Je pourrais dire (pour éviter les exposants entiers)
que [(.? — îy\f^(z)\ est borné et j 'appliquerais le résultat du n0 27
(6e cas) en prenant p == À — 2. Il existerait un polynôme P(^) tel

, " ^ — x
que \f{z) 4- f{z)\\z—i [' soit borné. Comme A peut être pris arbi-
trairement grand, f{z) ne serait pas de la classe A.

Le théorème énoncé est donc complètement démontré (r).

31. Soit la fonction /(.s)=£a^n de la classe A; la fonct ion ^(u)
correspondante admet un degré bien défini sur l^axe réel : c'est le
nombre q tel que \g{u}l^(^•^ \ soit borné et que ^•(//,)/^•^ /--£[ ne le soit
pas, pour £ arbitrairement petit. Je dis que q coïncide avec le nombre ï
tel que a^n^ est borné et que a^n^"^ ne F est p a s ' ; ce nombre À est,
comme on voit, en relation simple avec l 'ordre de la série de Taylor
sur son cercle de convergence, au sens de M. Hadamard ( 2 )*

II est clair, tout d'abord, que l'on a À ^ y . Je suppose pour un ins-
tant que l'on ait À > y. Soit x réel et dans Sa, soit n tel que

i i
<x< —

n 4- ï ri

J'applique le 1emme du 11° li à la fonction g'Çu^u^'^ en choisissant c
inférieur à —j-7. Il existe une constante A telle que

ï
^-( î)-^,, < A " - ± I < A
•v'i-^ '• ' "-rl | ^ ï "• n

n -n

| ff{x)x-^ \ < {n + ï )'i-^\ a^ | + ̂  < (n 4- i//-6 ̂ , + A,

|^)..--1<(.+I)-——+A^^;

£' est pris in fér ieur à ——<7, G est constant.
0

( ï ) II est possible d'obtenir des relations très précises entre les degrés de f(z) et
ceux des fonctions g'(u) sur les rayons qui partent respectivement des points ï et o,

(2 ) ÏLYDAMARD, Journ. de Math. pures et appliquées^ 4" série, t. V î î l , 189%,
p. 1 7 1 .
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Le deuxième membre est borné puisque X — s'— q -— £> —^-/;
le degré de ^'(^) sur l'axe réel ne pourrait être q si À était supérieur à q.
On a donc bien A == q.

Je vais main tenant établir que j^,-^ — ^/J/z7'4"1"2 est borné pour si
petit que soit £. En appliquant le théorème du n" il 1 à^ (//) = ir^^-gÇii)

avec ̂  == -^ «2/ == ——? on a/î n -4- i

Je pose

La quantité

| a r t+i( / fc -t-i)7""2 — ^rt^""5) ^ < borne.

[7^-nV-^ "). ^=4(-^) -ij.
/-/ ( f v n \ fi yî?4-1 -Ëa^-Ki ( i — — \ — a/,, | ^ /

est bornée et par suite
| a^ — an | /iy-^-£ — | a^-i [ n^ p/,

l'est aussi. Or t^ est borné, ^/^i717"3 l'est aussi et la proposit ion est
démontrée.

On peut donner l 'énoncé suivant : Une des limites de-^^est égale à i
Ct^

lorsque j\s) est de la cicisse A. Il existe, en effet, une in f in i t é de coeffi-

cients ^/. , a,,^ ..., a,.^ ... tels que [^/ . ; f^> ' ^ / " ^ y pour ces coefllcients —J±l
1 ' ^ Cl'ff.

tend vers i.
On peut encore di re que les fonctions de la classe A sont des fonctions

ayant an point singulier ^<, =. s dont l'ordre au sens de M. Hadamard est
fini et telles que cet ordre diminue d ' u n e unité si l'on midtipUe la fonc-
tion par z — Z Q . L ' importance do ces fonctions avait été signalée par
M. Hadamard (r).

3i2. -Si /(^) est de la classe A^ si a,^ est nul, il est impossible que -^±1
p nl>

tende vers i d'âne manière assez rapide pour que n ^ . l -p^:l• — î ) reste1 l J ^-hl \ rip )

( 1 ) H A D A M A R D , loc. cif.^ p. ï 83 - t84 .
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borné et cela quel que soit q positif. C'est là une application immédiate
do théorème du n° 11 ; si q < i cette proposit ion est plus précise que
celle du n° lu.

On peut généraliser d 'une autre façon : supposons que les coeffi-
cients a^ ne soient pas nuls, mais qu'il existe un nombre [JL tel
que I^^T'I soit borné, ce nombre ;j. é tant supérieur au degré q
de g ' ( u ) sur l'axe réel. Soit x compris entre -I- et —— ie choisis £ tel1 ' - " ^p-M "
que q -4- £ < ;^. J'ai, par application du lemme du n° 11,

k(^) t-p+i '/)-H
^\^n^ <A <A^q-t •l '

d'où
^p+î

r^)
^y-£ < B

w +A(

A et B étant des constantes positives.

Je suppose encore que^-^111 — ï ) ^+ i soit borné pour une valeur
positive de A. J^ai

sW
^y-e

)oser

B , AC^
^(A')
a"?^2

-^

~(/-hî 1
 „),

4-1 "-P+\

^^ U UL/ * •

et £ < ;j- —

< B^^-y+^-t-AC^,

Je puis supposer £ -< - et £ < ;j- — q\ on voit qu'il est impossible
que le degré de g{u ) sur l'axe réel soit égal à q.

Je conclurai donc en énonçant une propriété des fonctions f(s} de la
classe A. Je rappelle que q désigne le plus grand nombre tel que a^n^ \
soit borné. S'il exùle tine infinité de coefficients a^^ a^^, . . . tels
que |^/^[ ^oit borné, y. étani supérieur à q, la distribution de ces coeffi-

cients ne peut être quelconque : il est impossible que[ r-p±l — i ̂ ^i soit

borné pour une valeur positive de A. •


