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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPERIEURE';^
î .AS . 'v:

SliK LES

FIGURES INTÉGRALES SINGOLIÈRES

SYSTEMES I}MÎQ,I.JA.T!ONS AUX: DÉRIVÉES PARTIELLES

PAR, M. CHAULES RIQUIEK

Introduction.

La défini t ion q u e lions avons cru devoir adopter pour les intégrales
singulières, objet du présent Travai l , en la f a i s a n t découler, par s imp le
opposi t ion logique, de celle des intégrales ordirudres ( ' ) , est basée,
comme cette dernière, sur la considération d 'un caractère qu i peut se
mani fes te r on disparaî tre s u i v a n t la forme que l'on donne au système
différent iel étudié. Elle nous a condu i t , après cons ta ta t ion de certaines
propriétés dont jouissent les intégrales générâtes d'un système-total
passif, à formuler, pour d ive r s types de systèmes d'équations aux
dérivées partielles qui se rencontrent f réquemment , des énoncés où
in te rv iennen t , en même temps qoe les intégrales- s ingulières du
système envisagé, les intégrales générales d ' un système total corres-
pondant . Voici., très brièvement résumés,, la méthode que nous avons
suivie et les résultats que nous avons obtenus : quelque modestes

( ' ) Vo ir 1 a s u î r,c de 1 ' 1 1 » t. ro cl 11 c t i o n, V.
Ànn. Éc. Norm., (3) , XUV. — JÀNVIKR 1027. r
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que soient ces résultats, peut-être le point de vue qu i les a fournis
coniribuera-t- i l à orienter plus sûrement de futures recherches.

I. Considérant une fonction analytique de œ, y , * . . dé f in ie par un
simple développement.entier en x—^o».y—y<» • • • ? nous nomme-
rons pA^ï' de'mdlùé de cette fonction l 'extrémité finale de tout arc
c o n t i n u ( ' ) partant du point fondamental (,z'o, y ^ y . . .) et jou i s san t de
la propriété suivante : « La fonction considérée, ca l f cu lab le par
cheminement sur Parc dont il s'agit, at teint la valeur zéro a son extré-
mité f ina le ; mais elle ne l 'at teint jamais tant que l'on s 'astreint , pour
chacune des indéterminées (réelles) dont l'arc dépend, à faire exclu-
sion de la valeur finale, en remplaçant celle-ci par une autre s i tuée
en deçà et indéfiniment voisine. »

II. Considérant un groupe de fondions ana ly t iques do.r, y, ... en
nombre l imité , définies chacune par un s imple développement en t i e r
en x — .^o, y —jo, ..., nous nommerons phase singulière du groupe
l 'extrémité finale de tout arc con t inu , A, p a r t a n t du, point f o n d a m e n l a l
(.2.\,,y.,, ...) et jouissant de la propriété su ivante : <( Les diverses
fonct ions du groupe sont calculables par cheminement sur l'arc A
tant que l'on s'astreint, pour chacune des indéterminées don t Farc
dépend, à faire exclusion de la valeur f i n a l e , en remplaçant celle-ci
par u n e autre située en deçà et i n d é f i n i m e n t vois ine; mais l 'une au
moins des fonctions du groupe cesse d'être calculable sur l'arc A, si
l 'on n'exclut pour aucune des indé te rminées la valeur f inale. »

III., Étant donné le système total pa.mf du premier ordre

( 1 ) ^=F/ly(^15 '"^^ u^ •••^-) 0"==I,2, . . . , /- ; /= j,,^ . . . ,Â ) ,

considérons le groupe des seconds meo^bres F,.,/, et proposons-nous
d'en rechercher les phases singulières. Les intégrales générales,
(2) ^,=U,(^, ...,^, Ci, ...,€/,) ( /==î, 2, ...,/r),

( 1 ) Voir Les Systèmes d'équations aux dérivées partielles^ n0 37.
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du système (i) ayant été formées de telle façon que, pour les valeurs
fondamentales des //. variables .r, elles se réduisent à de simples
fonctions linéaires des constantes arbitraires C i , . . . , €/,., t raçons^ à
partir du point fondamental de l'espace \\^\, . . . ? ^i,\\-, un arc,
A,,.(p, • • • ) ? dépendant d'un groupe d'indéterminées, p, ...; puis, à
partir du poin t fondamental de l'espace | | G n . . . , C/,j [, un arc,
A^(<7, . . .), dépendant d'un deuxième groupe d' indéterminées, q, . . . ,
qui n'offre aucune indéterminée commune avec le grouper . . . . En
supposant les intégrales générales (2) calculables par cheminement
sur l'arc |A,..(p, . . .), A(;(</, . . . ) ) , le point ( / / , , . . . , ///,) décr i ra^ à
partir du point fondamenta l de l'espace [ | ^ i , . . . 9 ^/.] |? un arc,
^u(p? . . - , y? . . . ), dépendant à la fois des indéterminées/^ , . . . et
des indéterminées ( ] , . . ., et dès lors, le point (^"i, . . . ,a'/,, / / , , . . . , ///,)
décrira, à partir du point fondamental de l'espace

[ 1/z-i, . . ., .r/,, u^ .. ., «/,]],

l 'arc [A.,.(p, . . .), A , , ( f ) , . . ., y, . . . ) | : so ien t

( E i , . . . . E//) l 'extrémité .Qnale de l'arc A,,.(p, . . . ) ;
(71, • • .. y/.) celle de l'arc A^/, . . . ") ;
( u ^ , . . ̂  'j/,) celle de l'arc A,,(p, . . ., y, . . .).

Cela posé, si V (ire [A,,.(p, . . .), A^(y, . . . ) ] , pl'alicahie pour le calcul
pur cheminement des inte truies ^énérules ( ^ ) y fotirnù pur son e^iremùé
finale

(£1, . . . , £ / / . 7 i , . . . ,y/ ,) ,

une phuse de nullité du déterminant différentiel

^^<)1V1L"'1V^
"^^(Ci/7:'7^)5

V arc [A.,.(p, . . .), A,^(p, . . . , < / , . . .)| ne pourra fnaru/ner de foii/mr,
par son extrémité jinale

(^ l? • . • , £//? '^l, • • • ? ^k)-,

une phase singulière du groupe des seconds membres F/,/.
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D'où la conséquence suivante :
Les intégrales générales, (à), da système (1) ayant la fo rme ci-

dessus spécifiée, et ces intégrales étant supposées connues, consi-
dérons le système ob tenu en adjoignant aux k relat ions (2 ) la relation

^ ^ ( U , , . . . , U . ) ,(,) ^,^^^0.

dans ce système, q u i relie les / /+2Â* indéterminées .z*,, . . . , .r//,
u\, . . ., ///,, C i , .. . , C/,, toute solut ion numér ique ,

(ci, . . . , ̂ , ^i , . . . , ^/o / î , . . . , y/,),

fournira, en y faisant abstraction des valeurs y , , . . ., y/.. de C i , . . .,
G/,-, la phase singulière

( 1 : 1 , . . .,^, ̂  . . ., U/)

du groupe des F,:,/, à la condition toutefois que

(Si , . . - , c / , , y i , . . . , 7^-)

soit l'extrémité finale d'un arc[A.,,(j», . . .), A(;(^, . . .)] praticable pour
le calcul par cheminement des intégrales générales (2)5 et t ou t le long
duquel en excluant la valeur finale de chacune des indé terminées
p, . . . ? q-, . . . î le dé t e rminan t d i f fé ren t ie l A n'atteigne jamais la
valeur numérique zéro. Sous réserve de cette restriction, indispen-
sable pour la rigueur, on se trouve conduit à é l iminer , si possible,
C i , . . . , G/, entre les k 4- f équations du système fini [(2), (3) ].

Observons maintenant qu'en raison des condit ions particulières
imposées ci-dessus aux équations intégrales (2), leur formation pré-
sentera souvent de grandes difficultés, et que, dès lors, les calculs à
effectuer pour l 'é l imination, ainsi que les vérifications relatives à la
restriction de cheminement, deviendront p r a t i q u e m e n t inexécutables :
mais on peut tout d'abord, en ce qui concerne le calcul d 'é l iminat ion,
s'affranchir ent ièrement de ce surcroît de complications.

Effectivement, si, dans l'espace \\ li+k dimensions (réelles ou
imaginaires) [pr,, . . . , x^ / / , , . . . , /^]], on considère la. figure
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variable à k paramètres que déf in i t le système des /" équations

i MI (^i, . . ., .r/,, M i , . . ., ///,, Ci, . . ., G/,) === o^,
(4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f M/,(.ri, . . ., ̂ , « i , . . . , ///,., Ci , . . ., G/,) = o,

cette figure variable à h dimensinns admet, en général, une enveloppe
à h -4- le — î dimension, dont l'équation réduite s'obtiendra par r éli-
mina lion des paramètres G|, ..., G/, entre les k équalions (4) et la
rein [ion

^ < ) ^ ' -Mj - )^o^ .(,) ^^^..^^^^ ) ,

le système [ (4)? ('^)L en ^{>n(>ra^ nf>rmalefnent résolu l)le por ni p port
à k -h ï des coordonnées, d é / i m n i une cnr(icterisU(fiie à / / - •— î dimen-
sions (2).

On conclut de là que, clans l ' é l i r n i n a t i b n ind iquée p l u s hau t sur les
systèmes [(2), (3)|, le résultat est independ(iïit de l ' é c r i t u r e adoptée
pour les éf/uafions intégrales générales du système 0)» lesquelles,

( 1 ) À cause de l ' équa t ion ( '")) , celle c l i r i n i n a l i o n ne peut ,s ' 'encciuer par la réso lu t ion
des équations (4 ). ;

( 2 ) Exemples :

î 0 //, == î , k == f . Dans l'espace \\x^ /||, 1 < > li^'nc variable F ( y , ^ / , C)=--==o admet, en
général, une li^'ne enveloppe, dont l'équation réduite s'obtient par l'éiîmination du

()\^paramètre C e r t t r e les d e u x équa t ions Ff.^, y, C ) = = o , -.p = = o ; l 'enveloppe touctie
d'ailleurs en lin simple point chacune des enveloppées.

'2" // == î ; />:==: •/>,.. Dans l'espace { { y - , y» ^ ] j . la li^ne variable

'^iC-^?.^ s? ^i, Ça) === o, ¥ ^ ( . y ^ y , s,' Ci, C^ ) ̂  o

a d m e t , en général , une surface enveloppe, dont l ' équat ion r é d u i t e s 'obtient par l'éli--
t n i n a t i o n des paramètres Ci , Ça entre les trois équa t ions FI (.y, y-, s? €1, C ' i ) = o.

F 2 (.y, y. ^, Ci, C ^ ) = = = o , -.~..^l-l-2-/ =o; l ' envelopj - te toucl ie d 'a i l leurs en u n -s imple
^ (Oi , (^

point chacune des développée,*-.
3° A ==-2 , Â-=-.i. Dans l'esp;(ce [[.-r, y, ^'|], la surface v a r i a b l e L ( x , y , z, C ) = s = o

admet, en général , u n e surface enveloppe, don t l ' équat ion r édu i t e s 'obtient par l'éli-

minat ion du paramètre C entre les deux, équa t ions L(/y, y, Zy C) =? o, -.? == o;

l 'enveloppe se raccorde d 'a i l leurs su ivant une l igne avec chacune des enveloppées.
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définissant toujours, dans l'espace [[<z'i, . . . , .27,, / / , , . . • ? / / / , j h ^
même famil le clé figures, ne peuvent manquer , quand on eiïectue sur
ces figures une recherche d'enveloppe, de conduire toujours an même
résultat.'

Si, après avoir procédé à cette recherche le plus s i m p l e m e n t qu'on
aura pu, on juge insuff i samment commodes les vérifications relat ives
à la restriction de cheminement telle que nous l 'avons formulée, on
tachera d'apercevoir, soit par l 'examen direct du groupe des F/ , / , soit
par toute autre voie qu i semblera prat icable, si les divers po in t s de
l'espace [ |.r,, . . ., .r/,, / / , , . . ., / / / . ] [ fourn i s -par F é l i m i n a t i o n sont
bien tous des phases singulières ( I I ) de ce groupe.

IV. Étant d o n n é un système par t ie l du premier ordre, l i n é a i r e par
rapport aux dérivées des fonct ions i n c o n n u e s q u i s'y t r o u v e n t
engagées, et présentant la s t ruc ture de ceux q u e l'on considère dans
la méthode d' intégration de Jacobi généralisée ( ' ) , on peut, à l 'aide
d'un mécanisme très s imple, lui faire correspondre un système to ta l
auxiliaire, tel : i° que la passivité du système par t ie l en t ra îne cel le
du système total; 2° que les phases s ingul iè res du groupe des seconds
membres soient fournies , dans l'un et dans l ' au t re système, par les
extrémités finales des mêmes arcs.

Tout système partiel non l i n é a i r e du premier ordre, n ' i m p l i q u a n t
qu'une seule fonction inconnue, et résolu par rappor t à diverses
dérivées (premières) de cette i nconnue , j o u i t de la même propriété.

V. Cons idéran t actuel lement un système que lconque d 'équat ions
aux dérivées partielles dont les premiers membres soient aru/tylu/f/r.v
et les seconds membres nuls, désignons par .z", y, . . . les var iables
indépendantes, par //, ^, . . . les fonctions i n c o n n u e s engagées dans le
système et, nommons groupe d ' m té^rales tou t groupe de fonc t ions ,

U(^,j , . . . ) , V(^j , . . . ) , . . . ,

( 1 ) Ces systèmes peuvent impliquer un nombre quelconque de fonctions inconnues ;
voir Les Systèmes d^'équations aux dérivées pcirtiellçs^ n" 206,



SUR LES FIGURES INTÉGRALES SINGULIÈRES 1)S':S SYSTÈMES D'ÉQUATIONS. 7

qui, substituées à // , <' , . . ., transforment en identi tés les diverses
équations proposées.

Dans ce système, un groupe d'intégrales, supposées analylùpiesy
sera di t ordinaire^ si l'on peut assigner aux variables indépendanlÊS
quelque domaine de variation tel, que non seu lement les intégrales
dont i l s'agit y soient régulières, mais que, de plus , leurs va leurs ,
prises con jo in t emen t avec celles de leurs dérivées et des va r i ab le s
indépendantes, res tent toujours i n t é r i e u r e s a quelque d o m a i n e où
tous les premiers membres du système le soient aussi.

Dans ce même système.» un groupe d ' in tégra les , supposées nnaly-
tiques^ sera d i t singulier, s'il n'est pas ord ina i re , ou, en d'au Ires
termes, si, dans la région de convergence du groupe formé par les
développements i n i t i a u x des intégrales, et aussi loin que ce groupe
puisse être prolongé ana ly t iquement , les valeurs des i ntégrales,
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des var iab les
indépendantes , ne sortent Jamais d^une région où le groupe formé
par l 'association des premiers membres cesse d'être régul ier ; d 'une

^ région, no t ammen t , dont tous les po in t s so i en t des phases singulières
de ce dernier groupe.

1.1, importe de ne jamais perdre de vue la re la t iv i té de la, d i s t i nc t ion
ains i é tabl ie en t re les intégrales o r d i n a i r e s et les intégrales s ingu-
lières : un système d i l l e r e n t i e l é tant donné , u n e même f igure inté-
grale peut être, pour l u i , tantôt ordinaire, t an tô t s ingul iè re , suivant
que le système est mis sous telle ou telle forme ( i ) .

(r) Par exemple, l'équation aux dérivées partielles

/ as àz \ 2 as ()zl z — x — — 'y — ) — — -+.. — := o
\ ()x " à y I <)x <)y

n'admet évidemment aucune intégrale singulière, puisque son premier membre est

une fonction entière de .r, y, z, —, —, considérés pour un i n s t a n t comme cinq
' <)x ôy - *

var iables i n d é p e n d a n t e s d i s t i nc t e s ; en p a r t i c u l i e r , les i n t é g r a l e s évidentes z s=C(;y;-hy^
[C constante a rb i t ra i re ] en sont des intégrales ordinaires. Mais, si l'on écrit l ' équat ion
sous la forme

àz <)z /(}s àz
àx " ày Y àx ày
ôz ()z /7)z
àx u ày y àx

il résulte de la théorique analytique de la fonction radicale que ces mêmes intégrales
deviennent singulières.
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Il va sans dire-, enfin, que, lorsqu^l s'agit d'un système différent ie l
résolu par rapport à telles ou telles des quan t i t é s qui f igurent dans
ses équations, c'est, d'après les dé f in i t ions posées ci-dessus, le
groupe des seconds membres que l'on doit envisager pour opérer la
distinction entre les deux sortes d'intégrales.

VI. .La méthode que nous al lons i n d i q u e r , applicable aux divers
types de systèmes passifs du premier ordre ci-après énurnérés, permet
souvent? de réaliser un no tab le progrès dans la recherche de leurs
intégrales singu.lières.

A. Systèmes passifs (F éq un lions diff^ren ii.el.les loi (îles du premier
ordre.

Considérons le système (i); les var iables indépendantes qui s'y
trouvent engagées é tant en nombre //, et les fonc t ions inconnues en
nombre k, ses intégrales analyt iques , tan t ordinaires que s ingul ières ,
sont des figures à h dimensions, situées dans l'espace à h 4" 1e d imen-
sions (réelles ou imaginaires) [[.r^, .. ., .27,, / / , , . , ., ///.|1.

Se reportant aux conclusions finales de l 'alinéa III sur les phases
singulières des seconds membres d'un système to ta l passif, on
formera les équations intégrales générales,

îi(^i, ..., x^ u^ ..., il/,, Ci, ..., C/.)=o,
" • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . y
M^,...,^, ^,...,^., GÎ, ..., C/,)==o,

du système (i), auxquelles on adjoindra la relat ion

o>(J , , ...,h) _ _ _
à(C^ ...,€,) -~°-

En éliminant, si possible, entre ces k + i relat ions, l 'une dc^s cons-
tantes arbitraires, Cy, par exemple, on ob t iendra dans l'espace à
h+ k dimensions une fami l le de figures à // d imensions , dépendant
des paramètres C,, . . ., C^,, et dont tout p o i n t sera, sauf vérification,
une phase singulière du groupe des seconds membres F,,^ On tâchera
alors d'apercevoir si l^ttribution à C, , . . . . G^, de tçlles ou telles
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valeurs convenablement choisies peut fou rn i r des intégrales du
système (i).

B. Systèmes passifs du premier ordre avant In forme linéaire par
rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et intè^rables par la
méthode de Jacobi généralisée.

Supposons, pour fixer les idées, que le système considéré i m p l i q u e
les trois fonctions inconnues //, c, n' des cinq variables indépen-
dantes x, y, z , .y, /, et qu'il soit résolu par rapport aux dérivées
(premières) relatives à .r, y, z de ces inconnues ; ses intégrales
analytiques, tant ordinaires que singulières, sont des f igures à cinq
d imens ions situées dans l'espace à hu i t dimensions

f[-'^ :r-> ^ -s ^ ^ ^ w]]'

Au système partiel donné on fe ra correspondre un système total
auxiliaire, impl iquant les cinq fonct ions inconnues s, f, u, r, \v des
variables x, y , z , et jouissant, vis-à-vis du système part iel , de la
double propriété énoncée à l ' a l i n é a IV. On formera ensui te les
équations intégrales générales du système a u x i l i a i r e , et, les seconds
membres de ces dernières étant supposés nuls, on égalera' a
xéro le dé te rminant d i f f é r en t i e l de leurs premiers membres, pris
par rapport aux constantes arbi t ra i res a, f^, y, o, À. En é l i m i n a n t , si
possible, entre ces six relat ions, trois des cinq constantes, y, o, A
par exemple, on obtiendra, dans l'espace à bui t d imens ions , une
famil le de figures à cinq d imensions , dépendant des paramètres a, p,
et dont tout point sera, sauf vér i f ica t ion , une phase s ingu l i è re pour
le groupe des seconds membres du système total aux i l i a i re , donc
aussi du système par t i e l proposé. On tâchera alors d'apercevoir si
l 'attribution à a, (3 de telles ou telles valeurs convenab lement choisies
peut fou rn i r des intégrales de ce dernier .

C. Sy.^w/rs passifs et non linéaires du premier ordre nimpUq liant
cfaune seule fonction inconnue,

'Supposons, pour fixer les idées^ que la" fonct ion inconnue , / / . q u i
Ann. £c Norrn., (3), XLÏV. — JANVXI!;» 1927. 2
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se trouve engagée dans le système, dépende des cinq variables .r, y,
, i ,, . ., , i . . ou au au^, .y, ?, et que le système soit résolu par rapport a .—? —5 —•1 j • t r i ^ ^y ^

Au système part iel donné on fera correspondre un système total
auxi l ia i re , i m p l i q u a n t les c inq fonct ions inconnues ,v, /, //, <-^? î""" (lesi l i ' ' os àt

./trois var iables ,r, y, ^ et jouissant vis-à-vis du système part ie l , de la
double propriété énoncée à l'alinéa IV. En opérant, muldlù miiïnndi^
comme nous l'avons indiqué pour les systèmes du type B, on tombera
sur u n e re la t ion où ne f iguren t , à l 'exclusion de toute cons tan te arbi-
traire, que les quan t i t é s ^-,j, ^, .y, /, //, c u , (—. et dont toute so lu t ion
numér ique sera, sauf vérif icat ion, une phase s ingu l i è r e pour le
groupe des seconds membres du système total a u x i l i a i r e , donc auss i
du système part iel proposé. On tâchera alors d 'apercevoir si q u e l q u e
intégrale de l ' équa t ion a in s i ob tenue vérif ie en même temps ce dern ier
système.

CHAPITRE I.
-PSEUDO-FOJNCTIONS CALCIJiAïîLES PAR CHEMINEMENT LE LONC D ' U N A U C ;

COMPOSITION DKS PSEUDO-FONCTIONS *

PHASES DIï 1NULLÏTÉ DKS PSEUDO-FONCTIONS, L E U R S PHASES STN(1 (3LÎ Î . ;KE.S .

Rappel de notions générales relatives à la continuité.

1- Nous nommerons poinf à n coordonna tout système de valeurs
particulières attribuées aux n variables rMles x, y , . . . , et ^m^c à
n ^/^mw//,y 1/ensemble des po in t s à n coordonnées; cet espace sera
désigné par la notation \[x, j, ... j "1 ( ' ).

^ ) Nous généraliserons plus loin (n0 i0) le sens de la notation [['^ y, .. . ] [ pour

l'etendre au cas ou les variables sonn'ma^iuaîrcs,
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La distance des deux points
(.ri. yi, . . .), (y^}\. . . .)

est, par défmit ion, la racine carrée non négative de la quant i té
( ^ ^ — . ^ ^ - ^ ( j i - r a ) 2 ^ . . . ;

si, notamment , i l n'y a, qu\me seule variable réelle, .-r, la distance des
deux points a'^ x^ est éû;ale au module de la. d i f férence ..r, —• a\ ( ' ) .

Pour que deux points soient i den t iques , c'est-à-dire pour que leurs
coordonnées semblables soient respectivement égales, " i l faut et i l
suffi t que leur distance soit n u l l e .

' ï . Dans l'espace' à //• d imensions on a. souvent à considérer , a
l'exclusion de tous les autres points, ceux d.ont les coordonnées satis-
font à telles ou telles conditions, d 'une nature absolument que lconque
d'ailleurs; leur ensemble constitue ce qu'on nomme une région de
.l'espace à n dimensions.

On peut é labl i r tou t d'abord la, propriété s u i v a n t e :

l)ans l'espace à n di nu'usions (n" 1 ), si In (Hslunci' ( I f f/n^ff/dr f ) (nn /
fixe de cel espace à un point variable (l'âne regio/i donnée cR, resie
toujours inférieure à f/nefque consfanle positive, 1 oui. point, fixe j o n i f pur
rapport à cFL de la înêtne propriété : la région, en [ïareil cas, est dite
limitée (2 ).

3. Un point f ixe sera dit co/npiélen/e/u. extérieur à une région donnée
de l'espace à n dimensions, si sa distance à un point variable de cette
dernière reste supérieure a quelque constante positive.

Une région sera dite cofnpi.ète, si tout point n'en fa i san t pas partie
lui est complètement extérieur.

/!. Désignant par .r^y,,,-.., certaines valeurs particulières des
•//. variables réelles .r, y , ..., et par X, Y, ... d'autres valeurs particu-

( ) ) Nous appelons module d'une qiiainjfcc rceîhî ce qu'on nomme habituellement
valeur absolue de celte qu a utile.

(2; Fuir RIQUIEB, Les Systèmes d'équations aux dérivées /^af'iielles, n0 îâ.
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lières des mêmes variables, respectivement supérieures aux premières,
nous nommerons inte/vaUe complexe la région de l'espace j [.r, y, . . . j
définie par les n relations simultanées

^o5^5X,
ro^Y,

dont chacune, considérée isolément, déf in i t un inteïvalle simple,
Un. intervalle complexe constitue une région limitée et complète de

l'espace [[.r, y, ... ] 1 ( ' ).

5. Désignant par x , y , ... des variables réelles en nombre quel -
conque /^ considérons une région (-R. extraite de l'espace [ [ ,r, y , ... j 1
et supposons qu'à chaque point (.r, r, ...) de la région on fasse, de
quelque manière, correspondre un ensemble de constantes réelles ou
imaginaires (soit une, soit plusieurs, soif : u n e in f in i t é ) , dont chacune
s'appellera, pour abréger, une caractérù tique du point.

Sur ces données faisons en outre l'hypothèse suivante :

Si. un point {x^, jo, ...) de la région admet parmi ses caracféristunies
la constante Ào, tout point de la région cR. suffisamment voù'in du pré-
cédent admet parmi les siennes quelque constante dont la différence à /^
présente un module inférieur à une quantité positive assignée d'avance.

En d'autres termes, si l'on considère un po in t déterminé (x^ y,,, ...)
de la région cîl, une caractéristique déterminée Ao de ce poin t , et une
constante positive arbi t ra i rement donnée a, on peut assigner une
constante positive p! telle que la relation

\/{x — ^o)lî-+• (j —y^+~< (3,

supposée vérifiée pour un point (.r,y, ...) de la région ^, entraîne
pour ce dernier point l'existence de quelque caractéristique À satis-
faisant à la relation

mod (A—/ . , )<<%.

( 1 ) Ibid., n°9, II.
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G. Les mêmes choses étant posées -(]uau n0 5. et la région iR. étant, de
plus, limitée et complète, on peut assigner une constante positive, 'L, telle
que tout point de la région admette, indépend animent. de sa i ) (>s i t i on ,
quelque caractéristique de module inférieur à L ( ' ).

7. Les mêmes clioses étant posées qu'au il" 5, et la région c/l étant, de
plus, limitée et complète, si, quelle que soit la. constante positive (o, la
région cR. contient quelque point dont toute caracféris/u/uc présente u/r
/nodule inférieur à CD, elle contient nécessairement aussi quelque point
dont foute caractéristique est nulle ( 2 ).

8. Les mêmes clioses étant posées quau n" 5, et la région (R, étante de
plus, limitée et complète, si toutes les caractéristiques des divers points de
la région sont des quantités (lifférenles de zéro, on peut assigner uue
constante positive, I, telle que tout point de la région <X admette, indé-
pendamment de sa posiliofi, quelque caractéristique de module supérieur
à l ^ ) .

<). Les mêmes clioses étant posées qu'au n0 .r), et la région cR. é(a/i(\ de
plus, limitée et c(>mplèle, ou peut, une constante positive, a étant donnée,
assigner une constante positive p, telle que deux i>'>ints arbitrairement
choisis dans la région iR, à une distance mutuelle moindre que ^ ndmctteïït
respectiÂ'etnent, au nombre de leurs caractéristiques, delu1 quantités dont
Ici différence ait un module moindre que a ( "' ).

10. Nous nommerons premier et second élément de la q.iaantité ima-
ginaire a ' + la" les deux quant i tés réelles a ' y a"\

Si aux n variables
( i ) ,ï r= x' 4- ix\ , y =-- y r 4- iy\ . . . »

on a t t r ibue tous les systèmes possibles de valeurs imaginaires, les
systèmes de valeurs réelles que prennent alors leurs 2/z éléments

( 1 ) ïbid^ n0 1 1 .
(2) Ibid., n0 12.
(3) Ibid., ïi0 13.
(4) ïbid., n" 14. .
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redonnent les divers points d'un espace à ' 2 / 1 dimensions,

(2) \\x^x\y'.y\ ...]].

Il arrive d^ail leurs sans cesse qu'on ai t à considérer exclusivement,
dans telle ou telle ques t ion , les systèmes de valeurs des /?-variables (i)
satisfaisant à tel ou tel groupe de conditions entre leurs 2/1 éléments,
ou, ce qui revient au même, les points situés dans telle ou telle
région de l'espace (2).

Dans l'espace à 27?. d imensions (2), à la considération duquel on
est conduit par celle des n var iables imagina i res (i), un point quel-
conque

/ ,y.l y II ^f y II \{ .L , .A , y , y , . . . )

se désigne tout aussi bien par la notation

( -^ .y»"- . ) .
et les valeurs .r, y, ... se nommen t , en pare i l cas, les coordonnées
imaginai res du point . L'espace (2 ) se désigne de même par la no ta t ion

[[•^r,...]:].

Enfin, si, l'on considère dans l'espace (2) deux points 'q 'uelconques,
x, -= x\ -4- ix'\, yi •= y\ -{- iy\,

x^ =z ̂  4- ix^, y^ = y'^ -+- iy\, . . ̂

leur distance, égale par définit ion (n° 1 ) à

v/(^—^ )--+. {x'\ '-r^Tqr^^^

peut évidemment s'écrire sous la forme

V/inod ( ,̂ 1 -— x^ )2 +. rriodTyi'"1^^ .

Si, notamment, i l n'y a qu 'une seule variable imagina i re x, la dis-
tance des deux points x,, x, est égale au module de la di f ïe-
rence .r, — x ^ .

11. Soient
^ y, -.,
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n variables indépendantes, que nous supposerons, ind i f fé remment ,
réelles ou imaginaires.

Une fonction f{.i\y, ...), b ien dé f in ie dans tou.t.e l ' é tendue d 'une
région (R de Fespace r | . :z^y^ ...'|| ( ' ) , est, di te continue dans cette
région., si, un point (.z-o,;ro, ...) de la. région et une constante posi-
tive a étant donnés, on peut leur faire correspondre quelque cons-
tante posi t ive p te l le que les relat ions s imul t anées

mod (<r — x^)< (3, rnod (j — } ' o ) < P» • • .,

supposées vérifiées pour un point (.2', ;v, ...) de la région Jl, en t ra î -
nent comme conséquence nécessaire la relat ion

(3) inod[/(^y, . , . ) -- f{x^ y,, , . . ) ]< a;

ou-, ce qui revient au même, si, le point (^'o, j'o, ...) et la constante a
étant donnés, on peut leur faire correspondre quelque cons tante posi-
tive y, telle que la relation

\ /mod(.r—^oF-t- mod^y —j^-^. . .< y,

supposée vérifiée pour un p o i n t (.'y, .y, . * . ) d,e la région t^, en t ra îne
comme conséquence nécessaire la r e l a t i on (3 ).

i^. Si, l'on observe que, dans le cas on les variables .,r, v^ . . . sont
imaginaires , l'espace [ [.r, y, . . . ] [ n'est autre chose, par dé f in i t ion
(n° iO), que l'espace (2); si;, d 'un au t re côté, on compare à notre
hypothèse générale du n° 5 la déf in i t ion , donnée ci-dessus (n0 1.1) de
la continuùé, on voit immédia tement qu 'e l le s'en d é d u i t par la simple
supposition que chaque po in t de la région cïi possède u n e caractéris-
tique unique. Nous pouvons donc, sans autre démonstra t ion, énoncer
les théorèmes suivants :

1 ° Si, /me fonction esl conlifine dans i i ne région 1 iridiée el cofnpiele,
.von module y reste constamment in férié nr a (jnelqae (/uanlilé fixe ( n0 6 ) ;

2° Si une fonction est continue dans une région, limitée et complele,

( î ) Cet espace est à n ou à ':>./i dimensions, suivant que les IL variables vf, y, ...
sont réelles ou imaginaires.
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et quelle y piiwe acquérir un module inférieur à tonte quantUé positive
donnée, elle s'annule certainement en quelque point de la région ( n° 7 ) ;

3° Si une fonction est continue, dans une région limitée et complète,
et quelle ne s'y annule jamais, non module y reste constamment supé-
rieur à quelque quantité pontife fixe (û° 8);

4° Si une/onction f(x, y, ...") est continue dans une région lirnitée
et complète, on peut, un nombre positif a étant donnée assigner un
noml)re posùif ̂  tel que, pour deux points (^, y,, .. . ),, (x^ y.^) arbi-
trairement choisis dans la région à une distance mutuelle nloindre
que p, la différence

/(^i,ji, ...)—/(.r2,y2, ...)

présente un module moindre que a (n° 9).

Observons enfin : 5° Que le module d'une fonction continue
f(x^y^ .. .) est lui-même une fonction continue; il suffit; pour s'en
convaincre, de se reportera notre définition du n0 1 1 . , et de remarquer
que la relation

mod[/(.r,j, ...)—/(^o,j,, ...)]< •a

ent ra îne comme conséquence nécessaire
val. abs. [mod/(^,j, . . . ) — mod/(^,yy, . . .) ;1<^-

Pseudo-fonction calculable par cheminement le long d'un arc.

13. Désignant par ^ /, ... des variables réelles^ en nombre quel-
conque p^ nous nommons , comme il a été di t au n0 4, intermile com-
plexe de l'espace [[^ t, ...]] l 'enseinbïe de tous les systèmes de valeurs
dont les éléments ^ /, ... se trouveni respectivement compris dans
p intervalles s imples l imités (sans exclusion des valeurs extrêmes de
ces intervalles).
, Désignant ensuite par x, y, . . . des variables imaginaires^ en
nombre quelconques, et considérant l'ensemble des n formules

^)
A'=9(^ t, ...),
y=%(.^, ...),
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où les fonctions y(.v, /, . . .") , y ^ ( s . t, ...), ... sont supposées toutes
continues (n° 11) dans un même intervalle complexe, J', de l'espace
[[.y, t, ...]], nous dirons que les formules ( ï ) définissent un arc con-
tinu à p îwiables, ou, p lus simplement, un arc à f) variables tracé dans
l'espace [[^'9 y? • • • 1 ] * Nous appellerons durée (complexe) de l'arc
l'ensemble des systèmes de valeurs de .s'y t, ... compris dans l'inter-
valle complexe c.ï; r'un quelconque de ces systèmes de valeurs portera
le nom d'instant, et l'association des n valeurs imaginaires que les for-
mules (ï) assignent alors aux variables ,r, y, ... sera le point corres-
pondant de l'arc. En part icul ier , si, dans cliacun des intervalles
simples où s, ty ... sont respectivement assujettis à varier, on con-
vient de considérer l 'une des deux valeurs extrêmes comme valeur
initiale et Pautre comme valeur, finale, il faudra entendre par ins/ant
initial (ou final) de l'arc le système formé par les valeurs init iales (ou
filiales) de .y, t, ...; p^r point initial (ou final") le point qui correspond
à l'instant initial (ou- f ina l ) .

Si l'on considère, d 'une part, une suite brisée (et limitée) d'instants,

(2) (,<4, ̂  ...), (^, ̂  . .), (.<?3, /„ . . .), ..., (.̂ , t^, ...), (̂ ,, ̂ , ...),

pris dans la durée J, d^autre part , les points correspondants de
l'arc (ï), on obtiendra sur ce dernier une suite brisée (et limitée) de
points,

( (^i. y i , . . . ) , (^2,72, . . . ) , (^3. y^ . • . ) ,
(3) • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( (^-l^'^-l» • • • ) ^ (•rÂ'•?J/^- • • • ) ^

qui seront les somrneu successifs d'un chemin inscrit clans l'arc. Ce
chemin insc r i t sera dit admet t re comme régulateur la quant i té posi-
tive p, si les différences

^—•î i , ^—^, • • . , ^—^-i.
^ ——— f,^ t^ ——— ̂  . , ̂  t^r ———— t^r.... j ,

formées en comparant deux instants consécutifs quelconques de la
suite (2) sont toutes moindres que p en valeur absolue.

L'arc (ï ) étant donnée ainsi que des constantes positives', £,,, £^, .. ., en.
Ann. Éc. jNorm., (3), XLIV. — JANVIER 1927. 3
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nombre n, il existe quelque constante positive, a, telle que les inégalités
simultanées

moà{s'— s")<a, • raod(t' — t " ) < a, • ...,

supposée.', vérifiées pour deux instants (s', t.', . . . ' } , ( s " , t " , . . . ' ) , de la
durée (^complexe) S, entraînent comme conséquence.:; nécessaires, pour
les points correspondants de l'arc, les relations

mo^ac'—x") <^, rnod(y — y " ) < £y, . . . .

Car la durée J constitue, dans [[,v, /, . . , ] ] , une région /.imitée et
complète où les seconds membres (i) sont, tous c o n t i n u s (n" ^•, n0 42,4").

14. En désignant , comme ci-dessus, par ,r, y , ... des variables ima-
ginaires en nombre quelconque, une région, '(.îi, de l'espace ( |;r, y, ..,|'|
sera dite continue, si quelque point fixe, (,^,, j,,, ...), choisi une (bis
pour toutes dans la région, peut être relié à tout point , (X, Y, ...),
choisi dans cette dernière, par un arc cont inu ayant son point , i n i t i a l
en (x», j,,, , . .), son point final en (X, Y, ...), et tous ses points dans
la région (.%.

La propriété conférée par la définition précédente au poin t fixe
(.ro,j«, . . .) de la région (R. appartient alors nécessairement, comme
on va le voir, à tout point fixe, (,y,, j,, ...), de cette même région. I l
résulte en effet de là définition qu'en désignant par (X, Y, ...) un
point arbitrairement choisi dans ̂  : i" le point (.r/, y , ' , . . : ) peu t él.re
relie au point Çx,,y,, .,.), par quelque arc continu ayant son point
initial en (,r,,j,, ...), son point t inal (^,, y,, ...), et ent ièrement
situe dans dZ; que le pointa, j»,...) peut être relié au point(X, Y , . . )
par quelque arc continu ayant son point initial en (x,, y», ) son
point final en (X, Y, ...), et entièrement situé dans ̂  Finalement
donc, le point (.r,,j., ...) peut être relié au point (X, Y, ...) par
quelque suite d'arcs continus placés bout à bout dans la région iH, le
premier des arcs dont il s'agit ayant son point initial, en (^, y,, ...),
et e dernier son point final en (X, Y, ...); or, comme nous l'avons
établi ailleurs, cette suite d'arcs peut toujours être remplacée par un
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arc,unique ayant son point: initial en. Çr^Y^ ...), son point final
en (X, Y^ .. .)^et entièrement situé dans la région (X ( ' ).

Une région Jl de l'espace n.r,y, ...|| sera dite norinale, si elle
satisfait, à la double condition suivante : 1° la région cR. est coti l'inné;
2°'tout point de la région (X est le centre de quelq'ue domaine entière-
ment situé dans cR. ('"*).

Nous dirons quVne fonction,/'(.r, y, .. /), bien définie dims une
région normale, ̂  y est olotrope, si, autour d'un point quelconque,
(•^o? .Vo» " • - ) ? ^e ^a région, pris comme centre, on peut assigner
quelque domaine dans tonte l'étendue duquel la (onction /"(.r, y, ...)
soit exprimable à l'aide d'un même développement entier par rappori
aux différences .r — ^<,, y — y,,, .... Les rayons d'un pareil domaine
(qu'on doit supposer, naturellement, compris tout entier dans la
région c^) se nommeront oloïnèln^ ^simultanés) de h fonction an
point (,2*0, jo, - . . ' ) ; le développement entier, néceHsairement unique.,
qui exprime la fonction dans le voisinage de ce point sera dit avoir
lieu // pai'lir de (.r.,, y,,, ...), ety par rapport a lui, les quantités ,r,,,
jo,..., ety(.,ro,j(,, ...) se nommeront les valeurs ///.///y//c,v de s variables
et de la fonction* .

Lorsqu'une série entière en .r — .r», y —y.,, ,.. îidmcH quelque
système de rayons de convergence (et par suite une infinité), sa sont rue
a u n e valeur déterminée en tout point (,r, y, ../) tel que les dif-
férences .r — ^'o^r — .y«, . . - présentent des modules respectivement
inférieurs aux rayons de quelqu'un des systèmes; cette sormW est

( î) Voir le Ménioirc intkuh; Sur les système!; partiels du premier ordre auxquels
s'applique la. méthode (F intégration de Jacobi, et sur le prolongement analytique
de leurs intégrales (Annales de la Faculté des Sciences d6 rUnivernté de Tou.^
louse, 3e série, t. VII, note des pyges 78 ei suiv.). Nous avons même fait voir à celte
occasion que l'arc unique ainsi envisagé peut. être supposé ne dcpèndrtè (jne <hnif*
indétennioée égalomeiit unique : mais ccue deniîèrë considération ri(i nous |»cocurerî)iit
ici aucun avantage,

(^ INons nonirnons domaine lonie r(^îon définie par un système de rclittions de In
for (ne

rnod f.r—.^^) < R^ ww\(y — y ^ ) <- lî  ,. .,

on (a-o, y^ ... ) désigne tin point fixe, et K^, Hy, . .. des constantes1 posît ives ( > 0) ;
ces constantes seront elles-mêmes les rayons du doiitaîîic, le point C^,, y^ ...) en
sera le centre.
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donc une fonction bien définie de x, y , ... dans la région de conver-
gence (évidemment normale) formée par l 'ensemble, des points en
question.

Cela posé, on prouve facilement : T° que la somme de la série con-
sidérée est une fonction olotrope de .z",y, ... dans ta région a ins i
définie; 2° qu/en désignant par { x , y , ...) un po in t quelconque de
cette dernière, et par R,, H,., ... des rayons de convergence choisis de
manière à rendre positives les différences

R^— mod (x—XQ), Piy— mod(y — yo), . . .,

la fonction admet certainement comme olomètres en (.r, r, . . . ) les
différences dont il s^agi t .

Rappelons enf in qu'à toute fonction olol-rope /(,r, y, ...) se rat tache
un groupe i n d é f i n i de f o n c t i o n s , olotropes dans les mêmes l i m i t e s
que/(.r, y, ...), dont la cons idé ra t ion joue u n rôle cap i t a l dans l ( * s
théories de l'Analyse i n f i n i t é s i m a l e : on les mmimc les r/mvw.v de loiis
ordres de /(.r, y, ... ) ( ' ).

15. Les n variables x , y , ... étant supposées imaginaires, consi-
dérons une série entière en x — a-o, y — jo? .• • - admet tant , au tour du
centre (^0,^0» • . . ) ? quelque région de convergence, et d é f i n i s s a n t ,
par suite, une fonction de ;r, y , ... olotrope dans cette région (n° \ i / ^) .
A ce développement donnons la forme de T a y l o r ( 2 ) ; puis dés ignan t
par (a/'i, y i , ... ) un point in té r ieur à la région, i n t r o d u i s o n s dans ce
développement et dans toutes ses dérivées l 'hypothèse n u m é r i q u e

{x, y , .. )-= (;ri,ji, . . .).

La connaissance des sommes de ces divers développements nous
permettra évidemment de construire celui de notre fonction à part i r
des nouvelles valeurs initiales x ^ y ^ . . .; cedeuxiéme 'déve loppement
de Taylor, entier en x—.r^j—y^..., admettra ce r ta inement

( 1 ) La définition des fonctions dont i! s'agit et les premières propriétés des fonc-
tions olotropes et de leurs dérivées se trouvent exposées dan*» POuvrage déjà cité (L€!Î
systèmes (Inéquations aux dérivées partielles^ n^ 4^ à ï58).

(2) Ibid., n0 55.
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quelque rayon de convergence (n0 '1.4), et nous dirons p o u r abréger,
qu'il se raccorde avec le précédent.

Cela posé, considérons dans l'espace [[",r, y, ... |1 un chemin hrise
ayant pour sommets successifs

(4 ) (.^,yo, ...), (.^,j,, . . .) , ( .^y2,. . . ) , .—(.^.y^ . . . ) , (X , Y, . . . ) .

Si, à, partir de ces sommets successifs, on peut cons t ru i re autant de
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le
premier ne soit autre que le déve loppement donné, le chemin brisé
sera dit praticable relat ivement au développement donné . D'après cela,
il faudra donc, pour que le chemin (4) soit; pra t icable , que le déve-
loppement donné admette des rayons de coimyr^ence respect ivement :
supérieurs aux modules des différences .r, -- .r,,, r^ — y,,, ..., ce q u i
permettra de construire, à part i r des valeurs . r ' i , j,, ..., u n deuxième
développement se raccordant avec le p remier ; i l f aud ra ensu i t e que ce
nouveau développement admette des rayons de convergence respecti-
vement supérieurs.aux modules des d i f f é rences .r^ — .r^ y^ — y^ ...,
ce qui permettra de cons t ru i re , à p a r t i r de -r.^,;)^, . . . , u n troisième
développement se raccordant avec le second; et a i n s i de suite jusqu 'au
développement c o n s t r u i t à p a r h r de ..r^,, j^., ..., qui doi t admet t re des
rayons de convergence supé r i eu r s aux m o d u l e s des d i f fé rences X —.r,..,
Y==j^,, ..., afin qu 'un dern ier déve loppement puisse être f i n a l e m e n t
construit à part i r de X, Y, ....

Lorsqu'une fonction de .z-, 7, ... est olotrope dans u n e région, la
connaissance du développement de la fonct ion a partir d 'un seul p o i n t
de la région suffit pour qu'on puisse cons t ru i re , par l 'opérat ion éche-
l o n n é e que nous venons de décrire, son développement à par t i r d 'un
autre poin t quelconque de la m ê m e région ( ' ) . Mais il. va sans dire
qu'o.n peut se proposer d 'effectuer des cheminements analogues en
prenant comme base des calculs successifs, non plus un développe-
ment fou rn i par telle ou tel le fonct ion qu'on sait être olott'ope dans
telle ou telle région, mais u n e série entière en x — .x'o, y — y < , y . . . y
arbitrairement choisie sous la seule cond i t ion d 'admettre que lque

( 1 ) ïbid., n0 57, IV et V.
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domaine de convergence. Tant qu'on ne sort pas de la région de con»
vero-ence du développement in i t i a l , ce que nous venons de dire reste
applicable, puisque la. somme du développement dé f in i t , dans cette
région, une fonction olotrope des variables *r,y, . . . (n" 14 )î mais,
au delà, toute certitude disparaît, en général, q u a n t à la possibil i té du
cheminemen t , îl y a plus : si l 'on considère deux chemins- brisés
partant du point (.r^ v^ . . .) et aboutissant au , même sommet l ina l ,
ces deux chemins, à supposer qu'i ls soient l 'un et l 'autre praticables
par rapport au développement donné, peuvent condui re , suivant les
cas-, soit air même développcmeni f i n a l , so i t , au contraire , a deux
développements dis t incts .

Nous nommerons, avec Méray, série ou développement /ondamr/Hal
la série entière en .r — ^*o, y — y,,, ... choisie comme base des calculs
précédents, et nous afïecterons de la mémo qua l i f i ca t ion les premières
valeurs, .z'o. jo? • « • » d.e^ variables i ndépendan t e s , a i n s i que le po in t ,
(.x"o,jo, . . . ) , dont elles sont les coordonnées. Un développement fon-
damental donné (admet tan t que lque domaine de1, convergence) sera
dit définir une pseudo-fonction anatytif/ne^ ou, p lus s i m p l e m e n t y une
/Wilde-fonction de .r, y , ... ( ' ).

Si à un développement fondamental quelconque on subs t i tue sa
dérivée d'ordres partiels /^ y, ..., tout chemin pra t icable re la t ivement
aux anciennes données Test encore re la t ivement aux nouvel les , et les
développements successifs obtenus dans le second cas sont respecti-
vement les dérivées d'ordres part iels p , < / , . . . de ceux qu'on ob t i en t
dans le premier . Cette deuxième pseudo-fonct ion se nomme la derwée
d'ordres peirtiels p ^ 7, ... de la proposée,

16. Étant donné un développement fondamental , entier par rapport
aux différences x — .1*0, y — y,», . . . , traçons dans l 'espace f j ^" ,y? ... |1
un arc continu (n° 13) parumt du point /'nru/a/wnial^ c'est-à-dire tel,
qu'aux valeurs initiales, .y«, t^ . . . , des i n d é t e r m i n é e s réelles, ,y, / , , . . ,
dont il dépend, correspondent pour.z',j, ... les coordonnées ,r«, /o . . *
du point fondamenta l (n0 io); l ' i n s t a n t i n i t i a l f.y,, , / „ » -..) sera en

(r) La p l u p a r t des au t eu r s ont adopté la dénoirni iaLion ^-fonction cmcilytique
de x, y, ... ».
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pareil cas qualifié de fondamental. Dans cel arc inscrivons ensuite un
chemin brisé ayant son premier sommet au p o i n t fondamenta l ; en
d'autres termes, considérons, conformément à ce qui a été dit p lus
haut (n° 13), une suite brisée et limitée d ' instants

(.îo, ̂  .. .), (.y,, t,, . .,), . . ., (.^, ^, . . .), (S, T, ...),

commençant à . l ' instant f ondamen ta l , et faisons-lui correspondre sur
l'arc la suite brisée et l imitée des points

(^•o, jo, • •.), (^i, ji. ...), • • - , (x^ y^ . . .) , (X, Y , ...),
dont le premier n'est autre que le po in t fondamenta l .

Cela posé, nous établirons la proposition s u i v a n t e :

Si l'on peut assigner une constante positive p Jouissant de la propriété
(lue les dù'ers cfuîmins de régulateur p ( n0 1 3 ) inscrils dan.s l'arc en ques-
tion à partir (lu p(nni fondamental soient toii-s praticables, le développe-
ment jinul auquel on est conduit à l'extrémité ( l ' un pareil c/n^nin dépend
uniquement de U instant (,v, /, . . . ) qui en fournit le dernier sommet.

I. Dans ce qui suit, nous aurons plus d^iine fois à exprimer que
deux chemins brisés de même extrémité, praticables par rapport a un
développement fondamental donné, conduisent au même développe-
ment,final : on désignant par

^0^1 uî ' - • <^A,
ci^a'^ a^ . . . a.,,Ay

les deux chemins dont il s'agit, nous exprimerons ceUe équivalence à
l'aide de la. notation

^[a^a^ ( ^2 . . . OyA] _: ^'l/^a', a^ .. . a^/A.].

II. Sç, par rapport à un développement fondamental donnée deux
cliemins brisés de même extrémité,

(5) a^a^a^ ... a^A,
( ̂  ) a^ a\ a^ . .. ci1^, A.,

sont praticables et équivalents, si, de plus, le chemin brisé

, • a^a^a^ * . . a^Aa,i . .. a^.,
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obtenu par un certain allongement de (5 '), est praiicahie, le chemin brise

aoa\ a^ . . . a'., A a; . . . ̂ .,

obtenu par le menu' allongement de (6); est praticable, comme le précè-
dent, et conduit an me/ne développement final.

1 1 1 . Co/îsn/érons un développement /ondamcntal admettant les rayons
de convergence R,, B,. ..., et un c/fcmin brisé,

^o=-(,z'o, Jo . . . )

a, -= (x, 4- h,, jo + ̂ i, . . . ) -= (.ri, y,, . . .),
^2 == (.a-i 4- À^ 71 + A-^, ...)=: (.x-^ j^ . . . ),

^= (.̂  -, -h /^ y,,.̂ , + /^ . . . ) = (.^, ̂ ^ . . . ̂

^ra/i^^/z origine au point fondamental (.r^ j,. ... ) : nies accroisse-
ments successivement attribués aux variables véri/ient les relations

mod Ai + mod /^ 4-... 4- mod hp < H^,
rnod /q •+- rn od /Ça 4-. . . -h mod /c^, < R^.,

^6^ rf<? .̂r chemins
a^a^a^. . . a^,,

â?o<^

wnt praticables et conduisent au même développement final.
Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 72 III.

IV. ^M donné un développement fondamental entier en .r-^o
,7 — J<>, ..., tout clumin brisé ayant son premier somme! en ( r -y ' ° {
et ses diven sommets dans les limites de convergence du ̂ r̂ .̂;̂
cquzvau^ s d estpraucahic, au chemin direct formé avec les deu.Lime t.
extrêmes. . ! ' 1 ! 1 1 1 ' l f 1 < <

, A. Sz une /onchon f(a; y, . . . ) ,,, ̂ 1,,,^ dans un. ré^on nor-
male ̂  (n° •14^ „ ,., aans ccUe dcrni,kre, on trac. un arc ^ntinu, or,
peut assigner quelque constant,- posùiw, r, telle que lu fonction f (se, y, ... )
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^ly." "^.; < 1 ...i i (ïiiî/î

admette, en un point quelconque de rare, un système d'olonietres (au ^A •"" ^ ,̂
moins) ê^aux à r. //!'^,'' .•::•"' • " . ' / ' •

Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 57,, ,1 L . • <:,,\ • , -. ^/'/ ;

^ 1 ,x^" '/4^ ^
B. Le point énoncé au début du présent alinéa IV est exacte lorsque Ïe\ : <^ ' j^-

nombre des sommets du chemin Imsé est é^al a 3. . :

Désignant par f(x,y, . . . ) la somme du développement donné, '
entier en x — x^ y —y^ ..., el. par

a^-=-~{x^ y,,, . . . ) , ;

ai==(^i, y,, ... ),
A.==(X,Y, . . . ) , ;

les trois sommets de notre chemin brisé, on observera toul d'abord
que le développement auquel on est, conduil en a^ coïncide avec celui
de /'(.'r, y, ...), eflectué à partir des valeurs .r,, j,,, .. * .

Si. l'on considère maintenant les différences

mod(^i— ^-o) — mod(X - .To)? mod(ji —,yo) •— mod(Y —j'o), ....

un certain nombre d'entre elles,

mod ( ,z'i — XQ ) — rnod ( X — .'z'o ), . . . »

sont ^o, tandis que les autres,

mod(y i—yJ—mod(Y—j 'o) , . . . , 1 ^

sont, 5^o. Cela étant, les deux arcs continus :

[ ;r==:.ïi-+-(:X—-^i).s-, , ,

y=jl,

[ x^X

W j=j^(Y-y^,
» . . . » . ' • • • • . . • • • ••i

dépendant chacun d'une indéterminée réelle assujettie à varier de
Ann. Éc. Nurm., (3), XLÎV. — JANVIER 1927. 4
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o à i » sont entièrement situés dans les ' l imites de convergence fie la
série proposée. En .effet, ces deux arcs comprenant respectivement
les points (.2"^ y^ ..,), (X/Y,.. . .) [qui 'correspondent respective-
ment aux hypothèses numériques s -== o, t == i], et les points ( x ^ , y^ , . . - ) ,
(X, Y, ...), étant supposés compris l'un et Pautre dans les l i m i t e s en
quest ion, i l suf f î t de faire voir que les différences

mod(a?i—.^o)—mç)à(x—A'o) , ...

sont ^o sur toute l 'étendue du premier arc, et que les différences
m od ( Y — y,, ) — m od (j — yo ), ...

jouissent de la même propriété sur toute ré tendue du second; ou, en
d'autres termes, que, l,es indéterminées ^ l. n 'excédant n i l 'une n i
l'autre l 'intervalle de o à i, on a c o n s t a m m e n t

rnod (^i •— XQ ) —• mod [0-1 + ( X — a^ ) .v — x^\ ̂  o, . . . ,

mod(Y —.yo)— >îiod[,yi4- (Y—^) ̂ -yy] -;o, ....

Or, si l'on tient compte des inégalités

mod(^.i—^o)^ mod(X—.ro), • . , . »
mod(j i—-yo)^mod(Y—jJ, ...,

les relations évidentes
môd(j-i—^) - (i - s) mo<l(^ - ,:rJ - s mod(^ - .,,,) — o,

mod(y —j^)^( i^^nio( i(Y _^,^ _ ^y^d( Y —yj == o,

donnen t successivement, les premières,
mod(^—^)—(i ~-5)mod(^—^)—.v^od(X—^)r ;o ,

mod(^- ̂ ) - mod[(i ~ ̂ (.^ -, ̂ ) + ,ç( X — ̂ )] |: o,
mod(jr i—^o) — rnod[>,-t- ( X — ^ ) . v — ^ | ^o,

les dernières ,

mod^Y-jo) - (i - /) mod(y.—j,) - ^ rnod(Y -y,) ;; o, •. . ..

^^^-./oî-œûd^i^zX^^y^+^Y-^)! ^o,
œod(Y-r,)-»^od[j,+(Y-yO/^^-| ^o, ;.,.

. ,Cela p.osé,i.l résuite de A,que la fonction / ( ^ , y ^ ,..) udm^t sur
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toute l 'étendue de ces deux ares des oJornèfcres au moins égaux, à
certaines constantes positives o,, o^., .... Formons alors, avec o et î
comme termes extrêmes^ deux suites croissantes,

o, y, s\ . . . , .s-^, i,
0, /' t\ . . . , fW, ï ,

telles que, pour chacun des deux. chemins brisés inscnis qui leur:
correspondent respectivement sur les arcs (7) et (<S), les différences
formées avec les coordonnées imaginaires semblables de deux sommets
consécutifs quelconques présentent des modules respectivement
inférieurs à o.,:, Oy, ... (n0 13). Observons ensuite que le sommet f i n a l
du premier coïncide avec l.e sommet ini t ial du second, que le chemin
brisé résultant de leur juxtaposi t ion bout à bou ta son sommet, i n i t i a l
en (^<, Jo • • •)? son sommet f inal en (X, Y, ...), et que^ si l 'on prend
pour développement fondamenta l celui de' j\a^y^ ...) effectué a,
partir des valeurs ^ ,yi , . . . y le parcours total do ce dernier chemin
ta i t retomber de toute nécessité sur le développenient de/(.^ y y » * . ) ,
effectué à partir des valeurs X, ¥5 .... Assurons-nous e n f i n , chose
extrêmement aisée, que, sur le chemin brisé dont i l - s'agit, la somme
des modules des accroissements successivement a t t r ibués à chaque
variable est é^'ale à. l ' une ou à l 'autre des quant i tés

mod ( X — x^ ), mod ( Y — Y)) , . . .,

su ivan t qu'il s'agit de l ' une ou de l'autre des variables ,r,j, • - • . . ,
Comme? en vertu de notre hypothèse, le poin t (X/Y, ...) est situé
dans les limites de convergence du développement qui correspond au
sommet ( .z ' i^ .y^ ' . . . ) considéré,comme i n i t i a l y on pourra passer direc-
tement de celui-ci au sommet final ('X, '¥„ ...) (III).

• Ains iy le développement final, auquel conduit le chemin donné
^o^/i A. coïncide avec le développement de ./ï^", y, .. - ) y effectué îî
partir des valeurs X/Y, . . . ; il équivaut donc au chemin direct / /<,A.-

G. Le point énoncé au début du prése/it aUnéu IV csiexdcif quel (/uc
soit le nornb're des soïrmieîs du. cher/un hrùé.
. Si l'on désigne en eifet par Oo, a^ a^y ..., ̂ , A les aoïBiiiets suc-
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cessifs du chemin dont il s'agit, on a d'abord, en vertu de B,
W[a,a,a,]=W[a^

(I), d'où l'on déduit (II)
¥ [ OQ ai a 2 rts ] == 4'' [ Oo ây, 0.3 ].

Une nouvelle application de B donne alors
W[a,a^\=W[a,a,\,

d'où, par comparaison avec la relation qui précède,
¥[0001^03] = W[a^}.

En cont inuant ce çaisonnement de proche en proche, on tombera
f inalement sur la relation

¥[0^1 ̂ 2 . . . ctyA ] == W|>oA |.

V. La proposition formulée dam renoncé général du présent n0 10 est
exacte, si F arc dépend d'une seule variable .y.

A. En désignant par .Vy et S les valeurs in i t i a le et tinale de la
variable dont il s'agit, tout chemin inscrit

.s'o.s-i.s-,. . .,

partant du point fondamental, se compose d 'une sui te l imitée de
fragments alternativement directs et inverser c'est-à-dire tels, que les
différences formées en retranchant chaque valeur de .^de la suivante
aient toutes le signe S - ̂  s'il s'agit d 'un f ragment de ran^ impai r ,
et le signe contraire s'il s'agit d'un fragment de rang pair/

B. Deux chemins inscri ts de régulateur?, composés l 'un et l 'autre
d'un simple fragment direct, et dont l 'extrémité f ina le correspond,
pour tous deux, à une même valeur de ^ conduisen t au même déve-
loppement final.

Soient
(9) ^^,.<...^S^),
(ro) ^<^...^Sù)

les deux chemins dont il s'agit. Si, entre les valeurs extrêmes ^,,
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S'" des deux suites précédentes, on ran^e par ordre de grandeur les
valeurs .^,..y^ ..., ̂ , .v^ s'^ ,.,,.^,, on obtient un troisiènie chemin
inscrit ,
( l î ) .Ç,,^<J2..., Oy^-S0^,

équ iva l en t , comme nous a l l o n s le voir, à chacun des proposés.
Parcourons, en effet, la suite ( ï t ) j u squ ' à ce que nous y t rouvions

le terme .v, , et soit, pour fixer les idées,

( l 2 ) .^CTjC-a^O-.,

(où G-/, = s\) la por t ion de suite a i n s i obtenue. Deux termes qu(dcommes
de cette suite partielle présentant une d i f fé rence n u m é r i q uemen (
infér ieure a p, il. résul te de notre hypothèse que le chemin ( 1 2 ) est
praticable et qu'il a tous ses sommets s i tués dans les l i m i t e s de con-
vergence du développement in i t i a l . Dés lors, en vertu de l ' a l inéa I V y
la portion - V o . v , , du chemin, (9) équ ivau t à la port ion ( ï, ï) qu i , commenci1

et f in i t aux mêmes valeurs de .^, et l 'on verra de proche eu proche
qu'il en est de même des portions successives

•v,.<, ^, ..., ^').

Le chemin (n) est donc é q u i v a l e n t à (9), et, en vertu d 'un raisonne-
ment semblable, à(io); ces derniers sont donc équiva lents entre eux,
ce qu'il s'agissait de prouver.

C. Un chemin inscri t de régulateur p, composé de k fragments
alternativement directs et inverses, équ ivau t à font chemin direct de
même régulateur don t l 'extrémité finale correspond à la même valeur
de .v.

Supposons d'abord /• == 2, et soit

O 3 ) .yo. . .S^. . .S^

le chemin in sc r i t dont il s'agit. La, valeur S^' étant comprise dans l ' in -
terval le de .v,, à S'", on peut (B), sans changer le développement f ina l ,
intercaler à la place voulue la valeur S^' dans la portion directe du
chemin (i3), et considérer celui-ci comme composé des trois frag-
ments
C^) .vo.. .S^ . . *S^. . .S^,
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les deux 'premiers directs, •1e troisième •inverse. A. ce dernier on peut
en outre subst i tuer un fragment formé avec les mêmes valeurs de .v
que le second, mais dans l'ordre inverse : car les deuxlïagments que
l'on remplace ainsi l 'un par l'autre constituent deux chemins directs,
et par suite équivalents (B), relativement à l'arc partiel q u i commence
à S^ et finit à S^. Désignant alors par

^ { 2 j , 'yn .̂  ..., ,̂ s^),

les valeurs successives de s qui, cons t i tuen t le deux ième fragment
de (i4), îl est aisé de se convaincre q u e les deux. chemins inscrits

• s < . . . . S^ ̂ ... .̂ ,̂Sœ ,̂, , . . . ,^S^,
.Vo- .S^)

sont équivalents :carrappi ica$, ion a l t e rna t i ve des a l inéas IV cl 1,1 nous
donne

y [^ ... S^^,... ,̂ ,̂ ,S(%:| ^ W^ .. ^ s^)^^ .,. ,̂ ,̂ ;|,
^[^ .., S^^s.... ̂ ,s^^.^ ] ̂  -^ ,.. s(.)^^ ^ ^ .̂,.1 ,̂1,̂  , |

^^[.ç^^sw^^...^], '

et nous conduit ainsi de proche en proche à réquivalence dont il
s^git. Le chemin (i3) équivaut donc à quelque chemin direct de
régulateur p allant de ^ en S^, et, par suite (B), a tout chemin
direci remplissant cette double condition.

Il nous suffit maintenant de faire voir que, si le point en ques-
Uon (L) est vrai pour un chemin composé de k - i fragments il l'esî
encore pour un chemin composé de k fragments, par exemple

s^ . .8^,. . .S^. . .S^' -^ . . .S^.

Désignons, à cet eflet, par
À-o...S^/

^...s^

deu^^hemins directs de régulateur p, allant respectivement de ..
a ̂  - e t de., a S^ On a, d-une part, en vertu de ce qui est admis:

' y^•••sn)...s^,..s^Q]^^q^.,.s(^ l^/
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d'où (I I ) ,

<Ff . s \ , . . . S^ . . . S""- ' ' . . . S^-^ . . . S^] == ^[.s-o... S^1-0 . . . S^'j;

en se reportant, d'autre part, soit à B, soit, au cas déjà examiné dans C,
suivant que le dernier fragment S^'"11"1^.. .S '7 1 1 est direct ou inverse, , on
a la relation •

'Ff-s» • • • s^-^. , . s'^;! r= <F|\, . . . s^ |,

_qu ' i l suffit de comparer avec la précédente pour en d é d u i r e Je po in t
que nous avons en vue .

VI. Les hypothèses élant les rnènies (/ne (In m l'efionce ^e/ienil fof'in.ule
au début du présent n0 '16, u/i chemin iii^cnl de ré^ t i l n l e i i r p < n i i eonlieni
le fragment

( (0-, /,', . . . ) ,
('•^) • (^. ̂  . . . ) .

f (^ h. . . . )

eflunriiil fin chemin inseril (de nièrne r e ^ i d n i e i i r } (fue l'on dé(l{tù du
premier en remplaçant rj par $ dans le somme f intermédiaire du frag-
mentai^").

Effectivement, le nouveau chemin inscri t que l 'on dédu i t du pre-
mier en y remplaçant le fragment (T,^ ) p u r i '

( 1 6 )

(^ l^ -.),
(cr, /g, . . .),

(^ ^, . . • ) ,
(^ ̂  ..,)

est nécessairement praticable, puisqu ' i l admet, comme les précédents,
te régulateur p. D'un autre coté, le second et le troisième sommet do
fragment (16) sont compris dans les limites de convergence du déve-
loppement correspondant au premier; le troisième et le quatrième,
dans les l imi tes de convergence du développement correspondant au
second. On peut doi)C, en ve r tu de l'alinéa IV, supprimer à volonté,
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soie le second, soit le troisième sommet du fragment (ï6), ce qui l a s t
retomber, soit sur le fragment

(^ t^. ...),
(^ ̂  • • . ) .

soit sur le fragment (i5).

VII. La proposition formulée dam renonce général du présent n° 16
est exacte lorsque l ' a r c donné dépend de p 'variables s , / , . . . .

Si l'on a égard à l 'al inéa V, il. suffî t évidemment de faire voir qu'en
là supposant exacte pour un arc à p — i var iables , e l le l'est nécessai-
rement encore pour l 'arc d o n n é ,

A. cet effet, désignons par( .y<, , l,, ...) I / i n s t a n t ' f o n d a m e n t a l de l'arc,
et par (07, T , . . / ) im ins tan t que lconque . Si l 'on considère l'arc à
p — i variables obtenu en a t t r ibuant à .y la va l eu r f ixe .Vo et en f a i s a n t ,
mouvoir les autres variables t, ..., dans ceux des in te rva l les simples
qui leur e-orrespondent respectivement, tous les chemins inscrits
de régulateur p ayant leur i n s t a n t i n i t i a l en (/o, ...) sont praticables,
et, dès lors, en vertu de ce qui est admis, conduisent en (r, ...) i» un
seul et même développement f inal . Si, prenant ensuile ce dernier
comme développement fondamental , on considère l'arc a une seule
variable obtenu en at tr ibuant à /, ... les valeurs fixes ':,... et en
f a i s a n t - m o u v o i r .v dan^ l 'intervalle qui lui correspond, tous les
chemins inscrits de régulateur p ayant leur ins tan t in i t ia l en ,y<, sont
encore praticables, et, dès lors (V), conduisent en a à un seul et même
développement final . Or, comme nous a l lons le faire voir, le parcours
d'un chemin quelconque .de régulateur p, inscrit dans l'arc donné
de (^, îo, . . . ) à ( c r , ^ , .:.), fai t nécessairement retomber sur le déve-
loppement dont il s'agit.

Effectivement, soit

( 1 7 )

(•^ ̂  • • .),

(•^ ̂  . . .) ,
/ (^ ^, ...),

| (^ ̂  • ..),
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'un semblable chemin . Le chemin inscri t

/ (^, (^ . . . ) ,
(^0, ^ 1 . .. .),

• ' (^0. ̂  • • .),

• (^0, /,-î, • • • ) ,

< 1 8 ) (.0,-, ...),

(„-,... ),

) (.̂  ^ . . . ) ,

1 (-^ -, . . . ) ,
1 ( (O-, T, . . . > ,

déduit du précédent à F aide d 'un m.écanism.e f a c i l e a apercevoir,
ad'met aussi le régulateur p, et l 'on voi t sans peine qu ' i l l u i est équ i -
valent : car on peut , en vertu de l ' a l i n é a VI, remplacer .Vo par .y, dans
la cnupui.ème ligne du tab leau (18), puis faire successivement la
u'iêine s u b s t i t u t i o n dans la qua l r i é îne , la t ro is ième et la seconde l igne .
L o si s i d é ra n t a 1 o rs 1 e ta b 1 e a u r é s u 11 a n t, o n p o u r ra d e m e m e re ru D 1 a c e r ,v,
par .s'y dans sa sixième, sa c i n q u i è m e , sa q u a t r i è m e et' e n f i n sa troi-
sième l i gne . IMI c o n t i n u a n t a i n s i et r é u n i s s a n i en. uu seul les de rn ie r s
ins tan t s du. t ab leau- f ina l , q u i c o ï n c i d e n t avec ("cr, T, . . .), on retombera
sur le tableau (17) .

II. suffi t m a i n t e n a n t d'observer q u e lo chemin ( 1 6 ) se compose
de deux fragments conséculifs respect ivement inscr i ts dans l'arc
a p — -s. variables et dans l'arc à u n e va r iab le d o n t nous avons parlé
ci-dessus, le premier de ( /< , , . . . ) ii (-, .. .)^ le second de .v<, a a.

Ainsî se trouve achevée la démonstrat ion de notre énoncé général .

i7. Lorsque les hypothèses formulées par l ' énoncé du n u m é r o ps*é-
cédent se trouvent réalisées, nous dirons q u e l 'arc donné est pmu~
câble avec le ré^iilflU'ur ^ par rapport au développement f o n d a m e n l a l .
A tout i n s t a n t de cet arc,, c'est-à-dire à tout système de valeurs des
indéterminées réelles dont il dépend, on peut alors f a i r e correspondre
un développement dé te rminé , en s 'astreignant a ne considérer que les
chemins inscri ts de régulateur p parmi ceux qu i vont de l ' i n s t an t fon-
damental. de l'arc à l ' i n s t an t : considéré : le parcours d ' u n semblable

Ann. Ea. Norm., (3) , XL1V. — FKVKIKK K^;. 5
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chemin se nommera, pour abréger,' le parcouru de l'arc, éft'ectûé dé
l ' instant fondamental à l ' instant dont i l s'agit.

Il est d'ailleurs manifeste que tout arc praticable pour une pseudo-
fonction Vest aussi •pour ses dérivées de tous ordres ( n0 15), ci uvec le
même régulateur.

1 8 . Il convient de noter ici les propriétés suivantes :

I. Lorsqu'une pseudo-fonction de .r, y» ... es/ calculable sur un arc
donné, on peut assigner certaines constantes positives, H,., H,., ..., que
son développement en un instant variable de l'arc ne cesse d'admettre
comme rayons de convergence. C/est ce que nous expri nierons d'une
façon plus Arève en disant que la pseudo-fonctio/t admet, sur toute
l'étendue de rare donnée des rayons de convergence { a u moiîis) é/fau.r
//R.,, R,., ....

Désignant par s, l, . . . , les var iab les (réel les) don i l 'arc d é p e n d , el
par J la durée (complexe) où elles sont assujetties à se m o u v o i r ,
n o m m o n s caractéristique d ' u n ins tan t (.v, /, . . . ) de la du rée ^ f o u l e
quan t i t é positive (> 0)0, - te l le que le développement, en (.y, /, . . , ),
de la pseudo-fonc t ion admette un système de rayons de convergence
(au moins) égaux à p. Cela étant , supposons qu 'un ins t an t déler"
m i n é ( ^ , / '/...} de la durée J a d m e t t e pa rmi ses caractéris t iques la
constante ^f, et considérons, dans cette même durée, un i n s t a n t ,
(cr, T, ...), suff isamment voisin de ( .v 7 , / \ . . .) pour que les points
correspondants, ( l : , /p . . . ) , Ç x ' , y\ . . .) , de l'arc satisfassent a u x
relations

i ï iodtÇ—^Xp' , t n o d ( n — y ^ ) ^ ? ' , . . . :

d'une propriété rappelée au 11° 14 il résulte que l ' i n s t a n t ( cr, T, , . . )
admettra parmi ses caractéristiques la plus petite des d i f f é r ences posi-
tives

p'— inoJ(: — x ' } , p 7 — inod (ïj — y ' } , . . . ^

c'est-à-dire u n e quant i té don t ' l a difierence à ^ tombe au-dessous de
toute quanti té donnée lorsque l ' instant {a, T, < . . ) est /suffisamment
voisin de (^, ^ . . . ) .

En conséquence, les diverses condit ions spécifiées a,u n° à relative-
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•ment aux caractéristiques se t rouvent remplies clans la région
limitée et complète J\ e t , comme les caractéristiques sont. ici essentielle-
ment .^/pÀT<?//mv à zéro, il, existe de toute nécessité (n° <S) quelque
constante positive telle, que tout, i n s t a n t de la durée J a d m e t t e , i n d é -
p e n d a m m e n t de sa. s i tua t ion dans cette durée, quelque caract 'é r is t ique
supérieure à celle constante.

II. En a t t r i b u a n t ; aux nota t ions R.,, R,^ ... le même sens qu ' a
l ' a l inéa précédent I, désignons par [3 un n o m b r e pos i t i f tel, que les
inégalités

inod (.^ — s " ) < ;3, îïiod ( / / — t " ) < p, . . .,

supposées vérif iées à. la fois pour deux i n s t a n t s , (.v\ / / , . . . ), (.v'\ i\ . . . ' ) ,
de la durée J', en t r a înen t comme conséquences nécessaires, pour les
points correspondants de l'arc, les re la t ions

rnod ( :y' — ̂  ) < H^, mod (v' — y'-' ) < Ry, . , . :

un pareil nombre ^ existe certainement, ( -ar la durée J consti tue,
dans j (.v, / , . . . [ j, une région limiter cf complêlc où les seconds
membres des équations qui définissent l'arc sont tous continus
('n°4; n0 1.2, 4°).

Cela étant'., il esê. manifeste que /^ nofnl)re [j peut se/vir de irgulatefif'
n la pseudo-fonction pour son calcul par 'cheminement sur l'arc {/orme.

Psç'udo-fowctiçnç cQjxipoaéçg.
19. Soient , y

( I) /(^, ^, . . . )

une composante donnée;

( a ) ï-K^.j, ...). V'(^,y, . . . ) , ...

des fonc t ions s imples données Cen même nombre que les va r i ab l e s
a, ^, , . , de la composante);
{ 3 ) P(^.r, ; . . )=: /[D(^,J , . . . ) , v (^ , j , . . . ) , . . . )
là fonct ion composée résultant de leur combina ison ;
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.r\ y', . . . des valeurs particulières attribuées aux variables a',

^U^y, . . . ) , (/-VC^y, . . . ) ,

les valeurs correspondantes des fonct ions s imples (2).
Si, d'une part, autour du point ( u ^ v'\ ... ), pris comme centre, o/t

peut assigner quelque domaine. S), dans toute retendue duquel In com-
posante (i) soit exprimable à l'aide d'un développement entier par
rapport aux différences u — / / ' , v — v', .. .; si, d'autre part, autour du
point (rr^, y'', . . . ) , pris comme centre, on peut assigner (/uel(/ue donmifse,

• îr, dans toute l'étendue duquel cluicune des fonctions simples ( 2 ) s o i l
exprimable à l'aide d'un développement entier par rapport au.v diffé-
rences x — x'y y — y ' , ...: l(i fonction composée (3 ) jouit certainen/ent
de cette dernière propriété dans foule V'étendue d'un domaine suffisam-
ment petit concentrique à ïr.

En outre, le développe nie ni de la fonction composée à partir des
valeurs .r', y ' , ... peut s'obtenir en combinant le développe/neuf de /a
composante, effectué à parlir des valeurs carres pondant es u\ r', ... des
fonctions simples, avec ceux de

U(^y, ...)~^ V(^, ,r , . . ^—i^ ... ,

effectués à partir de x'', y ' , ...: il suffit de remplacer respectivement par
les derniers développements les différences

u — // /, (-' — (•'/, ... ^

qui jigurent dans chaque tenr^ du prem:ief\ d'applu/uer à char/ue résultat
la règle de TO/^fc^//o/? des séries, de former, sans omission ni répéti-
tion, une série procédant suivant les termes élémentaires des séries par-
tielles ainsi obtenues, et d'opérer, finalement, la réduction des' termes
semblables en x -— x1', y — y\ ....

Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 59.

De là résulte i m m é d i a f e m e n i , la re i ï tarque s u i v a n t e :
072/)^//^a.m^7z^-y//^/y//^w/z,y/a^/^/>o.^^ /t/, idie. (me le développe-

ment de la composante, les développements des fonctions simples, et celui
qui s'obtieMtparleMr combinaison, admettent tous des rayons de conver-
gence (au rnoins) égaux à r'.
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20. Avant do poursuivre, il importe d'observer que la valeur
variable acquise par une pseudo-fonction donnée des /?. variables ima-
ginaires ^5 y, ... aux divers instants d'un arc continu praticable est
une fonction continue des indéterminées (réelles) ,v, ^,... doni Fan'
dépend. Effectivement, si l'on désigne par (07, -, ...) un instant déter-
miné de l'arc, et par ('"$, r^ ...") le point correspondant., la valeur de
notre pseudo-fonction, pour un instant (,v, /, ... ) sulTisarnment voisin
de ( or, T, ' • • ) - , s'obtiendra en substituant aux //• dilrérences . r — c ,
y—"^ . . . - » dans un certain développement (x(.r, y, ...), entier par
rapport à elles, et, par suite, fonction continue de .r, ;y, ..., // fonc-
tions continues de ,v, /, ...: on voit donc que, pour des valeurs numé-
riquement assez peti tes de ,v — <r, / — T, ..., les modules de ,r — ^
y — TJ, . . . 5 puis celui de la différence («(.r^ .y-, ...) --• tif^ ~r^ . . . ' )
tomberont au-dessous de toute quantité donnée.

Cela étante considérons ^ pseudo-fonctions des // var iables ima-
ginaires .r, j^ " '^

0) U(.:r,^ . . . ) , V(.^,r, . . . ) , ...,

délinies par un même point fondamental (^'o^y^, . . . " ) , e( par ^ 'déve-
loppements fondamentaux; et soient //„, i\,, . . . les termes constants
respectifs de ces g développements. *S1/, flans /.'r.vpare [ [ ,r, y , . . . ) [ , o/i
tf'nce, à partir de (.r<,, y,,, . . . ), t i n nrc eonUnu prniicable pour 1rs
g pseudo-j^ynfidons (4}«, 1-r poinf ( l e Uespnce [ / / , c, . . . ] [ , resuUfint de
r associa fion ( l e s î^a leurs ac(/aises par e l l e s à an /nefne i/istani fie l'are,
décrit, à partir de (^o? ^ ' o - » • « •), ^^ ^^ conlina depr/u/an/ des menies
indéterminées ( r é e l l e s ) f/ne le premier.

2 1 . Nous établirons maintenant la proposition suivante :
Soient

(5) /(^, < • , . . . )

la somme d'un développement entier par rapport aux ^ diffé-
rences i i — / / « ^ c — î^i, . . . ;

(6) 0(.^.r, ...), V(^,y, . . - ) • . . .
les sommes de '̂ développements entiers par rapport aux n diffé-
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renées oo— x^ r •— Vo, . . ., et ayant respectivement / /o . ^p . • . pour
l.ermes constants. Pour des valeurs de ̂ 'j, . . . sufQ.samffîent1 voisi-nes
de.r^y,,, . . ., l 'expression

( 7 ) - F(.^y, . . . ) = / [ U ( ^ r , . . . ) , V ( . T , J , . . . ) , . . .1

peut, a ins i q u ' i l résulte du n0 19, être mise sous forme d 'un dévelop-
pement en l ier en .r — .•z\p y — y^ . . . . Et i l va sans dire que ces
divers déve loppementSy considères con jo in t emen t avec le po in t fonda-
menta l (//(p Fo, . , . ) s ' i l s'agit du premier , ou avec le po in t fonda-
menta l (.z\,, j^, . . .) s ' i l s'agit des su ivants , déf in issen i au tan t de
pseudo-fonct ions : à ces dernières nous a t t r ibuerons , comme s ' i l
s^gissait de f o n d i o n s p rop remen t ' d i t e s , les d é n o m i n a t i o n s respec"
ti v e s d e p s e u d o - fo n c 1 i o n composa nie, p s e \ \ à o - f( ) n (!; \ \ o n s sinipk\v,
p s e 11 d o - fo n c t i o n cou iposéc.

Cela é t an t , ,v/ les g pseudo-fonctions sifirples (G) sont toutes c ( i l . ( î u l ( t l / t , c s
sur un même arc confi.nii, A., . ,^. . , , et .y/ la cofnpnsnnie ( ./) ) jouit (le In
même propriété sur VaîT correspofuldn^ A,,,, ._., décrit par le poini

[U(^.y, . . .) , V(.r,j, . . . ) , . . . 1

(n0 20), la pseudo-fonction composée (^ est c < i t c d l n l ) l e .\'ur f^/rc A.,. ,
et .wn développe/ne n/ à un iminnt quelconffue ^obtient en combinant les
développements correspondnnU des pseudo-fonctions simples et compo-
sante à l'aide du mécanùm.e décrit nu n0 19.

Soient

•^ ^ . . . les variables (réelles), en nombre que lconque , don t
dépendent- solidairement les arcs A.,.^_ et A,, , ;

.^, /(,, . . . les valeurs fondamentales de s, i, . . . ;
J la durée (complexe) O(LCCS variables son t assujeUies à se mouvoi r .

1. Désignant par (.v^ /\ . . . ) u n i n s ( a n [ dé te rminé (que lconque ; de
la durée J, par x , / , . . . les coordonnées imaginai res du po in t
correspondant de l'arc A,,,,,.,, et par //, ^ . . . celles du poin t corres-
pondant de l'arc A^,,.,, considérons les développements, à l ' instant
(^ t\ . . . ) , de la pseu-do-fbnclion (5) et. des pseudo-fonctions (6),
lesquels son t entiers. le premier par rapport aux différences // - //,
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c — ^\ . . ., les suivants par rapportaux différences ^ — x1\v — v\ . . .
avec les termes constants u ' , r', . . . ; puis prenons comme composante

' l a fonction que d é f i n i t le premier développement, comme fonctions
simples celles que dé f in i s s en t les développements suivants, , et consi-
dérons, conjoin tement avec elles, la fonct ion composée qu'entendre
leur combinaison.

Cela posé, onpeuf, d'après ce q u i a .é té d i t au n° 19, assigner (/ueU/uc
constante posùù-e, r\ telle que, à rinstani (Y, / / , . . . ' ) , le développement
de la composante, les dé^eloppe'meîUs des fonctions simples, et celui
qu engendre leur conibinaison, admettent tous des rayons de convergence
(au moins) é^aux à r\

1 1 * 1 1 existe quelyue constafite positive, /', indépefiddnie de l'insUini
(.y, /, . < .), et telle c/ue^ à l'instant dont il s'ng'it, le développement de
la pseudo-fonction (5), ceux des pseudo-fonctions (6), et celui y///
résulte de leur coinl)inuison, admettent tous des rayons de eowerwnce
{au moins) e^'aua- à r.

Considérons en ef fe t , dans [ ' ( ,v , /, . . . | [, la région limitée el com-
plète ^ , et n o m m o n s earac/enstu/ue de l ' i l î s t a n t (11./, l\ . . . ) toute
constante pos i t ive , r\ t e l le que,! l ' i n s t a n t dont i l s 'agit, le dévelop-
pement de la pseudo-fonction ( " 5 ^ ceux: des pscudo-fonciJons (6 ) , et.
c e l u i qu i résul te de leur combina i son , admet t en t tous des rayons de
convergence (au moins) égaux a, //. Une parei l le caTactér is l ique existe
certainement en vertu de 1; i l est d ' a i l l eurs aisé de voir que si u n

• ins t an t (./, t\ . . .) de la durée J admet parmi ses caractéristiques la
constante /' /, tout i n s t an t de cette même durée suf f i samment voisin de
(•^ ^ . . . ) admet parmi les s iennes une cons tan te dont la différence
à r tombe n u m é r i q u e m e n t au-dessous de fou le q u a n t i t é donnée :
comme les caractéris t iques sont ici. essent ie l lement supérieures à zéro,
il existe bien (n° 8) quelque cons tan te positive, /•, i n d é p e n d a n t e de
.l ' instant considéré, et jouissant de ta propriété énoncée.

III. Attr ibuons à la no ta t ion /• le même sens que dans Fa l inéa
précédent If , et désignons par y une constante positive telle, que les
inégalités simultanées

rnod (^ — s " ) < y , r.«od ( i1 — t" ) < y, .. . ,
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supposées vériliées/pour deux instants , (./, /', . . . ), (//, l " , . . . , ) , de la
darée J', en t ra înen t comme conséquences nécessaires^ pour les points
correspondants des arcs A,,. ,r , , . . , A^^. . . , les re la t ions

I l lnod(^,.• /— ,cr')<. r , mod(y ' — y " ' ) < /', . . . ,
mod(u1— u " ) < /', mod^—i^) < /', . . . :

un pareil nombre y existe certainement, car la durée J' cons t i tue ,
dans [J s, t^ . . . | j, une région limitée et complète où les seconds
membres des équat ions q u i déf in issent les deux arcs sont tous
cont inus (n.° 4; n° 12, 4 ° ) -

Cela posé, on se convaincra sans d i f f i c u l t é que la pseuxio-fouctiou
composée de ..z',y, . . . d é f i n i e par la. c o m b i n a i s o n d u d é v e l o p p e m e n t
fondamenta l de la pseudo-fonct ion ( :"} ) avec les déve lop jmnen t s
fondamentaux des [)sei ido-{buc(ions ( (S ) est c a l c u l a b l e sur l 'arc A , y
avec le régula teur y, et que sois déve loppemen t a un i n s t a n t que l -
conque de l'arc A,^^... s ' ob t i en t c o n f o r m é m e n t a u x i n d i c a t i o n s de
l'énoncé.

22. Dans le cas ou la série en t i è r e qu i joue le rôle de composan te a
ses rayons de convergence tous in f in i s , il est aisé de voi r que tou t
chemin brisé praticable à la fois p o u r les diverses pseudo- fonc t ions
simples l'est aussi pour la pseudo-fonction composée; chacun des
développements successifs obtenus pour cel le-ci admet alors comme
rayons de convergence ceux qu 'admet tent à la fois les déve loppements
de même rang des pseudo-fonctions s imples, et s 'obt ient eu c o m b i n a n t
ces derniers avec ce lu i de la composante ( ' ).

( ï ) Supposons, d'une part, qu'une série entière par rapport a u x ^ différcnceh u - '.
v — ?,. . . ,

(8) • sKp^.. . ( « — . u y 1 ^ — ^ ^ . . . ,
ait des rayons de converg-ence tous înfinib; suppobons, (l'autre part, que ff sén"^
entières par rapport aux n dilïerences x_ Ç, y - r, .. ..

admettent le système de rayons de convergence <^, ^., . . . , et qu^lley aient u, y, .. .
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En conséquence, si In ^éne entière qui jonc le rôle de composnnîe a
ses rayons de convergence tous i n j i n i s , font arc pn/ficdhïe à In fois pour

pour tenues constants respectifs. La série ( S ) é tant prise comme fonction compo-
sante, et les ^ séries (9;) comme fonct ions simples, je dis que, pour îonfes valeurs
des n (U/férences .r - Ç, y—r^ . . . dont fes modules so/it respect freinent infé-
neurs cï 8^., Oy. . . . ^ la fonction composée est exprimable à l ' n i d e / F u n /neme
développement, entier par rapport à ces r / i //'ère nées.

Considérons en effet-, en même temps que les séries f ^ ! ' » eu <") i, les séries convergent es

1 ^ mod ̂  ;;,,/,. . . ̂ .{> ̂ //. • . ,
( ' °.' ' < E m od /^,/,. . . ?/,.i' ^'//....

ou les quant i tés posi t ives .̂, i^, . . . sont arhUraireme'nf choisies f/u-cîe.^ons de
o.r, Çy, ... et désignons par

(() his ) el ( ' 1 0 (/('s i

les séries ("9) el, ( 1 0 ^ privées chacune du terme qui correspond à \;\ coifil)inaison d'iu
dices /.*, q^ . . . == o, o, . . . ; assnjettisaons enfin les variables //". y, .. . ;t vérifier les
relations

0 0 niod ('x — ç) ;:-:.-•. c;^., mod(y — •f^ =r. Ç^ ....

I.a valeur de la fonction composée peut alors s'obicnir en substituant à u 'j
( ,—ç^ _^ dans la série ^ '8) , les sommes respectives des séries (^ />/ , •?>. Dans la série
résiiltaiit de celte substi tut ion, considérons le lerrrie général
( l ' ) • ) ^\Q,-— [première série ( ' 9 h / s ) ]1' [deux ième série (9 h i s ) } ^ . , ^

et déveîo}>pons- le suivant ia règle de multiplication des séries ( sans réduclîou des
termes semblables en ;r—Ç,y-.^. _ , , : nans ce développement. !a somme des
inodiiles des termes est inférieure à

( i 3 ) m od Kp,o,. .. [première série ( to hifî )Y \ deuxième série f io h i ' s } } ^ . . . .

Or, la quantité { i 3 ) est le terme général d^ine série convergente, puisque la série
entière (8) a, par hypothèse, tous ses l 'avons de conversânce inunis. Si donc on sup-
pose vérifiées les relations ( i i ) ,non seulement les séries partiel les, Tp,o,..., analogues
à celles que fournit l 'expression ( i - } . ) développée mécaniquement par la rè^k; (h» mul-
tiplication. res ten t , convergentes» lorsqu'à chaque terme orT subst i tue son module,
mais encore les sommes de ces diverses séné? de modules forment elles-mêmes une
série convergente. On peut donc exécuter, sur la série qui a pour lennes les sommes
des séries partielles Tp^..., les deux opérations successives su ivantes : i° la trans-
former en une autre procédant suivant, les termes élémentaires des séries partielles
T|»,Q,. .. ; '2" ranger el grouper arbitrairement les termes de la série résultante e t .
notamment, e f Ïectuer la rédaction des termes semblables en x_?, y ~ i . Or on
tombe ainsi sur une série entière par rapport à ces différences, et la rè^lc pour
obtenir un pareil développement de la fonction composée eât celle que nous avons
formulée au n° 19.

Ânn. Éc. Norm., (3 ) , XLÏV. — KI.;VRIKK 1 9 2 7 ^ (]
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les diverses pseudo- fonctions simples F est ni/s.n pour la psendo-foncif'o/f
composée.

Par exemple, si /• pseudo-fonctions, dépendant d'un nombre au
moins égal de variables imaginaires, sont, toutes cal eu h blés sur un
même arc, leur déterminant différentiel, pris par rapport a k quel-
conques de ces variables, jouira nécessairement aussi de la même
propriété.

13. La dilïerentiation d'une pseudo-fonction com posée s'ettectue
dWdinaire à l'aide de la formule connue, permellant d'écrire immé-
diatement. ses dérivées premières, e S qu'on appl ique plusieurs fois de
suite pour le calcul des dérivées d'ordre supérieur.

La dérwée première reinifxe à .x' de In pseudo-fonction comjïosee
F == /(U, V., . . .), fj (a s o b t i e n i par In combinai son nés ! ) ^ e i i ( l o - f o / ( c fions
simples

n —. U(^,J, . ..), < ' ;••:„;:: V ( . r , r , . . .),

a^ec In compou/nle /'( //, \\ . . . ), esl donnée pnr In lonnide

()¥ ôî ^u <Vt (^
àx . < ) { { (},/' ()v j.r • " • ^

ou il fnui, natureUernenî, f'nire dnns ' ' -< les substitutions
ou ()v

^-=U, t » ^ - : V , ....

Voir Les systèmes d'équations nux déniées porllelles, i î 0 fi^.

^4. Soient

C 1 - ' ! ) ^(^>,7, ...)., V(, /- . j . . . . ) ,

diverses pseudo-fonctions de .r, y, . . . (en nombre limité ) ;
^(^ r, . . . ), . . . quelques-unes de leurs dérivées (en nombre

également limité);
(.2-0, jo, . . . ) le point fondamental commun a toute ces pseudo-

fonctions;
UQ, ^0, . . ., y,,, , . . leurs valeurs fondamentales.
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Soit, d'au Ire pari ,
( î ^ ) /(-^y» . . . , ^, c , . . . , ^, . . . )

une pseudo-fonction composante., avec

(j?o,yo^ • • • 5 ^o» i'o, .. • , 9o, • • .)

comme point fondamenta l .
Si^ à partir de (^*o, Vo, . . . ), o^ trace un arc praticable pour les'

diverses pseudo-fonctions {i4), si l'on suppose en outre <fue V arc corres-
pondant ( n° 20) décrit par le point

[•^.r, . . . , 'U( . r , r , . . . ) . V ( ' , r , y , . . . ) , . . . ; <D (^,r , . . . ) ]

soit lui-fné/ae praticable pour la pseudo-fonction co/nposfïnf.e ( i ^ ) , It*
simple 'rapproche m en (, de l'énoncé du n0 ï\ avec la reinarnue f ina le
du n0 1 7 nous fait voir (jue le prender de ces doua' arcs est praticable
pour la pseudo-fonction composée, el nous apprend i» former le déve-
loppement de celle dernière en un point quelconque de l'arc dont il
s'agit, connaissant les développenient-s correspondants des pseudo-
fonctions ( i4 ) et ( ï5).

Considérons maintenant, deux pseudo-fonctions composées, f in ies
ou différentielles, et supposons que les diverses données fondamen-
tales1 définissant de part et d'autre, comme ci-dessus, les pseudo--

• fonctions simples et composantes, aient été choisies de telle manière
que les développements fondamentaux des deux pseudo-fonctions
composées soient identiques. Si, l'ori trace alors, a partir du point,
fondamental commun a ces dernières, un arc tel que la proposition
précédente soit applicable a toutes deux, leurs développements
constroils, à l'aide du mécanisme indiqué, en un même point quel-
conque de l'arc ^dont il s'agit, seront, eux aussi, identiques l'un a
l'autre.

Phases de nullité des pseudo-fonctions; leurs phases singulières.

25. Considérant une pseudo-fonction de .r, y, . . ., déf in ie par un
développement fondamen ta l , nous nommerons phase de nullité de
cette pseudo-fonct ion l 'extrémité f i na l e de tout arc con t inu ( n° 1.3)
partant du po in t fondamental et jouissant de la propriété su ivan te :
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(( La pseudo-fonction considérée est calculable sur cet, arc par c h e m i -
nement, et elle a t te int la valeur zéro à l 'extrémité f i n a l e de l 'arc;
mais elle ne l 'atteint jamais tant que l 'on s 'astreint , pour chacune des
indé te r in inées (réelles) dont l'arc dépend, à faire exclus ion de la
valeur f ina le , en remplaçant celle-ci p a r - u n e an t r e située en deçà et
i n d éfi n i m e n t vo i si n e. »

Considérant, un groupe de pseudo-fonctions de -r,;)', . . . en nombre
limité, déf in ies par un même point fondamen ta l et divers déve-
loppe m e n ts fo n cl a m e n ta u x, n o u s n o m m e ro n s p i x i ^ e singulière d n
groupe l 'extrémité f i n a l e de lout arc c o n t i n u , A, p a r t a n t du p o i n t
fondamenta l et j ou i s san t de la p ropr ié té s u i v a n t e : « Les diverses
pseudo-foncl ions du groupe sont toules c a t c u l a h l e s par c h e m i n e m e n t
sur l'arc A, t a n t que l 'on s ' a s t r e i n t , pour c h a c u n e des i n d é t e r m i n é e s
dont l 'arc dépend , a fa i re exc lus ion de la v a l e u r f i n a l e , en r e m p l a ç a n t
celle-ci par une autre s i t u é e en deçà et i n d é f i n i m e n t v o i s i n e ; mais
l ' u n e au moins des pseudo- fonc t ions d u groupe cesse d'être c a l c u l a b l e
par cheminement sur l'arc A, si l 'on n ' exc lu t pou r a u c u n e des indé-
terminées la valeur f i n a l e ( { ) . »

CHAPITRE II. •
PHASES SINGULŒtl^S 01; (.ROUPE h'OKMK P V K 1J';S SKCONDS V Î K V ï B l î Ï-;S

D'UN SYSTEME PASSIF D'EQUATIOJNS DUTÉfŒNTI ELLES TOTALKS 1 ) 1 PRKVTH-3K OHDH1-;

Étude des propriétés d'un certain groupe de pseudo-ioîictions.

^6. Nous rappellerons tout dVhord la proposition fondamentale
classique de la théorie des fonctions implicites.

( 1 ) La locution de phase singulière e.st empruntée à Merîiy. qui la définit r.ommc
il suit : « Relativement à une fonct ion donnée, dit-îi, on polirrait. puismrdîe (M
habituellement dévdoppable en séné entîcrc fl.ayloriennc j , appeler nrditu.tir-fK (<*s
valeurs à partir desquelles ce développement, es», possihh;. Pm- opposition, nous îipo<;t
icrons valeurs singulières celles à parur desquelles ij ne l'e.sl (>Ius, c<; <iui, comine
nous l'avons annoncé, esl toujoiics nu fait exceptionnel, et nous dirons que la fonction
se trouve dans une phase singulière, quand les variables pn;nneiU de semblables
valeurs ou tendent vers elles, u Voir Leçons nouvelles {fur {.'Analyse infinitésimale
et ses applications géométriques^ premiènî Partie, n0 V4,
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Soient
/i (u, p, . . ., .r, y, . . .) =o,
fs ( ( { , r, . . ., .r, y, . . .) ==o,

l ///K^ t'' • • • » -^ r» . . . ) = < > ,
//? é^uat/ons ,\'(fnulinnée\' efUre les dw/'ses variables

x, y, . . . ,

^/o/// //'.v prendh'es //, i\. . . ,vo/// y// nombre /n cofHfn.c l.c.\' éf/iH/Uo/is.
Supposons que les premiers me/nh/rs /",, /'_,, . . . 5 /^ soieni (ous de^e-
loppûbles à parfir (/es valeurs pnrficulieres

(ï) UQ, t 'o , . . ., .r,,, y,,, . . .

de u^ ^\ . . ., .r, y% . . ., ^/ s'a/i/mle/tf pof/r les r/ileurs e/f f/nesfiofi :
supposons en outre f/i/e le déterim nnir( ( i t fférelUlel,

A ( / / , c, . . . . . , r , _ r , .. . ) ,

des ni prefniers niendyres par /7/ppf)rf nifj: in ^ ( i r K i h I e s / / , ^ . . . /// '
s annule pas pour les râleurs {'i ) .

Cela eiani :

1 ° Le système (/es e(/aaUo//s propf^ees ( i ) ( ^ s f i<lenU(iuem.enl vén/f'e
par la snbslflu(ion à^ //, r., . . . d'un certain ^roape de fonctions
de x^ y , . . .,

u-==.-j (.r,y, . .),
t-=9(.^, r, . . . ),

développa hies à p a r l i r des ralrfirs j.'o, y,,, . . ., e/ ayant p n/r râleurs
widales respectives //<,., v'^, . . . ;

2" S/, l'on consul ère, en me/ne U^hps (/ne le système pr^p^se ( t ), /e
système des formules

i u --- ̂ {x, y, . . .) :-= <.>,
( 3 ) _ (•' — y ( ^ , y , ...)-.o,

. . . . . . * * . . . * . . . . . . . ,

,̂v systèmes ( i ) ^/ ( 3 ) .w/^ numériquement équwaie'nU à 1^ intérieur de
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cercles suffisamment petits décrits de u^. c<,, . . ., 'r^, Vo, . . . com.f'ne
centres dans les plans de notation graphique de / / , c, . . - , .r, v', . . ..

Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partieUes, n° 1^0.

"27. (considérons actuellementy entre les // -{-- '2/0 variables

.z-i, . . . , ,:^,
/ / , , . . . , <//,,
C,, ...,C,

le s v sterne des /' relations

( 4 )
^1 -=" ^ '1 ( ^ ' 1 , • • ., ^'/M (.^ • • • < (^'),

///;.==: r^(,r,, . . . , .^, (.:i, . . . , (^ ;,

admettant la solut ion nunK'îriqnp (on ( l ( l nê ( t n fa l ( k

(5)
(6)
(7)

^ , , ...,^;1

^Ï'", .... ̂ '
c^"', - ̂ , cy'

et résoluble à par t i r de cette dernière par rapport a G , , . . . , (;/. con-
fonnémentau p r inc ipe général des fonc t i ons impl ic i tes ; s o i e n ( ,

W
\ c! ::;"::•^] (^1. • • • , -^, (1^ . . - , / / / ) ,

\ c/,,==: r / , ( . . / : • ; , . . . , ,/•//, ff^ . . . , ^,)

les formules de résolu t ion . Les fo rmules (4 ) d é f i n i s s a n t les // comme
pseudo-fonctions des x et des C, différent ions-les par rapport aux .r,
et, dans les re la t ions résultantes, r emplaçons les G par leurs expres-
sions tirées de (8) : nous tomberons , en ver tu d ' une p ropos i î i on
connue, sur un système dil îerentidî total passif i m p l i q u a n t , les le f o n c -
tions inconnues / / , , . . .., ^.des h var iab les i ndépendan te s ,r, , . . ., .r/,,
et admet tan t comme figure in tégra i t - généra le /dans l'espace a / /+ / -
dimensions [[x^ . . . , ^, „,, . . . , / / , ] ] , fa f a m i l l e de f i g u r e s a
h d imensions (4), qu i dépend, des k constantes arbitraires C, , , . ., C,.
Nous désignerons par T le système total, a ins i obtenu; l 'appl icat ion
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du mécanisme à l'aide duquel on le dédui t des formuies ( 4 ) se nom-
mera, par rapport à celles-ci, {^Elimination des constantes arbitraires.

Traçons m a i n t e n a n t dans l 'espace

(9) [[^i, . . . , /r/,, Ci, . . ., €/, ' [ [,

à part i r du point [(à), ( 7 ) ! , un arc con t inu , A^, que nous suppo-
serons praticable pour les diverses pseudo-fonctions {',/( ) : d 'après ce q u i
a été dit, "au n0 20, le po in t de l'espace

( 1 0 ) [ 1 .r^ . . ., ,r//, ^i, . . ., ///. [ [

résultant de l'association des h + k valeurs acquises parles x et les //
en un même point de l'arc décrira, à partir du point [ ( 5 ) , ( 6 ) j , un
arc continu, A,,.^., dé pendant des mêmes indét( T minée s réel les q u î * le
premier.

Cela étant, ,v/, (fane part, comme il a été dit, les f)srf/f/o-/'fn/r//o/f,v {,\ )
sont ( ' a l c i i l a l ) l e s sur f\/rc A^,( : , d\)ii rrsulfc f///{' leur ( I r h ' i ' m i n a n l < l i / »
férentiel O,,, relali' f aux C, •y est Ini-fncim^ calcnlal^lr, s i , ( l \ i n / r r parf,
les seconds mcinhres du système ^ le sont sur l\ir(' correspond a f i l A,. ^,
on a les identités

^ - p Q^ - 1 , ("-»,;,
t^r.
J.Î»

l\ <")<:, f)Q,
Tr, 1'/,(").:

où P] , P^, . . ., P/, défii.^nrni ( • ( ' r I n i . i H ' s psciK/o-f'om'iiotis des .r cl cA'.f (;
calculables .»•///• l.\irc A.,.,:.

Considérons en (•tï'et le ( l e t e r i n i i i a i i f ( l i i ré re i i t i e l

à K'i
r)C\

ô\\
•jC;

<) ï'i
~^i,

à Ï".,
^(J,

^^2

Je,

^r,
'^

ô
'<}'
( )
ô

f)
'"j'(

»•/,

(J,
>"/,

r<.
-i/,

D'après la règle c o n n u e pour prendre la dérivée d ' u n d é t e r m i n a n t
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par rapport à Fiine des variables dont il dépend„ la dérivée

à^c
à^ (jrrï, 2, . ; ' . , / / )

ost la somme de k dé te rminants , savoir :

p rernier à é l e r ni î o a n l

^r, ^
àxjàC^ à Ci
^T'i âï^

àxjà^ ^Cs

î^
<)C,

Î/.
^a

_^:r, ^ï",
^^y àC/, ^(î/,

^

^Q

deuxième déterrmnani ^

^.ème déierminant

^,r,
àC,
i)\\
à(^

âl\
àC,

ô\\
àC,
àï\
àC,

à}\
àC^

^Y,
àyj ( ) ( ] i
à^r,

( ) X j àC.^

à^ fs
àxJJG,

à"Ï\,
ôC^ ' * '
à'Ï\
Je, > • "

^
<7c; • " •

aï',,
• • • ^(.;,

aï,.
• • • <Jc,

^r,
'" <)^i.

^ »'/,
.̂ry ()(.; i
^2^,

.̂.?'y ^C^

^ >'/

^^,^(;/,

ceax-ci se déduisent respectivern.nf, dn dé^rminani (i. ) en n.mpl.
çant dans ses colonnes de rangs respectifs i, -2, . . . , / • les divers .1,
ments par leurs dérivées premières relatives à .r..

Soit maintfnant ' ' rSoit ma in tenan t

à Ui
^^./Oi, • ••,x/,, «/) : ' , '<, . . . , / < ; / .

le système 1, ci-dessus défini : en désignant par (T/>».),«. syste nu.
^"tique a T qaant à l'écriture, mais ou les inconnues / .uîe
rendre seulement des ,. comme dans T, dépendent à la fois d s
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des C, les pseudo-fonctions (4) vér i f ient ident iquement le système
( T bi\s\ et l'on a, quels que soi*ent les .2- et les C,

^F,,^,,...,.,,y,,...,r,),

(,3) . ^=F,,,(,r,,...,.^, f.,...,r/,),

^= F,, (,.„...,,^ > „ . . . , » < ) .
(/.J. j

Comme, en vertu de not re hypothèse, les pseiido-forict ions ( 4 ) son t
calculables par chemine ni eut sur l 'arc A^(;, et q u e les seconds
membres du système ("T bis} le sont eux-mêmes sur l 'arc A,^,,, la
règle de dif férent ia t ion des pseudo-fonct ions composées est a p p l i -
cable (n0 23), et l 'on d é d u i t dès lors de la première fonmile (î'' 'î )

à^r^__ _ (}F^ ô^ _ <)F,j (}}\, r)Fi,,/ o»^
â^àC, ~~ ()Y, à(S[ + ^îr dC;! ""'"h ' • * "ii"' '1^ <JC, '

-̂ JL — ̂ ^ ̂ Ii îËiî  ^Lî ^Fl^ ^rA-^y^c^"" ^ï'î ^Ca '+' ^iV ôc. 1 1 + " - - 1 " 1 ' 1 " ^r^'^ï;,"5

'̂i..,.̂  ^Fl,y ^'i ^^J ^'r2 ' ^^i.,/ ^^1 .
^)xjàCk "~ "àr7 à'C/, '+ "Jî'." ^C/' +" " "4"" "^Ï/. ^("Ï^

le premier des k déterminants dont la somme exprime, comme il a été
dit, —•» a donc pour valeur ——•@c' P^ "» 'calcul semblable, les sui-
vants deviendront

et Fon aura
^ • • '^

^---(•^^-••^'^-
Dans le second membre de cette dern iè re r e l a t ion , le m u l t i p l i c a t e u r
de ©c est, en vertu du pr inc ipe général des pseudo-fonct ions compo-
sées (n" 21.,), calculable sur l'arc A.,^;; en le désignant par

Py(.r i , . . . . //•/,, Ci, . . ., C^,),
Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , XtJV. — FÉVIUEH i ( , ' (7 .
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on aura — == P/©c. d'où, en taisant successivement /" == i, '2, . . ., A,aXj
les // relations (i i).

2<S. Les mêmes défini t ions étant posées qu 'au début du n u m é r o
précédent, si le groupe des pseudo-fonctions (4) ^ calcalalne / ) a r
cheminement s u / ' tare A ̂ ;, ̂  y//^ ^//r délerminani différentiel %^ relaff' f
^/.r C, //^ ^y annule jamais, le groupe des seconds membres du
système ï est calculable par elfe nune/ne/il s a / ' rare correspomfani A.,.,//.

EfÏectiveroenI, le dé te rminan t ©c; étant supposé ne jamais s ' annu le r
sur l'arc A^;, on pourra, à tout instant de cet arc, opérer sur les (or-
mules ( 4 ) r é i in l ina l ion des constantes arbitraires. .11 existe d ' a i l l e u r s ,
a i n s i que le m o n t r e un r a i s o n n e m e n t analogue à ce lu i de Fa l inéa I I
du n° ^1, quelque cons tan te posi t ive , /•, i ndépendan t e de l ' i n s t a n t
considéré, et te l le que, à l ' ins tant don t il s'a.sit, les seconds membres
du système total r é s u l t a n t admet t en t tous des rayons de convergence •
( a u m o i n s ) égaux à /•. On en d é d u i t sans pe ine la propriété {\\i\\ s'asit
actuellement d'établir.

^y* Les deux propositions que nous venons d 'établir fn0 ' 27 et 28)
entraînent respectivement, à t i tre, de conséquences par t icul ières , les
deux que nous allons formuler.

Dans l'espace \\x^ . . . , .^)'|, traçons, à par t i r du p o i n t fonda-
mental { x ^ , . . . , .,î  ) , au ̂  A,.{^ ,. . j , dépendan t d 'un groupe
d'interminées (réelles), , y, . . . ; puis, dans l'espace | [ ( ; i , . . . C , | j , à
partir du point fondamental (C^ . . . , C^) , un arc, A , ( / , . ; . ),
dépendant d'un deuxième groupe d ' indéterminées , i, . . . , q u i n 'ot ï re
aucune indéterminée commune avec le groupe s, . . . . En supposant
que l'arc |A,(.s . . , ), A<;( z, . . . ) j soil praticable pour le groupe des
pseudo-fonctions (4), le point ( / / , , . . . , //, ) de Pespace 1 1 //„ . . ., ///, | J
décrira, à partir du p o i n t fondamenta l ( ^% . . . , i^ ), un arc corres"
pondant , A,(^ . . . , /, . . .^ dépendant à la fois des indéter -

• minées .y, . . . et des indéterminées^ . . . . et, dès tors, de point

dePespace (^ •" ̂  ̂ •-^ 1 ; ,
[[^i, . ..,.^, u^ ,. . , ̂ ]j
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décrira, à partir du point fondamenta l
/ ,y* 0 ' ,->,ÎO) / / ( 0 5 / / 0 \
{^ï 5 • • • î -r//. ? ll | » - • * . / / / , ;1

l'arc J A.//.V, . . . ), A/,,(.v, . . . , / , . . . ) |. Cela étant :

I. AÏ, (Pune part, les pseudo-fonctions ( 4 ) sont calculables par clie,m,i-
nenient sur l^ arc

[A^(.v, ...), A(:^, . . . ) ] ,

(l'oû résulte que leur dé te r rn inan t d i f l e r en l i e l M(;, relaiif aux C, y est
lui-même calci i lable, si, (l\mtre pari, les seconds membres d(i s y s t e / î f e ' Ï
le son/ sur l\f/'c correspondani

[A^(^, ...), A,//(^ . . . , / / . . . )],
on a les identités

'•<' S=".B- ^'^ •- ;£; •.1-.-)-
ou Q,, Q_,, .. ., Q// (lesi^nent ceridines psendo-f onctions des .r <'̂  '̂.y ( 1
calculables sur /Y//r* [A,,.(.v, . . . . ), A, ( /, . . . ) |.

II. .S'/' le groupe { l e s psendo-f onctions ( 4 ) es/ cdlcilinhie sur l'nrc
| A.,,(.v, . . .), A(;( /, . . . ) |, et que leur (lefenninunt di/fere/il/el ( ;̂, rein fi f
flux C, ne s'y nnnnie j o i n a i s , le groupe des seconds membres du système 1"
est calculable sar rare correspondant \ A.,.(".^ . . . ), A / / ( s, . . . , / , . . . ) |.

Observons ici que le fa i t , pour les pseudo-fbî ic t ions ( 4 ) , (J'eire
calculables par cheminement sur l'arc|A,,('.^ . . . ) , A ( ; ( / , . . . ) j e n t r a i u e

" p o u r les sou s-p s e u d o - (o î's < ; 1 i o n s

( 1 5 ) ^(C,, . . . ,C/ . ) , . , . , ^.(C,, ,.., (.^),

d o n i les 'développemeuls Ibudamen taux se d é d u i s e n t de ceux de ( 4 )
par la s imp le a t t r i bu t i on à. ,r,, . . ., .2,7, de leurs valeurs n u m é r i q u e s
fondamentales , la propriété d/être calculables .sur l 'arc A^'y, . . . ) ,
ainsi que leur dé te rminan t d i f fé ren t i e l , 0,;.

Observons encore que le fait, pour ©<;, de ne jamais s ' a n n u l e r sur
Parc \A,,(s, . . . ), A^{t, . . . ) ] ent ra îne pour O,; la .propriété de . ne
jamais s ' annu l e r sur l'arc A^(^ . . .'). . • / : : " ' •
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1 En conséquence, le corollaire II peut encore se formuler comme i l
suit :

Supposons que le groupe des pseudo-fonctions ("/i ) soit calculable sur
l'arc [A,.(.v, . . .), A^(<f, . . . ) |, et que. le determiruint différentiel Q(; des
sous-pseudo-fonctions (i5 ) ne s'annule jamais s fi/' l\irc A(;( / , . . . ).

Cela étante si le déterminant différentiel Q^^ relatif aux C, des pseudo-
fonctions (4) ne s'annule jamais sur l\irc \ 'A.,.f,y, . . . ), A(;( /, . . . ) (, le
groupe des seconds membres du système T est calculable sur Farc

[A.,.(,ç, . , .), A, / (^, . . . , / , . . .) |.

30. Nous allons éîaf)J i {*^nain[en«ui( la proposition réciproque,
Supposa m-, co m m e dan s l'en o n ce q u i vi e n i d'être fo rm ( 1 1 é, aue le groupe

des pseudo-•fonctions ( 4 ) soit calculable sur rare (A,,.(.y, . . . ), A( (/, . . . )L
et que le déterminanf diffère ni f'el 0,; des sous-pseudo-fonctions ( î 5 ) ne
s\innide jamais sur (\/rc A(;( /, . . . ').

Cela étant, .n le groupe des seconds memirf'es du système I1 esi calcu"
labié sur l'arc [A,,(.y, . . . ), A//(>, . . . , / , . . . ) |, le delerminaut diffé-
rentiel 0(;, relauf aux C, des pseu do-fo/ic fions (f\ ) //e s'annule j a m a i s
sur rare | A.,,(.v, . . . ), A(;(^ . . .) [,

1. 11 esi; tout d'abord bien facile de voir quY'// assocuint r / n s f a n f
fondamental de A,,,(.y, . . .} am: un insUint auelcom/ue de A, ( / , . . . ),
la valeur correspond an le de ©<; est nécessairement différente de zéro ;
cela résulte de ce que 0,;, calculé par c b e n î i n e m e n f sur l 'a rc A( ( / , . . . ) ,
n'y acquiert jamais la valeur xéro.

Il reste à faire voir qu'en associant un instant (fuelconane de A,(.^ *.. ) •
avec un instant quelconque de A,(^ .. . ), h valeur correspondant
de (̂  est encore différente de zéro : c'est ce que nous allons faire
dans ce qui suit. *

II. Supposons qu'une pseudo-fonction q u e l c o n q u e des .r et des (;
soit calculable par cheminenicnt sur l 'arc | A,,( .v , . , . ), A^( f .. J l *
sur A,(.y, .. .), prenons nn instant que lconque , (Y, . . .'}, o|, désisnons
P811^!^ " • ' ^h l08 coordonnées imaginaires du poin t correspondant;
sur A,^, . . . ) , prenons de même un ins tan t quelconque, ("T, . . . ), et
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désignons par Y | , . . . , y/, les coordonnées imag ina i r e s du p o i n t
correspondant : à l ' i n s t an t (Y, . . . , - , . . . ) de l'arc

|A^, ...), A,(^, ...)]

correspondra, pour notre pseudo-fonct ion, un déve loppement en t i e r
par rapport aux différences

(I6) ^i—.^, . . . , .^-.^,
( ï? ) ^ i—/ i , . . . , C^.-^;

et, en ordonnant ce développement par rapport aux di f férences ( 1 7 ) ,
les coefficients du développement résultant seront des séries enj iéres
par rapport aux différences ( ï6).

Prenons maintenant sur A,,, (,^ . . . ) un autre instant quiconque,
(//, . . .);, et désignons par.r',, . . ., .rj, les coordonnées imaginaires dn
point correspondant; prenons, d'autre part, s u r A ( ; ( / , . . . ), le même
instant, (-, . . . ), ([ue précédemment : a l ' instant (V, . . ., T, . . .) de
1 arc [A,.(.y, . . .), A ( ; ( l y . . . ) | correspondra, pour notre psi^udo"
fonction, un développement ent ier par rapport aux dif férences

( I 8 ) .n—^'; , . . . , .7-//- ./•,/

• e t aux'di f ferences (17) ; et, en ordonnant, comme ci-dessus, ce déve-
loppement par rapport aux différences ( 1 7 ) , les coeff ic ients du déve-
loppement.résultant seront des séries ent ières par rapport aux diffé-
rences ( 1 8 ) .

Désignons respectivement, par })'\ JY les deux développements qu'à
fournis tour à tour l 'ordination indiquée; ces développements sont
entiers par rapport aux ( l iHerenf-es ( 1 7 ) , et ont pour coefficients
certaines fonctions des .2'.

Cela étant, ,v/, (Inns l'un de a's (li'^cl.o^prinenls ordonnes, l)', le fn'nn'
{/onctfon des .r) indepcnddni des digère nces (17) est i d e n î l ( i n e i n e i U
nul, le ferme similaire ^ris dans l\mlre développement, W^ ne DeiK
maîuiner (red'e Un-même ideiui<inemeiii nul,.

Désignons en effet par d\ d" \^ termes indépendants des difle-
renées (:i.7) dans les développemenis respectifs D', D". Pour passer
de ly à D", il suffit de,prendre sur A,;(/, . . .) rinstani fixe (T,' . . .),
puis de cheminer sur A,,(.v, . . .), en prenant comme instant de
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départ ('.y', .. .) et comme instant (l'arrivée (,v% . . . ); i l suffira clés
lors, pour passer de d ' à, d11', d'etlectuer ce dernier clumnnemerit : or,
la null i té identique an développement rf, si e l le a l i e u , en t ra ine , de
proche en proche, celle de tous les développements subséquents, et,
en particulier, celle du développement f inal . ' '"

III. Les mêmes choses é lant posées ({lie dans notre énoncé générale
désignons par {s\ . . . ) an instant qncd conque pris sur 1 "'arc A,,, ( .y, , » . ) ,
par ( / \ . . . ) un ins tan t quelconque pris sur l'arc A,c;("/, . . . ' ) , et par

^, ..., ^, C'i, ..,., C/,

les valeurs correspondantes des .r et des G ; puis , considérons le déve-
loppement correspondant, ©(/;, de la pseudo-fonction (")(;, e n t i e r par
ra p port a u x d i fie re n c e s
(19) ,,r,—.y^ . . . , .^—.r;^
(^o) C^G^ , . . , C,-(.],,

et, dans ce développement , le terme i n d é p e n d a n t des d i f U e r e n c e s ( K) )
et (20) , lequel est une simple considnl^ n u ^ K t ' l ' f ( / { l ( ^ O r d o n n o n s e n f i n

• l e développement ©;; par rapport aux difTérences ( '2o1) , el, dans le
développement a ins i ordonné, désignons par ^ ' O ' le terme indépen -
dant de ces dernières, l eque l est une srr/'^ i'ntihv par rapport anx
différences ("19). . • ,

Or, entre la constante n u m é r i q u e et la série entière d o n t nous
venons de parler, i l existe cette r e l a t ion , que l.d initlitc de In
constante munérique, .n elle n^iù Uni, {'nfrnmernif la nullllc ( / l e fi Ud ne
de la ^erie enuère: en d'autres termes, la nu l l i t é du terme constant
de la série ^W entraînerait la n u l l i t é iden t ique de ^(T.

Pour l 'établir, envisageons, à l ' ins tant considéré (Y, . . . , / - ' , . . ."r
de Parc [A,(^ . . .), A,,(^ . ̂ )\, le développement , Q^ de la pseudo-
fonction Q,(.z-,, . .^ .r , , C,, ..., (^) [^ ( > ' 29 , 1.1, en t ier par rapport
aux ditïerences (19) et ("20), et désignons par '^^ rensemible des
termes qui. n'y dépendent pas des diCterences ( "^o 'L 'Pu i sque , d'après
les relations ( ï , 4 ) , on a, quels que soient les ,y 'e t les C, • • •

^-w,
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on aura manifestement, quels que soient les ;z',
0 we^^q^e',

0 SC j

d'ouï en faisant successivernenty == i , 2, . . . 5 //,

( 2 1 ) ^-L^Q'^Wq'^e', -A- W^-^^q'^Q^ ..., ^ - w ^ ^ ' h / ' f W y .

Cela étant, supposons que le ternie constant , de la série i • l ' ) Q f a i t pour
valeur numér ique zéro, ou, en d^autres termes, que, p o u r

,2/*1, . . . 5 Xfi == oT;^ , . . . , ,Z"^ ,

la fonction "'̂  ail, une valeur i n i t i a l e nu l l e : en di iTérent iant i n d é f i n i -
rnent les relations (21.) | par rapport aux var iab les ,r, q u i seules y
f iguren t ) , on obtiendra de proche en proche, pour les dérivées
d'ordres successifs^', 2, 3, . . . de la fonction ^''f^, des valeurs i n i -
tiales toutes nulles. La fonction ^"'O' est donc, de toute nécessité,
i d G n t i q u e m e n t n u 11 e.

,1.V. Les mêmes choses étant posées que dans notre énoncé général,
,y^ à f/uelc/uc instant ( l e l\irc

[A^(,y, ...), A<;(^ . . .)],

instant obtenu, comme il a été d i t , en associant un ins tant , ( s ' , . . .) de
l'arc A.,.(.v, . . .) avec un i n s t a n t (Y, . . . ) de l 'arc A ( ; ( / , . . . ' ) , la pseudo-
/owUon é)^ (lUei^'natt Ui valeur nutnèriqiM' zc^, cite w pourrait
manquer de ^atteindre aiwi à I^^Uinl ( • y o , . . ., ^, . . . ), q u i se
déduit du. premier, (Y, . . . , / ' , . . . ' ) y par la s u b s t i t u t i o n à l ' i n s tan t
(.s>/, . . . ) , pris sur A.,,.(,^ . . . ), de l ' ins tant fondamenta l (s^ . . .)
de A,,, ( .y , . . . ).

Car, à l ' instant (Y, . . ' . , /7, . . .), | ) i" imit ivement choisi sur

[A^(.ç, ...), A,;(/, ...)],

l'ensemble des termes du développement (le ©c qui, ne dépendent pas
des différences (20) ne pourrait manquer, en, vertu de, III, d'être
alors ideatiquemeRt nul : l^i même chose aurait dope lieu, ço vertu
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de II, à l'instant ('^o-» .. ., ^. . . . ) ; à plus forte raison la va leur n u m é -
rique de @c serait-elle nulle à ce dernier instant.

V. Les mêmes choses étant posées que dans notre énoncé général,
la pseudo-fonction ©c; est différente de zéro à nn insUint (fiielcolUfue
de [A,,(>, . ..), A.,a . . .)] .

Car, si elle s ^ a n n u l a i t à quelque instant de l'arc, elle s ' a n n u l e r a i l
aussi , en vertu de IV, à l ' ins tan t qu i se déduit du premier par la
subs t i tu t ion à l ' i ns tan t pris sur A,,:(.y, . . . ) de l ' ins tan t fondan ien ta l
de A^(s, . . . ) : or, une semblable conséquence est contradic toi re
avec I.

Ainsi se trouve achevée notre démons t r a t i on .

31. Examinons spéc ia lement le cas où les sous-pseudo-fonct ion.s ( ï5 )
sont de simples fonct ions linéaires de C i , . . . ^ C/,, (à coef f ic ien ts
constants),

i a^iC, 4-. . .4- ai,/,€/,"+-ai ,
(22)

( oî/.,i Ci +....+ a/,,/. G/, -h a/- :

en supposant que le dé te rminant

^ 1 , 1 ? • • • ? ^u

a/,;i, ..., a^/,

so î fc différent de zéro, et prenant, comme de ra ison, pour va leurs f o n -
damentales d e C , , . . ., C/, celles qui vér i f ien t les relat ionsr-- \^\, ... ? u/,

a,^ Ci 4- ... -4-- ûî^C/.4- a, =: ̂ '^,

^/r,! Ci -h . . . 4- a^/. C^ 4- a/,= U^1

(voir h n° 27), on aperçoit i m m é d i a t e m e n t que les r e l a t i o n s ^ ) ,
résolues, en fait, par rapport aux n, sont , de plus/résolubles par rapport
aux C, conformément au pr incipe général des f o n c t i o n s impl ic i tes , à
partir des valeurs fondamentales des ,,r, u, C. Lerfrs'seconds membres
peuvent en effet, par un groupement convenable des termes-de leurs
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développements, être mis sous la forme

l al,^Cl+...-hal^C^-hal+(.-rî—^/))i2,,l+(^~.r^)t2,^-^...+^
(24) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( a/,,1 Ci - .,.-4- a/,,/,C/,+ a/.+^i—.y,01)^/.,! + (,r^~ ^^^^^^...^-(.-r//—.^;1)^,^,

où les A/t coefficients û sont:, des fonc t ions de .r,, . . ., .r/,, C , , . . . , C/,
développables à partir des valeurs fondamenta les de ces var iab les .
Or, le déterminant différentiel des /• expressions ( " ' 2 4 ) par rapport
aux variables C i , . . ., C/, se réduit mamfestejnent, pour

,.y> ,.y, ———— /y.' 0 ' /•W.'O.'''. ./. i, . . . , ,z/,— j. ^ , . . . , .z^ ,

à celui des /• fonctions l inéaires ( 2 2 ) , c'est-à-dire, en vertu de noire
hypothèse sur (^3), a une' constante non noile. En eHectuant alors,
comme nous venons d'en rnonirer la possibilité, la résolution des
formules (4) par rapport aux C, nous obtiendrons un groupe de for-
mules tel que (8).

Observons maintenant que, dans le cas actuel, le déterminant
différentiel, des sons-pseudo-fonctions (22 ), se réduisant identique-
ment à la constante non nulle ( 2 3 ), n'acquiert jamais la valeur mime-
Tique zéro.En conséquence, les propriétés énoncées-à l'alinéa II du
n° 29 {in^ne) et au n0 30 nous fournissent, sans antrç dérnonstral ion,
celles que nous allons formuler :

Les sous-pscuffo-/onctions ( T ^ ) , auxquelles se réduisent les pseudo-
fonctions (4) par l'attribution aux .2' de leurs valeurs numériques
fondamentales, nctant finires (Ic.sormdU- fine les fonclions llnc<iiim (22) ,
pour lesquelles le (lètenmndiU ( 2 3 ) esi (lifferenî de -^e/'o, convenons,
pour éviter toute équivoque, de désigner les pseudo-fonctions ( 4 ) i\
l'aide des notations

[ // i=- (JiO,, ..., x i , , Ci, ..,, G^,
(^) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ^/.-"t.,]^(.z'i, . .., : r i , , C,, .. . , G/.),

et le système total passif déduit de (25) par réiiminalion des constantes
arbitraires C (n0 27) à l'aide de la notation ^.

Cela étant, et les pseudo-j\mcdons ( 25 ) eiani supposées e<ilcul(ihles
Ann. Ec. Narrn., (3 ) , XLIV. — F(:;VIU!.;K K:) .̂ g
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par cheminement sur l\irc

(26) • [A^, . . . ) , A c ( / , . . . ) ) ,

po//r y//^ le système £ ^/ù ^>//,y .w s^mids fneinhirs cfdcninhks pur
clieminemeni sur l\irc correspondant

(27) [A;r(^ --) , M,S-, .. ., /, ...)],

il faut et il suffit f/uc, sur farc (26), le délenniff •uni (UO'nrniicI

/ . . ^ (U, , . . . ,U, , )
w • ^ ^(C,;1-.11-1:111:11,1 '1 '^) ,

îï'ficciîficre jarnaù Id valeur n.uiïn'runie ^cro.

32. Les mêmes notations elant înioplecs, s/' //// n/'r //'/ {/f/r ( 2(i )
fournil pnr son e x t r c i ï a î c j n K i l c HDC p i n i s c (if / i i i l l f i c (lu (U'in'tïfinmU
diffé.reTiliel (28) , Uarc con'^ponf/f/n/ (27) /Ofir/Hn/ pfii' son <\r!r(f'^nt^'l

finale tine phase .nn^uhère ( l u groupe des seconds fncfnhf'es dit s y s l i ' u n '
total passif S (voir les (iéfiniîions posées an n0 25).

Effectivement:,.» tant que, pour chacune des indéterminées ^ . . . ,
î, . . . , on fait abstraction de la valeur limde, le groupe des seconds
membres de 2; est calculable sur l'arc (27 ) [car la condilion formulée
ao n0 31 est suffisante1). Cela étant, si l'extrémité finale de l'arc (27 )
n'était pas pour le groupe une phase singulière, le ^wpc sérail
calculable par cheminement sur l'arc dont. il s'agit jusques et v compris
l'instant final, et, dès lors (puisque la condition formulée an n0 3 1
est nécessaire), le déterminant différentiel relatif aux (; des pseudo-
fonctions (25 ) serait, contrairemeni à l'hypothèse, diflerent de zéro a
rinslani finai.

Phases singulières du groupe formé par l'association des seconds membres
d'un système total passif donné.

• 33. Soit '

( i) ^L =: F^(^ , ..., ̂ , ^^ ,. ̂  ^) (/= f , ^, . . , , / • ;y -: i, ̂  ... ̂  )

un système différentiel lola) du premier ordre impliquant les k Jom>
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fions inconnues / / , , . . ., fi/, des h variables indépendantes j",, . . ., .r/i;
ce système, composé de hk équat ions, a pour premiers membres les
hk dérivées premières des /-/ par rapport aux .2, et ne contient dans ses
seconds membres a u c u n e dérivée; nous supposerons e s s e n t i e l l e m e n t
qu'il est passif.

Parallèlement au système ( i ) , cons idérons le système

; —— =F/,/(^,, . . . ,.̂  a^ ..., n i . }
(i bis) < o.ïj

(/'-== 1 , 2, . . . , /•• ;./-^ î , 2 , . . . , / / ) ,

identique à ( i ) quant à l'écriture, mais ou les /onctions in-connucs
n^ . . ., a/, sont supposas dépendre, non plus ^eulemrnt, comme dans ( '! ),
des li. variables .z*,,, . . ., .r//,, ffuds encore de k vanabU'.s adjoinics^
C,, ..., C/.., qui ne figurent, dans les équations du système, n i - par
elles-mêmes, ni par l'intermédiaire d/aucuu symbole de dérivation :
le système (Y) étant supposé passif, le système ( i bis) l'est aussi, car
l'application de la règle de passivité conduit, pour l'un ctpourPautrB,
aux mêmes relations. Dans le premier, ( ï ) ^ les conditions initiales
sont de la Forme

//.^ . . ., ///.,-;-.;-'des valeurs numériques données

*z'i, .. ., x/^ -=: des valeurs numériques données;
pour

dans le deuxième, (i bis), elles sont de la forme

^i, . . ., u,fc ̂  des fondions données de Ci, . . ., C/,.
pour

<a"i, . • - i ^'/i~-"- des valeurs ninnérkiu^s données.

Cela posé,,soieni

/y.(05 ^'«:1 / ,;(») / / ' " -
. ^ ^ , * . < , ^' h. f W^ î . - » i t^/f

des valeurs .numériques fondamentales de

^1, ..., .r/,, /,/i, • • . . , af,

à partir desquelles les seconds membres de (x ) ou ("r bu): soient déve"
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loppables en séries taylor iennes ;

[ ^ i , iCi-+- . . .4-ai,/.C/,-4" ai ,
( ^ )

0^1 Ci -h-.. . + a/.^C/c 4- a/;-

/• f o n c t i o n s l inéa i res de C , , . . . y G/.. dont les coefficients % ont: é(é
choisis sous la seule cond i t i on

^i.n • • • . y ' i , k
. . . , . . . , . . ^0.

a/-,! , • • • , ^/-,/-

Coînme valeurs fonclarnenlales des variabJes adjointes C,, ..., f:^
prenons celles qui vérifieni les relalions

^ 1 , 1 ^i ̂  ... •+ y.ï ,/• G .̂ -h ai -= // ^ ' ,

a/,',! Ci "+--...-+. a/,,/. C/, -(.- û</.= //,/0 '1,
et soient, alors,

( ^:=U,(;r,, ...,.^C,, .. ,, C^),
(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ///.=:l,J^(^i, ...,.r^C,, . . . ^ (^)

les intégrales du système (i his} ( j u i , pour

^i, • - . , ̂ ^^0;, ..., .^\

se réduisent aux fonctions linéaires ( 2 ) : les formules (3 ), ou C,,
G/, sont considérés comme des conslanles arbitraires, fournisseni,,
comme on sait, les intégrales générales du système ( i ), et réiîmination
de ces arbitraires, opérée sur (3), fait retomber identHjiKrnicnl sur( i ).

Cela étant, la propriété établie au n0 32 permet, comme on va le
voir, de réaliser un notable progrés dans la recherche des phases
singulières du groupe des F/^ seconds membres de ( ï ). Considérons
en effet le système obtenu en adjoignant aux k formules (3) la relation

( f \ ^(lii, ..., UA)^^_^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

dans ce système, qui relie les A+^ indéterminées x,, ..,, ̂
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/ / i , . .'., ///,-, G|, . . ., C/,, toute solution numérique,

fournira , en y faisant abstraction des valeurs Y, , . . ., y/, de C, 5 . . ., C/,,
la phase s ingul ière

du groupe des F/j,, à la c o n d i t i o n tou te fo i s , comme l ' i n d i q u e notre
énoncé du n° 32, que

(^ i , . . . ^ c / / , /i, . . . , y/ , )

soit bien l'extrémité finale d'un arc [A, , ( .v , . . . ), A ( ; ( / , . . . ) [ , prati"
câble pour le calcul par cheminement des intégrales générales (3 ) , et
tout le long duquel, en excluant la valeur f inale de chacune des indé-

terminées ,v, . . ., /, . . ., le déterminant difl'érentiel ' ^^^'....''^^.^</( Lp . . ., <vJ
n'acquière jamais la va leur n u m é r i q u e zéro. Sous réserve de cette
restriction, i nd i spensab le pour la r i gueu r , on se t rouve c o n d u i t à éli-
miner , si possible, ( ; , , . . ., C/, en t re les /• •411" i é q u a t i o n s du système
f i n i [(3 ), (4) | .

Observons m a i n t e n a n t qu 'en ra ison des c o n d i t i o n s ( )a r t i cu l ié res
imposées ci-dessus aux. équa t ions intégrales ( 3 ) , l e u r fo rmat ion pré-
sentera souvent de grandes d i f f icu l tés , et que, dés fors , les calculs à
efiectuer pour 1 /é l imina t ion , a ins i que les v é r i f i c a t i o n s re la t ives a la
restriction de cheminement , dev iendront p r a t i q u e m e n t inexécutab les :
mais on peut tout d'abord, en ce q u i concerne le calcul d ' é l i m i n a t i o n ,
s'afFranchir ent ièrement de ce surcroi t de compl ica t ions ,

Ëirectivement, si, dans l'espace à A 4- /' d imens ions

] | .^i, . . ., .r/,, //,, . . ., ///, | j,

on considère la figure variable à /: paramétres que défini t le système
des /• équations

( M i ( .^i, . . . , a'/,, / / , , . . . , u/,, G,, . . ., Q. ) :,,;:: o,
(5 ) ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . .

( M^(,^ , . . . , x,,, UY , .. . , u/,, (^, . . ., (,,,̂ ) =:: o,

ceUe j i g u r c v(inaf)le ù A difïiem'ions adin^l, en ornerai, f i / i c e/w(o/}pe
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^ ff_^_ /. __ 3 dimensions, dont I 1 équation réduite s'obtiendra par l 'é l i -
mination des paramètres Ci, ..., G/, entre les kéf/ua lions ( / ) ) ef In
relation

(6) ^-——^=0 ( • ) ;a (t,i, . . . , o/.)

/r système ( ( 5 ), (6 ) |, en général normale'nu' ni résoluble par rapport a
k 4- î: des coordonnées, définira une caj'actéris tu/lie à h— i dirne fistons ("2).

De cette propriété, que nous al lons établir, on conclut que , d a n s
réiimination indiquée plus haut sur le système [ ( 3 ) , ( 4 ) | . ^ résultai
est indépendant de V écriture adoptée pour les éa nations inté orales géné-
rales dit système (\\ lesquel les , déf in issant toujours, dans Pespacn
j |.r,, .. ., ,r//, / / î , . . ., / / / , ) ) , la méniie f a n i i l l e - d e f igures , ne p e n v e n i
manquer, q u a t î d on e f l l ec lue sur ces (i^ures u n e recherche d 'enve-
loppe, de conduire toujours au niêrne r é s u l ê a î *

Si, après avoir procède à cette recin^rche le (dus s i m p l e m e n t qu 'on

( ] } A cause de l'équation (o^ celte <''J uni nation ne peul s'eiïecuier par la rc.solut.iun
des équations (5 ).

(2) Exemples :

1° h == s , k = i. Dans l'espace [[^.r]], la li^tie variable F(^j,C; ̂  o îulniet, ai
général, une li^ne enveloppe, dont réqualion réduite s'obt.ictit { ) î i r VéUmhMiûn «lu

paramètre C entre les deux équations Fr.y, y, C) == < / , — ^ / > ; reuv(;Ioppe f couc t i c
d 'a i l leurs en un simple point chacune des cnveioppées.

2" h === î , ^= a. Dans l'espace ,[[a", j, ^ | j , h> l i^ne v î n ' i y b j c

• , • ^i(.r. y, ,3, Ci, Ça) =: o.
Fâf^, j.\ ,3, Ci. C^ ==- (j

admet, en général, une surface enveloppe, dont ^équat ion rédui te ^obti^nt par Péli-
mination des paramètres Ci, €2 entre les trois équat ions

Fi(^ ̂ . ^ Ci, Câ) === o. F^r^, y, ^ <:;,. Cs) ;... o, î̂ llJl? ...„.,. ^.
1 1 ' ^(Ci, C>.;) ?

l'enveloppe touche d'ailleurs en un simple point chacune des enveloppas
3° ^=:a, /:-i. Dans l'espace [|>,j,;s]], IH sur^c< t variable L(.x, y , z, C ) ^ o

admet, en général, une surface enveloppe, dont I^quatîon réduite s'obtient par FcUi».

TOination du paramètre .C entre les deux équations L{.r, y, ^ C) - o, ^=.0;

l'enveloppe se raccorde d'ailleurs suivant mie ligne avec chacune dés êîmdoppeès.
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aura pu, on juge insuffisajï iment commodes les v é r i f i c a t i o n s relat ives
à la res t r ic t ion (lis chenmiement tel le que nous t ' avons lorrnulée, on
tâchera d'apercevoir, soit par l 'examen di rec t du groupe des F,j, soi t
par tonte autre voie qui semblera praticable, si les divers points de
l'espace [ [ • ^ i , . . . ? -^ / / i ^ • • • ? ^/••i] f o u r n i s par P é l i m i n a t i o n sont
bien tous des phases singulières ("n0 25) de ce groupe.

Interprétation hypergéométriqne du calcul d'élimination «

^4. Nous établirons tou t d'abord d ivers lernrnes r e l a t i f s à la t h é o r i e
hypergéométrique des contacts.

LEMMK I. — Dans un espace a n d imens ions (réelles ou i m a g i n a i r e s ) ,
on 'considère trois figures, F^ Fy, F;(, a y a n t un p o i n t c o m m u n , ordi-
naire pour toutes trois-; soient n — ' p ^ n—/>a? / / — / ) ; ; leurs nombres
respectifs de d i m e n s i o n s , que Pon suppose rangés pfir ordre de
^Tondeur decroissnîîU9 ( n—/^i:;-//—/^ " / / ~ ^ ; i ) . ( ^ e l a é t a n î , ,v/, / / / /
point dont il ^(i^ù. Fi csl lan^cnic n 'F.j, i ' f F.j / ( / / f ^ r / t / r n F;;, F, .srm
iiècesstiirefneni fnn^'enir à F;;.

La d é f i n i t i o n d/un contact (Perdre ( i i ie lconque enf.re deux figures
étant, comme on sait, i n d é p e n d a n t e de toute t r ans fo rma t ion ponc tue l l e
opérée sur .les coordonnées, i l est toujours permis , si Pon y trouve
quelque avantage, de recourir à u n e pare i l l e t r a n s f o r m a t i o n . Or, en
vertu d ' u n e remarque exposée a i l l e u r s ( r), on peu t , m o y e n n a n t (me
simple t ransformat ion l inéaire des // coordonnées, faire en sorte que
les équations t ransformées de F, so ient i n d i f l e r e m m e n t résolubles par
rapport a tout groupe de f)^ coordonnées; qu'en même temps les équa-
t ions transformées de F^ le soient, i n d i f f é r e m m e n t , par rapport a tout
groupe de /^ coordonnées; et qu'en même temps aussi , les équa t ions
transformées de F;; le soient, i n d i f Ï e r e m m e n t , par rapport a tout groupe
de P;( coordonnées. Pour fixer les idées, supposons qu ' i l s'agisse de
l'espace à 7 d imens ions j [;r, y , z , s, /, //, ej (, que Pon ait / > , = = î',

( 1 ) Sur les principes fondameniaay de la Théorie de.v conlac/s da/is l\f-/vper»
géométrie réelle ou ima gi'naire^ etc.^ n^ 21 (Journal de McUhématiuues pures €.£
appliquées^ iyi3, fasc. 3).
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^==3, /^=5, et que, dans le vois inage du p o i n t c o m m u n , les
figures F,, Fa, F:( se trouvent définies par les systèmes respectifs

,r=Xi(y, ,5, .<?, t , a , (Q ;

.r= Xa f . ï , / , ^, t ' ) ,

j=Y,(.^, ^ t - ) ,

j5 =: Za (.s', ^, f / , (') ;

.r~ X ;;(//, ( < ) ,
7 :=Y3(^, ,^) ,
^=Z , ( ^ , ^ ) ,

.^=-: 83 ( « , < • ) .
/ - . 1 \ ( ^ , ( - ) ,

comprenant respect ivement ? , 3, 5 éqnalions. lîn vertu (les îlefinitions
générales relatives aux contîicts ( ' ' ) , on est, conduit à former successi-
vement les trois groupes (le fonctions composées

(l) X;;(,Ç, / , M, (') — \ i [ Ï2 ( ,Ç, / , f( , { • ) , Z^.S', / , / / , ( » ) , ,V, ^ / / , ( < l ;

i X.,(a, ( ' ) ~X , [S3 ( / / , c) , 1 \ ( / / , P) , / / , r|,

(^) , , ^^^ ( ' ) ~ Y a [ S 3 ( / / , c ) , Ï 3 ( / / , P) , / / , ( < • [ ,
^ Zg (i/,, r) - 7^ [S,(/ / , i-), T,(//, P), / / , p |;

(3) X,(^; ( • ) -X , [Y , (a . r), ^(«, r ) ,S , (^ , f ) , T:,( / / , < - ) , / / , r [ ,

et à établir à leur sujet la propriété su ivante :
Si Ton.suppose :

1° qu'au point considéré la fonction composée ( i ) s'annule ainsi
que toutes ses dérivées premières (relatives a ,y, /, //, r);

2° qu'en même temps les fonctions composées ( 2 ) s'y annulent
ainsi que toutes leurs dérivées premières (relat ives a ( / c) :

.la fonction composée (3 ) ne pourra manquer de s'y annuler elle-
même ainsi que toutes ses dérivées premières (relatives a //, r).

, La chose étant manifeste en ce qui concerne les fonct ions elles-
mêmes, occupons-nous de ce qui concerne les dérivées.

Pour opérer le calcul des valeurs initiales des dérivées premières

( 1 ) Sur les principes fondamentaux^ (île.
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de (3), il est permis, en vertu de ce qu'on suppose sur les fonctions
composées (2), de substituer à (3) l'expression

X;(S3, Ï3, U, V)
W -X,[Y,(S3, Ts, M, «'), 7^(Ss, T,, «, (.), S,, T,, ;,, c].

D'après la règle des fonctions composées, la dérivée part iel le de (4 )
par rapport à u a pour valeur

^x.
rfY,
()X,
()7.,

()\.,
i>6.,

• à\;
. àS.,
()7^
dS,
^X,
. (''S,,

^3

OU

^+
()U

à^
ou '
r)S,
au

<?x,
dï,
^Y,
<rr,
<)Zî
(Y^::
f)X,
</1\

àT-,
au

aï-,
i)u

^T,
au
cn\
Ou

,)X,
1 au

<)V.,'
4- -^

1 ^1^« J
^x, ^

-1- -^-.
ce qui peul s^écrire

âS, p/X,.,̂ .- ĵ ,̂ ,

àr,
<}u

•<)^
f)T:,,
^X,,
~ï)u

()X,
.„..,... ^^^,

<A"i
7)Y,
ÔX,

""" 7J"Y^

^Y,

<̂/Y,
//r,
rfYî
<) il.

^X,
~ ^y-

^Xi
<>'/^
d\,

" ^^.

^^-
^ "
r^Zy
^^S':,
<)%,
""()"U '

()X,-
^s,
^x , -
ô'\\

dX,'
'ou

Or, il résulte de ce que l'on suppose sur la fonc t ion composée ( x ) que ,
dans cette dernière expression, le coe f Ï i c i en I , de —Î9 ce loi de — eti , ! au ' ' au
terme indépendan t s ' a n n u l e n t au p o i n t considéré : la dérivée première
de (3) par rapport à // s'y a n n u l e d,,onc aussi .

Et, semblable inent , la. dér ivée première de (3 ) par rapport a r.

35. LEMME II. — Dans un espace à ^ d i m e n s i o n s ("réelles ois imag i -
naires) , nous conviendrons (rappeler Ugnc toute ligure à une d i m e n -
s ion ; ou, en d'autres termes, tout système réduit de n — i é q u a t i o n s
re l iant les n coordonnées : un pareil, système est nor îYêa le î î ï en t réso-
luble par rapport à n— i des coordonnées (convenablem.ent.c.t loisies),
et la coordonnée restante est alors arbitraire.

Centier II é tant supposé p lu s grand, que i, considérons, dans
Afin. Éc. Norm., (3 ) , XLIV. •— MAKS 1927. Q
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l'espace à h 4- k dimensions
["Oi, ... , .-r/̂  U i , . . . , «/, | J ,

les deux figures suivantes, ayant un point (ordinai re) commun : l ' u n e
d'elles, à À dimensions, sera définie par le système rédui t des k équa-
tions

( PI O7'! , • • - \ ^h i tfl , • • . , «/r ) = 0 ,

(5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( P/-(^i, .. . , ^u, u^ , . . , u / , ) =;: o ;

l'autre, à h •+•/!— i dimensions, sera définie par l 'équat ion rédui te
(6) Ç (.r,, . . . , .r̂  ^i, . . . , u//) = o.

Nous nous bornerons d'ailleurs à les envisager toutes deux dans le
voisinage exclusif du point c o m m u n dont i l s'agit.

Cela étant, pour que les figures (5) el (6) soient tangentes entre elles,
il f cuit et il suffit que la ligne d'internée (ion (le (5) wec toii-le /ignre
à k •+- ï dirnennons (pas.m/U par le point commf/n } wi/ tangente à ( ( ) ' ) .

Les' figures (5) et (6) étant supfww tangenleff, et le ^/ème j ( 5 ) , ((;))
étant supposé réduit, la figure de racc'orde/nen/ est a h ~ \ dimensions.

A. Supposons, pour fixer les idées, que ( / / , , . . ., / / / , ) soit l ' un des
groupes de k coordonnées par rapport auxquels le .sys tème ( ' ^ ) est
normalement résoluble : une des l ignes auxquel les i l est fa i t a l l u s i o n
dans l'énoncé s 'obt ient alors en adjoignant aux /• équa t ions ( ' ) ) un
système de // — i équat ions ,

(7)
(&i (.z'i, x\^ . . . , /r/,, / / ï , . . . , ^//);= o,

• " • • • • • • • • • • • • • • • • . . * » . . , * , , » . . . ^
<Ï^_l(^, ,Ï2, , . . ,'^, f / î , . . . , ///.):;-:: 0,

arbitrairement choisi sous la seule restriction que le groupe des
k-+-h—i équations (5) et (7) soit normalement résoluble en f o n c t i o n s
de quelqu'une des coordonnées .r,,, ^, . . . , x^ par exemple de x^

Pour que les figures (5) et ('6} soient tangentes entre elles, il faut
et il suffît que, si du groupe ( 5 ) on tire les // en jfonctions des ^,
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la fonction composée

Q(^l , ̂ 2, . • . , -^, -Ji, . . . , U/,),

que nous désignerons pins s implement par

K(.y;. .r^ . . . , .r//),

s 'annule au poin t considéré ainsi qiie ses diverses dérivées pré-
àR c)R âRmieres -.—? -,— ? • " • , -Y— •
(y.r/'i ôx^ o'^h

D'autre part, pour que la l igne | ( 5 ) , ( 7 ) ) et la f i gu re ( G ) soient
tangentes entre elles, i l f a u t et i l s u f f i t qu'en résolvant le système
[ ( 5 ), ( 7 ) | en fonct ions de .2'i et por tan t les va leurs obtenues dans le
premier membre de ( 6 ) , la fonct ion composée résul tan le s ' annu le au
po in t considéré ainsi que sa dérivée p r e m i è r e * Or, pour résoudre
l..(5.)» ( 7 ) . L on P^^ d'après la Ihéorie générale des fonct ions imp l i -
cites, tirer d'abord u^ . . ., ///, de ( t ) ) et t ransporf-er dans (7) , ce qu i
d o n n e

i <I>t (.^, .z\^ . . . , .r/,, ^ i , . . . , ^.)=o,
(8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^ <I^ i ( .yi , .-^, . . . , .r/,, - j , , . . .., -j/,} := o;

puis, résoudre (8) par rapport à .r^, . . . . .r/,, d'où

^2=^(^1) , ^ . . . , .^—:^(,^,) :

en définitive, la ligne [(5), ('7 )" | se trouvera représentée par les for-
, mules

U^-J^.T,, C^ .. ., ^},

<//.=: u/.(.^i, ̂ , . . . , ̂ ),

^==^(^î ) , . . . , ' ^=^(^1).

La fonct ion composée à former n'est donc autre que

^L-^n S^ • • * , ̂ , ^ 1 ( ^ 1 , ̂ , ..., ̂ ), . . . , ^/-(^i, ^2, - - . , ^)],

c^est-à-dire

(9) H^'n^ ..-^).
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et elle a pour dérivée première ( re la t ive à .r, )

Oo) ^4^^. ^ ̂
^i <^â ^i '" ô'E/, ciaT,' .

Cela posé :

La condùion énoncée est néceswire; car la nullité de ( 9) et f ï o ) au
point considéré résulte immédiaternent de celles de

B(.,,.,..,.„), ^ ^ .,, ^
(^•î") A'-a (».'r/, ' ' •

La condition énoncer /'si sii.f/ifuinir.
Considérons en efïet la ligne ((:•;), ( 7 ) ) , arix-lrain-rnent, (.racée .sur

la hgure (;)) . En désignant par <1, ,r;,...,.^- (es valenrs nu.nc-
nques de .r,, .r,, . . . , .r,, an point dont il s'agit, on pont, (om. à (our
pour les /<—i équations (-7 ), choisir notamment les h systèmes indi-
ques dans les // lignes horizontales qui suivent :

•vs=^, ;r3==Af,

.r, = a-;7'1 + rf;,, ,T, =; .%• " ^

'wï)i' ..r^,^+^, . . . ^ ,,,̂ .̂

' ••' ' • • • ' '^h ==.»/;' -l-,r,.

Les expressions (9, et (,o) s-annuli,,,!, ,i-,,|,,,,s rhypoil,,,,̂  ,„ ,,,,|
. ons.dere pou, l.n ^elcon^c ,1,, c,,s cl.o,,, ,„ ,̂  ,„,„„ „.„:
qu il en sera de même de "'-"".111

H(^,.••,^), <)R, ^, ..., ^<Ay, (̂ a;., ^

B I^ji^res (,5) ./ 0» cinm suppôt Inn^mcs, rt. le systi^' \ <-V) ((\ ) r
——— .npposc r^U, tn^,. ,, ̂ /̂ ,, „ , , ̂ , ̂ ;̂:;1

au^u^^cont^ defînl1 rensemh^-P————o^..

^e p,.e,n,e,. pouu n'es,. <ra,l,.,,.s c,u,,ne con,s<,,,,encc par,,,cut,.,.c du ,.,.,,. ,
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36. Du lemme que nous venons d'établir découle immédiatement
le corollaire suivant :

Considérons, dans l'espace à h "h k dimensions

[Oi, ..., .z-/,, ^i, ..., MA-]] ,

la figure variable à h d imens ions , dépendant de paramètres a, p, . . .
en nombre quelconque, que définit le système des À - é q u a t i o n s

(ii)
FI (^i, . . . , .r//, ^ i , . . . , / / / . , a, (3, .. . ) =: o,
. . . . . . . . . . . . . . • . . . " ^ . • » » * * . . • • • » ' • • • * • • )
F/, (.ri, . . . , ,/•/,, u^, . . . , / / / , a, (3, . . . ) := o,

normalement résoluble par rapport à. quoique groupe de k coordonnées.
Pour (nie celle figure variable ( s i) à II dimensions admette une enve-

loppe à h + /• - i dimensions, il ffnil el, i l ^ i f j i l < l ^ l f existe ({iiel^ne
figure ( l i x e ) (le celle dernière espèce à Idï/iielle s'oil c o n s U ï î ï ï i n e î U tun-
yente la ligne d'interjection de la figure variable ( î i 1 ) aw toiHe /igure
fixe à k 4- î dimensi(>ns.

L'enveloppe eUinl supposée exùlei\ la caraciémUque sera, en général,
à h — î. dimensions.

37. LEMMR III. — Désignant par h, k, l trois entiers posit ifs tels que
h — ^.soit > o, considérons, dans 1/espace à k -h A d imens ions

( i a ) [[.y^ .. . , x i , xi^, ... , xi,, M i , .. . , a / , ] j ,

d^une part , la .figure à h. — l d imens ions que déf ini t le système des
k -+• l équations

[ Pi (.^i, ..., .Vf, xi.^, ..., .r/,, U i , ..., u/,) •= o,
(,3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( P/.(.Ti , . . . , .^/, .Z'At-l ? ... î -^/a ^l ̂  • • » ^/c) '^^^

i <I>i (.^i , . . . , .'r/, .̂ 7i...i, . • - . ̂ /o ^i. — ? u^) ̂  ̂
(^) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .—. . . . . . . . ,

( <P/(^i, . . . , x i , jr;/.,̂ , . . . , ,'r//,, ai, . . ., (fh) ==o

(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de /S'4- /coor-
données); d'autre part, la figure à k dimensions que déf in i t le système
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des (// — l ) + /===- / / équations

Ci ( .a?î, .. . , .r/, /̂.,̂  , .. . , .y//, «i, . .. , u/,) = o,
(i5)

04)

Q/^/(^, ..., X f , jvf^, ..., -y//,, /<i, .. * , ///,) = o,

îj>î (x,, . . ., x i , x/.,^, ..., ;r//, Uî, . . ,, <^.) -:::: o,

( <-&/ (.r,i, . . ., ^/, /̂,..)...i, . .., xn, Ui, . . . , ^/;.) =:: o

(n .ormalemenfc résoluble par rapport à quelque û;'rou,pe de A côonlon""
nées). Les équalions ( ï 4 ) ? (jui figurent dans l ' u n cf. dam Vautre
système, sont (en vertu même de ce que nous supposons sur la naliire
réduite de ces systèmes) normalement résolubles par rapport à que lque
groupe de / coordonnées, par exemple .r,, . . . , x^ q u i , dès lors,
pourront s'exprimer en f o n c t i o n s des /• 4- h—/coordonnées restantes
,r^, . . ., ,r/,, / / , , . . ., /^,; soient

.Vt !•-.-„ Eî (^/.4-1 , . . .', X / , , U^ . . . , ///,) ,

,r/=:^(.r/.,,!, .. ., a)/,, / / i , . . . , « { , }

les expressions obtenues. En les transportant, à la place de .r,,
x^ dans les groupes (i3) et (i5), ceux-ci dev iennen t respectivement

1 Pi(;:i, • • • , d/, -y/-(»i, .. . , .^/,, / / i , . . . , u/,} :=„ o,
( îô ) , ! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

( A k\!,\ i • • . , £ : / ) ^^-)-i i . . . , ^//, U^ , . . . , U/f) =:.:: 0,

et
1 Qi (^n • • • î $/, .Z.V-.H, • . . , -^//,^î, . . . , u/,) =• o,

07) ...........................................
!. QA-/(£I, . . • , ̂ , A-^..i, .. . , .r/,, M,, .. . , «/,)=o;

les groupes (16), (17), résultant de cette substitution, définissent,
dans l'espace à k + h — l. dimensions

(1 8) [[^,...,^,^,...,«,:|(,

le premier, d6), une figure à h.— /dimensions, le second, ( '17), une
figure à /(-dimensions, et l'adjonction du groupe ( 1 ^ ) ;iux groupes
respectifs (16) et (17) fait manifestement retomber, des deux ligures
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(16) et (17) de l'espace ( 18 ), sur les deux figures primitivement con-
sidérées de l'espace (12).

Cela étant, pour que, clam l'espace ("12 ) à k + h dimensions^ (a figure
à h — l dimensions ( '("i3 )„, ( i4 ) | ̂ t lu figure à k dimensions [ (i 5), (î:4 ) ]
soient tangentes entre elles, il faut et il suffit que, dans l'espace ( s < S ) à
k-^h—l dimensions, lu figure à h—l dimensions ( 1 6 ) et la j i g u r e à
k dimensions ( 1 7 ) jouissent de cette même propriété.

Ce lemme résulte immédiatement des défini t ions posées dans la
Théorie hypergeom.elri.que des contacts. I l e s t ^ notammenî,., applicable
dans l'hypothèse l-===h—i,, où les ligures | ( i 3 ) , ( ï 4 ) l e L ( i 6 ) se
réduisent l 'une et l'autre à des lignes.

» '1'1:'
38. Du lemme 1,1.1 (n0 37) nous déduirons le corollaire suivant :
Considérons, dans l'espace à h 4- k dimensions

(19) [ [.ri, . . . , .r//..i, x/,, Uî, . . ., if/,] j ,

une figure variable à // dimensions, dépend.ant de paramètres a, (:t, . . .
en nombre quelconque, et délinie par le système des /• équa t ions

1 ^l(^'l, • • •^•/^-l, ^'A, ^ 1 , .. ., ^•, ^, P» ..,.)=0,

(30) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f P/.(^i, . . . , .y / / , - i , ^/ / , / / i , . . . , ///., a, p , ...).=:. o,

que l'on suppose normalement résoluble par rapport à que lque groupe
de h coordonnées. Considérons en même temps la figure fixe à
k 4- i dimensions déf inie par le système des /// — i équat ions

( 2 1 )

f ^1 (•^1 , • . . , -^//--î , ^'h < ^î , • • . , ^/.) -= 0,

f <I>//»i (,2;i , . . . , .Z-//„„..! , Xi,, Uî , . . . , /^.) ==. 0,

et supposons que le système [ (20) , ( " 2 î ) | soit normalement résoluble
par rapport a que lque groupe de / ' +A — :r coordonnées : ce dernier
système définira, dans l'espace ("19) à k + h d imensions , une l igne
variable dépendant des paramètres a, ^ . . . . Le ^mip^ ( ' ^ ï - ) étant
d^ailleurs, en vertu même de nos hypothèses, normalemen.t résoluble
par rapport à quelque groupe de h—i coordonnées, par exemple
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x^ . . ., .r/,-1, considérons les valeurs
^ =Çi (^/,, ^i, . . ., ^:),

^/ î_i==Ç^-. i (^A, ^i, . . . , ^ - ) ?

obtenues par cette résolution, et transportons-les dans le groupe (20) :
celui-ci deviendra

(22)

^(^n • • •^À-I) ̂ î "n " • • 7 ^/o ̂  (̂  .. .)= 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . * . . . • * • • • • • • * . . * 5

PA-^ • • . . ^-i? ^/o M I , . .. , a/,, a, P, .. . ) = = = o ,

et, dans l'espace à k 4- i dimensions
.(23) [[^/,, Ui, ... , ̂ /,]],

le groupe résultant (22) définira une ligne variable, dépendant, elle
aussi, des paramètres a, p, . . . .

Cela posé, pour que, dans l'espace ( 19), la ligne variable \ (20). (2ï ) [
admette une enveloppe à k dimensions, il suffit ( ' ) f/uey dans //espace (23),
la ligne variable (22) admette elle-même une enveloppe à k dimensions.

Supposons en effet que^ dans l'espace à />•-+-1 d imensions (2.3), la
ligne variable (22) admette une enveloppe à / 'dimensions définie par
l'équation réduite

(24) Q(^A, ^i, . . . , ^ A - ) = = O ,

et considérons :
d 'une part, dans Fespace à / ' + A d imens ions (19) , la l i^ne

variable [(20), (21)], et la figure fixe [("24), ( a i ) ] à k dimensions;
d'autre part, dans l'espace à k+î d imens ions (23) , la ligne

variable (22), et la figure fixe (24) à /• dimensions.
La ligne variable (22) étant, par hypothèse, constamment tangente

à la figure fixe (24'), il résulte im.médialement du lemme III, où l'orî:
supposera l=.h— i, que la ligne variable ["(20), (2 i ) ' | est constam-
ment tangente ( 2 ) à la figure fixe [(24), (21) |.

( 1 ) Ce r^est qu'une condition suffisante.
('2) En général suivant un simple point.
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39. Nous pouvons procéder main tenan t à l'exposé de r interprétat ion
hypergéométrique annoncée.

Dans l'espace à k + //. d imensions

[ [>i, . . . , .y//, (/^ . . . , / / / . , ( [ ,

considérons la figure variable à /' paramètres que d é f i n i t le système
des k équations

i 1^ (.ri, . .. , Xf,, u^ . . . , ///,, C,, . . . , C/,) :-= o,
(25) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^ ' ( F/,(.:ri, .. - , Xf,, u^ . . . , u/,, Ci, . . . , ÇA.) ===o

(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de /• coordon-
nées) : nous allons établir que cette jiffure varialde à h dimefino/is
admet, en général, une eweloppe à ^:+//—! (lifnem'iofis, (lonf VécfUd-
tion réduite,

(9,6) 12 (.r,, . . . , .r//, i i ^ , . . , f//,) •:=: o,

s'obtiendra par //eli/nination. (les parafnètf'e.s Ci, . . ., C/, entre les k équa-
tions (2.5 ) et, la. relation

(.7) ^^':^^() (Lii , . - . , L</.)

le système \ (25 )» ( 27 ) |, en g'énéral norm.alement résoluble par rapport.
à k -+- i des coordonnées^ dé/inim une caractérisiiqae à h. — f dimen-
sions ( '2)»

.1. Notre proposition est vraie pour h == i ( quel que soit /' ).
Considérons, dans l'espace a ̂ + i dimensions [,( .z', ^ 1 , . . ., ///. j (, la

P ) A. cause de l\;(|uîuion ^'27}, c<tllft élirniitaîjon ne peut «^effectuer par ia résolu-
lion des équations ('/o ).

( s ) Voir les c<»s parlicdlicrs eues duns l^fnl i 'oduction ( IE ! ) .
^/^/z. Èc. Norm., (3), XL!V. — MARS 1927. :IO
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l i g n e variable à k paramètres que déf ini t le système

( Fi 0, / / i , . . . , /.//,, Ci, . . . , G/,} = o,
(28) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( F/, ( .•r, u ^ , . . . , / /< . , C i , . . . , € / , ) = = o

(normalement résoluble par rapport à quelque groupe de k coordon-
nées ) : il s'agit de voir que cette l igne variable admet, en général,
une enveloppe à /• dimensions, touchant chacune des enveloppées en
un simple po in t , et dont l ' équa t ion rédui te s 'obt ient par P é l i m i n a t i o n
des paramètres C , , . . ., C/, ent re les /: équat ions (28) et la r e l a t i o n

(^ ' {){?^^^^^^^^ ^
(}(C^ . . . , C/,)

Or, en se reportant à la Théorie hyper^éométr ique des contacts , et
à la démons t ra t ion , développée a i l l e u r s ^ ) , d 'un cas pa r t i cu l i e r (/• :̂  2)
du point visé par le présent alinéa 1, ou aperçoit a isément q u e les
raisonnements exposés demeurent appl icables , rmitntù nuikindi^ pour
une valeur quelconque de /'. En conséquence :

Pour exprimer à l'aide des paramètres C , , . . ., (.̂  les coordonnées
d ' u n point variable de l 'enveloppe hypot iK^t ique , on s'assurera que,
dans le système [(28), (29)], certaines restr ict ions d ' inéga l i té , dans
le détai l desquelles nous n 'ent rerons pas, se t rouvent sa t i s f a i t e s , et
l'on résoudra ce système par rapport aux / - + r coordonnées ,r,
^ i , . . . . i i / , . Les fonc t ions inconnues .r, / / , , . . . , u^ des var iab les
C i , . . ., C/, étant en nombre précisément égal à ce lu i des équat ions
finies auxquelles elles doivent sat isfaire, la non-existence de l 'enve-
loppe sera le cas exceptionnel, son existence le cas général , et son
équat ion réduite en .r, / / , , . . . , u, celle q u ' i n d i q u e l ' énoncé; cette
enveloppe, à k dimensions, louchera d 'a i l leurs en un s imple point
chacune des lignes enveloppées.

II. Notre propontion est vraie pour h > i (quel que soit k ) .

( î , ) Sur l'enveloppe d'une famille de lignes à deu.c paramètres (Nouvelles
Annales de Mathématiques^ novembre iû'23).
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Coupons en efTefc la figure variable ('25 ) à // . 'diniensiorss par une
figure (ixe à À'+I dimensions, •

( TI (\ri, . . . , .r//, / / i , . . . , a / , ) -= o,
(3o ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f W/,.. i0i, . . . , ,r//, (/^ . . . , d,;} =: o.,

arbitrairement choisie sous la seule res t r i c t ion que l ' e n s e m b l e des
po in t s communs aux deux f igures soil 'une l i gne | c'est-à-dire que le
système des /•-(- / /—i équat ions (25) et (3o) soil n o r m a l e m e n t réso-
luble par rapport à quelque groupe de / • + / / . - — :i coordonnées ) . Si,
dans les /* équa t ions ( 2 5 ) , nous remplaçons / / . — i des coordonnées
par leurs valeurs tirées de (3o) en fonct ions des /•-+-[ coordonnées
restantes, nous aurons, d a n s un espace a / ' + î d i m e n s i o n s ex t ra i t
de
( 3 ï ) [[.r,, . . . , ./•// , u,, ..., / / / , ] [ ,

une l igne v a r i a b l e d é p e n d a n t des paramétres C , , . . ., (;/,. En ver tu du
numéro précédent , pour que , dans l 'es j^ace ( 3 ï ) , la l i gne va r i ab l e
| (25), (3o) [ , (lui dépend des mêmes paramètres^ a d m e t t e une enve-
loppe a /: d imens ions , i l suflit que, dans l'espace a /--[-i d i r n e n s i o n s
extrait de (3î) , la l igne v a r i a b l e obtenue par la s u b s t i t u t i o n q u i v i e n t
d'être di te admette e l l e -même une enve loppe à /' d i m e n s i o n s : or,
c'est ce qu i a l i e u en général , en vertu de l ' a l i n é a I du présent
•numéro. L 'équa t ion de cette d e u x i è m e enveloppe s 'obt iendra d ^ a i l l e u r s
en opérant la même s u b s t i t u t i o n dans l ' équa t ion ( 2 ( i ) , que d o n n e l ' é l i -
m i n a t i o n de C , , . . . , (^ entre ( 2 5 ) et ( 2 7 ) : l ' a d j o n c t i o n , a l ' équa-
t ion (26) a ins i mod i f i ée , des A — i é q u a t i o n s (3o) f o u r n i r a donc la
première enveloppe, et le l i e u de cel le-ci , résul tant de l ' é l i r n i n a î i o n
des f o n c t i o n s a rb i t ra i res U ^ i , . . . , ^r// i , se t rouvera d é f i n i par l 'équa-
t ion ( 2 ( S ) te l le qu'el le1 est écri te.

Observons m a i n t e n a n t que ce l ieu, é t a n t c o n s t a m m e n t en symptose
avec la première enveloppe, laquel le est cons tamment , tangente à la
ligne var iable [ ( '25), (3o ) ' ) , ne pelît manquer , en vertu, du l e m m e !
(n° 34), d'être cons tamment t angen t à cette dernière. I l en résul te , en
vertu du n° W^ que la f igure f ixe (26 ) enveloppe la f igure var iab le (25 );
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la caractéristique, définie par le système des /'+i équations (25)
et (26), sera d'ailleurs en général à h— i dimensions.

40. Notons, en terminant, la remarque suivante :
L'entier h étant supérieur ou égal à i, si. l'on désigne par k1\ k ' 1

deux entiers (arithmétiques) tels que k ' - J ^ k r / = = k , et si, en t re les
A 4-1 équations (25) et (27), on élimine k" des paramètres, par
exemple G//.-,, . . . , C//.,/^/,, on obtiendra une figure variable à
7^4- h— ï dimensions, dépendant des paramètres C i , . . . , C//, et
constamment en symptose avec la figure à k 4- h — ï dimensions (26),
fournie par l 'é l imination de tous les paramétres.

CHAPITRE III.

EXPOSÉ OU 'RAPPEL DE PROPRIÉTÉS

DONT JOUISSENT, CERTAINS SYSTEMES PARTIELS DïJ PREMIER OKD'RE.

41. Les systèmes ci 11 premier, ordre auxquels fai t al lusion le titre
ci-dessus sont :

i° Les systèmes partiels du premier ordre linéaires par rapport aux
dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, et présen-
tant la structure de ceux que l'on considère dans la méthode d'inté-
gration de Jacobi généralisée ('').

2° Les systèmes partiels non linéaires du premier ordre n'impli-
quant qu'une seule fonction inconnue, et résolus par rapport à diverses
dérivées (premières) de cette inconnue.

4:2. Occupons-nous tout d'abord du premier de ces deux typeSy,ef

( 1 ) Ces systèmes peuvent impliquer un nombre queiccmque de fonciions nicoïunues.
Voir Les systèmes d'équations OLUX dérivées partielles., ï^W).
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con'sidéroiis, pour fixer les idées, le systènfe

(0

au
àx
au
ày
au
'c}z

à^

àx^̂
f

à^

as

àw
~àï
à^
ày
àw
7)z

= U,

= U,

== l̂

•V
— V ^

\!

=v,

=w,

-= Wy

-- w;

+S.,

+s,

4-S^

+S.,

4- Sy

-h-S,

+S^

-1-S.,

+ S,,

au
'as
au
"Os
au
"os

(^
Js

ôv
<ÀS-

(h'
â's

()w
1]s
<)w
7^
^(F

""7^

+T,

4- ï,

+ 'r;

+ T,..

4- -t1,-

+ T,

+Ï.»

-1- T,

-t- '1',

^M

7n
au
7)1
ou
"(H

f)v
IH

(^
ai

àv
TTi

()w
JT
()w
Tn
fhv
T}/1'1

?

9

•>

?

f

5

î

?

5

dans ces formules, «, c, «' désignent des fonctions inconnues de ,r, y,
;, .t, t., et.

U,, U, V,, V,,, Vy, V,, W.,, W,-, W,,
b .̂ , bj. , b^; , S ,̂ , 1 y , I, ^

des'fonctions analytiques connues de a;, y, z , s, t, / / , c, <p.

PREMÎÈBE PIÎ,OP!UÉTÉ. — L^ paswrfé du sysfMme ( ï ) , si elle a lieu,
entraîne, comme on sait, celle du ^ysièrne dIjférenUel total

as ^ àt ()u (h> - àw

W -

où .y, /, //., r,

.̂Ï^ ^

()S

^-~

(h
7)z ^"^

-s^,

-s,-,

- s.-,,

n1 dé si

àt
ôx

àt
"à y ~
àt
àz "r

gnent

^
- A ,̂

... , rv
- . i .y»

T —— 1.̂

cinq

ï

fonctions

à it
àx ̂

au
Jy ———

au.
"as ""

u,.,

Uy,

U.,

inconnues

à^
àÏ
à9
Jy

à.^
àz

==v^
^ v— v y,

— v— v ^,

d.e x, y ,

àw
àx
àw
Jy^

àw
Js"

Z^).

w.,,

W,,

WY ' -Sï

( t ) Si, dans 110 systèrïte partîci du type actiielicmen.l consîdéî'é, les é^ui'ti'ions soru
en ïicxême nombre que !es fonctions inconnnes., le système total c|u\)r)i iin fait, ainsi
correspondre est un système d'équations diÛ'émiliclIes ordinaires.
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DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — 'Les phases smg'ulières du groupe des seconds
membres sont fournies^ dans le système ( î ) et dans le système ( 2 ) , par
les extrémités finales des mêmes arcs.

A. Considérons nue phase singulière du groupe des seconds
membres de (î), fournie par un arc, A, dépendant de certaines indé-
terminées (réelles), et supposons pour .un instant qifelle ne soit pas
une phase singulière du groupe des seconds membres de ('2). En
vertu de notre déf ini t ion du n° '^5, les seconds membres de ( i ) sont
calculables par ch.emineine.nt sur l'arc A tant que Fon s'astreint, pour
chacune des indéterminées dont il dépend, à faire exclusion de la
valeur finale, et, dès lors, il en sera de même pour les dérivées de ces
seconds membres, no tamment pour

^•l ^Vî S .3 , t^:7 "ly, T^,;

puis pour
an rp au \ ()u ()uÎ J -+. S ' -4 T i/u ^ uli T <}u, ^-+- ̂  , -i- l^ — —. ̂  , — 1^ ,^ ^ ^ > _ ^ ^ _ j^^

(•U.+S.^+T.^^S,.^-^^,\ • - as } ai ) ' ()s } ^/ '

(lJ;+S^+T^)-S.^-T,^,\ ^ " au " as " ai

c'est-à-dire pour U.,, U,, U,. La même chose a lieu, semblablemeni , ,
pour V,, V,, V,, et enfin pour W,, W,, W,. Elle a donc lieu, , en résumé,
pour les seconds membres de (2). Cela étant;, si. le groupe de ces seconds
membres était calculable par cheminement sur l'arc A jusques et y
compris l ' i n s t an t final,, d'où résulte mani fes tement que la même chose
aurait 'lieu pour les seconds membres d'e (î), l 'extrémité finale de
l'arc A ne fournirait pas une phase singulière du groupe que forment
ces derniers, ce qui est contraire à l'hypothèse.

B. Inversement, considérons une phase s ingul ière du groupe des
seconds membres de (2), fourn ie par un arc, A, dépendant de certaines
indéterminées, et supposons pour un in s t an t qu'elle ne soit pas une
phase singulière du groupe des seconds membres de (i)..En vertu de
^otre définition du n° -25, les seconds membres de (2) sont calculables
par cheminement sur Parc A tant que l'on s'astreint, pour chacune des
indéterminées dont il dépend, à faire exclusion de la v a l e u r finale, et,
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dès lors, il en, est manifestement de même pour les seconds membres
de ( s ) . Cela étant , si le groupe des seconds membres de { i ) était
calculable par cheminement sur l'arc A jusques et y compris l ' instant
f ina l , on voit, en ra i sonnant comme nous l'avons fait plus hau4
qu'i l en serait de même pour le groupe des seconds membres de (2) .
L'extrémité f inale de l 'arc A ne f o u r n i r a i t donc pas une phase sin-
gulière de ce dernier, ce qui est contraire à l'hypothèse.

^.i. Considérons m a i n t e n a n t un système non l inéaire du p remie r
ordre n / i inp i iquani ' q u ' u n e seule fonc l ion i n c o n n u e , u, et résolu par
rapport à diverses dérivées ( ' p r emiè re s ) de cette i nconnue . Nous
supposerons, pour f ixer les idées, que // dépend des cinq variables Xy
y , ^, .y, /, o(: que le système es! résolu par rapport aux trois déri-

Ou ou. ou i < . i i î ' • ' < i ^u auvees -Y--? — î — : en adoptant, pour les deux dérivées restantes -y-? ",-?àx Oy Os ' ' ! ()s (H
les notalions respectives //.y, / / / , il est de la forme

Ou
Ox M^.r. ̂ ^ ^ / /. u^ u l ) .

,. 1 <)u( o ) ( -.-- -== S,\( ,r. ' y , î , .s', / , / / . , (i,^ Ut

où F,,,, V y , l'\. dés ignent trois composantes analyt iques connues.
En même temps que le système partiel (3 ) , considérons le système

total auxi l ia i re
, <)s <ÀI^. <)t _ ()P^

ÔX '"" ( ) U s ÔX <}u/

ôs _ ^F.y (H _ ^y'
<)y ù u s î ^Y ( ) i t f
^Àv ()\^ <)t ()F^

ou
1)x''

ou
ô y '

1 ou

p ^ O^y an.. (^x à'F^ ou, ()¥^ ()V^
: b ̂ — U , •—— — U/ ——•'ii î -,-11 '1-1- == "•,— -h -r--'1 lis) •T- ̂  —»•;"" "4"' ~T~1111 u^Ou y Ou( Ox Os Ou Ox Ot Ou

O^y 0V, ' Ou, O^y OVy 0 u, 0¥,. ()¥ y: y y— / / y --— — /// 1 1 -1 , ,1 1 -1 - •> ~— -:= --"— -h —— u^ -—- =- 1 ' 1 ' . , 1 1 - 4" —- u^
•' 0 (1 . , Oui Oy Os Ou Oy OL Ou

Ol7.. 0¥. Ou, 0¥~ 0\^. Ou, OV^ . OV^
j^, ,„„. ( / , ^—: .-...„.. (^ ^ . . . . ^ , ...-. • r̂ .-——. -1- - - . - 1 1 ^ iif; -. :l=. •—, 4" "•. ' -1- / / / ,

Ou, Ouf Oz 0^ Ou àz 01 Ou
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où A*, t, u, //,,, Ut désignent cinq fonctions inconnues de .r, y , z, et qui
se déduit de (3) par un mécanisme évident ( ' ).

Les systèmes (3) et (4) jouissent l'un par rapport à l'autre de pro-
priétés toutes semblables à celles que nous avons exposées au numéro
précédent pour les systèmes (i) et (2").

44. PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — La passivité du système (3), si. elle a l ieu,
entraîne celle du système (4)-

I. Considérons actuellement le système partiel linéaire du premier
ordre

(5)

(6)

(7)

à Us
àx
à Us
"(j'y

à i ( s
\ ~ôz •

à Ut
àx

àut
^y
àuf
7z

^ = F
àcc
au
ày
au
chT

as
àF^
~^-

ÔF^
'~d7
ÔF^

ÔL

^
'' ~JT

à¥,.

-+-

àt 4-

^
à a

<)F,-
"Ott
<)^
7}u

^
au

^
' au

^

», ̂

Of

Ui

au

IV

,̂
s à Ug

()¥v
5 ~àu,
àF,

s^

- Ut

- U t

- Uf

Uf+-

à F. àF'x au y àî'^ au
à ai àtou s as

()^y OU s

( ) l l ^ ()S

(}F,, ôus
OU,s. {)S

(}^X ^^l

à Uy as
à^_àui_
à Us as

àFz au/
à u^ as

( } F , - au,
oui ôt,
à¥^ ôu,^
Tui ^TH '
^ àu^
~àu^ àt 5

ô¥v àa!
au/ àt
à¥^ àui+ ̂  -^ ;

ou. à^ ̂  ou
as àui àt '

à¥^ , àF^
au/

€^'
à Ut
(W^
àut

à Us
à¥^
au,

^r,

au s

/)F,. ou
au, a i 7

ou
~às
à u
•^

à¥. au
à Ut ôt

Le système linéaire [(5), (6), (7)], impliquant les fonctions inconnues
u,u,, ̂  des variables indépendantes x , y , z, ,y, /, et présentant la struc-
ture de ceux que l'on considère dan s la méthode d ' intégrat ion de Jacobi
généralisée, est, au point de vue de l 'intégration, une conséquence

( 1 ) Dans le cas où le système actuel lement considéré ne comprend qu/une seule
équat ion, le système total auxi l ia i re qu 'on kii fait a ins i correspondre est un système
d'équat ions différentielles ordinaires*
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évidente du système (3) : à toute intégrale ordinaire ( '), fi, de celui-ci,
il suffit en effet d'adjoindre les deux fonctions ii,.= —? //,,== — pour
avoir un groupe d'intégrales ordinaires de [(S), (6)^ (7)]. Nous
appuyant sur cette propriété, nous établirons que la passivité du
système ( 3 ) entraîne celle du système [ ( 5 ), (6 ) , (7 ) |, laquelle entraî-
nera, à. son tour, la passivité du système (4) : a insi se trouvera établie
la propriété qui. fait l'objet du présent n0 ^i.

IL F()nnntù)ii des conditions de passivité du système \ ( / ) ), ( 6 ), ( 7 ) |.

— Pour former les condit ions de passivité du système [ (5 ) , (6), (7) |,
il suffî t d 'adjoindre aux équations qui composent le système celles
qui s'en déduisent par toutes les différentiat ions premières possibles,
et d 'é l iminer entre les équations du système résultant toutes les
dérivées pr inc ipa les du. premier et du second ordre. Aux diverses
dérivées cardinales,

d" uà^u
àx à y '
^2 t t ,

<)x à y
(F a/

àx à y

d" u
7)x~()z

('y1 u.s
()x <)z
à2 u,
àx àz

7

î

?

(^ U

à7Sz

<)2 u,
()y ôz

à^f/t
ôy ()z

.̂.̂ ,

('y1 u.s
'(JaTôz
à^i,
àx àz

correspondront respectivement des condi t ions de passivité ayant la
forme .

I . au an
A^^-t-A,,/.^. • A .

/ „ . à a , au
( ( s ) ' A - ̂ A,,..;,/ i, + ^x-.,u -"-= o,

. <)u , (}u , .A,^^-4-^^+A,,.,,,::=o;

. (ÎU^ . ()U^ .A,,..,-^+A.,,,,^--.+A,,,,,=o,

(9) A..^^
>s </ï

A,-,,

. ( ) l { v .A,,,^+A,,

ÔU<{ .A\^~^ -4- ^y^=:o;

( l } Voir !'l i i tr 'odnctioti, V.

Afin. /•'c. .\ori}i., (:;), XLIV, — MARS if):<7. l 1
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àiif au/, <7^/ , f/M/ .
A^,, - . - 4- A,,,,,, — + A^,^ = o,^-^.w-^

ÔUf . 6^

^ -hÀr-^
* ^w / l </"/ AA.^.- '+A.^.+A^^o,

(^/ , <^</. (7^/ ^</
A,, -4 -A , - ^A,,^=o,,,^^_^A,,^

où les A (il n'y en a que qu inze en tout) désignent certaines expres-
sions composées avec les coefficients du système linéaire [ (5 ), (6), (7)]
et leurs dérivées partielles du premier ordre, et ne contenant, par
suite , que .r, y , j, .v, ^ //, //,, / / / .

III. ÎM passivité du système (3) entraîne celle du système [(5), (6) , ( 7 ) |,
ou, en d'autres termes, la nullité ident ique des quinze expressions A.

Les valeurs numériques . in i t ia les de .r, r, j, .v, /, / / , //.,, / / / étant
choisies à volonté dans les l imites où les seconds membres de (3) sont
tous analytiques et réguliers, considérons l ' in tégra le o rd ina i re , //,
du système (3) qui répond à un choix complètement arbi t ra i re

. des valeurs numériques initiales des dérivées paramétriques de //,
dont l'ordre est supérieur au premier (ce choix étant assujetti à'
la seule restriction que la détermination in i t i a l e de // a i t un dévelop-
pement convergent). En vertu de la passivité de (3), l ' intégrale dont
il s'agit existe effect ivement, et, en lui adjoignant les deux fonc-
t ions (i,-== ^-5 / / / = = ^., on obtiendra un certain groupe d'intégrales
du système [(5), (6), (7)]. Ce dernier système admet d'a/illeurs comme
conséquences nécessaires, au point de vue de l 'intégration (o rd ina i re ) ,

. ses propres conditions de passivité, et notamment les relations (9) ,
lesquelles ne contiennent que .y, y, ^, .y, /, //, //,, / / / , ^ ('--=== ^N)

^'^(^ ~às^t) : ii en résulfce q1^ ̂  relations (9) sont numér ique-
ment vérifiées pour les valeurs initiales de ces dix quanti tés , et par
suite, à cause du choix arbitraire de celles-ci, identiquement vérifiées.
On en déduit immédiatement , quels que soient .r,j, j, ,y, /, ̂  //,, //,,

A ̂  =r o, A,^f == o ̂  A.,.̂  ̂  ==• o,

A.̂ ,, --= o, A^f =- o, A,,.,-,̂ , =: o,

A,,.^.,==:o, A,..,^=:o, A.y^,,^==o.

Si l'on t ien t -compte maintenant des six relations fiffurant dans
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les deux premières colonnes de ce tableau, les relations (8') et (10}
deviennent

' A,,.,.,/, = 0 , ^,V5,U = 0 , A ̂  ,/ =Z 0

et '
A,yy,//( =^ 0 , A.,.,-,//, == 0 , Ar,-,^ -=. 0 :

ne contenant, dès lors, que .z", y, ^, .y, /, / / , u^ Uf, elles seront numéri-
quement vérifiées par les valeurs initiales spécifiées plus haut de ces
hui t quanti tés, et, par suite, i den t iquement vérifiées.

IV. La passùité du système parliel [ ( 5 ), ( (> ), ( 7 ) j entraîne celle du
système total ( 4 )•

Voir Les systèmes d'équations aux dérù'ées partielles, n° ÏW, I,
etn0^):}.

V. L'exactitude de notre énoncé général résulte du s imple rappro"
chemeni des alinéas 11,1 et IV.

•V). DEUXIÈME PiîOPRîÉTÉ. — Les phases singulières du groupe des seconds
membres sont fournies^ dans le système ( 3 ) et dans le système (4), par
les extrémilés finales des mêmes arcs.

I . 'Cons idé rons une phase singi ï i ière- du groupe des seconds
membres de (3), fourn ie par un arc, A, dépendant de certaines indé-
terminées (réelles ), et supposons pour un in s t an t qu'elle ne soit pas
une phase s ingul ière du groupe des seconds membres de (4') . .l^n
vertu de notre définit ion du n" 25, les seconds membres de ( 3 ) sont
calculables par cheminement sur l'arc A tant que l'on s'astreint, pour
chacune des indé te rminées dont il dépend, à faire exclusion de la
valeur finale, et, dès lors, il en sera de même pour les dérivées pre-
mières de F,., ¥ y , F,-, puis pour les divers seconds membres de ( 4 ) .
Cela étant, si le groupe de ces seconds membres él'ait calculable par
cheminement sur l'arc A jusques et y compris l ' instant final, la même
chose aurai t l ieu pour tes fonct ions '

/ /r. ^x ^\'\ àF^ âF^^x—f^ Y- - ̂ -f- -+- a,——' 4- ^/—^
\ \ Ôlf^ OU.t ) (rU^ ( } l l t

/ s 1 /,. OPr àF,. \ ^F. ()F,( i l ^ [ b y — ̂ , ••--— — ///, —— 4- //,. -Y--- 4- i / ( --F1-.j \ , àifs àu[ J au s aut
/„ <JF, àF, \ â¥,. àF,[y:,—/^j— — u i — — -\- a s-Y- 4- Uf—— ,

\ \ ÔUs OU{ j ÔU^ ÔUi
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c'est-à-dire pour les fonctions F.,, F^ F,, : l'extrémité finale de l'arc A
ne fournirait donc pas une phase singulière du groupe des'seconds
membres de ("3), ce qui est contraire à l'hypothèse.

..l,^ï

II* Inversement, considérons une phase singulière du groupe des
seconds membres de (4)? fournie par un arc, A, dépendant de cer-
taines indéterminées, et supposons pour un instant qu'elle ne soit
pas une phase singulière du groupe des seconds membres de (3). En
vertu de notre définition du n° 25, les seconds membres de (4) sont
calculables par cheminement sur l'arc A tant que Von s 'astreint, pour
chacune des indéterminées dont il dépend, à faire exclusion de la
valeur finale, et, dès lors, il en est de même pour les fonctions (n),
c'est-à-dire pour F;,,, F,,, F,-. Cela étant, si les fonctions F.,., F,., F,,
étaient: calculables par cheminement sur Parc A jusques et y compris
l'instant final, la même chose aurait l i eu pour leurs dérivées premières,
et par suite pour les divers seconds membres de (4) ^ l 'extrémité
finale de l'arc A ne fournirait donc pas une phase singulière du
groupe formé par l'association de ces derniers, ce qui est contraire à
l'hypothèse.

CHAPITRE IV.
IISTÉGlU'LES SINGULIÈRES;

LEUB IIECHEÎÎCHE DANS LES SYSTEMES PASSIFS DU P R E M I E R O R D R E

DONT L'INTÉG'RATION SE RAMÈNE A CELLE D'UN SYSTÈME TOTAL.

Figures intégrales singulières.

46. Considérons un système'quelconque d'équations aux dérivées
partielles dont les premiers membres soient analytiques et tes seconds
membres nuls ; désignant par x^ y, . . . les variables indépendantes,
et par //, <', . . . les fonctions inconnues engagées dans le système^
nommons groupe d'intégrales tout groupe de fonctions

U^y, ...), Y(.^y, . . . ) , . . . ,
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qui, substituées à / / , F, . . . y Éransfornient en identités les diverses
équations proposées, et envisageons, à l'exclusion de tous autres, les
groupes d'intégrales analytiques. Cela posé, une distinction essentielle
doit avant tout être faite-entre les divers groupes possibles de pareilles
intégrales.

Un groupe d'intégrales analytiques sera qualifié ^ordinaire, si l'on
peut assigner aux variables indépendantes quelque doniainede varia-
tion tel, que non seulement les» intégral es don t il s'agit y soient expri-
mables par des développements ( tay lor iens) const rui ts à partir du
centre (n0 J^ ) , mais que, de plus , leurs valeurs, prises conjointement
avec celles de leurs dérivées et dos variables indépendantes, restent
toujours intérieures à quelque domaine où tous les premiers membres
du système soient exprimables de la même manière ( ').

Un groupe d'intégrales analytiques du même système sera dit.nngu-
lier, s'il n'est pas ordinaire, ou, en d'autres termes, si, dans le domaine
de convergence du groupe formé par les déve loppements i n i t i aux des
intégrales, et aussi loin que ce groupe puisse être prolongé analyti-
q u e m e n t ^ les valeurs des intégrales, prises conjointement avec celles
de leurs dérivées et des variables indépendantes, ne sortent jamais
d'une région où, le groupe formé par l^associ-alion des premiers membres
cesse d^être régulier; d 'une région, no tamment , dont tous les 'po in t s
soient des phases singulières (•r)° ^û) de ce dernier groupe.

Il va sans dire que, lo rsqu ' i l , s'agit d'un système différentiel résolu
par rapport à telles ou telles des quant i tés q u i f igurent dans ses équa-
tions, les déf in i t ions posées ci-dessus condu i sen t à envisagerle groupe
formé par les seconds membres du système.

Désignant par h le nombre des variables indépendan tes x, y, . . . et
par k celui des fondions inconnues u, v, . . . , nous dirons qu'une
figure à . /^dimensions, définie, dans l'espace à h+k d imensions

[.z-, y , . . ., u, (-', .. . |j,

par un groupe réduit de k équations finies ('-'), est w\e/iyure intégrale
du système, si ce groupe réduit est résoluble par rapport aux k coor-

( 1 ) Voir Les systèmes d''équations aux dérivées partielles^ n0 98.
(2) Sur les principes fondamentaux^ etc., n0 20.
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données u, v, .. ., et que, après résolution, il fournisse un groupe
d'intégrales particulières de ce système; la figure intégrale sera dite
ordinaire ou singulière, suivant.que les intégrales particulières ainsi .
obtenues seront elles-mêmes ordinaires ou singulières ( < ) .

«

47. La substitution cTintégrales ordinaires connues dans les équa-
tions du système considéré (dont nous supposons les seconds membres
réduits à zéro) en transforme les divers premiers membres en diverses
fonctions composées des variables, des intégrales, et de quelques-unes
de leurs dérivées. D'après la définition même des intégrales ordinaires,
et entre les limites assignées par cette définit ion, les règles établies
pour la différentiation des pseudo-fonctions composées sont appli-
cables aux .premiers membres dont il. s'agit; d'ailleurs^ le premier

•membre de chaque équation étant ident iquement nul après cette subs-
titution, ses dérivées de tous ordres le sont aussi : en conséquence, un
groupe quelconque d'intégrales ordinai res vér i f ie , non seulement les
équations du système, mais encore toutes celles qu'on en peut déduire
par différentiation.

Cette conclusion est radicalement inapplicable aux intégrales s in-
gulières.

48. Il est essentiel, comme nous l'avons fait observer dans l 'Intro-

( 1 ) Dans son Ouvrage intitulé Leçons nouvelles sur V Analyse infinitésimale et
ses applications géométriques^ Méray considère certains systèmes d'équations aux
dérivées partielles du premier ordre qu'il nomme immédiats^ et il fait, entre leurs
intégrales ordinaires et singulières, la distinction que nous allons indiquer.

« Un système din'érentiel, dit-il, est immédiate quand toutes ses équations sont du
premier ordre et fournissent immédiatement plus ou moins de dérivées des fonctions
inconnues, exprimées en fonctions composées des variables indépendantes, décès fonc-
tions inconnues elles-mêmes, et de leurs autres dérivées. » (Première Partie, n° 335.)

« Les intégrales ordinaires d'un système immédiat sont celles dont les valeurs, à
elles-mêmes et à leurs dérivées paramétriques premières, associées aux valeurs corres-
pondantes des variables, tombent toujours dans des aires où les composantes des
seconds membres des équations du système sont toutes olotropes. Pour les intégrales
singulières, au contraire, les valeurs dont il s'agit sont touiours singulières pour
quelqu'une au moins de ces composantes. » (Première P'artie, n° 339.)

Nous avons, plus haut {voir la note du n° 25), textuellement reproduit la définition
que donne Méray des valeurs singulières d 'une fonction.
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duction, de ne jamais perdre de vue que'la distinction établie entre les
figures intégrales ordinaires et les figures intégrales singulières d'un
système d'équations aux dérivées partielles donné est toute relative,
nous voulons dire qu'une même figure intégrale peut être pour lui,
tantôt ordinaire, tantôt singulière, suivant la forme donnée au système.
Il est facile de mettre cette relat ivi té en lumière par des exemples.

,1. Considérons l 'équat ion différent iel le

( i ) y"1— ix\!'y y1 + 4 y \/y :::= o, " .

on y désigne une fonction inconnue de la variable indépendantes, et
y7 la dérivée première der . En se reportant à la théorie classique de
la fonction radicale , on voit que son premier m.ernbre ne peut admettre
d'autres phases singulières que les systèmes de valeurs de x, y ^ y ' où, r
a la valeur zéro, et que la fonction y == o, intégrale évidente de 1/équa"
t ion ( ï) , en est 'une intégrale s ingulière : or,1 el le devient ordinai re , si
l 'on écrit l ' équat ion ( ï ) sous la forn'H;

( % ) j^—^r^y— ïv^o,

puisque le p remier membre de (2) es tune fonction entière de x,y,y\
considérés pour un instant comme trois variables indépendantes dis-
tinctes.

,1.1. Considérons l 'équat ion aux dérivées partielles

( 3 ) (ï + p ' 1 + rf) ̂  — R 2 == o,

où R désigne une constan te, s une fonction inconnue des deux variables
indépendantes x et y , et/?, q les deux dérivées premières de z rela-
tives à «r, y respectivement. Elle ne peut évidemment admettre aucune
intégrale singulière, puisque son premier membre est une fonction
entière de ..r, y, ,j, / ) , y, considérés pour un ins tant comme cinq.
variables indépendantes distinctes; les intégrales évidentes;? == ±IÎ,
et les intégrales z = \/!î2— ( y — C)2 (C constante arbitraire), dont il
est facile de constater l'existence^ en sont dès lors des intégrales ordi-
naires.
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Résolvons maintenant l'équation par rapport àp; elle deviendra

y/R2^!-^2)^( 4 ) p - -

Si on la considère sous cette nouvelle forme, on voit que la fonction.
figurant dans le second membre ne peut avoir pour phases singulières
que les systèmes de valeurs de q, ^ pour lesquels on a, ou bien z = o,
ou bien (i + y2) z^ = Iî2. La fonction z = o n'est manifestement pas
une intégrale de l 'équat ion (3). D'autre part, la relation (14- y 2 )^ 2 === R2

avant, d'après (4)? p === o pour conséquence nécessaire, on se trouve
ramené, dans la recherche des intégrales s ingul ières de (4)? à intégrer
le système

p =. o , ( i -r- y'"' ) ̂  — R2 =-~ o,

c'est-à-dire à intégrer Inéquat ion difïerentielle

(i-j- q^^—R^^o,

où 2 désigne une fonction inconnue de la seule variable indépendantey,
et y la dérivée première de cette fonction 5 ou bien enfin, en posant
z^ = ̂  à intégrer l 'équation différentielle

^=^R^r-7.dy v

En désignant par C une constante arbitraire/ l ' intégrale générale de
cette dernière est donnée par la formule

^ R — — t y - C ) 2 ;

il existe en outre pour elle une intégrale s ingul ière , r — 1P : on en
dédui t pour z les valeurs

^ ̂  ̂ R2"zr(y~z~cy, z = ± a.

Ainsi,, l'équation (4) admet, comme intégrales singulières, ces
diverses fonctions, que nous avions constaté être, pour l'équation (3 ),
des intégrales ordinaires.

III. Proposons-nous de rechercher, s'il en existe, les intégrales
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singulières de l'équalion aux dérivées partielles

( 5 ) . p ( ̂  — ^ ) -+- g (.z-j + s ̂ ^?q^r^-^) ̂  Q ^

où z, p , y ont les mêmes signif icat ions respectives que dans l'exemple
précédent. Ayant pour premier membre une fonction ent ière de

' «z>» .}S ^ p , < î , y ' ^ + y 2 — ^ % elle ne peut admet t re d'autre intégrale
s ingul iè re que celle qui . seraitfournie par la relation .r2 +y2 •— ^ == o :
or, on constate sans peine que cette dernière vérifie l'équatioïl ( 5 ) ;
elle en est donc une intégrale s ingul ière .

11. va sans dire que, pour l 'équation (5) rendue rat ionnelle, celte
' même intégrale serait o rd ina i re .

,1¥. Considérons l'équation aux dérivées partielles

( 6 ) ( z -— p x — yj' f — p 4- ff •=-. o.

Elle n 'admet évidenimeul, aucune intégrale singulière, puisque sou
premier membre ,esl une fonction ent ière des quan t i t és a ' , y, s, p , y ;
eu part icul ier , les intégrales évidentes .;? = C(.r+;r) ( G constante
arbitraire] en sonl. des intégrales ordinaires.

..Ecrivons m a i n t e n a n t l 'équation sous la forme

( 7 ) z — pœ — q y — \ / p — q :=: o.

Le premier membre de ( ' 7 ) ne peut avoir d'autres phases singulières
que les systèmes de valeurs de x, y , ̂  /^ (f pour lesquels on ap =- r/;
on se trouve donc ramené à intégrer le système des deux équations

z— p .y — q y = o, p — q == o,
ou
(8) z ^ p ^ + y ) , c/ •==:?.

De la première équat ion (8) on tire

(9) 2= (.r+j)(.s

où F désigne une fonction arbitraire de la seule variable y; en portant
cette valeur dans la. deuxième équation (8 ) , elle devient

/ . elv dvp -^ (.̂ . -4- y ^ ...... ̂  p Q^, ,, . ̂  Q
^y <r

Ànn. Ec. /Vorm., (3), XLIV. — MARS ÏQ'^. Î 2
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d'où l'on tire ^ == C (constante arbitraire), puis, par substitution dans
la formule (9)5 ^ == C(^+j).

Ainsi , l'équation (7) admet comme intégrale singulière l'expression
3 == GC^+j), que nous avions constaté être pour (6) une intégrale
ordinaire.

49. On peut, d'une manière générale, observer que tout système
dont les premiers membres ont la forme entière par rapport aux fonc-
tions inconnues et à leurs dérivées de tous ordres (les seconds membres
étant nuls) ne peut, tant qu'on la considère sous cette forme, admettre
aucune figure intégrale singulière. 11 est manifeste, en effet, que les
phases singulières du groupe des premiers membres ne sont, autres
que les phases singulières du groupe de leurs coefficients : les rela-
tions (non identiquement vérifiées, s7!! en existe) que l'on est conduit
à adjoindre au système proposé pour la recherche de ses intégrales
singulières ne peuvent donc contenir que les seules variables indé-
pendantes à l 'exclusion des fonctions Inconnues et de leurs dérivées,
ce qui entraîne la non-existence de toutes intégrales singulières.

Il convient d'observer enfin qu'un système d'équations aux dérivées
partielles ne possède pas nécessairement d'intégrales s ingul ières ,
alors même que les relations que l'on est conduit à lui adjoindre pour
la recherche de ces intégrales contiendraient, avec ou sans les variables
indépendantes, les fonctions inconnues ou leurs dérivées.

Considérons, par exemple, l'équation différent ie l le

(10) y ' ==—x 4- \j x1 -+• y .

Si elle admet une intégrale singulière, cette dernière vérifie forcément
la relation
( l ï ) ^ y--h^^: o,

et l'équation (10) se réduitdès lors à y ' == — x ^ alors que l'équation (i i )
donne y ' = — ix. Il est donc impossible que l'équation (10) admette
aucune intégrale singulière.

50. Les systèmes passifs du premier ordre dont les intégrales sin-
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gulières const i tuent Fobjet du présent Chapitre peuvent se répartir en
trois catégories que nous examinerons successivement :

1° Les systèmes passifs d'équations d i f férent ie l les totales du premier
ordre.

2° Les systèmes passifs du premier ordre ayant la forme linéaire par
rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et intégrables par la
méthode de Jaco.bi généralisée.

3° Les systèmes passifs et non linéaires du premier ordre n ' impli-
quant qu 'une seule fonction inconnue.

' Systèmes passifs d'équations différentielles totales du premier ordre.

51. Soit, comme au. n0 33.,

(Q (^=F^(.r,,. . . , .r,,^,... , / / ,)

( (i^ î , 2, . . . , /-;y-: ï , ' ï , . . . , //.)

un système /^/.^(/"d'équations di t ïerent ie l les totales du premier ordre;
1 e s va r i a 1) 1 e s i n d é p e n d a n t e s q u i s'y t ro u ve n t e n ga gé e s é ta n t e n n o m h re//,
et les f o n c t i o n s i nconnues en nombre /.', les intégrales analyt iques ,
tant o r d i n a i r e s que s ingul iè res , du système ( i ) sont d e s ' l i g u r e s à
h d imens ions , situées dans,l 'espace à/ /+ /"dimensions (réelles ouima.-
ginaires) I [ . r i , . . . , .r// , / / , , . . . . ///..] L Dans la recherche de ses inté-
grales é ' ingulièreSy la méthode ci-après indiquée permettra souvent de
réaliser un notable progrès.

Se reportant aux conc lus ions f inales du n10 33 sur les phases singu-
lières des seconds membres d 'un système total passif, on. formera les
équations intégrales générales du système (r),

I.î ( .2*1, ..., .r/,, u^ . . . , u/,, G,, ..., G/,) ;.:= o,

4(,ri, . . . , .Xf^ u^ . . . , i(,^ C,, . . ., Cf.) ::= o,

auxquelles on adjoindra la r e l a t ion

^( in . . . , i/.)
'̂ll(C7:'l'7::"i7c7) - 1 1 - 0 1
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En é l i m i n a n t , si possible, entre ces/ '+i relations, l 'une des cons-
tantes arbitraires, C/, par exemple, on obtiendra, dans l'espace à h -+- k
dimensions, une famille de figures à h dimensions, dépendant des
paramètres C^ . . ., C/,,..,, et dont tout point sera, sauf vérification, une
phase singulière du groupe des seconds membres F/,y. On tâchera alors
d'apercevoir si l 'attribution à C, , . . ., C/,_, de telles ou telles valeurs
convenablement choisies peut fournir des figures intégrales do sys-
tème ( ï ) ( 1 ) .

Systèmes passifs et linéaires du premier ordre
intégrables par la méthode de Jacobi généralisée ( ' ) .

â'2. Pour fixer les idées, considérons le système

, à v
~àx

0)

()w
àx

au
ôx
au

< Jy

<)u
6b

àv
jy

^

àz

àw
Jy
àw

, ~àz

= V»

== l.),.

== u,

- v^

= v-1

=v.

=w,

= w,

= w;

+s.
ÔS

p ()u
+ b- ̂
4- S^

()s

o à^+ ̂  y-<)s

(. à^-h S,. —
• OS

, ^
•-t-~ ^z -r()s

+s^
/-, ()w+s'^

4-S-,^
os

„. < ) l l
-+- 1 x -•i, '<)t

.„ au+ 1 , ^ ,

rp OU- 1 - 1 , ^ ,

r,, à\'

+1^'

.p ^C

4- l• ]^'

+ T ^
" ^<;

rn <^('r''^^ -
m ^^'

+ l ' - j71

rn ^W
+I^;

( 1 ) Dés i<S()4, dans urî Chapitre des Leçons nouvelles^ etc , consacré à l'étude des
systèmes passi fs d'équations diiïérentielles totales du premier ordre, Méray a donné
l'indication de ce procédé (voir la première Partie de l'Ouvrage; n0' 381 38'â, 383 et
408) : toutefois, le manque de précision des énoncés qu'il formule, l'insuffisance et
l'oiîscurité des raisonnements qu'il expose, en laissaient, selon nous/l'application fort
incertaine.

(^Voir Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n0 206.
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dans ces formules, //, r, w désignent des fonctions inconnues de x, y,
-J y S y t. CL

(9) i u-' u." IL- v." v- V,, W.,, W,, W,,
' S,, S,, S,, T,, T,, T,

des fonc t ions analytiques connues de j", y , -s, .'>, t, u, c, w, ces der-
nières, (2), satisfaisant aux conditions voulues pour que le système soit
passif. Le nombre des variables indépendantes étant égal à 5, et celui
des fonctions inconnues égal à 3, les intégrales analytiques, tant ordi-
naires q u e s ingulières , du système ( i) sont des figures à cinq dimen-
sions, situées dans l'espace à hui t dimensions [[x, y, .;, s, t, u, v, \v~\\.
Dans la recherche de ses intégrales singulières, la méthode ci-aprèa
indiquée permettra souvent de réaliser un notable progrès.

Au système part iel donné on fera correspondre, comme au 11° 4-2, le
système total auxi l ia i re

1 ()s — c ^ _ ^ ^/ ri <)v v <]{v -^
^———b ï" <7r——— l• r ' ^=l)^ ^•==v-" ^=wx'^i^-5- ^-T]' ^u" ̂  ^=^
È-^ ^-^ ̂  È--- ^=^

impliquant les cinq fonctions inconnues .y, t, n, c, H' des variables x,
y , s, et jouissant, vis-à-vis du système partiel, de la double propriété
qui fait l/objet du n0 42, savoir : i° la passivité supposée du sys-
tème ( r ) entraîne celle du système (3); 2° les phases singulières du
groupe des seconds membres sont fournies , dans le système (i) et dans
le système (3), par les extrémités finales des mêmes arcs.

On formera alors les équations intégrales générales,

I,(.-z;, j, -;, s, i, u, ^ (P, a, ;6, y, ô, A ) =o,

4(^, J, z, •^ ^ u, v , w, a, p, y, ô, A ) = o,

U.-^ y, z. -^ ^ ^, (;. ^, y-, ̂  y. 0? ^ ) = o ,
I/^.z^j, 5, A-, ^ / / , v, w, a, p, y, o, À)=:o ,
I,.,(.r, y, ^, ,̂  / , ^ / , ^, w, a, p , y, o, }.) zz-o,
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du système total auxiliaire passif (3), auxquelles on adjoindra la
relation

^(In ̂ ^JJ ̂
^'(a1:^ ^/^Y)---" -

En él iminant , si possible, entre ces six relations, trois des cinq cons-
tantes arbitraires-a, |3, y, O^À, par exemple y, o, À, on obtiendra, dans
l'espace à huit dimensions, une famille de figures à cinq dimensions,
dépendant des paramètres a, [3, et dont tout point sera, sauf vérifica-
tion, une phase singulière pour le groupe des seconds membres du
système total auxiliaire, donc aussi du système partiel proposé. On
tâchera alors d'apercevoir si l 'attribution à a, j3 de telles ou telles
valeurs convenablement choisies peut fournir des figures intégrales
de ce dernier.

Systèmes passifs et non linéaires du premier ordre
n'impliquant qu'une seule fonction inconnue.

53. Désignant par a la fonction inconnue, supposons, pour tixer les
idées, qu 'el le dépende deà cinq variables .r, y, ^, .v, ^ et que le système

r * , . ï , , ' 1 , ' , » <)U () U 0 f(. ipropose soit résolu par rapport aux trois dérivées —,—,—: en adop-

tant, pour les deux dérivées restantes —^ ^M? les notat ions respec-
tives Uy, u^ il est de la forme

^ =^(^7, ̂  s, t, if, u^ Ut),

au ,,,( ï ) ^ , = r y O7^ y . ^, s, i, //, £/,, ai ),
au
àz '• F =(^ , y, z , s , £ , u, 11,, iit},

où F,,,, F^, F,, désignent trois composantes analytiques connues, satis-
faisant aux conditions voulues pour que le système soit passif. Dans
la recherche de ses intégrales singulières, la méthode ci-après indiquée
permettra souvent de réaliser un notable progrès.

Au système partiel donné on fera correspondre, comme au n° ̂  le
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système total auxiliaire '

/ ^-.—^ ^L—^.^
i àx à Us àx à Ut

()s _ ^y ât „ ^ '
6^y .̂y 5 Jy (^z^

6^ _ â¥^ àt _ âF,,
àz àu^ àz ( ) t < i

()u ^ â¥^ ()F^ ou, ()F^ (}F^ ( ) U f à\\. ()F^
— :-= V — u^ ——- — //( •"——• ? '-.--'- r_- —— 4- ——— If^ -—= —— -h- ——- K { , ,
ÔX ( ) Us < ) U t (}'T </V ()U ( ) .Z ' (H Ô l l

au _ ()¥v f)'Fy ()u, JF,. ÔF, ( ) U ( <)^y ^Fj
^>~-^)•~^^; "^^77 I)Y :~~ "^ •4--^-^ J y ' ^ " ^ ^ ' an uh

ait _ ^_ ••<) j^ ^^.-•—^ ^K àl'( ^ . ^.̂ ̂  A,̂  _ ^^ .,̂  _ a, ̂  ,. ^^ -= -^ "I- .̂ //,, •j^ ̂  -^ ~\- -^

impl iquant les cinq fonctions inconnues s, t, u^ n,, /^ des variables ,r,
y, :?, et jouissant , vis-à-vis du système partiel, de la double propriété
q n i f a i t l'objet des n0*' 44 et, 45, savoir : 1° la passivité .supposée du
système ( ï } en t ra îne cel le du système ( 2 ) ^ 2° les phases singulières
du groupe des seconds membres sont fournies , dans le système ( r ) et
dans le système (2) , par les extrémités finales des mêmes arcs.

On formera alors les équat ions intégrales générales,
I.i (;r, y, ^, A', t. u^ U s , u/, a, p, y, o, 7) "=~ o,
4(.r,y, z, ,v, t, u, u^ / / / , a, p , y, ô, A ) :=,:•: ô,

l;{(,r, y, ^, ,y, ^ , < / , «,,., / / / , a, ,6, y, o, X ) -=" o,

'4 ( 'z> ? . ) " ' ï G ï •<>> ï ^ ^^ ^.î 7 ^/, <^, ( 3 , 7 , o , 7. ) =:: o,
1s (.T, y, s, .î, < î , ^, ^,, </ / , a, |b, y, ô, Â)=:o ,

du système total auxiliaire' passif ( '2) , auxquelles on adjoindra la
rela t ion

.̂ili.lĴ J.:$J„Ii.̂ .!i.) ==o^^^.^,^..^-^.

.En é l i m i n a n t y si possible, entre ces six équations, les cinq constantes
arbitraires a, ?, y, o, A, on tombera sur une équation de la forme
(3) i l (.r, y , z , .y, /', u, u,, ^ / )==o,

dont toute solution numérique sera, sauf vérification, une phase sin-
gulière pour le groupe des secondsjnembres du système total auxi-
liaire, donc aussi du système partiel proposé. Considérant alors l'équa"
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tion aux dérivées partielles (3), on lâchera d'apercevoir si quelqu'une
de ses intégrales vérifie en même temps le système partiel pro-
posé ( i ) ( ' ).

( ï ) Voici encore un cas où la méthode exposée aux n03 51, 5â et 53 est applicable.
Considérons un système du premier ordre impliquant les k fonctions inconnues

^i,..., Uk des l -+-1 variables indépendantes x, y.j,..., y/, et comprenant m équations
de la forme ci-après indiquée :

î ° Ces équations, dont les seconds membres sont nuls, ont pour premiers membres
m. expressions linéaires par rapport aux kl -+- k dérivées premières des inconnues,
et les m{ kl -+- k -r- i) coefficients de ces expressions sont fonctions analytiques de A',
des y et des u.

'2" Les coefficients dont il s'agit peuvent se partager en deux groupes, dont le pre-
mier en contient /^-+- /; les coefficients du second groupe sont fonctions composées
des précédents, et cîiacwi d'eux résulte de la combinaison de ceux-ci avec une
composante indéfiniment olot'rope.

Un pareil système, S, étant donné, et les coefficients du premier croupi; étant res-
pectivement désignés par

Ai, ..., A/^ A/..^i, .... A/.+/,

on fera correspondre à S le système d'équations diiférenuelles ordinaires

( dut du/,-
\ ̂ —Al ==0> • • - ^-A/- ===0'

(a) {
1 ^i A ^yi A( ^^A^=o. ..., ^_A^=o,

impliquant les fonctions inconnues U i , . . . , M^yi,. . . , / /de la variable indépendantes;
dans le système S et dans le système (a), les phases sing-ulières du groupe des pre-
miers membres seront fournies par les extrémités finales des mêmes arcs. *

Gela posé, on formera les équations intégrales générales du système auxiliaire (a),
et, les seconds membres de ces dernières étant supposés nuls, on égalera à zéro le déter-
minant différentiel de leurs premiers membres, pris par rapport aux constantes arbi-
traires Ci, ..., C/c, G/C+Ï) ...,C/c+i. En éliminant, si possible, entre ces/ ' -4- - / 4-i
relations, / 4-1 des constantes, par exemple C/,, C/M-I, C/,-,,/, on obtiendra, dans l'espace
à À: -4- / -4- i dimensions

[[^ji,...,y/, Mi,..., u/,]],

une famil le de figures à / •+• i dimensions, dépendant des paramètres C i , . . . G/.-.-i et
dont tou t point sera, sauf vérif ication, une phase singulière pour le groupe des pre-
miers membres du système a u x i l i a i r e (a), donc aussi du système donné S. Toute
intégrale de ce dernier étant elle-même une f igure à / 4- i dimensions, on tâchera
d'apercevoir si l 'at tr ibution à Ci, .... CA.-I, de telles ou telles valeurs convenablement
choisies peut fournir des figures intégrales de S.


