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SUR LES

ET
PÀK M. DE SÉGUIER

L'étude des groupes linéaires conservant une forme bilinéaire ou
quadratique dans un champ de Galois^ a été faite d^abord par C. .lordan
dans son Traité des Substitutions^ puis par M. Dickson dans ses Linear
Groups. J'ai repris et poursuivi cette étude dans deux Mémoires du
Journal de Mathématiques (1916 et 1919) (1). Je voudrais ici montrer
comment, en partant des résultats obtenus dans un champ galoisien,
on peut faire l'étude des mêmes groupes dans d'autres champs. Je consi-
dérerai principalement le groupe hermitien dans le champ des nombres
réels et complexes et le groupe quadratique dans le champ des nombres
réels. On obtient ainsi en particulier très simplement les propositions
établies par M. Giraud dans le premier Chapitre de sa Thèse (2). On
pourra aussi consulter sur ces sujets les mémoires de M. E. Picard :
Sur les/ormes quadratiques binaires indéfinies à indéterminées conju-
guées (Annales de V Ecole Normale, 3e série, 1 . 1 . 1 8 8 4 ) et Sur les formes
auadratiaues à indéterminées conjuguées ÇAmerican Journal of Mate-
matics^ vol. 11 , 1889)*

I. — Préliminaires.?.

1. Je désignerai par 8 le champ considéré, par 8(u) = a7 le champ

( 1 ) Je renverrai au Mémoire de 1 9 1 6 par le nombre I, et à celui de 1919 par le nombre II.
An n° 44 du premier Mémoire, au lieu de « car les normalisants... », il faut lire « car,
pour ^ > s, Cv-H , | Ci est abélien dans B(^, T:), mais ne l'est pas dans C] (av, T:) ». -Je
renverrai aussi à mes Éléments de la Théorie des groupes abstraits par la lettre E, et à
mes Éléments de la Tliêorie des groupes de substitutions par la leUre 6'. Les notations

"non précisées dans ce qui suit sont celles de ces deux Ouvrages.
(2) Ânn. Ec. Norm^ 1915 .
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qui s^en dédui t en lui adjoignant la racine u d 'une équalion quadratique
irréductible danse, e t i çénéra lementpar^Iaconjuguée d ' u n e quan t i t é u
de a'. Si a est le champ x des nombres r a t i o n n e l s , s(u) varie avec u,
ce qui n'a pas lieu quand 3 est un champ galoisien ou le champ s)̂
des nombres réels. Dans ce dernier cas, 3' est le champ X', des nombres
réels et'complexes.

J'aurai à considérer certains groupes dont. les éléments dépendent
d 'un nombre fini de paramètres variant d'une façon con t inue , les para-
mètres du produit de deux éléments d é p e n d a n t analyt iquement des
paramètres de ces deux éléments. Je d i r a i qu 'un tel groupe ^{.paramé-
trique. Ceux dont chaque élément peut se réduire à, i par va r i a l ion
continue sans sortir du groupe, seront dits confinas, elles autres semi-
continus {^ ) . Il s^agit, dans ces définitions, de groupes abstraits (les
seules variables qui in terviennent sont les paramètres). Mais, aucune
confusion n 'étant à craindre, j ' identif ierai dans le langage les groupes
concrets avec les groupes abstraits isomorphes. On sait qu ' un groupe
paramétrique dépendant de / 'paramètres essentiels variant dans ̂  ou
dans x^ est toujours de la forme S,-G^, (x étant cont inu, à r paramètres
essentiels et unique dans F (je dirai que G est le dwiseur continu
maximum de F), les :̂, en nombres fini ou non (mais dénombrai) les),
ne contenant plus de paramètres variables, et les Qs, étant premiers
entre eux deux à deux (2 ).

M. Cartan a déterminé les groupes continus de ^\ et DL1 qui n'ont
aucun diviseur normal continua). Dans ce qui suit , il sera tenu compte
des diviseurs et groupes facteurs non continua aussi bien que des divi-
seurs et groupes facteurs cont inus . Les mots simple et isomorphe n^au"
ront donc plus le même sens que dans les travaux de Lie et de M. Cârtan.-

De même, le groupe d'une forme bilinêclire ou quadratique ne sera
plus, comme dans ces travaux, supposé cont inu.

Quel que soit 3, le groupe L(/r, 3) == LÇn) == L des substi tutions

( 1 ) Je prends ici le mot groupe dans le sens habituel (£., 8, 22) qui est un peu plus
restreint que celui de Lie.

(â ) LÏE-ENGEL, Théorie der Transformations gruppen, L I, Chap* XVÏll (p. 3i5-';h6,
33 ï-33-2) coll. Ch. 2L—BIANCHI, Lezioni sulla Teoria deigruppicofUinuifinitidi Trasfor^
mazioni^ § 30, 44, 46. Les raisonnements valent pour a)'Gi comme pour ^\.

(3) Thèse 1894, et Ânn. Éc. Norm.^ 1 9 1 4 .



SUR LES TRANSFORMATIONS HEHMÎTÎENNES ET QUADRATIQUES. S'I^

linéaires homogènes à n variables x^, . . . , x^ et à coefficients dans 3,
a évidemment pour diviseur normal le groupe U f ^ Q)=U(re)==U
formé de ses substi tut ions de déterminant i, et le groupe ©
des similitudes de U est normal dans U comme dans L. On voit
comme lorsque e est galoisien (S., 83) que U dérive des substitu-.
lions «//./.== ,x-7, Xi-r-\x^ ( z^À ' ; les variables non écrites étant inal-
térées}^ et que tout diviseur 1 normal dans U sans être 5© coïncide
wec U ( < ) . Donc U ] © est simple.

Je désignerai par ^(^5 s) == <(^') == -G '0(^5 s) == •o(n) === t), les
groupes déduits de L, [J respectivement en regardant les variables
comme homogènes. •t)E=^U © est simple (2) .

Si 3 est X^ ou x-/^ L est continu, d'après sa définition, et U l'est
aussi , d'après la forme de ses g'énérateurs u^_ C).

( l ) Une pelite modification doit être apportée ici à la preuve du lemme que si I
contient uu^ il contient U. On voit comme lorsque © est galoisien que 1 contient toutes
les M/7,v--Aa^ a parcourant 3. Or on verra aa n0 2 que l'équation se2— p2^ c est toujours
résoluble dans a)L.

( 9 ) CofnparerÏAii-E^GPA^ Op. cit^ t. ï, p. 56o; t. III, p. 6 (les démonstrations subsistent
dans s)'î;>i).0n voit que la simplicité du groupe projectif (et de même celle du groupe
gauche dont il sera question tout à l'heure) dans a^i et Oï/i était virtuellement établie,
avant les recherches de Lie, par celles de G. Jordan dans le champ de Galois (Traité des
suhstitKtio/tfî).

f 3 ) La substitution infinitésimale générale de U est une combinaison linéaire des substi-
tulions X;:/,==.rt-.— et Yt7,=== ^'i-r-:—^k -.—== Yi/,—Yu- (LIE-ENGEL, Op. cit., t. I,

CW/»' 0,^[. (/••f/t •

Chap. 26). Le groupe fini engendré par X^. est formé des Uik^. Le groupe fini engendré
par Yt/- est formé des

.ri )«z7 |
.r/, A--î.r/,

.En posant
Î^'/.A ii/ci,~\- l //('/-A = ^t/.-A 1

.Xi /..r/,

;r/, —l-^yi

on a /n;/,-/. == p/./:i ̂ ^. Mais les Yi i sont nécessaires po'jr/orms/' la substitution infinitésimale
correspondant au commutateur

xi ( i 4- A|JL •+• X'2 |.JL2).̂ -" p-X2^/,
?,Ç.l/Ç,î,^//./•p.^^7/A== . „ , ., . î1 .r/,. À^.yi-+-(t— À;ji)^

qui coïncide au second ordre près avec w^^ quand X et y. sont infiniment petits. Les
seuls diviseurs normaux continus de, L sont'U et le groupe S des similitudes (LIE-ENGEL,
îoc. cit.). Leur p. g. c. d. est 0. On remarquera que

|}^;i, ..., X.r/,-i, Àî-".r/,i = nî-îm/,,/,^;,./. . ,
est clans S en même temps que dans 6 dès que \'1 == ï .
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Soient H(^, 8) == ï ï ( n ' ) == H le groupe {groupe hermitien) des substi-
tutions linéaires de 8' qui conservent la forme

h = 1\ ( .z.̂ r, — y, Xi ) 4- Y] &) .z'o ̂ o,
( Y) == 0 OU 1 ; G.) :=̂  L» — U ; /^ :==- 2 V -4- Tj ) ;

H°(72, e) =-- H°(7i) === H0 le groupe des substitutions de H dont le
déterminant est i; 3C(/z,e) == 3^(n) = je et jc°(/^ e) = ïC°(n) = je0

les groupes déduits de H, 1:1° en regardant les variables comme
homogènes.

H dérive de H° et, des
•TI px^

^lp=
Jl P""^!

En effet, soit eu2 •+- 6u 4- c' == o l 'équation vérifiée par u dans e, et s une
subs t i tu t ion de H. On a ).^ = i ou, en posant. | .? ==/•+• u^/et^étant
dans 8, c/2 - 6/^4- crgï= c. Or on peut déterminer p ^ p o + ^ p o
p o et pi étant dans ©; de manière que le déterminant: ^ de m^ soit égal
à/+ ug', car cela revient aux deux équations

(/—Q ̂ Po—( ̂ /—<^ pi = <^
— — Â r P o + (/-i-Opl^0.

dont le déterminant c(f2— 1) — bfg -h c^2 est précisément nul.
Alors ^m7p1 est dans H<p donc .? dans :E°m^p.

11° dérive dea T, ^, ç^ (I, 6, 8 ), et l'on voit comme dans I, 13 ( i } que tous'
diviseur normal de H ou deW^ non formé exclusivement de similitude^
contient 11°. Donc X° est simple.

Soient G(/z, a) == Gr(/i) = G le groupe {groupe gauche) des substi-
tut ions de © qui conservent la forme 2^(.-r/.^.— y^) (n = av), les .̂ ,
y^ étant cogrédienles aux x,,y,\ Q(n, a) == g(n) ==-g le groupe déduit
de G en regardant les variables comme homogènes.

G dérive des T, u, V ( I , 19) qui ont toutes le déterminant i (les V
n ' in terv iennent que si n>2) ; donc G(2) =--U(2). Le groupe D des
simili tudes de G est d/ordre 2, et G D===ç,^ simple (I, 21).

(1) A la première ligne du n° 13, an lieu de n S 4, il faut lire n >, 3, et à la- page 3or,
dans l'expression de ̂  il faut remplacer X ( t — Xan pii)jî par (i —>^ii pn)ri .
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Soit Q(TI, C) = Q(^) == Q le groupe des subst i tu t ions de a qui
conservent l 'invariant quadratique à n variables

a==r{.:^r,4-^(.r, j),

'^(^*,y) = ca^-}- bxy -h </y2 étant i r réduct ible dans 3, ou se rédui-
sant à cx1 ou à o. Ici encore ceux des résultats obtenus dans I, 26-28
où n'intervient pas l'ordre de 3 subsistent évidemment. Je rappellerai
seulement que Q dérive des subst i tu t ions

^i 7l

y i sa

OÂ-A^ <

^•o}.== <

i si

I SI

?

x

y/.

y
sc'k

mi\-=.

Yk

ù ne

^k

^ ne

x -4- ? /̂,

— b "h y — 2 c 7. x — c A2 .T/,

dépend pas de ^;
y -, }.j^.

4- b A ̂  4- 2 c' À y — c7 P y/,

dépend pas de y^

.Xi 'h.Vi

y i l~l}'t
V,A,=

si 'li dépend de a",

si ̂  dépend

.y, X i -

'yk y/r
-4- A .r/,

—^j/

dey,

(ï , /•=^:o; X est dans s; les variables non écrites sont inaltérées) et
d û - g r o u p e W de r^. Si ^ = = 0 , W == i ; s i ^ = c ^ 2 , ^y==\t^\,
^=: ] ^ ^ — . y j ; si ^ est i r réduc t ib le , en posant

œ^-===.Y.(x — -jr), y'/= ^(^ — ^y) (7.%==c, ^ '==^ 4-1, ^(-j, i ) =:o),

W dérive de <?,/=== |y>/, ;zv| et des subs t i tu t ions m./ç-== [ p^/, pjv/
où pp== i, p parcourant ©/. Je poserai., pour7= o, ..., v,

: dj ( <^o == i si 'h == o ; clç === ^^ si 'li = c ̂ 2 ),
y j — y j 1

^,^, . . .d^-=. ̂ ;,...//, ^01...'/=== d, \ d ; == D.

Soit Q°(^, e)== Q°(n)=Q° le diviseur de Q formé des substitu-
t ions de déterminant i. On a évidemment Q = Q° -l- tj0.\ tj étant
une quelconque des t. De plus Q° dérive des V, U, W et des m, et
le p. p. c. m. des V, U, W y est normal (I, 28-32).

Je reprendrai d'ailleurs les notations déjà employées (I et II) qui
conservent un sens dans les champs considérés ici.

Ann. Éc. Norm., (3), X.LII. — NOVEMBRE 1920. A^
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II. — Groupes hermitiens.

2. Dans le champ -^ des' nombres réels el complexes, on peut ,
par transformation l inéai re , ramener toute forme hermit ienne à
n var iables à Pun des types

^X/X,-i^X,X, • (h=^ ...,r;r^),

qu'aucune subs t i tu t ion l inéaire de ̂  ne peut ramener à un autre;
r est le rang, h l ' indice d ' ine r t i e , et le pi us pe t i t v des deux nombres A,
r -- h la caractér is t ique de toute forme r éduc t i b l e au type considéré
par une subst i tu t ion l inéa i re de ^. Le groupe d 'une forme hermi-
t i e n n e de caractérist ique v conf ient toujours u n e subs t i tu t ion de
forme canon ique monôme où v mul t ip l ica teurs ont un module > ï
(d 'a i l leurs a rb i t ra i re) , v au t res é tan t les inverses des conjugués des
précédents et les mul t ip l i ca teurs res tants é tan t de m o d u l e i (d'ailleurs
arbitraires) (1), et cette subs t i tu t ion ne conserve aucune forme de
caractéristique <; v ( 2 ) .

Donc les groupes des deux jormes hermftiennes de caractéristiques
différentes^ ne peuvent être transformés F un dans /1cintre par une substi-
iution linéaire.

Comme le groupe d 'une forme a est évidemment aussi celui de la
forme — a, on peut supposer h^r — h ~=^. Je supposerai de p lus ici
que r ==. n. On aura donc h> - et n — h -=.=. v.i "= ,2

Prenons ma in t enan t les variables

•^^ J-CXy+X^), y^X^-\^ (y==l, . . . , ̂

X,,,,/,==s/, ( A - = = i , , . . , A - ^ ) .

Les types à considérer sont les types

^ a^^-^-^ où ?=;^^(^ry~Jy^), ^^^Z,Z^

( 1) Par exemple, avec les variables qui vont être introduilcs, la subs t i tuLîon qui
mul t ip l ie .ri, . . . , ̂  respectivement p a r ) . i , . .., >^(1 ^ / | > i),^i, .. .,}\ respectivement
par Xy1 . . , . , A y 1 , et les z par des multiplicateurs quelconques de module i.

( 2 ) LOEVY, N. A. H., t. 71, 1898, p. 4(>9- —^oirw»\ DE SÉGUIER, /. /If., 1909, p. 9.5^.
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v é tant un des entiers ^o et 5 n- Avant étudié les cas ou 71 — 2V == o, l y— y
nous pouvons supposer n—2v^2.

Je désignerai par H le groupe de a dans ̂  ; par I-P son diviseur
formé des substitutions de déterminant ±:i; par H° son diviseur
formé des substitutions de déterminant i; par I7 le groupe des simili-
tudes de x^; par J, P et J° les p. g. c. d. respectifs de. F avec H, H1 ,
H0; par D le groupe dérivé de la s imi l i tude d de mul t ip l ica teur — i; '
par ET le groupe de a = o dans ^p c'est-à-dire le groupe des substi-
tutions de ,o^ qui multiplient a par un facteur [ce facteur sera néces-
sairement dans ̂ , et, si ^ == o, positif (I, p. 283 et 288)^); par X, 3C1,
x% x^ les actions respectives de H, H\ H0, tT sur les rapports des
variables, et ; de plus, en posant ^/,= ^^7 par H/, le groupe de o-hd^;
par H^ le groupe de 'sp/, + -^(l --^ Z-); par H^ H^ les diviseurs respectifs
de. H/,, H/^ formés de subs t i tu t ions de déterminant ±:i; par W,^ H^
ceux formés de subst i tu t ions de déterminant i.

J est formé des similitudes de multiplicateur e1^ 9 é tant réel quel<
conque, J1 de celles de J où nf) est multiple de -r., c'est-à-dire où les
multiplicateurs sont racines de ^-"^i; J° de celles où les mult ipl i -
cateurs sont racines àex11'^ i,

H dérive de H° et des ̂ .̂  .^? p^ l ( p p == î) °ù. A* étant choisi arbi-
trairement >v reste fixe, p variant seul; car si a est une substitution
de H, donc | aà | == ï , il suffit de prendre p === |a -1 pour que aÇ^ soit
dans 11°.

Si v -^ î , ï-I dérive aussi lie H0 et des
X j , ^Xf,

rn!^~=- . îy h 9 y^
où p seul varie, h étant choisi arbitrairement $v; car si a est une
substi tution de H, il suffît de prendre ^ == | a [ pour que awi-p' soit
dansH 0 .

3. En particulier, pour n == i , donc v == o, H dérive des substitu-
tions |^,<3^|, 9 parcourant ^,. Donc H est alors isomorphe au
groupe additif des nombres réels, et 11° est le g^, en gendre par\ s ^ , — ^

Sou n = = 2 . — Comme nous supposons n — 2 v ^ 2 , on a ici v == o,
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donc a == ^ == ;?,.?., + .^ai^. Pour qu 'une substitution
^i a^i4-(3^2

^ y1 3 ! •+- 0^2

de dé terminant i conserve a, il faut et suffît qu'on ait

y.y. -4~ y'/ == i, pj3 -+- ôo == i, ap -i- yà == o, a<5 — j3y == i.

Les deux dernières relat ions résolues en a, y donnent , en tenant
compte de la seconde, S •===• à, y == — p. Donc H° est ici le groupe des
substitutions

"i
^2

a^i- f - [3^2

—p..3î+ a ^2
(aà-h|

A^zr ^>2, H0 rfmW .̂v H^ et (si v^>o) des H/°. — En effet,
soient s une subs t i tu t ion de H et Xp, Yp, Z^ les fonctions qu'elle
substitue à ^p, y?, ^(y respectivement. Si v ^> o, en m u l t i p l i a n t a par
des générateurs de tî^, on pourra, comme dans I, 8, rendre égal, à i le
coefficient de x^ dans X, , puis annuler le coefficient de .r, dans Xa,
Ya, ..., X,, Y,,, Z,, ..., Z^..,..2^. Alors X, == .z1,, Y, ===j< (c/. I, 1), et l'on
est ramené à une substitution de a — ^iÇx^y^ — y^).

•So^ rfo/zc v == o, et s == [ ̂  I!/.î/c/.^ . Soit

^p_.ç/^ —
a ̂ -4-(3.^

—(3^,4- a.^/
(aa+p(3==i)

la subst i tut ion générale de H^. En mul t ip l i an t ^ à droite par une î^,
on remplace .?, , par.?^ === a-s", ^ 4-p.?/.^ et.s^ par .̂ ., = — [3^^ +à^., sans
altérer les autres a/, . On pourra donc d'abord rendre s^\^o. Sup-
posons donc s^ ^=o, et cherchons à a n n u l e r ^(si ^^ ^o). Il fau t
pour cela qu'on ait

û/=:/5^, p==è^^ ^(•?ii.yn-4-.?/,i^i)=i,

et la dernière équation est toujours résoluble en Q dans 1)^.
D'après la forme des générateurs indiqués, H et H° sont continus.

4. Je dis que, pour n^, tout diviseur normale non ̂ J0 de 11° coïn-
cide avec W.
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Sou d'abord n = 2 (rfo/îc v == o, et posons

Ç^==Ç^ Ç..?,.=-ç, ^=^

l o r s J ° = | û ? S .
Remarquons d'abord que la solution générale de aà + ̂  = i est

A l o r s J ° = | û ? S .

a= e^cosy, jS^e'^sinM 1 o $ if^ ̂ •, \ «a ], | p» | =T;1 .

Les multiplicateurs e-\ <'-°(o,9^) de ^p, ayant pour somme a+a,
sont déterminés par cosO = cosa, cosy. Je dirai que 0 estl'an^le de ̂ .
Si9^,ona|aj ,9;s i0>l(donc aj > ̂  on a eî|aj^. 11 est

clair q îe toutes les conjuguées de Lp dans H° ont le même angle.
On vérifie directement que

ç^g Çy== e'ï. cos c, ô = <"8» sin c ; o ̂  c 5 j ; | -/o \, \ S» \ i TîJ

tranforme ̂  en une 'Cap (d'angle 9), où

o; = cos'3 + î-sinO cosse, ? = g1^-^00-^ sin5 sinac.

Comme cosô == cosao COSM, ces relations équivalent à

/ "• ^ \ QÎ n i'y POS U ' Sin U
,(;̂ °. -,) ̂  ,.-?„, cosà. = ""^J5"^ "n 2 . = ̂  ,

la somme des carrés des deux derniers seconds membres étant égale
à i Donc H0 transforme -o en une ^p quelconque d'angle 9, ^

Si donc X contient une ^ d'angle 9, il contient toutes les ̂
d'ange 9 de H°, donc en particulier ^, donc toutes les ToCap ou ̂  a
l'angic 9. Or, l'angle y d'une iclle To'Cap est déterminé par

cosc^cosH^+^cos^-cosÔsineianêao,

Soit d'abord o < 9 < ̂  donc laJ<J. Si a, croît de -9 à+9,

•s, qui est^o et ̂ r., croît de o à a9.
' Soit maintenant 6 > ̂  donc 9^|^. En posant r. - 9 = 9-, on

aura cos ® = cos2 9' + cos9' sin9' tang a,. Or, quand a, croît de 9 à ̂ ,
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puis de —T: à —- 0, t angao croît d e — t a n g C ^ à -+* tango", cos<p croît
de cos 26' à ï, et ç décroit de aO7 à o.

En faisant jouer à 26 ou à 20' le rôle de ô, et en répétant le raison-
nement;, on voit que X cont ien t une Cap d'angle -'5 donc toutes les t^

d'angle ^ donc en part iculier toutes les Çop. Or, les produits de
deux '(op parcourent les T^. Donc X c o n t i e n t toutes les Cap, et en parti-
culier cl. Donc X ==- H0.

Donc x est simple.

5. Soit maintenant n ^> 2 cl v == o. Montrons d'abord que ^o^ r/iW-
^MT X. non ^J 0 rfe Ho normal DANS H1 coïncide avec II0.

Désignons par 6/ ,„. . , A-, là substi tut ion q u i mult ipl ie ^ ..., ^
p a r — i sans altérer tes autres variables, et soit s == (.?//,) une substi-
tut ion de X hors de S°.

Sn.pposona (T abord que s ne sou pas permutable à toutes les 6^., et que,
par exemple, la substi tution ,y~1 Û . ( . y 0 < ====^ == /(/J^ soit ^ ï ? t est évi-
demment dans X, et IQ d'ordre 2. Si les coefficients .^c, .. ., .^, ne sont
pas tous nuls , on peut, en changeant au besoin la nota t ion, sup-
poser ^i =7^0. Faisons alors un changement de variables de la forme

5/.. =: 6-/,2 ^.2 -+-...-{- 6-/,/, 3,, { k -=. 3, . . ., n ).

.y remplace ^,{k^ 3) par

CÂ-22î.Î2/^/-4-. . . -i- C/,^^^.^/^/== (c/,.2.S-2i-t-. . .4- C/,^S,^')Z\ -+- 9/r(S3, . . . , -S^).

^ 2 t étant 7^ o, on peut déterminer les c / ^ d e manière que

CkîS^-^r. . .-^rCkn^n\

soit nul pour k = 3, ..., n. Soit alors s == \z[, S^^j; on aura

/31 '==• ••==•<( ^O-

Comme O ^ ç O ^ remplace ^p ..., ̂  par les mêmes fonct ions que .y,
t et ^o laissent ^,p ..., ̂  inaltérés. Or, soit m la matricedes coefficients
de-?p^^ dans les fonctionsque l^ subs t i tueà ^p ̂ . Les mul t ip l ica teurs
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de ÏQ sont ceux de m joints à n — 2 multiplicateurs égaux à i. Or, ^
est-semblable à 9 ^ . Donc les mul t ip l ica teurs de 772. sont égaux l 'un à i,
l 'autre à — i. Prenons, au lieu de .:?',, y,, des variables u^. u^ fonct ions
de ^\, ̂  seuls, telles que 722 ait la forme canonique, ^ remplacera K (
et u^ par des fonctions de la forme £^ +Co £^2 + ̂  SA- étant égal
à ±: i , £, s^ à -— i , et ^ étant une fonction de ̂  . . . » ^. Soit £/, celui
des deux £/, qui est égal à i. La condit ion ^ == i exige que ^== o. Si
alors *(/, est =^ o pour k^Lh, prenons^ au l ieu de ^, ..., ^ des
variables ^37 ..., ?^,, fonctions de ,^, ..., ^ seuls, telles que ̂  == z^a.
Sil^. == o, écrivons s implement ^3, ...', u^ pour ^, • . . . , ^. En omet-
tant les variables inaltérées u.^ ..., u^ ÎQ aura l 'une des formes

ifi
[/.•>

111
u^

La première est inadmissible, puisque, par hypothèse, ^ = = ^ 0 est ^i.
La troisième se ramène à la seconde en canonisant , son action sur u^
et ii^ (cela revient à prendre u.^ — ~2 pour variables au lieu de ^_,).

Les formes de t qui correspondent aux deux formes restantes de iy
sont , en changeant u^ en — u^

La seconde forme est inadmissible, car a, pour être conservée par elle,
ne devrait pas contenir u^ ce cpi est absurde. Donc î a la première
tonne, et a doit alors avoir la forme a^ -4- a^ a< ne dépendant que
de u^ u^ et a^ que de u;^ ..., ̂ .

Or, comme v == o, on peut ramener, par un changement de
variables, a, à la forme z^^ -h^;^, et ^3 à la forme S^/,i/, sans
altérer ï{== 0^). On peut même, en mult ipl iant une des variables par
un facteur arbitraire p de module r , multiplier le déterminant de ce
dernier 'changement de variables par p. On peut donc assimiler le
changement de variables résultant de tous les changements de variables
opérés depuis les variables primitives à une substitution I; de H on

même de H° telle que ^.r1 0^9^ •=-= 0,12. Donc X contient 6^, donc
aussi

û /^ap\-lû ^a(B__ ^aa-^.aap
•'m^;?/ ^ n ^ î s — ^ u '
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(c'est-à-dire si (y.== e^cosu, (3 == e^sina, ^o^•M.sm2"). Donc X con-
tient 1:1̂  e^ en transformant par des substitutions

chaque H^. Donc X == H°.
Supposons maintenant s permutable à toutes les 9/,. Alors «s1 se réduit à

une multiplication \^^z^ (J^s^, ... |(^/.p./, = i), et comme .? est hors
de J°, on peut supposer que ̂  -= jx est ̂  i. La substitution

s 7 j a'^n :::::: ÇT'J?

qui est dans X, est donc =,£1. Si ( x ^ = — ï , X contient donc H^-
Si ;j, = = — i contient , comme tout à l'heure, H^, et l'on conclut de
même que X == H°.

6. Reprenons l'étude faite au n0 5 en supposant que, dans a, v(ï i)
des ^/, tels que z^,,, Zn-^n-^ - ' . ^/-..+«^//-^i soient remplacés
par —^^, . . . , — .^_,^,i,^^^. Alors, par un changement des
variables de a^ et des variables de a^\ on peut seulement ramener a^
à la forme ±: ^^ i, ±: z ^ z ^ , et a^ à la forme S^(± .^/,^/,), sans altérer L
En opérant alors une p e r m u t a t i o n de ^, ..., ^, on peut ramener a à
la forme pr imi t ive . Mais ce changement de variables transforme t en
une s u b s t i t u t i o n de la forme 0^ oa le nombre des indices À, [M qui
sont > n — v peut être o, i ou (si v > 1)2.

Dans le premier cas, comme n — u v est supposé ^2, n — v est ^3,
et l'on voit, comme au n° 5, que X contient toutes les ^f où À, k
sont^n -— v.

Dans le second cas, si k^n.— \ et l^> n — v, X cont ien t le groupe
des substitutions de déterminant i de s / ^ / , - ^ - z / , z / , — z ^ z ^ (h^n—v
et d=A) (1). Donc X contient Q/,/., et l'on est ramené au cas précédent.

Dans le t rois ième cas X contient de même le groupe des substitu-
tions dedé te rminan t i de Zi,z^ - z^z^—^i/(À$/z— v; /^ l^>n—v).
Donc X contient Q^/,, et l'on est ramené au cas précédent.

En revenant aux relations du n° 2, oa voit donc que X contient tous
les IÏ^ et tous les H^, donc aussi II0.
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7. Je dis maintenant que tout diviseur norma.l X de H0 esl normal
dans H '.

Prenons a sous la forme I;^<?/,^,i/,(q.-= =b"ï\ et désignons encore
par H, H1, H° , J , F, J° l'expression de ces groupes par les variables
actuelles.

On peut supposer n pair, sans quoi H1 == DH°, et X, permutable à r f ,
est évidemment normal dans H1. On peut évidemment aussi supposer
X non ^J.

Comme 6/, est hors de 1-1°, l 'unique conjugué =^X de X dans H1

est X7 == 6^X6^., normal dans H° comme X, et XX' est normal dans H ' .
Donc XX' ==. H0 . Le p. g. c. d. © de X, X/ est normal dans H1, et XX') ©
est produit direct de X [ © par X/| ©. Donc © ne contient pas H°. Donc
© divise J°, et, en prenant XJ° pour X, on peut supposer que © == J°.

r iL5l • , . '. . .
Soit ? = = [ € " ] un générateur de J°, p. == (p-a?) une multiplication

de H0, et p,^^^^^, S == (S^) •étant dans X, et^^) dans X'.
Posons 0/,^0/, =-= ^,, 0/i; /0^= S/,; $/, est dans X etS^. dans X". Comme a est

. il ; A n n ^ i i — ' ^ " Y- —'^ ?' ^m Dm-sf1 '^? —Ï^^/" pf? ?/ r/"_??/pti muiciDie d 'J^., on ci u. — .̂ . .s^. — -Â-^/,-^ • ^uiic •-/,-^/.. — - ^ , ti^/^/^ —w^; .
On a donc des relations de la forme

^c^&y^p^
^i^^-ïpm=-^.

ÏVoù
( I ) ' '^ == ;p wl-7•/• == ̂ -^, .̂ == •ï! ̂ m -= îf O'-'--,

ou, en transformant par 0^.,
( 2 ) f^ ^p/-A-^^: ̂ p.^ ^= ^p^-^=: ̂ -/•/..

Donc, en comparant (i) et (2), p^^ i, et p / ' ; t '= p'7-. J'écrirai désor-
mais p/, pour p'7''.

On a main tenan t , en développant l'égalité 6/,l;ô^==: ^p/,;
y ( ^k= p/.-S'/.'/o C/.-a1^—P/.â-ai Sa/c^—P/.-Sa/.- ( ^7^^)?

( / ( ^p^P^ap (a,P^^).

Faisons /c == 1,2. On aura, pour a,(3> 2, p^^== p a î a p -
Si 7î>4 (on suppose n pair), les ^p où a, p sont > 2 ne sont pas

tous n u l s (sans quoi J E ' ) serait nul). Donc p, = p^ et de même
p^ == 03 = = = . . . = = p^. En comparant alors les deux lignes de (3), on voit

f D
Ànn. Ec. Nomi., (3), XLï'. — NOVEMBRE 1920. 4°
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que les E/.,, et les ,̂, non diagonaux sont tous nuls . Mais alors $ et $',
é t a n t d e s mul t ip l ica t ions , son tpe rmulab le s à O/,. Donc $/,= ç7 et E^= ^.
Donc ^ est dans X, et S; dans X/. Donc ^ et. tp sont dans J°. Donc [j.
serait nécessairement" une simil i tude, ce qui est absurde Donc X est
no nnal d.ans H*.

Soit n == 4? <"t supposons p < 7^ p^. Alors les ̂  où a, [3 sont > 2 sont
nu l s . Si alors p i ̂  p;; et p , •==/=- p,^ on a S^ ,== ^.;== o, d'où [ ^ == o. Donc
p, == p3 OU ?^= p,.

Soit p, = p, et p, 7^ p:p donc ^== ^,= ^== o. Alors ^ip S^, ^;, ^
.sont ^ o sans quoi | ̂ \ = o. On a d'ailleurs généra lement

( •4) ^-ap^^aÀp ̂  ̂ ^^î3 (^. (3=1, ..., /z ) ,

et en part iculier , d'après (3),
(3 ) o ̂ ^^^p^^^^p • ( o s , ( 3 = = i , . . . , ^ ; a ? ^ ( 3 ) .

.En faisant successivement a === ï , 6 .== 4 ; ^ == 2? P == 4; 'a === 3,
[j =,=4 ; a == ̂  p == 2 ; a === 4? P == 3? oiî til*^ de là ^n === o, ^i == o, ^^ == o,
E^==- o, $^;== o. Des lors (4) et (3) donnen t

p-i i^ — pi Eu £ji • ^-îa '::::: — p2 £2:^ E^a.
;̂.t 3 = —— Pi ^^2 E,2;i i ^ ,14 ̂ ^ —— PI, '^.i î!l ', -,

(VQÙ (x , , == (J.,,, et a^ == (J.33. Or cela est absurde, car on peut toujours

prendre pour ^, a^, ;j.;^, a,,,, quatre quanti tés distinctes ul suffit
2 T C / ^ ,

q u e a^,| ===i , e tque .n^a^ .== ï ; on peutprendre par exemple ^,/,===<? ;î ^
Donc, pour n == 4 et p i = p^, on ne peut avoir p^ == p,., avec p ^ ̂  p^.

Do même on ne peut avoir p , == pg avec pi ̂  p,..
Donc, comme pour n > 4» on a p, == p^ == p;, == p ^ , et l'on conclu t de

même que X est normal dans H' .
Ainsi tout diviseur normal de H° nan^y coïncide avec H0. Donc

H° | J° et ̂ = H0 j J0 sont simples.

III — Groupes quadratiques.

8. Supposons d'abord que 3 soit le champ 0^ des nombres rationnels.
Soit ^==2. Si^=oeta=x^y^{Q p. p. c. m. R des m^ où À est
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carré dans X, est <Q° et normal dans Q°. Si d'ailleurs a et |3 sont
deux nombres entiers, m a =- ̂ "-^a? ^t ^^ K/n^p- Donc. Q°l•t s
dérive 'de R étales w^ où X parcourt — i et l'ensemble $ des nombres
premiers positifs. Il est clair que Q°|B. est un groupe abélien formé
d'une infinité d'éléments d'ordre 2.

Si a = ̂  est irréductible, on peut supposer que ^ === ça- -+- cV2, c et
c7 étant des entiers positifs ou négatifs sans diviseur carré. Soit u une
racine de eu 2 -4-^=0, et x = = X o 4 - u x , (7.o e t x , étant dans 0%) une
solution de xx = c, c'esl-à-dire de ^(x% x, )=== c2. En posant

^=x(^4-^j), y i -^x(^-yy) ,

on a a == <r,yi, et Q° dérive des m^ où s == ^o + u-^ ? ^o et s, étant dans
.%, et vérifiant c^ + c'.?^ = c. La forme rationnelle de m^ est

1 c7

.y ^ -^—^y
/"o^,^ = 6

j —À*i. 'r+ ^oy

Soit 0^= Mcf , c\ étant le plus grand diviseur carré de ce1 (M peut
se réduire à i, mais non à — î , car ^ serait réductible), et •̂  .̂  = ^i.

La condition ^+^=0 s'écrit ^ +M^ == i. Posons s, = ̂

/ == ̂  a, p, y étant des entiers premiers entre eux. On aura a2^- M^== y2

ou ('Y + a)(Y - a) = M R2 . Soit S le p. g. c, d. positif de y + a,y - a.
Comme S2 divise M (3% § ̂ c^ p. Mais o divise la somme 2^ et la
différence 2 a de y •+- a, y—a. Donc §== i ou 2. Soit q le p. g. c. d.
(pris avec un signe arbitraire) de ^—^ = yX et de M =^r; r divise

/(3\2

/lr^ =,.Y, et ^X est premier à rY. Comme d'ailleurs XY= ^^ .

X est un carré u\ et Y un carré p2. Donc

(,) y=°(^-+-r^), a^0^^-^), (3==ô«^ M=^. ô= iou2.o à
^(^^2-^-/V2), 0^- ^ 1

Mais y^ et ry sont premiers entre eux. Si donc §== ï , il faut,, pour
que y et a soient entiers/que ̂  et rv soient impairs. Si § === 2, il faut,
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pour que a, p, y soient, premiers entre eux, que qu et rv aient des
parités différentes. Inversement, si qu e t rp sont impairs, il faut, pour
que a, p, y soient premiers entre eux, que 5 = i. Si y^ et n' ont des
parités différentes, il faut, pour que y et a so ien t entiers, que S == 2.

Ainsi^ y, r, ̂ , ^ A(^T^ des entiers positif s ̂  négatifs ou nu^s, tels seule-
ment que qu sou premier à /v, et S étant égal à ï ou à 2 suivant que leur
produit est impair ou pair, les formules ( î ) fournissent toutes les solu-
tions a, p, y en nombres premiers entre eux de a2 -+- M R1 == y2 ( f ).

Soi/. R le p. p. c. m. des m^ qui sont des carrés dans Q°. Si s = p2,
m^p étant dans Q() (la condition pp == î résulte de ss == î), et si

,Ç"-+- .̂S- + î =: 0 ( — Z/=: .Ç -!--.?:= 2.?o),

on a
——//==p 2 +P 2 - ^ (p -+ -P ) 2 - 2 .

Donc 2 — //==2 4- 2^ 6^ ^/î carré de 3. & inversement 2 — ^/ e^ ^/2
car/^ [32 ̂  e, et si l 'on pose 5"==p 2 , on a p'-'+pp -4-7 == o, le signe
de ? res tant arbitraire, d'où p == ^ ((3 +• e s-—^-) (£ = ± î), et la con-
dition p2 == s donne s = = ï . Donc p est dans 3(u), et m^ est un carré
^Qo.

On remarquera aussi que, si ss^=.i^ on peut mettre s sous la
forme a » a étant un entier de ̂  (2) . Si s est une unité, cela est clair,

car — î = —5 et i== ——:' Soit s == -^? a.et 6 é tant des entiers de -X'
——— i î ———• ( U *

premiers entre eux. La condit ion ss' = î s'écrit aoc = [Î6. Donc p divise
à = py, et a == py. Donc yy === î . Donc y est une unité, et s a la forme
indiquée.

Quand s est mis sous la formel === — 5 on voit de suite que s esta ay. 1

carré en même temps que aà, ou, puisque .y-h^-4- 2 == L^LL^l., en
même temps que s -4- S-+- 2.

Comme toute //^ de Q° a son carré dans K, Q°|R est un groupe
abé lien for/né d'une infinité dénombrable d^ éléments d ' ) ordre 2.

( ' ) Cf. BAGHMANN, Zaîilentheorie^ t. 4, p. 198-220.
(2) Sur la théorie des entiers de eX^, voiî\ par exemple, BAGHMANN, Die Lehre von

der Kreisiheilung^ p. ï5o-i85,
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9. Soit n ̂ > 2, et définissons R comaie le p.p.c.m. des V, U, W. Ici,
comme lorsque S était galoisien, w^C^v; p- rationnel) est dans R
[I, 29, formule (29)], et m^,, Çss == ï) es! clans B. si s -+- .y'"' -4- 2 ̂  carré
dans © (I, 3^} C;), cesl-à-dire si s est carré dans 8'.

Je dis que m^ est hors de R si u. n'est pas carré dans 3, et de même
m^, si s + ̂  4- 2 Çss === ï) nest pas carré dans © (c 'est-à-dire si s est
non carrédans © /).

Tout d'abord si ^ = ^ (a, p entiers), m;^ = w^Î77^^, et, comme m^.
est dans R, on peut supposer p. entier. On peut év idemment aussi
supposer a sans diviseur carré. Soit ^ = ± 2°'p/, p/ étant impair > o.
Cherchons un nombre premier^ tel que la conguence .r2^^ mod^
soit impossible, c'est-à-dire tel que (.IJ-} = — ï , f ^ ) étant le symbole
de Legendre. On sait que toute progression ar i thmét ique formée de
nombres entiers contient une i n f i n i t é de nombres premiers (2). Si
u/ == ï , [x est égal à — ï ou à ± 2, et i l suffît de prendre p respecti-
vement parmi les nombres ===3 mod4 ou ==5 mod8. Si ^ = q ^ . . . q,,^
les ( ] , étant premiers impairs distincts, il suffit de prendre p parmi les

o,,/
nombres =i mod— et en même temps congru à un non reste€î\
quadratique de y^ car alors on aura ( c ) == ̂ J ==-— ï .

Considérons alors le champ galoisien C^d'ordrep tel que i1-^ =— ï •
Si m/, était dans R, cela aurai t encore l ieu lorsqu'on prend Cp pour e
en supposant? plus grand que tous les dénominateurs, pris positive-
m e n t , des coefficients des U, V, W par lesquelles jn^ est exprimable.
Or cela est impossible.

De même, si s 4- s - ' 4- ^(ss == ï) est un nombre rationnel ^ (a, p

entiers), et si/? est un nombre premier tel que ( ~~) = ••"•'"I' w^ ne

peut être dans R sans que cela ait lieu aussi pour e. == Cp, SIJD est
assez grand, et cela est encore impossible.

( ï ) Comme - ï est ici non carré dans e, le nombre désigné dans I, 32 par M vérifie, si
s = = — i ^ la condition que — M soit carré.

(2 ) Toir, par exemple, DIRICHLET, rorlesungen ueber Zahlentheorie, 4e édition, § 132-137.
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Pour n ̂  2, ye Araz y^/e R (/^) == R est le groupe réduit de a dans ̂

10. On voit comme lorsque a est galoisien que, pour n == 3, R <°̂
isomorphe à t) (2) y^f ̂  simple ( ï ) ; yw, /?<9w /À == 4 etf^ == o, R | D est
produit direct de deux groupes simples isomorphes à 0(2), R éteint ici le
groupe VW de I, 40; que^ pour n == [\ et ^ 'irréductible^ R n'a pas
d'autre diviseur normal que D^ R|D étant isomorphe au groupe 10(2)
de 8' qui est simple.

11. Supposons nï^, et soit F un diviseur normal de Q, Q° ou R
non 5D. Écrivons la subs t i tu t ion s'énérale de Q sons la forme

X i î^(a//,a:/, -h a;-, y/,) = X./-
^^.(^-^.r^Y, ( ^ . / l = • - • •> v^)•

en convenant de supprimer toutes les quantités relatives à x^ ==.z' ou
à,y^ ===y si oc on y ne. figure pas dans a.

• Tout d'abord F contient des a qui ne sont pas des mul t ip l ica t ions ,
car les c o n d i t i o n s que a, V^aY,/,),» U^ a U^ (?, A'^o) Soient des
mult ipl icat ions donnen t (c/. 1,47) o^.== a/,^ }3^== .̂, a^=={4^. (^ /ci'o),
et a serait dans D.

Soit donc a une substitution de T autre qu 'une m u l t i p l i c a t i o n . On
peut y supposer non nul un coefficient de second indice -=^-0 hors de la
diagonale. Sans cela, en effet, les équat ions (4)-(6) de I, 26, montrent
(ponry ou /• n u l ) que les a/y, a^,, j^, p^ où i -^ o sont tons nuls. Et si,
pour 4/ i r réduct ible , a^ on. ̂  est ^ o, V^aVo,', ou V^aV,,-^ a, dans
l 'une des deux dernières l i gnes et hors des deux dernières colonnes,
un coefficient ̂  o.

En transformant alors an besoin a par une (^T^y'//^ [une telle
substi tution est dans R quels que soient /• et s (1,39^)], on peut
supposer ̂  o un des a^, f^ autres que a^.

Supposons maintenant [S^ nuly et cherchons à le rendre =^o. Pour
cela cherchons d'abord à rendre ^ =^= o. Si ^ -^ o, et si tons les a^,
fJy^ oùy> i sont nu l s , p^ est remplacé dans V^aV^ par

— Â(^(5oi-+- acao i ) ,

e tdans W^a'W^'A P^ï*—^(^(H •+- ^^^01); o1" si- ^ ==== ça?2, la première
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de ces quant i tés est =/= o, et si ^ est irréductible, ces deux quanti tés
ne peuvent être nulles, à la fois. Si a^ ou un des a^y p^ où À> 2 est
=^:o, on rendra de même ^i 7^ ° en t ransformant par une (W^T^-y'r^
ou une (rfûTaA.y'^os77^)./ c^ R ( î ? 39). S?" alors pa s^o? on rendra
^ ̂  o en transformant par rf/l\2. 5oiï donc p^==o, et exceptons
d'abord le cas où n = 5 et le cas. où 7?. === 6 avec ^ ^= o. On rendra
(3^:^:0 par les trois opérations suivantes (cf. I, 13): i0 une trans-
formation ^par V, ̂  qui, sans altérer ^,, rend p ^ g ^ o (el le remplace
?23 P^ ?23—^P^); 20 y"0- transformation par U, 35. qui, sans altérer pa i
rend ^,^0 (elle remplace •p^, par ^^ - i -Âpaî i ) ; 3° la substitution à a,
soit, si ^2=7^0, dea^V^aV^)-? ce qui remplace |3^ P ^ P M — ^ ^ p i a p ^ i '
soit, si ^2 = o, de V^aY^),, ce qui remplace alors ^,, par ^i — A^i •
Si n == 5 ou si. n == 6 avec 'J/ -=f^ o, on rendra (3^ 7^0 en substituant
aux deux premières opérations une seule transformation par Hou,,, ce
qui remplace (S^ par ̂  -i-'Xpao — C À t ' î p2^ ï °1-1 p^ Vio).? ce q111 rem"
place f^ par fJ'^ - A^ - c'Â2?,,,.

En t ransformant alors par des V^-, [Ji^ on annulera tous les o^, ^i
o ù y ^ = i sans altérer p ^ . Diaprés les équations (7), (4), (5) de I, 26,
il en résulte que a ^ , == o, que a'^^ p, i == i, et, que tous les a^-, a'̂ . où
y ^é: i sont nuls.

Considérons m a i n t e n a n t la matrice c^ déduite de a en supprimant
les deux premières lignes et les deux premières colonnes, et sup-
posons 3.̂  nul. Si a^ n'est pas une multiplication^ on peut, en opérant
sur a, comme sur a, rendre d'abord =^ o un coefficient non diagonal
de la colonne de a^ [donc n est > 5, et si n =6, A est nul, sans
quoi, (^2 étant nul, aoa et poa seraient nuls, d'après l'équation (7) de
1,26, contre 1'liypothèse], puis rendre f^ ̂  o, puis annuler les ocj^ R^
où / ̂  i, 2. Alors a^a = o, et en désignant par X^, Y, (i= 17 ..., ^, o)
les fonctions que a" • < substitue à .r,, j, respectivement,

Y^pn^i, Y,-=pis^+i322^2,

d'où (cf. 1/13)
^^ lU^i^'Ul2)>=="Wâl;ÀpIlp2a I^12À•

5za^ <0^ une multiplication,

a^ Unia Uî :̂ V2i,),as,pu ̂ A-
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Donc, en désignant par 'R^j le groupe réduit de la portion de a où
f igurent les seules variables d'indices i, /c,y'(^o •et d is t incts) , r con-
tient un diviseur normal (l'ordre ^> 2 de R^.y.

Or on voit, comme dans I, 43-46, que, pour n -==. 5, R est isomorphe
à Cf (7j), et que, pour n == 6, R| D est isomorphe à t) (4) si ^ = o, et à
9-C0 (4)^'^ = 0.

Donc r contient R^- et de même tous les R^y. Donc F contient
R-(I,41).

Donc, pour n ̂  5, ^<î diviseur normal de Q, Q° o^. R /À(W 5 D contient
R. Donc RD D ̂  simple.

1.2. On voit comme lorsque 3 est galoisien que, si v ^ 2 , m^m/^
(i < X^v) ̂  ̂ /^ R [I, 29, formule (29)].

Il résulte immédia tement de là que, pour '^ = o o// ^2 ^wc 72 ^2 ,
Q0 dérive de R ^/ <to m^ o^ [^parcourt <S et — i.

Considérons ma in tenan t , en supposant n pair et ^ =^ o, le groupe
réduit (p. p. c, m. 'des V^ U, W) R de ̂ 'oc,y, dans a', et cherchons
le p. g. c. d. R° de R, Q° : je dirai que R°(^R) est le groupe semi-
réduit de a. Toute substitution <; de Q° est dans un complexe

m^ .. . 772vp/n,^.R (s s == i ).'

Comme d'ailleurs m^m/^Çi^ A-Sv) est dans R, on peut supposer que
^ est dans un complexe /^)W^R. Soient .y = ^ o-d- = T. Les substitu-er
f i o n s m^m:^ --=r m^y. et m^m^ sont dans R (I, 29), donc aussi leur pro-
du i t m^m^. Donc w,/^, est dans m^R, et ^ dans m^R. Supposons
maintenant ^ dans R. Alors w^ est dans R. Donc AT est carré dans
e\ donc de la forme ± h^ (À réel). En posant - = a, on a donc

À = ±: aà, s= -• Si À == aà, on voit directement (c/. I. 40) que
m^m^', est dans le groupe réduit de x ^ y ^ - r - x ^ y ^ , donc dans R. Si
\ == ^- aà, m^m^ est dans J^ R. Donc ^ est dans R ou dans d^ R. Oon<?
le p. g. c. rf. R° de Q,,, R ̂  R •+- d, R.

On voit en même temps, puisque T == aà, que rn^m^'s et de même
rn^m^ sont dans R. Comme la relation s == °" détermine cr par ^ à un
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facteur réel près ( s i ^== ^7? on a ^ == -?j, T ̂  déterminé par y à un

fadeur réel cxrré arbitraire près. Si d'ailleurs m^m^s est dans R,
m^^m./s y est toujours et seulement si •(m^m^s')~^ m^^m^-s^ m^ est
dans R, c'est-à-dire si /est carré dans 3.

Comme toute substitution de Q° est dans un complexe w^R, et.
que m^ n'est dans R que si ± u. est carré dans s, on voit que^
pour '^i =-= CX14- c'y2 avec 7i'^> 2, comme pour ^ == c.r2 o^ o avec n^ 2,'
Q0 dérive de R e^ rf^1 m,^ o/z p. parcourt ^ et — i. Si d 'a i l leurs a et j3 sont
des entiers positifs ou négat i fs , sans diviseurs carrés et premiers entre
eux, m^y, e t m ^ p sont incongrus modR, ^wm^yjn^ == ̂ p^2!,^ est hors
de R. Donc Q° R (R»^ évidemment normal dans Q0) ̂  ^n groupe abé-
lien formé d'une infinité (Vêlements d'ordre 2.

On a vu (9) que, pour A-5v, d/, est hors de R, et que, si ^ == ex2 + ^y2?
r/,/ est dans R (donc d / ^ ' est alors hors de R), que, d'autre part,
^/-/C^ ^'5v) G^t dans R. Donc, pour ^ = o ou coc^-^-c'y^ cl esl dans R
toujours et seulement si v est pair,

13. Soft W ( n ' ) ==- R'^ == R' ^72 groupe défini comme il suit. Pour n == i
et pour n = 2.y '1^ éteint irréductible, R^ === Q0 . Z^/^' ^o^^ ̂  aulres cas ÏY est
le p , p . c. m. de R et des m^, où p parcourt ^J?; alors Qo == R' 4- d^ R' ( 12).

R' contient toujours le groupe W° dcô' substitutions de déterminant i
de ¥\ Cela résulte du n° ,1.2 si. n ï 4, W étant irréductible, et cela est
év iden t dans les autres cas.

Toute substitution de Q° suffisamment voisine de i est dans R' (Q0 con-
t ient évidemment des subs t i tu t ions aussi voisines de i que l'on veut,
par exemple parmi les /n,^). En effet, soit a une telle substitution avec
les notations du n° 11. Les coefficients diagonaux, supposés assez
voisins de i, sont > o. En multipliant donc a à droite par une m^
de tV, on ramène à ' ï le premier coefficient diagonal. En multipliant
alors a à droite par des V^, W^, on ramène à o les ay,, p^, où j ̂ é i.
Donc [j, , == o, et ̂  = i. En multipliant alors a à droite par des V^-, U^,
on annulera les a^, (3^ où j^ i . La substitution init iale étant sup-
posée assez voisine de i, la substitution actuel lement obtenue peut
être supposée aussi voisine de i que l'on veut, et les relations entre
les coefficients des deux premières colonnes et des suivantes montrent
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que les a^', o^ .5 ^^ ^ - .oùy^ ï sont nuls. On est ainsi ramené au cas
de 7?. •— 2 variables. Or, pour n = 2 et 4' == o on peut faire le raisonne-
ment précédent, et si n = 2, r^ étant irréductible, ou si n == î , la pro-
position est évidente.

14. Supposons maintenant y ne 3 soit le champ X, des nombres réels.
Soit Sabord n = = 2 . Si. a == ^,71 (^ == o), le p. p. c. m. R ( n ) = = R
des m,^ où jj- est positif est normal dans Q°, et Q° == R -4- û?i R.

Si a == ^ <?.̂  irréductible^ on peut supposer ici que ^= .z"2 -t-y2.
Alors, avec les notat ions de I, 25, Q0 dérive des m^ où ^ =-.s'y-+-^
(r>== ~ î ; , y < » , ^ i réels) vé r i f i e .̂  -h ̂  == î , et la condi t ion nécessaire et
suffisante pour que m^ soit un carré d a n s " Q ° est encore que
f, 4- y -+. a ^= ̂ i 4- ,y^) soit carré dans e, c'est-à-dire soit ?o (c/. 8).
Elle est toujours remplie. Donc le groupe R Ç / i ) == R rf^ m^ qui sont des
carrés dans Q° coïncide avec Q0. D'ailleurs, en posant x + (y ==.j,
^,=r:^0 , on a 7^,=mo= ^, ô^'0^], et 6 parcourt les nombres réels. II.
est clair que nu est toujours le carré de m^ On voit en même temps que

Q° est isomorphe au groupe additif des nombres réels.

•l5. Soit 7i^3 et définissons R(n) == 1:^== R comnie lep . p. c. in. des
.V, U, W. Comme au n° 9, R contient toutes les m^k == i y . . . , v) où 'X
est ^>o et toutes les m^,(c/\ l, 29, 32; s 4-.s- -h 2 est ici toujours posi-
t i f ) . Si ma in t enan t d^ était expr imab le sous la forme Ïi/ç /j,^/,? 7^,o/.. étant
une des subst i tut ions V^,, Uy.p^ W^. (y, y'^ o, ..., v,)y et les p^ étant
réels, on aurait, en remplaçant chaque p^ par un nombre rat ionnel r,,
suftisamment approché, une relation de la forme d ^ e === Iï///^,./, e étant
une subs t i tu t ion aussi vo is ine de x que l'on veut? et cette relation
elle-même montre que les coefficients de e sont rationnels. On voit
alors comme au n° 13 que e est dans le p. p. c. m. R/ des U, V, W à
coefficients ra t ionnels et des m^où p. est rationnel >o. Donc d^ serait
dans R' contrairement à ce que l 'on a vu (13). Donc Q° == R 4- rf, R.

On voit en même temps que R est continu Ç d'après ses générateurs),
et Q0 semi-continu. Cars i^R contenai t des subst i tu t ions aussi voisines
de i que'ion veut, il en contiendrait aussi de la forme d^ r, r ayant des
coefficients rationnels. Alors d^r serait dans R' (13), donc aussi <^,
ce qui ne se peut (i2).
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Fournît on voit au n0 11 que tout diviseur normal de Q, Q° ou R
non $ D, contient R (RD | D est donc simple), et que R contient D toujours
et seulement si v ̂  pa^\

16. Considérons en parliculier les cas n == 3 y 4? 5, 6.
Ao^ d'abord n = 3 w<?c '̂  == c.2"*2 (on peut évidemment supposer c

égal à i). Alors Q° est isomorphe au groupe ^ des subst i tut ions
j^^.i-1—P, et 772^, V^, Uoi/. correspondent, respectivement à A.^,

1 —— == ^, ,̂  ~ cX == u^ (I, 40) qui engendrent ^. La substitution de
Q° qui répond à <r est alors

x, A-1 ( a2 x, — r y , 4- 2 a? ̂  ) " i U S V a- //?, ^ si a =^ o, „
\ ° / î 01 ,—— 0.1,— 1,— '/ )

f • ça • ^ A
.ç = n A"^— cy2.^ + ô^ri —• ^c'/x) == , „,

- 1 v / t/ - ' / ^01^ A V "5 si a==or ps. \ ( i,—--L 01, -—
x A-1 ^^-^y^(aô+Py),r 11 ^. A

L c J

(a, (3, .y, o étant dans © ; À == aô — ^)-
R correspond au diviseur -o de -^.qui dérive des ^\ et des /^. Or t) est

formé des a- où A est carré dans 3 (c'est-à-dire ici > o) ( ') , et
t === •D 4- (— ^) •o. On retrouve donc que R est <Q°, et que
Q ° = = R + ^ R . ^ ' • ' 11 , !

o est simple (1) et cont inu (^n'est évidemment pas continu). Doncï.
est simple.

Soit n -== 4? ^ '̂  == ol "Comme dans le cas où s est galoisien, R I D est
produit direct de deux groupes simples isomorphes à 0(2) et ne contient
que les m^'où À est carré dans ^ (1,40). On retrouve donc que
Q^R -f-^R.

Sou n === 4 et A == .-r2 -+-72. On voit encore de même (cf. I, 40) que

( ^ E n effet 0 contient «l î ' i^ i ===— 3"1 et ^-i ^(«it ' i«i)^--.<-== ̂ ; donc toutes les
/ a2 \),3 où ).>o. Or si a ̂  o, on a 7 •== u p ( — 3 ^ ^ . Sia; == o, donc £ 7 = = — ^ ,

t'a . a

a. ̂  ^ g / - .s) ^^J.). Donc •O contient toutes les <r où À > o, et il n'en contient évi-

demment pas d'antres. Plus généralement d'ailleurs la proposition résulte de ce que le
groupe U Çn) de variables .ri, ..., ,2:^ dérive des substitutions | .y;:, .^•4-1 x^ | (1).
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R D est isomorphe au groupe v) (2) de 3', qu il ne contient que les nî^où
À est carré dans 85 mais qu il contient toutes les m.^ où pp == i ( la condi-
tion p2?2^:! équivaut ici à p p = = i ) . On1 .retrouve donc encore que
Q"=R4-J,1L

17. Sb^ /2==5 . Considérons le groupe G de variables ^, Y]^
^ Y]^ dont l ' invariant est S^($/cTj^. -— ^/^l.)? les ^//^ Y]^ é tant cogrédients
aux $/,, ïj/,. Désignons par A le ga normal de G engendré p a r l a s imi-
l i t u d e d'ordre 2. Adjoignons aux variables x ^ , y^ ^9 y^ de R la
variable auxi l ia i re inaltérée y. Posons .z*+;y == — y;(, .2.' -—y == x^,
et ident i f ions les variables — x^ x^, — x ^ y ^ j^, jy avec les déter-
minants

^2? ^2

•/ii

;- , •'-/

"^i " /̂i
'^2 '̂

, Zi..,=

z,^ ==

-/ii •/-/,

•^2 ^3

respectivement. Les générateurs

rn '^i 'Cî C2 •+' "•^l

rji rii—À/h

de G- opèrent sur ,r^ y^ x^, y ^ , x == ^(^;( +73), j ===- ^(^t — r;;) les

substitutions respectives ^^d^ï^ == Sr2,~.i? T ia^a = = R < 2 ^ U^,_>,
^2.1,-),? V O I A - (• )^? S, 2,,,, R i a i ̂  ^2 transforme U^/en W^>^, V^'A <ïn V^a^).,
et V o i ) en U o i ) . - Donc G opère sur x^ y^ x^y j.^, x toutes les substi-
tu t ions de R(c/. I, 41, 43).
et Vo. , en

D'ailleurs les subs t i tu t ions de G q u i répondent a i n s i à l ' un i té de R
sont celles de A, puisque G [ A est simple (1). Donc R est isomorphe au
second combiné ( ' ) G^ de G, donc aussi à l'action G A de G sur les rap-

( 1 ) Pour la définition cl les principales propriétés des combinés d'un système de
subst i tut ions linéaires, lioir, par exemple 6'., 75. En part icul ier si aea == e ' , e et e' é tant
des matrices symétriques d'ordre n représentant des formes quadratiques, et a la trans-
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porîs ( / e s variables ̂  Y;^). G, conserve ^<r,r,, et il en est de même
de R, puisque R conserve a — r2 == I^y^.

Considérons main tenan t la s imi l i tude ^ qui: mul t ip l ie I, ,Y]^ L, r^
par u n e même racine carrée de — i et la substitution ^' ==

Elles mul t ip l i en t toutes deux S^Y^—TJ^) par - i et opèrent sur
les, variables x^ y^ x^ y, les subst i tu t ions respectives d et dd.
(F • - • " '.'action de j e - , g \ sur x^ y , , ^^ v.^ x est isomorphe à son action.
sur x ^ , y, , ^.^, y^, a", y). Donc

| G , a j A ^ ; R ^ ; , J G , ^ - ! À ^ | R , ^ ! = Q %
S G ^ ! | A = | R , ^ ; ^ Q O

(rfrfa transforme R comme d^) (c/. I, 48), et ^ G - . , c r , ^ | A^Q.
Q0 n'ayant pas de g'a normal j G, g\ et j G, ag\ n 'ont pas de similitude
hors de A. Donc \ G, g \ A et, | G, erg11 ! | A sont isomorphes aux actions de
\ G, g [ et j G, ' j g ' [ sur les rapports des variables. Mais S G, c r j contient
des simil i tudes hors de A, et | G - , c r J | A est produit direct de G t A
par j Œ \ | A.

18. Supposons que x^ y^ x ^ y /a, x soient dans a)^. K, qui con-
serve a == S^,2?/,y/,4- -r2, conserve aussi la forme hermitienne a' qui est
sa polaire relativement au point x^ y^ r^, y^,x(cf,, 1, 1, 9). Si
donc une subst i tu t ion de R remplace <x^, y/c, a? respectivement par X^,
,„ ^r ir » ^/ â?/ Û'' Xi^i • , - i . iY/, X^ elle remplace ——par —- ==—— —— qui a évidemment lex^x^ ' X ^ X - i x^x^ X ^ X i
même signe. Or soit

Xf, = Xh 4- ix"k, JA. = JA -i- l j - k , ^ == ̂ / -+- ̂
_ .-r̂  _ _ y^ _ .y

t /~^? • ^"""""'^^ ^'""îi"3

posée de la matrice a d'ordre n, on a auss'i AEl = F/, A, E, A, F/ étant les r^^ com-
binées de a, e, a, e' respectivement (Comparer GIRAUD; ̂ . ^5'. ^.,1919, p. 2i7--2î8).

( i ) Cf. CARTAN, ^. £\ 2V"., 1914, p. 354.
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et
f^ -4 ^ - L - / / / t : y 2 _ _ f y 2 ^

/• - ̂  , , ̂  < ^ Wi ^ ) __ /o +- </•: ,.̂  ̂y — . / -r V ———————-7———-î,——————~———,———? /,_ -L-
1 ^ -L- 1 " ^î tz i

// ~T~ j"~
^1 ^.l'

-4-4-^-4+4^ , . „
^ — ^ , , ^ _ ^ •^•l \ ^i ^i /' _ A-'o + ̂ ;,
o & -t- & — ^ — ^ '

a^ _ ̂  ./.K" _ ^ \

/< =. A'-)- (A"= ̂ "^ '^A^T" ̂ f ̂  /t'a + ̂ ^ .
f' (/

Supposons main tenant a == o. On aura

^ =/é—/<2. -a- =-4 (./•",>•"- A"2).
^i riA-i

Donc / ' /^"—h"'2 conserve son signe par (,ou(e substitution de R.
De plus, si f " g " - À^^O, /// et g " ont le même signe. Or

( ,y',3 + a;",2 ) /" == x\ .< - ,v., x\

est conservé par K.,_>|, Vo / , Vy, ) (qui conservent par suite le si^'ne
de^),et

( x'f + .r",2 ) g " = A-', y, — x\ Y\

par Si2_,, U,^,, (Jonc aussi par leur p rodu i t ^a. Si donc f " g • " — h " i

est ^o, le .fig-ne commun de /", g" est conservé par R (17) fsi/" et g "
ont des signes opposés, t » . ^ d y , qui est dans R (I, 32), et qu i échange
/// et g " , change les signes de/", g"\.

Donc R conserve les six domaines suivants dans l'espace
(/', g ' , h ' , f", g " , h") :

( 1 ) /"s"—h"v-•>o, /"+^>o;

(2) f'^"-f^>0, /"+^<o;

(3) f«g"-h"^<.o;

W f"s"-h"î=:o, /"-i-^'>o;
(5) J•l!g"-h"^o, /"+^<6;

(6) • f"=ff"=h"^o.

Je dis que ^permute transitivement les points de chacun de ces
domaines. Tout d'abord les substitutions V^;,, W,^, V^ ajoutent à/,
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^'5 h les quantités réelles arbitraires 1, a^ v. Donc la proposition est
établie pour le domaine (6), et, pour les autres, i l suffit de considérer
les parties Imaginaires f'\ g"\ h". Or, R a un diviseur F dérivé des V^s) y
UO^ÀÎ des m^ où p- <^ o et de rf( À, qui conserve ̂ ja "i" xï e^ permute
transitivement les points de ^r^-h-r^ const. (II, 15 )(1). Mais F
agit sur x^ y'^ x , sur x^ y\, oc" et sur x^—x^ r[—j<, x" -— .y''
comme sur ;z^, y^ ^'? et le groupe F' déduit de F en remplaçant le
générateur d^d^ par (h ( d ^ est. év idemmentpermutab le à toute substi-
tu t ion de F et de F^) a^it de même sur/^, —^ ̂  ̂  J6 Yals consl"
dérermain tenantcomme coordonnées, et que je désignerai par E, Y], L
Comme d'ailleurs d n'a d'autre effet sur ^, Y], ^ que de changer leur
si^ne, F et F' conservent la quadrique 9^ définie par — SY] — ^^ X,
F' permutant transit ivement ses points, et. F transitivement ses dia-
mètres. En observant que d^d^ conserve ^ et T|, et change *( en — Ç, on
voit donc que F contient une substitution s changeant le point
(&, - £ À , o ) ( £ = = ± : i ) d e ̂  en (s^, S'Y], Q {€-= ± ï), (*$, -r], Q étant
un point quelconque de cp^, et les déterminations de s, s/ étant choisies
arbitrairement.

Si À^o , F, qui divise R et conserve /, conserve le signe commun
de ^ et de —TI. Donc (Y, ^y], Q est un point arbitraire de la partie deç),
où £^ et £'Y) ont le signe de s. D'autre part m,^ (p. > o), qui conserve
aussi /, mult ipl ie Ç, •/], *( par - ï. Donc R permute transitivement les
points de chacun des domaines (ï), (2), (4), (5).

Soù\ === — ï , £ == ï, €= — ï. Alors d ^ s change ( ï , i ,o)en (^y]/()-
D o n c f o 2 ^ - ^ ^ change ( — i , — 1 , 0 ) en (^Ti/C). Donc d, .^2^2 •^ i^
qui est "dans R(I , 3â), change (ï , 1,0) en (^ T], Q. On en déduit,

( ï ) Pour appliquer ici le théorème invoqué de I, 27, on remarquera que l'équivalence
ae a—F(.r/ , j7) et de ̂  résulte du principe d'inertie. De plus, on remplacera la seconde
note de II, p. ̂  par celte observation que le plan ^(^i, ... ; Si, . . . ) = = ï coupe toujo-.irs
le cône ryo (les coordonnées courantes étant Si, ...) en des points réels. Enfin, dans le
cas n = 3, la substitution m^h doit être remplacée par une substitution de AO, hors de B
fixant le point ï Xo. Pour qu'une substitution de la forme générale donnée au n° 16 rem-
plisse ces conditions, il faut et suffît, on le voit directement, qu'à a2— ̂  = À/A étant

BX .
non carré dans G, et que T === -̂ - » 0 = ̂
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comme dans le cas précédent, que R permute transitivement les
points de (3).

19. Sou n ===6. Considérons les groupes L, U, H, H', H0 , J° de
variables ^ , , T] , , $^ r^, l ' invariant, de H é tant ^Ç^^— p</cÇ/c) ==os et
désignons par x^ y, , x.^ y^ x^, y..; les mêmes déterminants qu'au
n0 17. La s imi l i t ude cr qui m u l t i p l i e ^.i, Y^, ^? ̂  p^ V'~ 1 e^ ^"/- •-
s ubs t i tu t ion g' === 31 ^ (o" est dans H0 ; g" est dans U et dans IF,

mais hors de H) opèrent respect ivement sur a^, . ..,,y;î les substitu-
t ions d el '^4- ^Je groupe des s imi l i t udes de U est A ^ ^ c r 2 } , et
TO _ l.../
,? — ( û i •

5 '̂ ^ == o., v est i m p a i r , et II ne cont ient pas D. Alors R est isomorphe
au second combiné ,tL rf<? U ou à U A. Cela résulte de I, 45 et de ce que R
est simple, ainsi que "U^ ̂ "O. De plus j U, o-! A == ( R, rf j == Q° ( j ).
Aucune subs t i t u t ion de L hors de U ne peut opérer sur les x/^ y/; la
substi tut ion ^. Car une telle subst i tu t ion ayant son carré dans U aurait
pour dé te rminan t — i et serait par suite dans O U , 0 é tan t la substitu-
tion qui change ^ en — ^ , . Or, 0 changeant les signes des x^ sans
altérer lesy/^, aucune subst i tu t ion de O U ne conserve a.

Si ^ est irréductible, ^ est pair , et R contient D. Alors R est isomorphe
cm second combiné H^ de ïl°y ou à .II0 [A. Cela résulte de I, 46 et
de ce que ^(6) et x°(4) ^o^t simples. Donc 'Jl(6)=,=je°(4)- De
plus i H ° , g\ j P ^ i R , â?J=E=Q0 (2). Aucune subst i tu t ion de If hors
de H0 ne peut opérer sur les oc^y^ la substi tut ion ^. Car si une telle
substitution / est dans H, son d é t e r m i n a n t ' e s t — i , et t est dans p-I-P,

a étant la substitution ^ ' " A ' Or, aucune substitution de aH° ne
rji rn^

conserve a. Si t est dans H' hors de H, elle m u l t i p l i e a par — i et est
par conséquent dans gïi0. E l f e opère donc sur les x^ y/, une substi-
tution de Q°.

20. Dans le champ ̂  des nombres réels, on peut, par transformation

( 1 ) Cf. CARTAN, Annales École Normale, 1 9 1 4 7 P- 354.
( 2 ) Cf. CARTAN, loc. cit.
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linéaire., ramener toute forme quadratique à n variables à l'un des
types 2fX}—S;;,.;X} (À == i, . . . , ? • ; r< n), qu'aucune substitution
linéaire réelle ne peut ramener l 'un à l'autre, r est le rang'^ h F indice
d'inertie, et le plus petit ^ des deux nombres A, r — A, la caractéris-
tique de toute forme réductible au type considéré par une substitution
linéaire réelle.

Je supposerai ici que r = n.
Le groupe d'une forme de caractéristique v cont ient toujours une

substitution de forme canonique monôme où v multiplicateurft sont
réels > i, vautres inverses des précédents, et les autres égaux à ±: i(/ ),
et cette substitution ne conserve aucune forme de caractéristique <^ v (2).
Donc les groupes de deux formes de caractéristiques diffè rentes ne peuvent
être transformés F un dans l'autre par une substitution linéaire réelle.
Comme d'ail leurs le changement de variables X^ = iX./,(L- = i, ..., n)
transforme Pun dans l 'autre deux des types précédents où h prend les
valeurs h^ et n — A| , leurs groupes coïncident, et Von peut supposer que
h est ̂ n -— h == v. On a alors A ^ ^ - ' L e groupe du type où v == o et ses
subst i tut ions sont dits orthogonaux. Les subst i tu t ions orthogonales de
déterminant i sont des rotations (3) .

Prenons ma in t enan t les variables

X j •=• Xy -h X,/H.y, y/ = Xy ~ X/,+y (./ = Ï , . . . , ^ ), Xy+/, •== S/, ( /C = 1 , . . . , k - V ).

Les types à considérer seront les types a == © "4- 'sp 0^

,„ — Vv y.v, »L — Y^—sv /"2
9—^l-^yj / î T — ^ l ^f^

v étant un des entiers ^o e t ^ - *
~ ~ 2

Je désignerai par Qa == Q le groupe de a dans z)^, par Q°, = Q° son
diviseur formé des substi tut ions de déterminant i (groupe unimo"
didaire de a), par 1 le groupe des similitudes de multiplicateur réel,

(1) Par exemple, avec les variables qui vont être introduites la substitution qui mul-
tiplie x^ . . , , x., par }.(> i), j-i, ..., y>ï par X-1, et les z par ±1.

( 2 ) LOEWY, N. A. H,, t. 71, 1898, p. 444. Voir aussi mon Mémoire Sur les formes
hilinéaires et quadratiques (J . M., 1909, p. 4'?-~44)•

(3) Voir G. JORDAN, S. M. F., t. 3, 1875, p. 152-174.
Ann. Éc. Norm.y (3), XL1I. — DÉCEMBRE 1925. 4^
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par D == j ' r f ! son diviseur d'ordre 2 (p. g. c. d. de I, Q), par ()„ == Q'Ie
groupe de a == o dans ,x^ c'est-à-dire le groupe des subs t i tu t ions
de <D^ qu i , multiplient a par un facteur réel, par ^ --= ,̂ ^""=^
et ^°, == ^° les actions respectives de Q, Q\ Q° sur les rapports des
variables, et de plus, en posant .̂.....i -4- sj/,= ̂  Çik^n—2v) et, si TI
est impair , ^_.^+^o? pâ11 Q/c le groupe de ç-h'^/, (pour v ^ o )
dans D^, par Q/^ celui de 4^-+^(^7^0 d^^ ^ < ? P^ ^/i,....^ ^l111

de (p 4-I^L, ^ dans .0^ (même si v == o; 4^/c-.i, s/c =Q/o ^ f c ? si ^ e81

impair, ^^-av = Qo )' P^11' y/,,..../,» ce^^ ^e ^î^i ̂  da^s %' ( P0131'772 :=: 4
et ^ == 2/^ — ï , z'a == 2^, ^ = 2/ — i , ^ === 2/, À ̂  /,il y,,,,..,^ == Q/,/; si
^^o. y^...^^^,...^)- P^ 0^ Q^ ^L..,/^ <,...^ les diviseurs res-
pectifs de Q/,, Q/^, (^,...,,,,^ y,^ ^^forniés de subs t i t u t ions de détermi-
nan t ï , par B^ le groupe rédui t de ^ -+•f^ dans x^ ( f ), par -s^ la sub-
st i tut ion û'énérale i "/L ^/>- / (X2 -4- a2 == ï, À et ^ étant dans ̂ )

0 | Zf — ^.5/. + À5/

de y,0/, par O/-,,...,^ la subst i tut ion qui change les signes de ^, . . . , z,^
sans altérer les au t res variables.

Il est clair que Q° et Q sont normaux dans Q i , et que ^° et (s) le son t
dans ^ l r.

Si n'est impair , on a Q = (^D et ^= QI| I^Q.jD^Q0^^.
Si 7 & > 2 V , Q', qu i conserve la caractérist ique de a, ne peut m u l t i -

p l ie r a que paroles f ac t eu r s posi t i fs . Alors Q'= QI, et ^ = ̂ .
Si n = 2V, la s u b s t i t u t i o n y qui m u l t i p l i e les x par — ï sans altérer

les y mu l t i p l i e a par — ï . En dés ignant donc par Q" le diviseur de Q'
qui m u l t i p l i e ^par des facteurs posi t i f^ on a Q'==Q / /-+- Q^y e tQ^^Ql ,
donc Q'I == QI 4- QI^. L'action de Q" sur les rapports des variables
coïncide avec ,̂ et, en écr ivan t encore y pour l'action de y sur les
rapports des variables, :̂  == ^-f-^j.

Dans l'étude de Q nous pourrons supposer nï 2V -+- 3, puisque les
cas où 2v est ïn — 2 ont déjà été considérés.

21. Soit d'abord n == 3 et^ == o. Prenons les variables .2^ == ^^ "4-^2»
y , = = ^ ^ — K^, .z?===s3, et désignons par Q le groupe de ^y,"!"-^

( 1 ) Les symboles Q/,, Q^., R/c n'auront jamais ici, ponr -<' == ï, 2, le sens q u i leur a été
donné dans I, 24. •
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dans .< Q dérive de t, = ^ ^ et de son diviseur Q" formé des

substitutions de déterminant i, et Q = Q» 4- î, Q°. Les substitutions
de Q° ont la forme s du n° i(> (avec c = i), a, j3, -p o étant ici dans Xi.
Tout. nombre de .K\ étant carré, on peut supposer que A==i. Donc
^ y ^.ç^ Qo=o est. simple. (1) et coïncide aveclep. p. c. m. des U, V
dans ^'. Commet est réelle, et que Q0 est formé des substitutions
réelles de Q°, on a aussi Q= Q»+ f, Q0. Les conditions de réalité de.
sont

y^y, f=S\ yo=:—aS, i3o=—y-y aô—,3-/=i,

OU

ô=£à(£=± l ) , 7=^(S'=±:I), S^-5' ^+-s?=£ '

ou, puisque aa -+- ̂  est> o, donc s = r ,

0=OÎ, 3 aà+ 1 3S3=I .

On obtientla substitution ̂  (avec les notations du n° 1) en faisant
3=o, doncaà==i, et a2 = p (donc po = i). . ^

On obtient ̂  en faisant a =y.o, |i = ?„ (^0, Po réels),a» + ̂ ^- i,
a; - p; =A, 20,, ̂  = ̂ . (toujours compatibles puisque ̂  + y- ,-_1)-

. et ̂ x en faisant a= a^, ? = î?o (^> ?o réels), ̂ 4-^ =i, ̂  - p. - A,

^vTit'q^e Qo ^c^n^, ̂  Q (^ co^^ des substitutions de
déterminant — i) semi-continu.

Désignons par ,̂  la forme réelle de .ainsi obtenue, et posons

a-, a-z-i-t-pji

^^ ^ -^,+ày, •

En faisant correspondre .^ à ̂ , on voit que Q° est holomorpheau
groupe des ^p qui est le groupe H» relatif à la former ̂ + .., ̂ ).
1 l'unité de Q0 répond d'ailleurs le g, normal de H». Donc Q»-^

qui est simple ( {) .

. ,. ,v _„ , , « 353 Qn peut voir très simplement comme il suit

,„;),.c :̂;̂ •̂  % ̂ l-̂ . r .. " .» »^ ̂ . <' ^••'"
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On peut d'ailleurs, sans passer par 5C°, démontrer géométriquement
que Q° est simple. Soit en elïet X un diviseur normal de Q°. Tout axe
de rotation pouvant être transformé par une rotation en un axe quel-
conque de rotation, X doit contenir toutes les rotat ions d'angle ± 0
s'il en contient une seule. Or soient B et B' les pieds de deux rotations
(3, ^ de Q° d'un même angle 0, et G le pied de ̂ l (cf. £\, 172, 163),
On peut supposer que o<<6^7:, et que l'arc de grand cercle BB'est
<^ T:. Soit ÇA l'arc de grand cercle perpendiculaire à BB' en son
milieu A, et CB un arc de grand cercle faisant avec BB' l'angle --

/ ^\ / /9\
Désignons, comme de coutume, par A [==== -^ j, B ( = = = = - j , G les angles
du triangle ABC en A, B , ' C respectivement, par a, è, c les côtés

diviseur fini clé JC° {do/ic tous divise f(.i\f!tii de Q° est conjugue dans Q° d'un diviseur

fini de Q0). Tout d'abord, pour qu'une substitution 7 == ~1——L- (%o— 67 == i ) de T soilYS-4 -o
d'ordre fini /fc, il faut et suffit que les multiplicateurs *y, 5-1 de la matrice ( r ) soient des

racines de se2'1 == i ; soit s === e^ (o $ 0 ̂  r. ; 0 sera dit l'angle de cr). On voit que

a -i~ $ ;=•= i cos 0

est réel. Supposons o- 7^ i. Comme aeosô est alors < % en valeur absolue, les pôles de o-
sont distincts. En prenant donc au besoin pour P un de ses conjugués dans tl), on peut

e1^supposer que F contient une subst i tut ion de pôles o, co telle que T === _.^ -s, qui est

dans X°. Si F est > {r j , supposons a- hors de {rj dans F. Le cosinus de l'angle de TT

est — (y.e1'^ -+- Se"10). En égalant cette expression à sa conjuguée on voit que ——

a une valeur réelle //. Or a — S === x 4- a —acosO est réel, et y est 7^ o. Donc //- == o, et
$ =-=a. Donc PY == aà —i est réel. De plus en désignant par a» l'angle de cr-1 T-I O-T, on a

cos (0 == a8 — (3 y cos <?,

d'où 6 7 = —:———«<o. Or, 67 étant réel, c'est précisément là la condition nécessaireï — COS îO ' r . ,

et suffisante pour l'existence d'une substitution Ç == y-^- transformant cr en une substi-/c
tu lion de la forme ———— === p oîi b egt réel ̂  o. En prenant au besoin Ç-1 FÇ pour F,

— L'*/S —j— CL

on peut admettre que P contient p. Mais alors, o" étant de noir/eau une substitution quel-
conque de P, si l'on écrit pour F^ la condition correspondant à 5 == à, on obtient Y = — ^ .
On voit alors que F est le transformé stéréo ffra-phic^Uô d'un g'roupe polyédra.1
[S., p. %071-; cf. CAYLILT, M. A.^ t. 1?> (i879)"|.
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opposés (p). On aura cosC == coscsinB (etquandB décroit de ^ à o, G croit

d é c a t i d o n c c ^ C ^ ) - En fa isant donc croître c, dont on dispose,
2 2 j

de o à î „ on pourra faire croître C de ^ - B à p alors l'angle 2 (?: - sC}
de la rotation ̂  décroît de 26 à o. Si donc Q° contient toutes les
rotations d'angle Q, il contient toutes celles d'angle ^26^ donc de
même toutes celles cFangle ^4^ . . . /donc toutes les rotations pos-
sibles (û).

22. Soit n ==4 a\-ec v == o. Prenons les variables ^,=2,4-1^
.y, = ̂  - ̂ , ̂  = 5, + is,,y, = .̂  - ̂ ,, et désignons par Q le

-r/. JA-

groupe de S^ ̂  J/c dans ̂ . Q dérive de la substitution tj, == ^ ^
et de son diviseur Q° formé des substitutions de déterminant i. Ici
encore on a Q-= Q° 4-^Q'°, et, ^ étant réelle, Q = Q ° - 4 - 4 Q ° -
Comme tout élément de x, est carré, Q° coïncide ici avec le groupe
VW de I, 40, et ses seuls diviseurs normaux sont i, D, V, W, Q0

(II, p. 76).
Les substitutions de W ont la forme

-4- PJ'.y.t1 a.ri

Ji
tZ''2

y2 y-^i

OJ i——7^2 (ao-py=i),
—(3yi4-a^2

- 0 >'2

et les substitutions de V la forme

.ç==:

^i a'.ïi 4-t3'a"<

y, °'y. -7'^
a'2 -/'«•) +0'X.i

y, -p'/. +s î f^î

(.y/ô^^y^i).

( i ) On ne confondra pas le côlé a^ avec la forme a.
• . Tout groupe linéairo réel autre qnele groupe projeclif opérant sur les rappor scie tro,.

variable, el ne £anl ni un point ni une droite, peut être transformé_par une subsUtuUon
linéaire réelle dans le groupe ̂  qui conserve l'âne des coniques S,. - = o, ̂  + ̂  - "
(LIE-ENGEL, Théorie der Transformations gnippen, t. lit, p. obo-ibi ).
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La subs t i t u t i on générale de Qo est donc

rs =-: sr :

a-i ay.'^i — RR'y, -+- aR^-h- ̂  y^

yi - yy^i-4- oo^— yâ^— ôy^
CL\ ay^i— (S^yi-^- y^^-+- jSy^a
72 ya^i —- y^yi 4-- -/jS! x^ + êy/y^

On remarquera que les substitutions rs où a '==a, ^ = p, 7'== y?
â '^o engendrent le groupe unirnodula i re de x ^ y ^ 4- s^ dans ^
(c/. 16); que la subst i tut ion rs où a/== a, ?'== p, ̂  = y, o' ==. o avec
y === — P, o = = a (donc a2 + P2 ̂  i), a2 — [32 == A, 2ap == [j. est la

'(P+^-i)'i
^3

-^-^3

^3

subs t i tu t ion uni modula ire générale
. ÇJ z:i —p.^i4- ^^3 j

de ^f + ^; dans o^; enfin que. la substi tution 7'̂  où a/ == a, p'= ? = o,
y'== y == o^ ^ o ' = = 5 est ta subs t i t u t ion unimodulaire générale de
x^ y ^ = z'[ -+• ̂  dans ̂ \.

Pour que rs soit réelle, il faut et suff i t que l'on ait

0)
^y== à y/, y/^ (3^ yo^-pà7, • à^,

( '//y' •@â / op^ •^ yP7: ^

Supposons d'abord a, ̂  y, S, a^ ?', y', ^ ^o^ :̂ o. Les équations (i)
où f i f fu ren t à et S donnent

0 À^ ~~" p/""
^

/

^ — V Î̂ ZLZ^^ ^i^'zr^ (£=±:J),

et les équations (i) où figurent p, y (ce sont les équa t ions restantes)

Z^ — ni' — ~ a/ — ^,^/ ~~ à' "~ "AT" — y -£.

Donc aâ — py == £(aà + pp), ou aà + p(3 ===£ . Or aà + ?^ est > o.
Donc s === i. Donc o
réelles»

p, o' == y/, y^ — P7- fio/îc r et s sont

Soit maintenant aâ==ô. Sia==o et 8 =^o, on a, d'après (i), ê^^rrro,
ce qui ne se peut. Si S == o et a ̂  o, on a, d'après (i), a/^ p'^: o, ce
qui ne se peut. Donc a =â === o. Donc [3y ==--15 et (i) se réduit à

y/^pB^ yô^-p^, y^/^—poS yp^p/,
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d'où, en multipliant par ?,
(a) -/=ppp', ô'-=^Qc,', a'=t33à', —^-=,3p/,

d'où
o,'o'_j3y=^(a'ô'—S'/) ou ^jâ^i.

Donc pi3=i, et comme j3y=—i, y ==-- ^. ûo/ic r erf n .̂ De
plus (2) donne alors o' = a.', y' == — ?'. Donc s est réelle.

Soit maintenant ^ === o. Si ^ == o, 7 7^0, (i') donne y'= û'= o, ce
qui ne se peut, si y = o, p =^ o, (i) donne JB' == ce.' = o, ce qui ne se
peut. /JOTÎC ? == y =o. Donc a5 = i, et (i) se réduit à

00':=^, ôy'=-oii3', ôp'=-a/, ô«'=a<î',

d'où, en multipliant par oc,
(3) S'=w.x', y?=—aocp', p'r^—aa-/, e('=asiô',

d'où, comme tout à l'heure, aa = i. Or aâ= i. Donc S=a. Donc r
est réelle. De plus (3) donne alors â'= a', /= - (i'. flo^ s est réelle.

Comme les équations Ci ) "e. changent pas quand on échange à la
fois a et a/, p e t ?', 7 etV, o et S', les cas a'o7 = o,^ ^'=0 peuvent
être négligés, et l'on conclut de suite que, pour la réalité de rs, il faut
et suffit que r et s soient réelles, c'est-à-dire que l'on ait

y=-p, ô=a, -/'=-?', 6'=^'-

On obtient en particulier m,p (c/. 1, 4o) en faisant ^=^=0,
jonc aa == i, et a' = a, a-2 = p. On obtient m,ç en faisant ^ = ̂  == o,
donc aa = i, et a' == a, a^ p. On obtient T.s en faisant oc = i, ? = o,
^^ ;oR '=_ ;. On obtient f ia en faisant a =%'= o, ^= i, ?'= — r.

On obtient ̂  en faisant a^^a,, (î'== ? ==i3,, ^ et ^ étant.
réels (donc a^+ ̂  = ̂ ) avec a;-^ =^ 20^, = a (d'où, en posant
^+^=e2 '•8,ao+^^=±e'8).

/CT encore Oo ÉVÏ continu, et Q semi-continu.
En désignant le groupe des r réelles par Wo, <^ celui des s réelles

par Vo, on a Q»=V,,Wo, et Vo==W, est isomorphe au groupe H,

( ' ) r/. CARTAN, -^. A'. A7., 1916, P- 354.
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relatif à z ; z, -+- ^3 z^. QjDe^ ̂  produit direct de Vp [ D _par

Wo]D, et Vo iD=Wo|D= J€".

Faisons correspondre à r la subst i tut ion (^, -^——k ) ? et à ^ la sub-

s t i t u t i on ( z , ̂ -̂ -̂  ^ . So ien t Vu le groupe des premières, f)^ celui des
secondes, V ( D est isomorphe à t)^ W D à ̂  et Q° D=ï=VW!D
à t)^t)s. SoitX^ le groupe des substitutions de t')^où a ' •-=== y /e ty '== — l:}'.
O n a V o l D — W o l D E E E X ^ ^ E E - ^ 0 et Q0 D=E^;^(1).

T<9^ diviseur normal de. Q0 a^r^ y^ D, Vo? ^A/'o coïncide avec Q0,
car il doit contenir V(, et "Wo (4).

On rernarq liera que Wo et Vo permutent transitivement les points
Çx^y^ x ^ ^ y ^ ) de x ^ y ^ -+- x^y^ =- i. Car une /'• réelle substitue au
point (ï, i, o, o) lepoint (a, a, — ^, — p) qui est un pointqnelconque
de x^y^ 4- ^2/2 == i, et de même pour les .?.

23. Pour /3>^>2, Q dérive des Q/^ ^ (si v ^ > o ) fto Q^. En effet,
pour n= 3,4? ' c e l a est clair. Soit donc n^> 4, et posons ^ == 2v /

ou av'4- i selon que 7î est pa i r ou impair . Remplaçons les variables
^ , , . . , ^-2V t^1' -^Vi-fc =::: ^2/C-l + ̂ ^2/1-9 Jv+/C :-::-' ̂ aÂ--! ——— < f / 52A•(^ = = 1 5 • • • 9

v ' ^ v ^ ) et, si n == 2V'+ i, posons en outre z,,_^= x. Soit alors a
une subs t i tu t ion de Q, 'et prenons les nota t ions de I, 26-28. Si^^>o^
on pourra, comme dans l, 30, en m u l t i p l i a n t a à dro i te par des géné-
rateurs des Q/,-, rendre, a^ égal à i et annu le r les a^, (3/,^ où k^ i .

( 1 ) Lie a énoncé sans démonstration que le groupe 9 === Q [ D pour n == /| avec v = o
dans le champ p% est simple {Théorie der Transformations ^ruppen^ t. ÎII, p. 363). Gela
n'est pas exact.

Tout diviseur yî/« de Q° D est isomorphe au produit direct d'un diviseur fini de "O?/
par un diviseur fini do Vz. Or on a vu que tout diviseur fini de 'Ou est conjugué
dans Vu d'un diviseur de 3Cg (20). Donc tout diviseur fini de Q0 | D est conjugué dans
Q° [ D d'un diviseur fini de Q° D.

Il est clair que tout diviseur fini de Q° | D correspond au produit direct d'un diviseur
fini de 3€2 par un diviseur fini de JCS. Or ces diviseurs sont ceux correspondant aux
groupes polyédraux. On connait donc tous les diviseurs finis de Q°et de Q°. On retrouve
ainsi immédiatement les résultats obtenus autrement par M. Goursat (A. E. TV"., 1889) et
M. Baguera (7^. C. M. P., 1 9 0 1 ) .
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D'où encore [3, , === o, [̂  ^ = î , o^, =- o, et l'on est ramené à une substi-
t u t i o n de ci — x\y\.

Soit donc v ==o. En m u l t i p l i a n t au besoin a à droi te par u n e T^.et
une t^ on peut supposer a, 1 = ^ = 0 . Multiplions alors a à droite par
une. substi tution de la forme s (22) de Q^. a; , sera remplacé par
y/a^ 4- P'a^ = A , , , et o^, par — p ' a , , -i- a/.a^ == A ^ , . O n p e u t a n n u -
ler A.>, en- fa i san t ^ == a7^1- et en même temps ] < y / [ == -—-^1ÎJ—rpo^

1 /Y . , 1 1 i | - y , , _ 1 _ 1 /y. .1an 1 ' s |^n[ + - 1 0 2 1

satisfaire à la cond i t i on - l a ' ) 4- p ' j == î . Alors An sera 7^ o, sans quoi
on aurai t a , , == a^, === o contre l'hypothèse.

Par des opérations analogues on pourra annule r tous les a^où /C>i,
a,, restant ^= o. En mul t i p l i an t a à droite par une r et par des substi-
t u t i o n s analogues des Q.i/,, on pourra de même annu le r les [3/,i où/c^>î.
Si n est impair, a^, peut encore être =7^0. Pour l ' annuler , on mul t i -
pliera a à droite par la subst i tut ion qui se déduit de la substitu-
t ion Syû du n0 20 en y remplaçant l 'indice î par 2 et en y faisant
a =-= ^ == ——î c == î . Mais a^ ; et p^i peuvent être redevenus =f=- o : on
les annulera comme précédemment . La rela t ion entre les coefficients
de la première colonne donne alors p , , ==o, et la relation entre les
coefficients des deux premières colonnes a , , ^^ ==i. Or la réal i té de a
exige que l'on ait p^ == a^, a^ == p^ (À'Ï î) et, si n est impair , a^ a , , , a , , == D/ ; , ( À ^ î ) et, si n est impa i r , a,, , ==an^ —— 'jt,̂  , C7-y^ —— J^ /̂l, ̂  A ; Ut, ;tl /(, C^t lli,lpclll , ̂ -y j ——>/.o j .

Donc f^, = a, ^ est le seul élément •=/=- o de la seconde colonne. Comme
d'ail leurs a, , ,^==i , on peu t , en mul t ip l iant à droite par une
m^p(pp === r), réduire a, , et S'̂  à i.

Dès lors, les relat ions qui l i en t les é léments des deux premières
co lonnes à ceux des su ivan tes mont ren t que a^., a^., (3^., p , / , sont nuls
pour k--=f^ \, et l 'on est ramené à une subst i tu t ion de a — ^,j^ pour
laquelle •on peut admet t re le théorème.

Pour n>2 , 0° déwedes Q^.et (si v> o) ̂  Q^. En elfet, soit M
,1e p. p. c. m. des Q^ et (si v>o ) des Q^, Le p. p. c. m. Q des Q/,/
et (si v > o) des Q^ dérive de M et des ^.D'ailleurs, les tj sont permu-
tables à M et entre eux, et tjtj. est dans M. Donc Q == M -4- Mt^, et Qy
divise M. Mais M est ^Q°. Donc M '^Q0.

Comme Q^ et Q^ sont continus, Q° ^^ continu. Mais Q, con tenan t
des substitulioas de déterminant— î , est semi-continu.

Ànn. Èc. Norm., (3), XLII. — DÉCEMBRE içpa. 4^
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2î. Siv== a ci 71? 2y Q0 ^w<? A^ y^ Ce est-à-dire des zff). En effet,
soit a=j^ . £^a^.2"/| u n e s u b s t i t u t i o n de Q0. En la mul t ip l i an t
à droite par ^'5 on remplace a , , par a'^ === Xoc^+• ^.a/^, et a^., par
a^ == — ^a , , + À a / . j sans al térer les autres a/,. On pourra donc
rendre a',, -=f=- o. Supposons donc a , , -=/^ o, Si a/^ ̂  o, il y a toujours,
dans X^ une solution de X2 -+" a2 = i qui annule a^ : car la condi t ion
a^ == o donne X = O o c ^ , p. --= ôoc^, 0 é tant indéterminé, et la condition
7s.2 + \}2= i donne Ô^a^ -+- a;?.i) == i, qui a toujours une solution en 6
dans ')'bi ( { ) . On pourra d o n c a n n u l e r tous les a^ où /r^i. Alors 00^=== i
et a^,—-- . .== a , „=== o. En mul t ip l i an t au besoin à droite par ^7^°, on
peut supposer y-, ^ é^'al à i et l 'on est ramené au cas de n — i variables.

On remarquera que zff est la transformée de ^f par ^)/1" Donc Qo
dérive de q\^ y^, ..., y^,, ou encore de y^, y;;,, ..., (7;;.i,/,.

Comme Q^ et Q^ sont cont inus , Q° <?^ continu. Mais Q, contenant
des subst i tut ions de d é t e r m i n a n t — i, est semi-continu.

On peut remarquer dès ma in tenan t que, si v == ô, Q° n'a aucun divi-
seur d'indice 2 (c^est ce qu'on a déjà trouvé pour n == 2, 3, 4î pour
n = i, Q° = i). Car un tel diviseur X ne pouvant contenir tous les q^
le p. g. c. d. Y de X et d 'un y^ tel que y0^ devrait être d'indice 2
dans ^(Q°=Xy^ et, Q^X^^JY). Or y^ n'a pas de diviseur
d'indice 2.

Pour étudier plus complètement la structure de Q° quand v est^o,
il convient de considérer d'abord Q dans le champ des nombres
rat ionnels (comme dans le cas n — '2V ^2) .

2f>. Supposons donc maintenant gué C est le champ ^ des nombres
rationnels, ety les cas où n -2v est $2 ayant été étudiés, suppo-
sons n — 2v ^3. '

Soit o'c/ le champ dédu i t de x par l'adjonction de i •=== V— i, et gar-
dons les mêmes notations. Soit Q le groupe de a dans ^ /avec les
variables x ^ y ^ ( k = i, .,., v) et x si n == 2v'+ i ; Q dérive d'une tj
et de son diviseur Q° formé des substitutions de déterminant i. Ici

( 1 ) Cela n'est évidemment pas vrai dans JG. Cela n'est pas vrai non plus dans .X7,,
car a^ -+• a^ peut s'annuler dans ^'i pour an a/,.i^ o.
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encore Q==Q°-4-^Q% Q==Q°-+-^Q° , et Ton voit de même que
Q° dém-e des Q^ et {si v > o) des Ql.

Soit R^CT le p. p. c. m. des V, U, Wdans^, etR°($Q0) le groupe
des substitutions réelles de R, qui est le p. g* c. d. de Q°, R. Je dirai
que R est le groupe réduit de a dans ^/, et R0 le groupe semi-réduit
de a dans ^. R est normal dans Q°, et R° dans Q°.

Comme dans le cas des groupes ^'atoisiens, R cont ien t tou tes les
m^ (A == T , . t,., v') où a est carré dans ^î/. Donc Wv,u.R ==^1 R. et
m^ est dans m^ R •=== 7??^ R [car 2 î==( î4 - î ) 2 ] . Si d'ailleurs p. == -^

7?2/,^== m^^n/, ,/„. Donc Qo dér ive de R et des //^ où a est e n t i e r
dans x' el n'a aucun diviseur carré. De plus, si m^ est hors de R,
m^m^ (À-, 1==: i, . . . , v') est dans R (I, 29). Donc Q° dér ive de R et
des m^ où k est un nombre fixe choisi parmi les nombres i, ..., v', et

où a parcourt i ( \ii == —— n'est pas dans ^} et l'ensemble ̂  formé
1 1 \ \/2 /

des nombres premiers primaires (1) de x' et de i ±: i (facteurs pre-
miers de 2).

Je dis que^ si u, est un entier non carré de X/, 77^u e^t hors de R.
Comme — i est carré dans X', on peut négliger le signe, de p-, et
supposer p. sans diviseur carré ̂  =L i.

Supposons d^ abord a réel. On trouvera comme au n° 9 une série de
nombres premiers p tels que u, soit non carré dans le champ C^
d'ordre p , et l'on voit de même que zn/^ est hors de R.

Soit y. == iy^, ̂  étant réel^> 2 ( 2 7 ' est le carré de i -4- z). En faisant
jouer à p-, le rôle que jouai t a dans le cas précédent, on pourra
employer la même série de nombres premiers, puisque, tous les
nombres premiers de cette série étant =î mod 8 (c/. 9), l'est carré
dans C^.

Sou p. == î. On pourra employer la série des nombres premiers ̂  F)
mod 8.

SoÙ p. == i" p-, p.2 » ̂  étant réel > o, ^ p.̂  == (i ±: Q^ ... ̂  ( ̂  ==== o
ou i) fe^ îïT, AaTU premiers complexes impairs^ primaires, distincts^ et

( i ) P'~oir^ pour la théorie des nombres entiers de .)"C/, BACtUiANN, Die Le/irc von der
Kreisï/ieilun^\ p. 1 5 o-18 4.
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aucun d'eux n'éteint conjugué et un autre. Cherchons' alors une série de
nombres premiers p=='5 mod 4 ̂ s qu^ u' soit non carré dans le
champ C^ d'ordre p2. Dans C ., f - i ^ ) == j ( } ). Donc

(^^^(^f^yn^) .
' \ p / \ p } \ p } \p 1

Sou d'abord 6=0. Alors (C T / ) == ( p - } ( 2 ) . Or si CT/CT,==/^ il y
' \p j \CT/ / v / >/ -/ 1 •f J

a (mod î^y)'^-1 carrés et̂ ;111- non carrés ( 3 ) . Si d 'a i l leurs ^ est un

des -/-— resles quadratiques dey^y dans o^, on a

iïzii
'i ï =:: i (rnod p j ) ;=^ ï (mod OT/).

Donc les /;-/—'-î• restes quadra t iques de p , dans >X) sont restes qua-
dratiques de u^ dans ^/. I l s sont d 'a i l leurs incongrus . mod T^
dans rO^, car la d i f f é r ence S de deux d'entre eux, étant ré-elle, ne peut

( •\
être divisible par ^ sans l'être par Ày le conjugué de-0 est entier

«N v C .̂

comme ~J • De même les^—l- non restes de/?y dans .x sont des non
restes incongrus de cr/dans DT/. Il suffit donc de prendre, dans la série
des nombres premiers p==3 mod 4? celle des nombres qui sont
== i mod l l ja2 et en même temps congrus à un non reste de /^.

/ -i- - \ P ±. '
Sou enfin ̂  3= i. Comme ( x~:::~^ ) == ( — :i:) /( (-s), il suffit de prendre,

dans la série des nombres premiers qu'on vient d 'obtenir , celle des
nombres premiers == 7 mod 8.

Si donc m^ était dans R, cela aurait encore lieu lorsqu'on prend, (y
pour 8 (en ident i f ian t alors R avec le groupe réduit de la forme S'f^y/,
ou S'f.z'/,y/,+ x2 tel qu ' i l a été défini dans I, 39), en supposa ntp supé-
rieur aux normes des dénomina teurs des coefficients des substitu-
tions U, V, W, par lesquelles •m,,^ est exprimable. Or cela n'a pas lieu.

( 1 ) BACHMANN, op. cit., p. 167.
( 2 ) Ibid., p. 180.
(3) Ibid , p. 1,59 et 1 6 1 .
(^) Ibid^ p. 1 8 1 - 1 8 2 .
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II résulte de là que si m/.^'R ==m^R, ay/ est carré dans r^. En
effet, m^m^ étant dans R (I 29), on a m^'R === m^R. Donc m^, est
dans R. Donc ^yJ est carré dans oV.

Désignons maintenant d'une manière générale par m/,^ un élément
réel de w^ R, s'il en existe (on peut supposer que m^= m^ ). 11 est
clair que m^ est déterminé mod R°, et les relations

donnent
^/,,prrR = ̂ Â-pR ^-A-crRi ^/.p.^p.R == R

w^p^R^ m^rn^U0 m^m^Ro == R0.

Je désignerai encore par R' le p. p. c. m. de R et des m\^ où a
parcourt ^ ( s iv^o /^on peut supposer que w^==w/^ pour À ^ V , et
par R'° le p .g.c . d. de R', Q0. Il est clair que R'° dérive de R° est
des m'i,^, que R est normal dans R', R° dans R70, et que

R^IR^R^R.

26. Soit d'abord v == o, n == 3. — D'après le n° 21, en reprenant les
mêmes nota t ions (sauf que ^, est ici remplacé par x, et ̂  par X'),
Q° est formé des subst i tu t ions s et est isomorphe à-C. Dans cetisomor-
phisme R correspond au diviseur yD de < qui dérive des u^ P^; o est
formé des cr où A est carré dans^, et l'on peut supposer que, dans D,
A == i (^dans X', C-dérive de "o et des y.z où y. parcourt $' i ± i et z).

R° correspond au diviseur x° de 0 formé des ( ̂ —^ ) où y === — [Ï,

o^ -^ 83=== i (21). Pour qa une m^ soit dans R°, il faut donc et il
suffit que cr === S2 === ;JL, y •==. (3 === o, aa == i, c'est-à-dire que ^ ait la

forme ^ avec aà == i. Pour a = ?' on a LL === i. JÎOTIC d^ est dans R% etv a k

c'est, dans R°, la seule m^^ i où p. soit réel.
m^-y qui est dans Q°, n est pas dans R°, puisque î n'est pas carré

danser-/. Mais, comme 2 ? est carré, m^ est dans m^R°, donc dans R'0.
Toute substitution s de Q° hors de R est dans un complexe de Q° [ R

tel que m^Jî, ̂  étant un entier de cDV sans diviseur carré et =7^ ± i.
La substitution correspondante de^a la forme a^ ̂  p (aS — (iy == î).
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Les condit ions de réalité de s sont (ici A === ^)

32 =-̂  ce ̂ v., f p.p. .== p2, 7^ == — a|3, |3ô == — ay^/j.,

aô + py = ao -i-- j3y.

Donc p.;j. est un carré m\ et, ;j.p. étant un ent ier ;> o, m est un ent ier
réel que je supposerai >o. La re la t ion ^ -==m2 montre de plus que,
si a a un facteur premier complexe ÎD', i l a aussi le facteur în. Donc u.
est de la forme i^m, et l 'on voit que m est un produi t de fac teurs
premiers réels, positifs et d i s t inc t s . En dés ignant par £, ^ des uni tés
égales à =±: i, les condi t ions de réali té de s s 'écrivent

ô==saw, '^==ll1, yô==--a(3, pô^—avw 2 ,
/?&

^ r • ^/ fifi
avec oco — pY,== r , ou £aà//z — & '-^ == i.

L'é l imin ina t ion de y, o donne (e +• £''ap =-- o.
& m 7^0^ clans ^ / , y//^ des facteurs premiers complexes, i l a la forme

m = = y y , y étant un produi t de facteurs premiers complexes dont
aucun n'est conjugué d'un autre\ et l'on peut faire, ou bien a == o,
£' == — T., [3 == y^ ou bien •? == Oy £ === i , a == ~ *

.Srm û, ^^ OL', des facteurs premiers réels, a? est -=f=- o^ sans quoi
on aurai t une équation de la forme // = mgg^ /et g é t a n t des ent iers
premiers entre eux, ce qui est évidemment impossible. Donc € = - £,
et, en posant a== ̂  on a y/y/ -4- pp === em. Donc c == ï . Comme tout

nombre ent ie r >o est une somme de quatre carrés (1), on peut
résoudre cette équat ion en a',? (et môme les supposer entiers).

Donc Q° contient tous les m,^ R°, c est-à-dire que Q0 == R'0.
Pour v == o, n == j, ye définirai le groupe réduit R rf<? û comme coïn-

cidant avec R°, ^y<3 désignerai par R/ fc y^. ^p. c. ̂ . de R ̂  J^ m;,^ où
^parcourt Sl\ Il est clair que n === R'0. Donc Q0 == B7.

( 1 ) Voir, par exemple, BACHMANN, Niedere Zahlentheorte, L. ÏI, p. 3-26-3^8, 36<-)-37^.
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27. 5W/ v =0, n == 4- — D'après le n0 21, en reprenant les mêmes
no ta t ions (sauf que X, est ici remplacé par x, et x^ par X'), R est
ici formé des subst i tu t ions /'.v et coïncide avec VW de I, 40^ R° coïn-
cide avec V°W0. Ici encore

v^w^Ho^, o-b),
et V°, comme W% permute transit ivement les points x^ y^ ^a» ^'2)
de:S^y^==i.

Pour que / p ^ ^ s o i t dans R°, il faut et suf f i t que l'on ait a 2 ^^,
a'^ a, S == ?'==: o. Pour que m.^ soit dans R°, il faut et suffit que
l'on ait a2 = p., a^a, ^ == ^== o.Donc, comme au n° 25, ̂ .(/c ==1,2)
e^ dans R°, et c'est, dans R°, la seule m^^/= î où ^ soit réel. Ici
encore m/,p y/^' <?^ évidemment dans Q% est dans w^a R° ho^s de R°.

Toute substi tution Œ de Q° hors de R° est, comme au n° 25, dans un
complexe ^aR où ;x est un entier non carré de ̂ /. Les conditions de
réal i té d'une subs t i t u t ion rn^rs sont

( OÔ7 . ... , Sa' / ^( §^—=ay/y-, -./•/air:1'!!-, yy/^^:--t_, _l_=:_a//J.,
(i) • F- / .a ^ f7'

( ^==-p^, ô/^—à^, yp^/P^, • ôa^à^.

Donc, comme au n0 25, p. est de la forme i^n, m étant un produit de
facteurs premiers réels, positifs et distincts.

Supposons d'abord a, j3, y, S non nuls, et posons

P
'«s

Les équations (i) et (2) s'écrivent alors

(3) 00'= m'a7, m2/^— Ç^ ^a^ Ça', ^^r- ̂ f,

(4) •• ô7^^,1 ^/^-S^ P^-Ç-/, ^a^o". ,

On déduit de (4)
Q^!ol-^ly')^^ai''ol-^yl}, ^ d^u S-^.

En él iminant alors o 'et y^ on obtient de suite 0 = = 9 , O 2 ^^ 2 . La
condi t ion ao — py == i donne alors

^aÀ+pp^^. '
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Donc 6 est, positif, et 6 == m. On a donc

S Q'(5) o-==.mà, y =—^-3, o' == /?/ à /, ^ = = — 1 — .
' m m

^o?'/ a == o, donc [rly =-: i. Alors (i) donne §â'= $?'== o, d'où § ===o.
En posant p = — Oy (1e1 condi t ion [3y = — i d o n n e pp == 0 ; donc 0 est
réel ^> o), les équations (i) et (2) s'écrivent

^Y^_^ m11 y,'•==: tfà', ô'=:0y^ ^ = — 0^,

d'où • 1

^2(^ /Q/_p /^^^g .2(^ /^__p/^^

d'où 0 == m, et l'on a encore (5) .
Si S = o, (i) donne ay/== ay7^ o, d'où a = o, et l 'on rentre dans le

cas précédent.
Sou ^ == o, donc a$ == i. Alors (i) donne "p^ == Ya /== o, d'où y =o.

En posant o= Oa, et en ra isonnant d'âne manière toute semblable,
on obt ient encore (5).

Si^ = o, (ï) donne ??'== pû'^o, donc ^ =o, et l'on rentre dans le
cas précédent.

Ainsi quels que soient a, p, y, o, y/, f^, y, ^, les condi t ions de
réalité de ^ri^rs se réduisent à (5) avec

y.r] — ^ y ^ z ^ o ' — ^ ' y ' = i ou ^àmî+^=y./àf/n31-}-^^^ m.

Donc^ comme au n0 25, Q0 = R'3.
Pour v == o, n-== l ^ j e définirai encore le groupe réduit R ̂  a comme

coïncidant avec R°, et je désignerai par K le p. p. c. m. de R et des m\^
où ^parcourt ^. Donc Q0 == R'0 == R\ /cî D rf^z^ R.

Faisons correspondre à r (dans le champ x') la subst i tut ion
Y a^ - f~S \ . , , ,, ,. / arz+ô'\ , • i i . .
[ih y , { ^ F a A> la substi tution ^, —;—^y a m,^ la subst i tu t ion

à ^ la subst i tut ion " ^ ==r i . Alors m^m.^ (qui est dans R) corres-
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pond à | u, A2 u [, et. m^ == m^ ;. Wu.^aia . ^ t-, " 1 " Posons .x = D^Oy,

^ === jc^x.^ et soit -J le p, p. c. m. de % et,des mu, où p. parcourt tf.
Alors R | D correspond à -v., Q° j D à y , Q | D à.

et R| D à .x-o. En désignant, par m'u. la correspondante de 'rn\^ (a parcou-
rant ^ ' ) dans' .y, R ' ' [D correspond ali p. p. c. m. "\̂  de ^<, et des m^.

28. Supposons malmenant n^5 , v ^ o et / i - — 2 v ^ 3 . Désignons
par À', / Ç k - = ^ l ) deux des nombres v - r - i , . . . , v^ — v, o. Soient,
pour A", /^o, R/^ :== R/^, Q/^ -== Q//,, r^, .y/,^, 7 ;̂ ce que dev iennen t res-
pectivement les groupes R, Q el les Slibstiliitions r, s, m^ du n0 22
quand on y remplace x^ par x., ..^i par .z".^/,, j-^ parr^,.,/,, ^2 par ^^^
y^ par y,^/ ^et ^i par s^, s^ par .^^,, , 5;^ par z.,^ .s^ par ^).
Soient B^, === R^, Q^,, == Q,^. et 7^^ ce que deviennent respectivement
les groupes ti, Q et, la subs t i tu t ion m,^ du n0 21 quand on y rem-
place ^, par OL, .r, par x^^, y , pary^^. (e l 3, par ^^_i, s^ par s^,
^3 par ^.^v,). R^/ ^st ic groupe r édu i t de 4^ -+- ^/' Soit, pour v > o ,
R^. le, groupe réduit de 9 -4- ^A» et posons j d^ \ = ï)^ | d^ \ = D^/.

Je définirai ici le groupe réduii Pi,, = R A7 a comme éteint le p . p . c, m.
des R/,/ et (n v > o ) des R/,.

Tout d'abord, .s7 v^o, e^ ^z ;x est un entier réel pontif ou. négatif,
sans diviseur carré, m^ est hors de R. Supposons en effet que l'on
ait m^ '==^, s^ ..., ̂ , s.^ ... élani des subsliludons des R^ ou des B^.
On peut trouver comme au n° 9 un nombre premier p supérieur aux
dénominateurs des coefficients des ^ et tel que ( ^ ) = = = - — i . Dans le
champ C/, d'ordre /vies sj sont toutes paires (I, 39). Donc, dans/G/,,
m^ sérail paire. Mais, par un. changement des seules variables s,, ...,
z,^,, on-peut ramener a dans Cy à un type où n ~~ 2V$ ,2 , et l'on a vu
alors Çloc. eu.) que m^ est impaire.

En particulier, si v > Oy d^ est hors de R,
Considérons maintenant une substi tution a de R°, et, reprenons les

notations du n° 23.
Soit d'abords == o. En multipliant a-à droite par une r^ ou une .̂,

Afin. Éc. Norm.., (3) , XLIÎ, -— DÉCEMBRE 'liQSâ. . , 47. ,

. 1 1 - 1 /
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oix peut rendre a^ ^ o. En mul t ip l ian t encore 'à droite, comme au
11° 23, par des substitutions de R, on ramène a à une substitution de
la forme n^myp,(p^.py == i). Or m-^ qui est dans un Q^, est permu-
table à R, et /72<p.m^. est dans R (c'est u n e r , y ) . Donc, en mul t ip l iant
encore par des substitutions de R, on ramène a à W ( p ( p = = I I p ^ ) .
Comme p p = = i , p a ta Forme?? Œ étant entier dans .x/(8). De plus,
m^ étant dans R°, p est ici carré (25), et' de même , o-cr --= po"2.
Soit o"==ira, UE. n'ayant pas de diviseur carré ^=. ± i. Il faut que ,p.p-
soi t carré. Si donc a a le facteur premier complexe CT, il a aussi le fac-
teur ÎÀ. Donc fj. est. le p rodu i t , ( f u n e unité par un entier réel,
etp == ±( ^ ) " Donc m^ est d a n s .H (22). Donc a est. d a n s R. Donc,
pour v == o, R0 ==-l\.

Soit maintenante^ o. Kn m u l t i p l i a n t a à droite par une V, une U,
ou une l ^ d \ , q u i ^st d a n s R ( I , 32), on peut; rendre a ^ , =^ o. En mul-
tipliant au besoin à droi te par d^ on rendra a^ posi t i f (a^ est réel).
En m u l t i p l i a n t ensuite à d ro i te par u n e rn^^^m n (cr é t an t dans >x/), qui

' ' cr
est dans R ( 1.2), "on ramène a,, à s . On pourra alors, comme dans 1 , 30,
à l'aide de substitutions de R, annuler tous les a^, ^y, oùy esl ^~ i.
Dés lors, comme au n° 23, on est ramené au cas v = o.'On voit donc
qu'ici, à cause de remploi éventuel (le rf,, a est dans R +rf(R. Donc,
pour^ >o, R°= R-.i-^R.

Ainsi R est normal dana Q0, et Von peut identifier m'}^ (p- parcou-
rant (f) avec m'^ Donc Q0, dérivant des Q^ et, si v > o, des Q^, dérive
de R, des m,^ et, si v ^> o, des m^ el de r/^ (12). Or si v == o, m^m.^
est dans R° === R. Si v ^> o^ m^m,^ donc aussi yn^m,,^ est dans R. Donc
/y?,^w^, étant réel, est dans R0 === R. DoncCy dérive de R, rff^ m\^ e/, n
v ^> o, de d^.

Désignons désormais par R^:^ R^0} /^ p.p.c\m. de R et des w^p.. AÏ
v ==: o, Q == R/. *SÏ v ^> o ( alorf; on peut supposer que rn.^ == m^)^
(y^w^d^R1.

Comme — • i est carré dans or/,/^ est dans R. .Donc., pour v ïo,
Q^ divise R'.

ÀÏv^a ,^ , qui est, comme ^, hors de R, est dans «^ R. Donc ^3 est
dans R, ce qu'on savait d 'ai l leurs déjà (I, 29). Or R^ contient r4.
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Donc, pour n- pair, 1.) divise 11 toujours et seulement,si v e.î/ nafr. .Pow
7i impair, D est premier d Q0. '

5ï'v == o, R qui est < Q\ ne peul contenir lous les Q^. Donc il n'en
coîitient-aucun, le rôle de chacun .d'eux étant le même. Or m^ comme
m^ est hors de R, puisque m^m'^ esl dans R. Donc le p. g. c. c l . de R,
Q;/ est R,,. .

29. Pour v> o, toute substitution a ̂  Q" {dans •X") suf/'isa/nmenf
voisine de i est dans R'. — Prenons en ettet les noiîitions du. n'- 'SS. Les
coi-îffidents diagonaux de y. d'indices ̂ , supposés assez voisins de i,
sont réels > o. Donc, en miiltipliant a à droite par des substitutions
de R, on peut, comme au n° 2<S, et sans employer d.^ ra'mener a à une
substitution m^ dé R\

30. Revenons mai.ntenanL au cas où a == X^, ei soit K Ze p. p. c. w.
^^ Q^ f-'/, ,y/ v ^> o, des 1{^-. R sera dit le groupe réduit de a dans 3Ci.

D'après ses générateurs R est continu.
Pour y == o, 07i a de/à ÏHI que 0° == R ( '23 ). Alors Q° est continu, et Q"

contient D toujours et seulement si n est fsuir (îï^i: ).
Soit v>o. Comme Q;; ==- R/,-+- r/, B/, (1 .5) , Q0 dérive de t-t et de //,.

Mais d^ est- i l dans R ? Supposons que r / ^ •— s ^ s . ^ . . . , .y,, ^^ ... étant
des substitutions des Q^ etdes R^. On pourra trouver dans le groupe R/,
ou Q^ auquel appartient 'sj une substitution A .̂ à coefficients rationnels
(appartenant au groupe R/,/ de .?b si Sj esl dans Q^ ) îrussi voisine ciiî'on
le veut de s^ Si s-^ est dans R/(., cela est clair. Supposons donc s ,
dans Q^, et remarquons d'abord qu'on peut trouver sur le
cercle x 1 -+-y2 == i un point (.x\y'') à coordonnées rationnelles aussi
voisin qu'on le veut de (x, r) : cela résulte immédiatement de la

représentation" uni.cursale x == —:—7^ y == ——-5 Si donc a et S sonti. , { 4- ^ *-/ i -4~ f2 '

deux nombres 'complexes tels que aa- i - j^^i , c'est-à-dire, tels
que a=== e^cosu, ^ =.e^ s\nu, on pourra trouver o^, p o » ^ / » '̂  aussi
voisins qu'on le veut de a^, po, ^ respec t ivement , et tels que coso^,
sina^, cos^',sin«' soient rationnels. Alors a'=^00^1'et S7 ==^ smu'
àont dans X/, et aY -4- ^ 'p'^i. De làrésulle l'existence de s ' - . On aura
donc une relation de la forme d^e === s\s^..., e étant, d'après cette
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relalion même, une subst i tut ion du groupe Q0" de a ••dans X -aussi
voisin de i qu 'on le v e u t (c/1. i3). Donc ^ est dans le groupe ïT du n° 28.
Mais alors d^ serait, dans R' ce qui n'a pas lieu ('28). DonCy clans le

' champ D b i , si v > o, r/, ^ À on' A? R, el Q° == R -4- d^ R (R <?.sf évidem-
ment normal d^ns Q0 ).

On voit alors comme au n° 15, en tenant compte des observations
précédentes, que si v > o, Q° est semi-continu,

Si n est impair , Q0' est évideminent premier à D. Supposons n pair.
Q^ cont ient , d/^ (22). Si d 'ai l leurs v est >> o et pair , R.;, con-
t i en t r/i ̂ .. .^ ( •12) . Si v est impai res , B.A. con l i en t d ^ . . .^. Comme R
ne c o n t i e n t j ama i s d^ on vo i t que,_/w^/' n pair, Ï\ contient D toujours et
seulement n v c^ pair ( ̂  o ),

' 3 1 . THÉORÈME. — Pour 7^5, RD[ De^ simple ̂ ').
Soit d'abord v == o (cilors Q° == R), /?/ montrons c/ue tout dùnseur

X /ion ^D de Q0, normal, dans Q, coïncide avec Q°.

Soit ^== (.y^) u n e s u b s t i t u t i o n de X. hors de I), et supposons d'abord
que s ne soil pas permutable à foules les substùuUom Oy, (19). En ra ison-
nan t comme au n° B o l suffît de r emplace r s, z ^ + ̂ ^ p a r ^ ^ - { - ^ ^
S^/,^/c par S;^^., et le facteur arbi t ra i re p de m o d u l e i par -•11-< i), on voit
que X c o n t i e n t 0^. Donc X eont ient , chaque R,/ , et, en t r ans fo rman t
par T.,/, chaque R^. Donc X == 0°.

Supposons maintenant s permutable à toutes les 0^. Alors ,s' se rédui t à
une m u l t i p l i c a t i o n , el c o m m e s conserve a, ses m u l l i p l i c a t e î i r s sont
tous égaux à ± i , Comme d ' a i l l e u r s s est hors de D, on peu t supposer
que .y == — s^, ss^ s^,, . . . | ( & === ±: i). Q con t i en t év idemment une
s u b s t i t u t i o n T qu i échange ,^, et ̂  et: X con t ien t ^~1 T~"1 ^T === 0 , ^ . Donc,
comme tout à: l 'heure, X == Q°.

^îâ. '.Supposons m a i n t e n a n t q u e v des z2 ( i $v ^ ^- (20 ) j , tels que ̂ , .
^.,, . . , , ^,.,/..,_,, soient remplacés par—^2 , , . . . , ~ z^^. En raisonnant
comme au n° ^ (avec les modif ica t ions indiquées au n° 31) on voit,

• C 1 1 ;). <7^ C^UTAN, J.. ,̂ .- ZV.,;i9î4, p. ^6. . ' 1 ! , • . "
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que X con t i en t , 0,^ le nombre des indices A, u q u i sont > n — v pou-
vant être 0,1 ou (si v ^> i) 2. Donc, en revenant maintenant aux
notat ions du n°28, on peut supposer que X contient , ou ^ . (Â '^>V') ,
ou d^ ou ( si i <<v $^ ) ^ 2 . Si X contient^/, . , i l con t i en t

. , /r^4T^==^(^>^

donc chacun des deux diviseurs dont Q-̂  est le produil",, donc tous
les Ql1/, et de p l u s tous les R/,, donc aussi R. Si X c o n t i e n t r / i , il
c o n t i e n t R/, (15), donc tous les f / , (15 ), donc encore R. Si X contient l^
( ' pour v ^> s ), i l con t i en t tous les R/,, donc tous les c/, et R.

Donc, si v > o (alors Q° = R + ^i R), îouî.diwew X, no7?., $D ̂  Q0,
normal dans Q, contient R.

33. Je dis î 'na in tenont que tô?^ diviseur normal X r/^ Q10 ^/ normal
dans Q.

Prenons a sons la forme 'Z.'^Cj.zj ( '€,= ± ï ) y et désignons encore par
les mêmes lettres les expressions de Q, Q0, H, t) et de leurs ,substitu-
t i o n s par les variables ac tue l les .

On paît supposer n pair, sans q u o i Q == Q0 i ) , et X, pe rmu tab l e a <••/,
est évidemment no rmar dans Q.

Comme 0^ est hors de Q°, l ' u n i q u e conjugué de X autre que X
est X'== 0 / X . O / , - n o r m a l dans Q° comme X, et XX/ est normal dansQ..
Donc XX' con t ien t R. Donc XX' == R ou Q0. Le p. g. c. d. ® de'X, X' est
no rma l dans Q, et XX' © est produi t direct de X © par X ' IQ . Donc ©

• ne cont ient , pas R (XX^R est d'ordre ï oa 2). Donc © divise D, et, en
prenant XD pour X, on peut supposer que © ==• I).

Soit ^,=^ /==ï /^^ ^=(^) ^»1 dïins X, el ^(S^) dans X'
(v <Â-^/). Posons 6^6^ ^, 0,^/= S/; ^ est dans X, et ^ dans X^.
Gomme ('4 est permutable à 0,, on a

• ^=c;^. „
Donc

. •• .$7 1 $ == ^£-1 ̂  =: ̂ , . ( £;• = 0 0 U. .! ).' , . ,

Donc 0^0^. ̂ S/^£;4"^ elB^'O/^.'^'7.. Donc o-r= o,-et,; en posant

, • • • •1 . 1 ' . • •^=[P/] (p;===iïi), , . , .. - . ' . • •
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on a lira

(l) ^==p^, ^a^—p/Ï/a, ^a/^—P/^a/ (^^7)-

( a ) ^a^p/Sap (a, â^y).

Fâisonsy==: ï et 2. Comme les t^ 'où a, ^ sont >- 2 ne sont pas tons
nuls (le d é t e r m i n a n t de $ est, -=f=- o ) , on a ?, == p^ , .et de même

p^ ==: ûy^... -r= p/,.

Donc, d'après (ï), les ;̂  où a :̂ = ^ sont mils, c'esî-à-dire q u e r e t Ï 7

sont, des multiplications, et. ̂  -^ cf'^ ( & =-= o on i ). Mais ^ est dans X',
et $ dans X. Donc $ et ̂  sont dans D, et d/, devrait être une simil i tude.

34. Soit ma in t enan t X un d iv isear l i o rma l de R non no rma l dansQ\
et supposons X minirmim parmi les diviseurs n o r m a u x de R qui ne
sont pas normaux dans Q°. On suppose ici R <^ Q°, donc v ^> o. Alors

Q»r=-H +^R (A=:i, . . . , ^}. ,

(^omme au n0 33, l ' u n i q u e conjugué de X aut re que X dans H
est X'=== rf//X.<:4, nonnal.aiissi dans R; XX', é tan t n o r m a l dans Q\ donc
dans Q (331-"), coïncide avec R, et le p. g. c. d. © de X, X' d i v i s e D. Si R
cont ien t D, c'est à -d i re si v est pa i r (30), on peu t , comme précé-
demment , supposer q'ue'Q == D. Si. R ne c o n t i e n t pas D, 9 = r . Ainsi 0
est'le p . £(. c. d. de R, D.

Posons n — 2V ==- m et
,;r/,--=: z'/fi ^ -f- z/n. ̂  „.../,, ^r/,-—: z^.^ — z^^^i (h .=: ï ; . . ., '^j.

Soit encore
^= i ̂ , — 3 / 1 , ^^=: ̂ , (y, / = ï , . . . , / < )

et
• ' ^x^/=x; -^x^===x,,. •

On aura
d/i ==:•7^•4.Â,w-(-t/-^•/^î ^w-4-A "-'• ^/<^/n ^fn^^'^'th.

Poson's, pour abréger, m 4- À ===='^, m -+- v + A == /; âlo-rs . ;. . . •
, dî,=Q,^' ^—.d^t/,, ^f^t^ et. , Q=R+.R^.4-R^..+.Ré^.
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Q R est d'ordre 4» et Q a exactement 3 diviseurs d'indice 2 qui sont

Q^-r^R,^, Q^r^R,^; , Q^== ;R ,^ | .

• 1 ... ... 'ïl11 est. c l a i r que X^ et X^sont , comme X, normaux dans R, et. l'on a

X,^= X', ,̂ X, ̂  == Xy, R -==• X, Xy.

Les relat ions O ^ X O e = X , , ^X^^X^. mont ren t d'ailleurs que le
p. g. c. d. de X^, X^ est ( t©6,==©. Donc R j © est le produit direct
deX, |© pa rX^ |©. ' •" .

Supposons Xe\@ premier à X ] © e t ' à X ' ' J © . Alors : 1° XX^|© est pro-
duit direct de X ©par X^|©; "2° chaque élément -=^ ©' de X,.|©, étant
hors de X [ © et de X' l©, a la forme Qgg1, g' étant dans X hors de ©
et. g1 dans X' liors de ©; 3° ^ étant quelconque dans X, on aura
Qgg1: = ©S^' ou, p u i s q u e XX^|© est produit, direct de X|© par X'jQ,
© ^ • E = = © E ^ ' . Donc ©^- esl normal dans X1 et par su i te aussi dans
XX^Q^r R | ©. Donc B a u r a i t 1 un central ou u n second central
( /? . , 94)>©. Mais ce central de M, étant évidemment normal dans Q,
d e v r a i t co ïnc ider avec R (32), t and is que R © n'est pas abélien.

D O Î I ' ! XJ © ne peul r/re premier à la fois à X j © et à X/1 © (cf. E., 72 ).
Supposons que Xç et X a i e n t un p. g. c. d. ;>©. Ce p. g. c. d. est
normal dans R. Donc , d'après l'hypothèse faite sur X, on a X^==X.
De même, Xy]©" n ' é t a n t pas .premier à la fois à X [ @ et à X/ ©,
071 a Xy == X'.

Ainsi on a, ou .bien Xe==: X, Xy== X7, ou bien X/= X, X/,== X'. Dans
le premier cas Ôe ^st permutab le à X et à X^ el Oy les transforme l ' u n
dans l 'autre. Dans le second cas Oy est permutab le à X et à X', et Ô^les
transforme l 'un dans l 'autre.

Désignons m a i n t e n a n t par // un indice parcourant les nombres
i, 2 , ' . . . , m -+- v ^ == /•/. —^ v (, î v 4- 3 ). Alors 9^ •=='' 6^ (^ d^ est dans R
( I . , 29, 32), donc'permutable à X et à X7. Donc 0,, transforme X et X/
comme Q^ et Û^= 9^^ transforme X et X' l'un dans Fautre (comme rf^).

Considérons encore- ic i r4== ^S'^ ^'S^6, ^^^(Sa^) étant dans X
et ^== (^ag) dans X^ (À^>v) , ^ supposons d'abord ô^ permutable à X
^ a X'. On a alors

, ! • . Q,t'EÔ,t-=^ c,uf ^itC,'6,t == c^ , • ; !
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^ étant, clans X,.et ̂  dans X^, et . •

U«=^ .d'où ^^^r1^^ (:^=û-oui).

Donc O^SO^ ==== ̂ f", et, erâ posantrf«== [?„] (p^== ± i), •

^y^rr" pn,^itu9 ^ua'"'^—p//- ^a? (ila^^ — pu Ç.O(M (a T2^ ^ / ) ?

• £ap==p^£ap (a,(3=^/).

Si p^== — ï ^ (ous les ;a^ oul y^ ^ soni" ̂  u soni nuls, e(, | ç | est nul ,
ce qu i ne s epeu t . 'Donc p/, == i , et ^a"-^ ^a//'^ 0- Donc E et, de même,
y opèrent, sur ^,..., ^,,_,, des mul t ip l . i ca t ions , et subst i l i ient à ^-.^.i,...,
s^ .des fonc t ions des seules var iab les s^_.^, ..., z^. D'autre part
6^(y"===n — v -p-i, . . . , 72 ) t ransforme X et X/ l 'un dans l ' au t re . Donc,
comme au n0 33,

^/•^[p/] (py=^>) .

Donc $,/„ ---=• ?y^, et si, par exemple, d^-=- d^^ ==-" 0^, on a

P/^i =p/^^= -11- i, p./-c;ï:i= i (^ — •:^.est :i3),

ce qui, est un. p os si blé dans ,)T^.
Supposons maintenant 0/- perrniUahIe à X <"/ a X'. On voit de même

que H et $' opèrenl. sur .̂ ..̂ (, ..., 3^ des maltiplications, et, trans-
forment. ,5,, . . . , s ^ _ ^ eis fonctions des seules variables ;?,, ... , z,i^.
D'autre part (̂  transforme ici. X, et X' l'un dans l'autre. Donc, comme.
au n° 33, 0^$''0^== $| p^|. Si n ou v est impair, R est premier à I); donc
Ions les,,?,, sont é^aux a E. Si n et v sont pairs, donc /i^6, e t v ^ ^ ,
n — v v 4- 3 est ^5, et l'on voit comme au n° 33 (jue les p^ sont tous
égaux. Donc, comme au n0 33, quel que soit, n :' 5^ ^ eL ^ sont des mul-
tiplications, et $" == ̂  $'( '£==-= o on i), ce qui conduit, à la même impos-
sibilité.

Donc, dans ̂  p6w n 1 :') ^ v o, RD | D est simple.

35. Considérons en particulier le cas où n == Qet v === o, et les groupes
H,H°, H1., H^, J , J ° , r de variables S,,,-^ ^,^^ relatifs à .la, , forme
^C/CÂ-CS) (!1 ) ' J° est d'ordre - i re tJ ' d'ordre 8. Désignons par e, /, g, h

( l ) Cf. CABTAN, ^, .̂ '. .,\, î9'i-h p.'^o.5.
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une permulation de i, •î, 3, 4, el considérons les déterminants
î- >-'Si.» ^r

Z.-/^ . „s/' V

•C,, î:'.,, 'C,, 'C. étant cogrédients à 'Ci, ̂ , '€3, G.,. Les substitutions 'C^,
^ 0) fixent Z,/-et Z ,̂, et opèrent sur Z,,, Z,,/, Z^ Z,/, les substitutions
respectives ,

1 a. o (3 o . , a o o p ,

,? ° à ° ^ ,«?-) 0 à p ° .
^^ -p o à o ( ' l a " ' ~ ) o - S . o

(. o — P o a ! [ -i3 ° ° à '

Donc, en écrivant a-,, y,, a'ï, r.,, d":i» 73 P0111' z»/' ze/" rL^- z/'/' zl•/" ̂
respectivement (•), ÎH:/,', 1%; fixe a-, et r,, et opère sur a-., y., ̂ ,j,,
donc aussi, avec les notations du n0 9! , sur ^,, ^a, ^3, ^', toutes les
substi tut ions du groupe Q°,, relatif à

a.i=rî3ri,}'k-=ï'[s^.

Donc H0, qui est le p. p. c. m. des H;/(-2) opère sur

Ct =1^1 (53==a-3+(J-3,56=.a"3——y3)

toutes les substitutions de Q^ = Q°. __
La similitude (T qui multiplie •(,, t,, ̂  ^ a ̂ -i opère sur

^ ..., ̂  la similitude dÇ^- conserve les ,̂), e tP={a} . D'ailleurs
ici Q°=R et Q° contient rf(30). Donc R est isomorphe au second
combiné (17^ H1; de H" ou à H° {a 2 } , et R D==H°IJ'. _ ^

Soit X = H» + H" l un diviseur de H' tel que X | ^ j = Q. Alors î- est
dans H». Si donc 1 1 \ + ij l est égal à - i, et X == H1 . Mais, J1 étant
d'ordre 8 H 1 1 j f f 2 1 ne peut être isomorphe à Q. Donc \ t \ = r. Mais
alors t qui est hors de H°, multiplie S ;̂̂ . par un facteur positif
p ̂  i (1), et p2 devrait être égal à i, ce qui ne se peut. Donc X n existe

pas. ________________

( i ) On remarquera que, dans la relation
2^ .EkTk = Z(./-Z;,,A-+- ZcyZ/,/-t- 'Leh'Lj's,

les permutations ̂ , eghf, ehfs des indices du second membre se déduisent de la pré-
mière en y permutant circulairement/, §\ h'
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