E. GAU

Mémoire sur I’intégration de I’équation de la déformation
des surfaces par la méthode de Darboux

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 42 (1925), p. 89-141
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1925 3 42 89 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1925, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1925_3_42__89_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MEMOIRE SUR LINTEGRATION

DE

L’EQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES

PAR LA METHODE DE DARBOUX

Par M. E. GAU

Doyen de la Faculté des Sciences de Grenoble.

Introduction.

Je me swis proposé dans ce Mémoire d’apporter quelques résultats
nouveaux dans 'é¢tude de la méthode de Darboux, et de les appliquer
a I’équation de la déformation des surfaces.

Les deux premiers Chapitres concernent donc les équations tout a
fait générales; je n’ai méme pas supposé tout de suite I'équation
linéaire parce que les théortmes se démontrent aussi facilement pour
les équations les plus générales; mais je n’ai pas tiré ici toutes les
conséquences des résultats obtenus dans le cas général, me bornant
le plus souvent a constater celles que I'on aurait 4 utiliser dans la
troisiéme Partie, consacrée spécialement & I'équation de la déforma-
tion. :

Je rappelle que j’ai démontré antérieurement (') qu’il suffit d’un
invariant (d’ordre > 3), pour chaque systéme de caractéristiques,
pour que I'on puisse appliquer la méthode de Darboux.

1. Notations. — Nous emploierons les notations introduites par
M. Goursat (*). Soit une équation du second ordre :

(1) r—+f(z, 5, 5 p,q, s t)=0;

(1) Comptes rendus de ' Adcadémie des Sciences, L. 166, 1918, p. 276, et t. 176,
1923, p. 278. ‘ '

(2) Goursar, Lecons sur L'intégration des équations aux dérivees partielles du deuxiéme
ordre, t. II, p. 78.

Adnn, Ec. Norm., (3), XLII. — Mags 1925. 12
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fonction de celles d’enitre elles dont le premler mdlce est o ou 1. Si,
dans une expression @ (&, ¥, 5, P> @, -+ -5 Piks - ..), nous remplacons
les dérivées p; par, leur valeur tirée de (1) ainsi qu’il vient. d’étre
dit, nous aurons une nouvelle e‘(pressmn que nous désignerons
par [¢(%, ¥, 5y -, Pix: ---)] et qui ne contient que des dérivées dont
le premier indice est o ou 1.

Nous désignerons par m, et m, les racines de I’équation

12 0f I _
M2— M —+- 57

que nous supposerons dans ce qui suit disunctes; les caractéristiques
correspondantes seront désignées par I et II respectivement. Nous
poserons

= my— My,
et nous supposerons toujours p. # o.
Expressions d; - — Dans un Mémoire antérieur ('), j’ai étudié

la forme des expressions [Z;/] les dérivations étant falteq en tenant

compte de ce que = et.ses dérivées dépendent de y. Je vais rappeler
briévement les résultats obtenus et les compléter sur certains points

A . . X dcp , . d
importants. Je continuerai & représenter par (@> ’expression [E;ﬁ]

ou I'on a supprimé les deux termes contenant les dérivées d’ ordre
supérieur (Notation de M. Goursat). On a

d d
\ [df]“ 5 Put G pro L
avec

af af of of af
( b= (dy> oy "9 9 Tl ag

et 'on peut remarquer en passant que

<_cia_f_gl:__g/_' (ddf oL of
dy os) ds odp’ dyot) dt~ 0q

(2)

(D) Journal des Math. pures et dppli&uées, 6° série, t. VII, 1911, p. 129.
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En continuant les dérivations on a Sl

/ 2/ L 0

(35 d2f] 35 P +() -+ +2 +
dy* 187 gg Lo p“d’ P12Pos 550, p“dﬁ
[ e - ()
P22 55 T op | TP ? 9 T og dr) .

CTa&f1 of . - 0
‘ [#]za‘[])u@ﬁ* a—{Po,s—i— M;p, s+ Naﬂo,4+ Ja,

" oulona pose

o[ dof af . d df] af
Ma"—g[dy ()c] ()p Ns 3[dy ot | T g’ .
d 03 03
(4) J3—P13 d{+3p1 2 Po,3 o5 g‘gt“*“gpl 2053 dsdjt; 'i_/os'az'?;]f

()QL 02/' ()ZL df dﬁf]
2 —_— — — —
+ 3Pl [ o5 ()pds:|+3p‘ 2”“[ ds0t _ dpdt  9q0s |

»L orf d oL\
+3P33[W‘oqdz}+3 2(3;07)

e[ %)~ #]+ (%)

d* f d 0 ‘ '
[ J ()f d{/)” G+M/.P1 v+ Nopos+J, !
avec '
(8) ¢ f 02 f 0 f

g?
J _—3P13 ()2 +6P13P°40801+3P063—[§

raf () ][ (35) ) (5)
Pos| \ dy opral P \dy )T 9pos dy

.Enﬁn

ds J
[d].j:] = %‘fpi,e d[fl’o 74 Mspy s+ Nspos+ P0P1 ,.-l— Qspo,s+ Is,

avec
(6) ¢ . [aMm, daM, 9*f of o,
' ANk +3"’“02+3P“asw+0p”’
[N [N orf *f
Q"_[ﬁy] +‘[dy:|+ p”()sdt~J‘-3])‘)"()l2 dpos

Un simple calcul de récurrence montre que cette forme, linéaire par
rapport aux six dérivées d’ordre supérieur, persistera. On aura donc
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en définitive

ar f df df
(7) [dyn} O5 Pt 57 Pone
-+ N[n[)hrz'“i" NnPo,n+1 -+ Pnpi,n-1 -+ ano,n -+ [n
avec les formules

_ d of _ d 9
M5 5 NN g
dN,

aM,,_ 0
]‘)Il:[)fl-l +'["‘WJ]’ le—Qn~1+[

» °‘(\

i)
I

On en tire facilement, au moyen des formules qui précedent,

N I S I Ta I
[\M"“ [d}/ o | o N"“”[?{?Zﬁfrﬁi’
] , n(n—1)[ da* of d of
) ('"~—“‘*z el v )
_on(n—1)[ d* of S d of a.
=t |

Si I'équation (1) est quelconque, la formule (7) ne sera valable que
pour nZ5; mais jai déja montré, dans le Mémoire cité, qu’on pourra
écrire

dn p) 0
(9) [d'y‘{} = _()_‘{-'/)I."“-t - ?)%'po‘"'"ﬂ + Nl"px‘"' + I\rﬂp(’,ll +1 -+ Jn

dés qu'on aura n2 3.

Si équation (1) est Linéaire en r, s, ¢, la formule (7) sera valable
pour nZ4, comme on le voit immédiatement, et la formule (9) sera
valable pour n2 2

of

Remarque. — En tenantcompte de ce que gs = M +my et%t[z m,m,,

le calcul montre qu’on a

vin—1) [dm, om
(10) Qn— m,Pp== f_(_.z___l(?‘_ P+ ﬁ[’o,t)

-+ termes d’ordre inférieur a 4.
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PREMIERE PARTIE.

2QUATIONS GENERALES DU SECOND ORDRE.

2. Soit une équation
(!2) CP :pl‘u—i -+ ’nxp().n -+ IA(.Z, .)/1 Sy e e [h,n—?.vj—’u,n—l)

qui forme avec (1) un systéme en involution pour les caractéris-
tiques (II); dans le Mémoire cité, j’ai démontré (p. 136) que I'on a
nécessairement I'identité

do do] :
[Z—x-l—{— m, l—(g,l =@(An+B)
en posant ‘

. dn,

- _[ dy
__ [ dm, 1§ dm, [ dm, af  If|
A R A A

a condition que n>3;sin=23ona

CiCPw ‘([(P—
1EAREEA

4
(14 ( tf om, ()m2].

b

(13)

=0 (3A -+ B) + Co?,

C:-f._l. —dt— — Ny '—d—s—*

On voit que pour certaines équations, en particulier pour les équa-
tions de la forme de Monge-Ampére, on aura C = o et la forme (14) se
réduira a la formule générale.

Y’ai montré alors (Mémoire cité, p. 137) comment la connaissance
de plusieurs équations en involution avec (1) permet de former un
invariant; mais il est clair que le raisonnement peut étre fait d’une
maniére plus générale.

Nous appellerons fonction principale pour I'équation (1) toute fonc-
tion o, gu'elle soit ou non de la forme linéaire (12 ), qui vérifie identi-



quement la relation
do. Ao
(15) [%]—l-m,,[dy]_cp(‘\oc—i—Bﬁ),

ol « et § sont dés constantes quelconqués. Pour préciser, nous dirons
que o est une fonction principale d’indices (2, 3).

Si I’équation ¢ = o peut se résoudre par rapportaux dérivées:d’ordre
supérieur qu’elle contient, il est évident qu’on obtiendra ainsi une
équation en involution avec (1); cela se. démontrerait en utilisant la
relation (15) et en raisonnant comme ’a fait M. Goursat (Legons, t. I1,
p 91) mais il peut arriver que I’équation ¢ = o n’ait pas'de solution.

Une fonction principale d’indices (o, o) sera.évidemment un inva-
riant pour le systéme (II) de caractéristiques; mais cet invariant
pourra parfois se réduire identiquement 4 une constante.

Enfin, un calcul trés simple, indiqué-d’ailleurs dans mon Mémoire
cité plus haut, montre qne si I'on a trois fonctions principales, ¢,, @,
¢, d’indices respectifs (o, B,), (%a, 1), (a4, By), I'expression

0% Bai—ttaB s (Pusﬁ,—a B ¢ gou,{i,—'a,ﬁ,

sera une fonction principale d’indices (o0, 0), ¢’est-a- dlre un invariant.
Sil'on a deux fonctions principales de mémes indices, leur rapport
sera un invariant.
Il sera utile dans la suite d’avoir le rebultat su1vant qui s’obtient
par un calcul trés s1mpl

(16) Aa+BB=(B—a) [0522 P12+ dg?])o, }

T ’W)(/)"’+ My Po,5) + termes d’ordre << 3.

3. Etude, dans 1é cas general, des fonctions principales d’ordre supé-

rieur & 3. —Soit n Pordre de la fonction prlncxpale o, d’indices (a, B);
on a donc

Le calcul que je vais développer ici sera utilisé trés souvent dans la
suite; je vais ’exposer-une fois pour toutes. .

Le deuxiéme membre étant d’ordre n, les termes d’ordre (n + 1)
doivent disparaitre ‘auw premier membre; or ces termes sont, toutes

do ta)
m?[dy] = (A + Bp) (n>3).
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réductions faites, - . R AL

(Prn=+ mapons) (2 — 7 o )
Pi.n 2P0,n+1 dPo._n 4 OP1,p—y ’

donc
do >
Po,n B dfjl,n«l =%
d’olt 'on tire
o= @(@'1 VIR DEERT Pin—2 Pon—1y @) -

en posant
W=y =My Py .
Prenons alors comme variables i, ¥, %, ..., Pin-gs Pon—is © Pons
¢’est-a-dire remplagons dans 'identité (17) p,, .-, par ® — m,p,.,.
Le calcul consiste & écrire d’abord I'égalité des coefficients de p,,
dans I'identité (17), puis adériver cette méme identité par rapport a w,
et & combiner les deux relations ainsi obtenues. On a

dol_9de g% 9 [4/
dz | oz ()‘. op. T Opra—a LdymT?
_d9 J9 dm, ar-tif
-+ 5 ()Po,n—~ P, n—1 ')_ nypyn +Po n 7[; - EF ?
de’| _ Jdo 99 af do
[@_ — 0y -+ {7 ()- -+ ])] 1 d[) “+... 1 ()I)lvn__g /)1’71-—[

_*__‘_).C_P_._ + 9% myp “+ P+ P dmy .
0])o,n——1 [?o,rz o 10,n+1 7+ 1,0t Po,n dy '

Mais on a vu que, si n — 123, ce qui est le cas ici, on a

dn—1 f . i
[7}/,,—_[‘{] =(my + My) Py, + MyMafg pyy M,_(o— My Po.n) + Np—1Po,n + Jn-1,
'dﬂ—?f .

LW] =(my + M) (0 — N Pon )+ MyMaPo n~+. . -3

toutes réductions faites, on obtient

| [ do do do  do dqo |
[d J—;-zz[d] oz T gdy 52(/)+m2q)+._.

. ‘ ‘ +< do
- ' : dpo,n—-l

(1:8) g{){,on“‘zz]-l-nh [dd—'i:’”

- M‘n——l (o — m:l’o;n) - Nn—-tpo,n'_'j‘ Jn—1i-

—my

090 > : 3
J— Do.n
Op1,n~2 (& —ppo,n) . T
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Ecrivons d’abord que le coefficient de p, , est nul :

9de do
(19) H<0Po.n_1 —my ()P1,n_z>
ado ([ dm,  [dmy |
T do {-;E]+,n2[ d‘)’ A]_i—”liMn-q—Nu—]"—O.

. . . . -~ ‘ e
Dérivons maintenant 'identité (17) par rapporta w, en posantg’' = -=;
il vient

dy’ do'l /[ do I¢ )_ M. — oA+ B
[dx] - m{d}’] +<0P0.n'—1 T ()[)1.11—2 - M= ¢ (Ao ﬁ)

Si on remarque que’

(20) (—1

d—',f—l -+ m, am, +mM,,—N,_,+—M, =An+ B,
dx _dy

la relation précédente devient, en tenant compte de (19),

(21) [%]—%—mg[%]i?'[/\(a—”)““B(ﬁ—l)]y

ce qui prouve que ¢’ est a son tour une fonction principale d’in-
dices (¢ —n,  — 1) (*).

On voit en passant que ¢’ ne pourra étre une conslante que si le
crochet du second membre est nul; cela se vérifie en particulier
pour ¢’ =1, ¢’est-a-dire si ¢ est de la forme (12), aveca =n et f =1.

Il est clair que 'on peutrépéter 'opération sur (21) et ’on aura, en
posant " = %%l, une fonction principale ¢” d’indices (o — 27, §—2).

Cela fait trois fonctions principales qui permettent de former I'in-

variant[ﬂ]”ﬁ‘“, suivant la régle du paragraphe 2 (p. 94).

cplﬂ
Supposons alors que I’on sache que I’équation (1) n’admet pas d’in-
variant d’ordre inférieur & (n +1); le précédent doit donc se réduire
identiquement  une constante. On en tire les conséquences suivantes :

(1) On peut déduire de la une démonstration plus simple el plus générale que celle
que J'ai déja donnée de l'existence d’un deuxitme invariant, dés qu’on en connait un
premier (C. R. Acad. Sci., t. 166, 1918, p. 276).
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Sia =netf =1, larelation (21) montre que ¢’ est une constante,
c’est-a-dire que g est de la forme (12).
Si B#1 mais a=0n, les relations (17) et (21) montrent
1

que 2'8='% B est un invariant et par suite

i

1=p

c;_',’:.; Po= /.',
d’ou
o=l (Proa—t = My poa+ w)? (k1= const.);

N
enfin, si o = fBn, on a %‘i— == const.

C’est la relation obtenue par Clairin ('); on en déduit immeédiate-
ment que (si n>3), v a 'une des formes

(0 2 = (P, ney + 0y Po,n+ 10)7U,

(“ ) 0= e‘l'lv"—l‘*"“ll'ml:-ﬂ-lh\"

v étant une constante, U, V, u, ¢, des fonctions d’ordre < n.

En reportant ces expressions dans les équations (17) et (21), on
voit immédiatement que p, ,_,+ m,p, ,, + 1), U, ainsi que V sont des
fonctions principales, cette derniére d’indices (— n, — 1).

En appliquant ces résultats a I'étude des fonctions UetV ci-dessus,
on arrive & unc classilication plus précise des formes que peut
affecter ». Nous nous en tiendrons la pour le cas présent et nous résu-
merons ces résultats par le :

Tutorime 1. — S’ n’existe pas d’invariant d’ordre inférieur a (n -+ 1)
pour les caractéristiques (I1), toute fonction principale d’ordre n >3
aura U'une des formes ci-dessus, ou V est une fonction principale d’in-
dices (— n, — 1) et (P, oy + M Py, U) une fonction principale d’in-
dices (n, 1) (involution ). ‘

4. Ewde spéciale des fonctions principales du troisiéme ordre. —
L’étude précédente ne donne aucun résultat pour les fonctions

(1) CLArIN, Sur les invariants des caractéristiques, ele. ( Annales de | *Ecole Normale
supérieure, 1920, p. 107-116,
Arn. Ee. Norm., (3), XLIl. — Avriv 1925. 13
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d’ordre £3, ni pour les fonctions principales de la forme (12); nous
allons étudier ces deux cas dans ce paragraphe et le suivant.
Supposons d’abord @ du troisieme ordre :
En opérant comme dans le cas général (paragraphe précédent), on
voit d’abord immédiatement que 1'on a

O=(X, ¥ 5 P ¢, S, »), 6 = Py g 0y Po e

T

En égalant les coefficients de p, , dans I'identité (17), on a
Jdo du\  col/dm, dmy\ — dmy (df qd, 9
—u(5 =) e (G ) ()= G () e %

, dm ) am, an, o m om,
Ry dy )+ "\ 2P s Je s

fdmo cdmy’ om om
= (8% = m ) =Bt —m T

En dérivant (17) par rapport 4 o, et en posant ¢'= 9 il vient

)
do' doy' dy do’
[1/ J-i— 11,[——”}’:\—1—(52——”:!()5)

. o’( ) ( am amy, - one,
ORI T (T el m; =
' (IO‘" oo Al - Js
PN d(my+ms,) ) ((/(/n1 -+ /n.l)> . 1)_/_(
dJs \ dy ap )
0B o) I B 0N 36
=o(@—a) ds - [ < oL n Js /+“J(Aa+BH)'

Jdo
Y ds

celle-ci, le calcul montre qu’on a

En tirant (7 —m, > de la premiere relation et en portant dans

(2) [T =0 A= 3 +BE—D]+ (B -G,

C ayant la valeur (14); cette relation se réduit & la forme géné-
rale (21) lorsque C est nul, ou bien lorsque o = §.
En posant ¢ = Logw, celte relation s’écrit

(23) ‘_CZI'P]—FIM[{N)]E—¢’(3A+B)+(ﬁ—-a)c.
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Orcetterelation ne différe de laforme (17) que parle terme (B — o) C,
qui estdu deuxiéme ordre au plus; comme les opérations faites sur (17),
dans le paragraphe précédent, n'ont porté que sur les termes du troi-
sitme ordre, nous pourrons les répéter sans aucun changement sur

L4 . ’ ’ ’ d'b, hd
'identité precedente; en posant = Z)r'_)’ nous obtiendrons une rela-

tion analogue a (22) (aveca =—3,8=—1):

- "// "
C(2%) (_d_f_}—f—mﬁi»%}E—qjﬂ((;A+2B)—|—2’_[IIC,

dx

ce qui montre en passant que 4" ne peut étre nul en général.
Multiplions les deux membres de (23) par 2/, ceux de (24)

par (e — ), et ajoutons membre & membre; il vient

i} Ay 4 [+ (o0 — L)L
: L (o — By : T .
(25) |z L+ (2= B9 || = »
= (V24 (¢ —P)L")(— 6A —2B).

Posons

! 2
=42+ (= L)'= S5[(e—R)9e" +(B —a+1)9"]
La relation (25) montre que 6 est une fonction principale, d'in-
dices (— 6, — 2).
Trois cas peuvent se présenter :

1° Ou bien O est identiquement nulle; on en tire immédiatement
U =logV(m-+u)+>8 el par suite o=V (o + w)*=8,

et en reportant cette expression dans (17) et dans (22), on voit sans
difficulté que

) A= U=Py oy Pos+ (2, Y, 5, P, (8 ) =0

est en involution avec I’équation proposée.

2° Ou bien 0 est une fonction principale d’ordre inférieur & 3, non
identiquement nulle et d’indices (— 6, — 2).

3° Ou bien 0 est une fonction principale du troisiéme ordre; on
peut alors évidemment la traiter comme la fonction o ci-dessus, sauf
que l'on aura dans ce cas « = — 6, § = — 2. On obtiendra une fonc-
tion principale 0,, déduite de § comme 0 se déduit de 2, et d’in-
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dices (— 6, —2)
6= g [ — 466"+ 56°],

par suite l’eXpFeSSlOH?I serait un invariant; si cet invariant ne se

réduisait pas identiquement & une constante, on en déduirait évidem-
ment une (et méme une infinité) involution du troisieme ordre.
Sil'on a identiquement

Oy= kb (% const.),

¢’est-a-dire
— 400"+ 502 = £ 63,
on tice, en intégrant,

0= — [0+ 6 2o(a, Vs Sy Py q,y S, L),

Cette équation différentielle s’intéegre en prenant comme fonction
-4 . . .
inconnue O *; suivant que ¢ est, ou non, identiquement nulle, on a

1
6 s - "’1(‘3) )’7 3, P’ f/, S, t)
ou

O,_.l 0 (0 + 0, )2 k
@ 2770 —— () § = —
16 ! ¢

Or, on vérifie facilement, en partant de ce que 6 est une principale

-1 . . 1ee .
d’indices(— 6, — 2),quel *estunefonction principaled’indices(3,1);
d’aprés une remarque faite (§2), si 'on peuat résoudre I'équa-

tion 0 * = o par rapport & w, on obtiendra ainsi une équation du troi-
sitme ordre en involution avec la proposée.

On voit, d’aprés les expressions ci-dessus, que cette résolution
sera toujours possible, sauf'si &= o0; mais dans ce cas, I'expres-

sion 0% correspondante serait une principale d’ordre inférieur a 3,
non identiquement nulle, et d’indices (3, 1).

En réunissant les résultats obtenus dans cette discussion, on peut
donc dire :

Tutorime II. — 8l existe une fonction principale d’ordre 3 pour le
systéme (11) de caractéristiques, il existe au moins une involution du trot-
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stéme ordre, ou bien une fonction principale non identiguement nulle,
d’ordre <3 et de premier indice o5 0, ou bien enfin un invariant
d’ordre < 3.

La méthode de calcul exposée dans ce paragraphe permettrait d’ail-
leurs de préciser les formes possibles pour une fonction principale du
troisiéme ordre; je me suis borné d indiquericiles résultats qui seront
utilisés dans la suite (*). ’

5. [Etude spéciale des fonctions principales de la forme
Q= Pro—r = M Poa+ U(Zy ¥y 5y ooy Prin—2s Pon—1) (involutions).

Onaalorse=n, 0B =r1,sin>3, cest-a-dire
A 7

(26) (@]+/722LQJ:@(A11+B).

dux dy

Dans le Mémoire cité plus haut, j’ai déja étudié sommairement cette
relation (p. 133), et j'ai montré qu’on en déduit

Jdu ou

my —
OPo.n—1 d[h,n—-g

=K,,
en posant
l “dmy

. [dmy ) ;
(27) K, = {j[{-(‘/‘fj = 12y ‘7}——] +myM,— N,y | =An+B+M,,.

Nous allons supposer tout de suite nZ6. Alors, K, n’étant que du
troisicme ordre, la relation en u ci-dessus donne

u=Kppou (2, )5, -5 Prin—ss Pon-29 ®)s
en posant _
W = Py gzt M Po,n—1-
En portant ceci dans la relation (26), et en remarquant qu’on
an—125, ce qui permet d’appliquer le développement (7), il vient

, de” de [ dK, dK,
(28) [J;J AL [IJ = Pon-1 ( w‘} -+ mz‘: Ay

— 1 Ppapio-a+ Qu1pn—1 + In~1] = (Knpo,u»v—l “+ )(An + B).

(1) Jai dailleurs fait cette classification dans un Mémoire déposé sous pli cacheté &
I'Académie des Sciences, le 26 septembre 1921 (voir C. R. de I'Acad. des Sc., t. 176,
1923, p. 278).



102 E. GAU.

Nous allons faire, sur cette équation en ¢, les opérations faitessur ¢
au paragraphe 3; les calculs développés a cet endroit servent en ce

qui concerne I’expression ld—‘jl + m, [d—‘J
dx dy
On remplace d’abord p, ,_. par o' — m,pO o et I'égalité des coeffi-
cients de p, -, donne

do m Al ﬂi Ky + K,
—F dpo.n—g oo dPl,n—3>+ dw HBa= dx

—|-mz[a;§§/]+m P, —Quy=K,(Arn+B). -

D’autre part, en dérivant 'identité (28) par rapport & o, et en

av .y .
posant ¢’ = 5—, il vient

0w
de’' Ao’ ¢ ) 3
[_a’_fp] + m, [%‘;J +(d/););_n m, 0p(1):~ >— v'M,_,— P, 1= (An+ B).

ov

2y e . ¢
Eliminons —m,
()/)O,n—‘z ()pi =3

compte de I'identité (27); on obtient ainsi la formule fondamentale

>-entre ces deux relations, en tenant

do’ “dy! Y
(29) l:}TZ] + m, l‘@J__ Ao+ [:[l\,,(An +B)+ Q.

'(/K,,ZI dK,,~
—myP,_— —my| ——| |-
- | dx [ dy
' . . , K, ., .
Nous poserons, pour simplifier, ¢' = W — = il vient alors
. J.
s {dWJﬂuuqt‘iV—vJEAer i,
d. dy

(30) “ K, [ [dp “du|

' H= -I—‘K JA(R — 1) +Bl+ Qo y—my B,y — 2 ad 2y p (.

| P o dx dy ) f

1l est & remarquer que H est du quatritme ordre, en général; les
dérivées quatriémes ne figurent d’ailleurs que dans (Q,_, — m,P,_,);
en se reportant a la formule (10), on a

Ho (=1 —2) [dm’ ()”’p(, . l—i-lermes d’ordre < 4.

2 0s Ps
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L’équation (30), en W, ne difféere de (17) que par le terme H; il
est donc évident que si W est d’ordre supérieur a 4, les opérations
faites sur la relation (17) se feront de méme sur celle-ci, le terme H
n’ayant pas & intervenir.

Par conséquent, si W est d’ordre £24, on en déduira une fonction
principale W', d’indices (1 — 4, —1). On pourra appliquer a cette
fonction principale les résultats obtenus dans les paragraphes
précédents.

En posant d’ailleurs W = W'(p, _, +m, pys + w) et en portant
dans I'équation (30), on obtient une relalion analogue, ce qui
permettrait d’étudier la forme de W.

Cas ou W est d’ordre 4. — Les opérations indiquées pour I'équa-
tion (17) et rappelées ci-dessus donnent ici les résultats suivants, en
posant

IW

Proa— 0y Po = et o = W',
(Y, O ) WipK = (n—n)ln—2)fdmy , dms)
IPo.s A1, 2 \ ¢ dJs
AW’ dW' 7AY% AV ,
[ Tz ] -+ my [—*—d‘y l + ((———)[)0’3 — my 0/11,2)_ W' M,
— AW (n—1)(n—2) ()/__nj,
Js

. Sy - ALY oW

et par suite, en éliminant ( — —m, =— > )
s opia

AW’ dW'T o, (n—1)(n—2),
31) LZ;JJH;LQ[W |=Wi—sa—p)+ lrznze
Deux hypothéses peuvent se présenter ici :

Si W’ dépend encore de w, on traitera cette relation comme on a
., . n—i)(n—=2 - .
traité (17), le terme (—w—i‘)(—-—l(] n’intervenant pas; on aboutira
ainsi 4 une fonction principale W”, d’indices (— 7, — 2) et non iden-
tiquement nulle. Celle-ci donnera i son tour les résultats indiqués au
théoréme 11.

Si W’ est d’ordre inférieur a 4, elle aura la forme

W'=W,(z, y, 5, p, ¢, 5, t ,w), 6) == Py,9 - 1My Po,3.
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On a ainsi

[dW;J
—_— |+ m
dx
équation qui a exactement la forme (23), sauf que («—f) est

) — b —— 2 - . . >
(—'i—'—)gl—) On en déduira done encore une fone-

2[(1{}1, i:_ W, (3A +B)+ (n -—-1)2(12 — Q)C,

remplacé ici par
tion principale :
(n— 1)(”—— 2)

2

= W3?— W, [indices (— 6, — 2)].

Cette fonction 0 ne serait identiquement nulle que si I'on avait

__I_____—"2['r.)~+~ wlx, y, z, p, )y . S, L )]
W, (n—1)(n —2)

et en portant cette valeur de W, dans I'équation ci-dessus en W, on
obtient précisément 'identité (14) qui caractérise les involutions du
troisieme ordre

Dans ce cas on obtient donc une équation @ + « = o du troisiéme
ordre, en involution.

Cas ot W est d’ordre £<3. — Dans ce cas on a

aw +m AW = ( 7 ) IW ALA ter d dr"S
ar | dy P13+ Mg Do, d[)“~—m,()/’112>+ ermes d’ordre = 3.

Si I'on se leOIte & I'identité (30) et 4 la valeur de H, on voit que
I'identité n’est possible que si

dm, om,
—5[_ = Ny -()—s-

Cette condition n’est d'ailleurs évidemment pas suffisante, mais
’étude complete de ce cas nous entrainerait trop loin du sujet qui lait
Pobjet de ce Mémoire; il suffit d’avoir exposé la méthode que nous
utiliserons dans le cas particulier envisagé plus loin.

On peut résumer ainsi les résultats de ce paragraphe :

5 ’ am
Tutoreme III. — Si [équation (1) est telle que —7* m2 r 72 (Cest-di-

dire n’admet pas de caractéristique 11 du premier ordre), et st elle admet
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une équation en involution d’ordre nZ 6, elle admet nécessairement une
Jfonction principale, non identiquement nulle, d’ordre inférieur a n et de
premier indice o. == 0, ou bien une involution du trotsieme ordre.

Sil’on réunit les résultats fournis par les trois théorémes et si l'on
remarque qu’il ne peut exister de principale d’ordre inférieur a 3

- dmg 0”12 . , 3
lgrbque Sp 7 M=, [comme le montrent immédiatement le calcul

du début du paragraphe 3 et la formule (10)] on peut énoncer la
proposition suivante :

) L. L O0n, am , .
Tugorime IV. — Si=—= 7ém2—;s—i', Uéquation (1) ne peut admettre
d’inpolution d’ordre 26 pour les caractéristiques 11, sans admetire une

“involution d’ordre <5 relative a ces mémes caractérisiiques.

La méthode de calcul exposée dans ce Chapitre permet d’ailleurs
I'étude des involutions d’ordre 5 et 4, ainsi qu’on en verra un exemple
dans le Chapitre suivant.

DEUXIEME PARTIE.

KQUATIONS LINIAIRES DU SECOND ORDRE ().

Nous allons dans ce Chapitre appliquer, en les précisant, les résul-
tats précédents aux équations linéaires; on aura ici C=o.

6. Nous aurons ici I'équation
(32) P (Mg my) s 4+ mymyt + 2z, ¥, 5, pag) =0,
s0it

f=(m,~+ my) s + mymyt + 2.
Nous poserons

(*) On peut faire une étude analogue pour les équations de la forme de Monge-
Ampeére, il n'y a aucune difficulté.

Ann. Ee. Norm., (3), XLIL. — AvmiL 1925. 14
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0m, om,
[R— ,——' — - .
(33) W =5+ myl, C'= 1* < 7 my o7 >
Le calcul montre qu'on a :
(34) Aa+BB=aw+0bt+c
avec
| i Jdn, omy '
— _/a_, »_ B,
a=(2 ()p ) op ~ ° AL
o dm, . ()ml ,
Z):—-(J(p——d)“(—};“—f—‘;)[ —f—(p——J)JC
(33)
Cdmy dm,” B[om, Cdmy | dmy
c=(f—a) Ty + 952 l 1’-[ o T oy + 57 (p -+ myq)
m o I 3 omy”
\ R Jp dy ap
On remarquera que
: b .
a+ — =—al’,

e

La relation (14), qui caractérise les involutions du troisicme ordre,
ren(re ici dans la forme générale puisque C est nul. Nous allons tout
d’abord chercher une condition analogue pour que

(36) o=S+ml+u(z, ¥y, 5p, ¢ =0-+u=o

soit en involution avec (32). Le calcul utilise I'identité suivante, facile
a verilier :

o [0

ou l'on a posé :

im,~ fd (m 2 A
2 dm |\ _(df :—:—-w‘—)m9+owt+a’m+/)’l—!—c’,
dy dy op

N am one, On, d(my -+ m;,
6=p. ()PI mld—P' —»—()—{}-:‘.J.-————-—-—( ld/) :) — &,
o — d(my+ms) d(ml—{—-/nz) ()7\’
Jdy J3 op
b= Qﬂi—&— on, 7;9—”—1—'—}—m,()/i +117,1q£i7—l—1+l7l,-()—}i—-(?—-7\7
x ds ap dy Jsz dp  dg 1

. ()7\_((9}
ay 19z
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En écrivant qu’il y a involution entre (32) et (36) (c¢'est-a-dire que
les équations obtenues en dérivant celles-ci par rapport & @ et y se
réduisent & trois distinctes), on trouve :

‘ ()—“——/nl»(lﬁ—_——l(/)’~—61/).
. dyg Jdp - ‘
(37bis) -
' <‘ﬂ —“+m <d_u> i{-(2'7’ D) 9(m, = 1) wW—du+c' —) o _
‘\ dz 2 ({‘}_ I ou) ()/) —_— ¢ — .;)—l—,——o.

On vérifie sans peine que ces deux conditions sont éqhivalentes a
identite

(38) =o(2A +B) + 902G

Cette relation est done nécessaire et suffisante pour I'involution du
second ordre considérée; on constate qu’elle est tout a fait semblable
a(14), C' jouant ici le role de C.

Il faut donc s’attendre & ce que les résultats de 'étude actuelle
reproduisent ceux du cas géncral, les fonctions du deuxieme ordre
jouant le role qu'avaient celles dutroisieme dans le Chapitre précédent.

Les calculs du paragraphe 1 montrent que le développement (g) est
valable ici pour nZ 2, et le développement (7) pour nZ 4.

On aici:

N _n{n—ru) S [drmy” “dm ) [ ding
(39)  QuemePu=—= M R
d o A af|) L of

i) —lG Sl

les termes d’ordre le plus élevé dans cette expression sont
n(n—ri) ony - dity ,
—_— | s —_— 3
2 f op P12 Jdq Po.

om om
“+ (P12 My Pos) (’()7[ — My —0;;1 ) 4+ n(pia+ mypoy) Gl

Cela posé, I'étude des fonctions principales faite au paragraphe 3
s'appliquera ici, méme pour 'ordre 3, et 'on obtiendra le résultat
suivant : ‘

Tutorime V. — ST une éguation linéaire (32) r’admet pas d’invariant
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d'ordre <n pour les caractéristiques 11, toute fonction principale
d'ordre n > 2 aura l'une des formes

o = ( P11+ 1y pop+ u)TU ou 0 = elPu—srinpoute)V (y =const.),

V étant elle-méme une fonction principale d’ordre inférieur a n,
non identique & D et de premier indice « 55 0, et (p, 4+ 7, Py + &)
une fonction principale d'indices (n, 1) (involution).

7. Etude spéciale des fonctions principales du second ordre. — Une
telle fonction sera de la forme o(x, y, =, p. ¢, w) et vérifiera

, “do do” :
JA —L —_ = :
(40) [dw]+’n2[5lyJ"‘@(Aa+Bﬁ)’
, do P
développons et posons == = ¢/; il vient :
do do . do o Do\ .
e —{—mz@ + 3. (p+nuq) 4—(5(7 -—/nla—p->(m-.—[.z.z)
_ 599 A ram,  [dm, CAfNT .
)\()P + o ’![“4—(7;}4-,“2[‘_(13/ fQ(Z;)s:?(AJ.%—Bp).,

en utilisant les formules (35) et (37), il est facile d'écrire cette rela-
tion en gardant comme variable  au lieu de s; nous ferons ensuite
les opérations habituelles; écrivons I'inégalité des termes en ¢ :

do do\ . . N
_H<5f7-—ml(—)—f;>+f‘p(om+b)=cpb,

ensuite dérivons (4o) par rapport &  :

do'l . [4e' ], (92 99
&) ) (G —m o)
+@'["2mg_(£ﬁ_—‘;'n_2)

p —I—Bt«i—a/]scp’(Aoc-f—Bﬁ)—{—(pa.

On déduit de ces deux relations :

do’ - [do , d(my—+my) ) b’
[dx]-i—l)lg[ay]-f—f? [—20’—-——2)‘1—)——-—- +Ol+a/+ {:‘Cl) -+ (;J

3@’(Aa+8ﬁ)+@<a+§>.
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Or il est facile de constater par les formules (34) que le facteur de o’
au premiet membre est précisément égal & 2A + B; on a remarqué en

b <
outre que @ + ~ = — «(’; on a done

.
(41, . A9 o[ A (e — 1) + B(8 el
4) o | T Ay =9 [A(a—2)+B(E—-1)]—ael.

En posant { = Logz, on aura

AV !
Q—J—i-mﬂ[%];— oA+ By —a(,

cdx

(42)

équation analogue 4 (23) et que nous traiterons semblablement. Nous
referons donc, en partant de (42), les opérations faites ci-dessus 2
propos de la relation (40), le terme — «C’ n’intervenan( pas puisqu’il
est du premier ordre; cela nous donnera une équation de la forme (41)
mais olt & = — 2 et f = — 1; soit '

ay l+ m[’% l:: V[—4iA — 2B] 4 20/ C".

dx B

(43)

Si nous ajoutons membre & membre les relations (43) et (42) aprés
avoir multiplié celle-ci par 2 " et 'autre par «, il vient

" '/‘ - " /‘l
I:d(ci{"______) ].1__,,12 l:_a_‘[JiU I—_(Uu + ) (—4A —2B),

ce (ui montre que

=o' + 2= —[occw’—i— (1—a)o™]
est une fonction principale d'indices (— 4, — 2).
On peut continuer le raisonnement et la discussion comme au para-
graphe 4 (p. 99); les seuls changements sont que nous aurons ici :
« au licu de @ — B (ce qui revient a faire § = o) et « fonction du
deuxiéme ordre » au lieu de troisi¢me ordre.
On aboutira donc 4 la conclusion suivante :

Tueorime VI. — 8%/ existe, pour une équation linéaire, une fonction
principale d’ordre 2, pour le systéme 11 de caractéristiques, il existe au
moins une inyolution du deuxiéme ordre, ou bien une fonction principale
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non identiquement nulle, de premier indice o.=% 0 et d’ordre inférieur
a 2, pour le méme systéme.

Remarque sur les fonctions principales d’ordre < 2. — S'il existe une
fonction o(z, y, =, p. ¢), I'identité fondamentale s’écrira
99 de | 99 Q: 92) = o
ﬂ—e—mgﬁ—F—d—s(/)—}—mg//) * —}-(s—i-mqt)( —my . =o(Aa-+ Bf)

en écrivant l'identité en 2, et en w=ys - m,¢, au moyen des for-
mules (34) et (35) on voit que cela entraine pIUSl(‘l]lb conditions et
en particulier «C'= o.

Il ne pourra donc exister de telles fonc.tions, apremier indice o =% o,
comme celles qui figurent dans les théorémes ci-dessus, que si 'on
a C’= o, condition d’ailleurs non suffisante.

8. Etude speciale des fonctions principales de la forme
(Prn— = My Po.n~+ W

(ingolutions). — En se reportant au paragraphe 5, on voit que toute
fonction principale o = p, ,_, + m,p, , + u conduira i I’équation (30)
en W, & condition que 25 (et non plus 6, car I'expression I n’est
ici que du troisicme ordre).

Si W est d’ordre £>> 3, on en déduira une fonction principale W’
d'indices (1 — £, — 1), le premier indice n’étant par conséquent pas
nul.

Cas ou W est d’ordre 3. — En posant w = p, , + m, p, 5, on aura
W=W(z, 5,5 p¢s, {n),

"équation en W s’écrit alors

OW L 0W 0w
0x oy TS (p+mq)
A AV

—()17(—— mys —mymyt —2) + W(S+m2 )

Q}X_,nd_‘;v_ () —+ N, P )_‘?_\Eﬂ
Ji “ s P12 20,3 s \dy

AW dm,” “dmy” d2 f
+_05§1)°’3U?EJ+””[767J} <dy2>>_AW -+ H.
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En opérant comme d’habitude, on en tire les deux relations :

oW dW e (n—1)(n—2) [ dm, om,
_F,<W——m,—(78—)+\7\/ .u.h3__———5————<()q ‘—nll*a7)—>

S/ dnyy am,
(G =)
dW' dW' "OW AYA —
[—(‘{;J —+ 1, [—[(T] —l'—(m— — I, W)—— W L“l
(n—1)Y(rn—2) dm, n—1/dm, am,

2 op P ( dg ——m?—();)——

\

=AW + >+(n—1)C'

et par conséquent :

H(/l-——l)(:,‘

2

(44)

AV ]

dW'
dax ]

2 =W/
_dyJ__ W/ (2A + B)+

.- . . .o n(n—1i) .
St W’ est effectivement du troisiéeme ordre, le terme nin—u) !

n’étant que du premier, on (raitera cetle équation comme on ’a fait
pour (17)au paragraphe 3, et 'on obtiendra une fonetion principale W”,
non identiquement nulle et d’indices (— 5, — 2).

Si W est d’ordre inférieur i (3), on aura W= W, (x, v, 5,p, ¢, ),
en ¢erivant ici

. =S 4 nyd,
par suite

nn

n(n—1 g,

AW, AW
_dx J T+ M [_‘(/Til =— W (2A +B)+
cette relation ne différe de (42) (p. 10g) que par la substitution de

nin—ri).
(n—1),

> — o. On peut donc en conclure que I'expression

t(n —1
SR D RV RNENE
2
est une fonction principale d’indices (—4, — 2).
Celle-ci ne serait identiquement nulle que si I'on avait :

I 2

Ay e ICE I CH RN 2]

et en portant alors cette valeur de W, dans la relation ci-dessusen W,



1i2 V E. GAU.

on obtient

[d(m+ ll)] +nn[M]E(9A+B)(w +u) +C(w+u)?
dx . dy

qui caractérise les involutions du second ordre » + u =o.

Cas o W est d’ordre in férieur ¢ 3. — Dans ce cas W' = o et ['équa-
tion (44) montre que C’ doit alors étre nul.

Cette condition n’est pas suffisante, nous en reprendrons I'étude au
paragraphe 14. _

En résumé, si nous nous bornons aux équations, linéaires pour
lesquelles €'z 0, en tenant compte des théoremes V et VI et de la
remarque qui suit le théoreme VI, on voit qu’il ne-peut exister de
fonction principale (et en particulier d’involution) d’ordre supérieur
4 4 que s'il en existe d’ordre 2, 3 ou 4,

Nous allons réduire encore cet ordre dans le paragraphe suivant.

9. Etude spéciale des involutions du quatrieme ordre. — Soit
O =Py My Post w(Z, Y 3, ooy Pras Pos)s
on aura, d’aprés ce qui a été vu au paragraphe 5 [ équations (26), (27)
et (28)] que lon peut utiliser ici puisque Ar + B et K, sont du

deuxiéme ordre :
w=IKpos+ v(2z, 7, 5 p. ¢, 8, |, »),

CdK, dK, :

0) == Py,2 =+ My Po,y

) . do” Ty’ '
L’expression [ﬁ; I ~+ m, [ (%/ l se calcule comme dans la formule (18).

On aici:

GA +B=a(s+ m i)+ bt + ¢ [formule (34) avec & =4, B =1],
K,=4A +B+ M, [formule (27)]
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et par suite

0(772 -+ my)
K,=(s+ myt [a—i——z-——’—‘]
b ( 1 ) - dp
d(my + ) d(m,~+ m,) Omym, , .
tl:b+3——0q——2m, p B :|+lermesdordle<2.

Enfin, la formule (4) montre que I'on a

Js=Di0?+ Dywpy s+ Dipd ;- Dyw + Dy po s+ Dy,

les quantités D étant du deuxiéme ordre. On a, en particulier,

d(my 4 my) . om, om,
Dl 3 —-—-d—[)———— ) D 3 < d(] — my —d;“>,
o [9my any o [ Om, aom, a(my + ny,)
b= (g = m G ) <2 (G = ) e

on remarque I'identité
p.D,—&—D,—i—-l—[)-— =3pC.
. d(s + mt) d(s—+ mqt’
Remarquons enfin que [—77_‘ I + m, [_Ty—

sion du second ordre seulement. Par suite, si nous appelons % le coef-
ficient de z dans K, on aura

11_3(()”1’ /zldd,z‘>+o[;%'%17
[CiK‘J
—— |+ m
dx
Cela posé, en gardant comme variable w au lieu de p, , dans I'iden-

tité (46), on constate au premier membre un terme du second degré
en p,,; en annulant son coefficient, on obtient la condition

‘ est une expres-

dK, }
2 [ dy J = A(w — Lp,,3) + termes d’ordre = 2

prh+ Dy=o.

Celle-ci se rcdult 3 dimy
Jdp

n’utiliserons pas sous cette derniére forme. Ecrivons que le terme
en p, , est nul dans (46); il vient [en utilisant la formule (19)] :

oy av v LK, dK,, . “dK,” ol
—P'<3’E“"’nlo—s> g ERs T T | T dy H72Po,s

— [Dso + D,]=K,(4A + B).
Ann. Ee. Norm., (3), XLIl. — AvriL 1925. 15

= o0, condition nécessaire, mais que nous
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Dérivons I'identité (46) par rapport & w, en utilisant toujours le
méme calcul de la page 95 on obtient

do'  [de” d o
- + m, EJ—, +<E-—~m10$)
—_ V’M2+ /Ipo~3— (2D1CU —+ D2P0‘3+ D.’,) = V’(&A -+ B)-

T Jdv ov .
En éliminant (—0—[ —m, ;9;> entre ces deux relations, on a

" dv’ do'l__ (. dK,
[%] + 1)12'[2;]_ o'A+ ;} K.(4A+B) _[a’x _

—my [%]—lzypo,3+ Dy + Dsé
+2Dyo 4 Dopy s+ Dy — 2py ;-
Nous poserons )
v=w—5,
[~

et nous tiendrons compte en outre de ce que w.A + Dy = 0; on a alors

dW dW
4 - —_— o | — | =4
(47) [dx]+m_[d]J AW + H
avec

o ' K,| [du du|
H_lJ—.}I\‘(gA‘-*—B)——‘?[[E«E]—F”M[@J]

+ Dyo + 2Dypos+Ds+ 2Dypw + Dyppy s+ Dy b

Cette relation est semblable & (30) et nous la traiterons de la
méme maniére, c¢’est-a-dire en somme que nous recommencerons les

opérations ci-dessus : prenons d’abord les termes en p, , :
dW dW
- ( (2D3+ Do),

PR — ! r'=
7 m, ds)—t—W(;I\J._

L
M
dérivons (47) par rapport & o :

l‘ezw'] mi[ﬂ] +<uw o)

dz dy FIrTS

7 1 .
5 )— WM, =W/A + E(Dg—e—zpDi),
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oW oW
Jt m, ()s>

aw’ AW’ , 2 D,
[ [T = wer e m e f (o eme )

d’ott en éliminant <

D’apres I'identité remarquée & la page 113, on aura en définitive :
dw'’ e dW'
—_— my § ———
dx | dy
Or c’est exactement la I'équation (44) ou I'on aurait fait n = 4.
Nous en tirerons les mémes conséquences.
Nous conclurons donc, comme au paragraphe précédent :

]E—-W"<2A +B)+6C".

TIIEORFME VII. — S%l existe, pour une céquation linéaire, dans
dm
laquellc 7é )2, une fonction principale (et en particulier une

irwolutmn) d’ordre supérieur a 3, il existe nécessairement une involution
d’ordre 2 ou 3 relative au méme systéme de caractéristiques.

TROISIEME PARTIE.

LTUDE DE L’EQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES.

Nous allons appliquer les résultats obtenus & I’équation de la défor-
mation des surfaces.

10. On sait que la recherche des surfaces admettant un élément
linéaire donné se raméne & I'intégration d’une équation aux dérivées
partielles du second ordre, de la forme de Monge-Ampére (*).

Cette équation est susceptible de formes différentes suivantla nature
des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte les surfaces en
question; mais si le passage d’un systeme de coordonnées & un autre
ne dépend que de la solution d’équations différentielles, les équations

(1) Poir Darsoux, Lecons sur la théoric générale des surfaces, Livre VI, Chap. IV.
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correspondantes s’intégrent, ou non, ensemble par la méthode de
Darboux (*).
C’est pourquoi nous pourrons supposer les surfaces rapportées a

une famille de géodésiques et a leurs trajectoires orthogonales, ¢’est-
a-dire que nous prendrons I’élément linéaire sous la forme

(49) dst=dX2+T2(X, Y) dY2
Nous poserons, pour abréger 'écriture :

or ., 0:r v
b‘i‘r’ oX: T =T

L’équation dont dépend le probléme est alors (*)

_ o 0o I
(50) RT — S+ R[Plr_fﬁ] 25Q &
+ IT7 (1 — P2y — [ (r>2J:o.

\

Appliquons a cette équation la transformation d’Ampére suivante

X=gq, Y ==, L=s5—qy, P=—y, Q=p,

[ s rt— s? r
R:——---— = = = T —82= — -
Ik S ; T ; RT — S .
il vient alors
P o
X, Y)=TI(qg, =), Ur}—[’
et I'équation prend la forme linéaire
(51) P (my4my)s+mymyl + (i, ¥, p,q) =0
avece
!
My~ Ny = —2p
/NS ]
m m.:IT”() + \—F[) (11‘,)
_££_ /
b= Y ox yIT
(1) GoursaT, Lecons sur les équations du second ordre, p. 226.

(%) DarBOUX, lLoc. cit.,, t. III, p. 262.
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On en tire
' !
m,:-—p—f—l—e, rlzﬁz—p‘f—c, p=2e

avec

2 TT" (2 — P,
e*=1IT (l b I‘”,)
Toutes ces quantités sont indépendantes de la variable s.

L’équation (51) est de la forme étudiée dans le Chapitre précédent;
les conclusions que 1'on peuftirer du théoréme VII dépendent de la
valeur de I'expression '

. [ dms dm, 1 d '
; = — 2 =y = — - — Log(IsT".
(52) C [J‘[ g my ap ] o Log(T3I".)
On peut remarquer d’ailleurs que
1/ dmy dm\ s
=)=

Cette expression ne sera identiquement nulle que si

Jd
2 (11" = o,
1 A) ()q ( ) O
d’olt
IMP=Y,¢2+2Y,g+ Y, (Y,, Y,, Y; fonctions de z);
on aurait donc, pour les surfaces considérées :
(53) dst=dX2+[Y,(Y)X2+ 2 Y (V)X + Y, (Y)] dY2

Cest I'¢lément linéaire d’une surface réglée (S,); les courbes
Y = const. sont des génératrices rectilignes sur (S, ).

Toutes les surfaces (S) admettant I'élément linéaire (53) sont
applicables sur (S,); les géodésiques Y = const. correspondent aux
génératrices rectilignes de (S,) dans la déformation.

Considérons une famille de géodésiques différente de Y = const.;
celle-ci ne s’appliquera pas sur les droites de (S,), mais elle pourrait
s’appliquer, peut-étre, sur les génératrices rectilignes d’une autre
surface réglée (S,) : on sait que cela n’est possible que si les sur-
faces (S,) et(S,), et par suite toutes les surfaces (S), sont applicables
sur une méme quadrique (Q), de telle maniéere que les droites de (S,)
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et (S,) correspondent respectivement aux deux systémes de droites
de (Q) dans la déformation (').

Dans ce cas toutes les surfaces (S) seraient applicables sur (Q), les
deux familles de géodésiques considérées ci-dessus venant coincider
avec les droites de (Q). Mais si nous choisissons alors sur (S) une
troisieme famille de géodésiques, différente des précédentes, il est
clair que celle-ci ne pourra pas correspondre par déformation aux
génératrices rectilignes d’une surface réglée, puisqu’elles ne corres-
pondent certainement pas a un systéme de droites de (Q).

Ce raisonnement serait en défaut si la quadrique (Q) admettait plus
de deux systemes de droites, ¢’est-a-dire si elle était formée de plans :
dans ce cas les surfaces (S) seraient développables. Nous écarterons
naturellement ce cas, pour lequel la question est résolue depuis long-
temps.

SiI’on prend alors pour nouvelles lignes de coordonnées la troisiéme
famille de géodésiques (y, = const.) et leurs trajectoires orthogonales
(x, = const. ), le nouveau ds* aura toujours la forme (49), mais I
n'aura pas la forme (53) et par conséquent on aura C'== o.

Or la détermination de X et Y en fonction de «, et y, dépend de I'in-
tégration d’équations différentielles bien connues ; par conséquent, si
I'équation (51) admet une involution, le changement de variables ne
modifiera pas cette propriété, ce qui est d’ailleurs presque évident dans
le cas actuel. On pourra donc toujours, sauf dans le cas des surfaces
développables, supposer €' £ o.

Le théoréeme VII nous fournit alors la conclusion suivante :

L’équation (51) ne peut admettre d’involution d’ordre quelconque
que si elle admet une involution d’ordre 2 ou 3, pour le méme systéme
de caractéristiques.

Il reste donc & voir sous quelles conditions I'équation (51) admet
une involution d’ordre 3 ou 2.

11. Involution du troisiéme ordre :

@ =pPratMyPos+ U(Z, ¥, 5, Py 5, L)

(1) DarBoux, Surfaces, t. 111, p. 23q.
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On doit avoir I'identité

“do do N

qui s’écrit encore

du” [ du” ([ dm," Sdmy ) d? f\
1A - — R Eaiabd s AL SN Shadia
(54) [_d.r_ +/)I:_>LdyJ+Po,s (L P J—i— Ny dqr ]\ <d)f'-',)
= (Pra2+ mpys+ u)(3A + B).
. Remarquons tout d’abord que, si nous posons % =u', on aura
“du' du'" ,
_ZT;J_‘_”Q[.(E{:“(SA*—B)

puisque les coefficients de / sont indépendants de z; donc w’ serait

une fonction principale du deuxiéme ordre et d’apres le paragraphe 7

il existerait une involution du deuxiéme ordre, cas qui ser étudié
- . du

plus loin. Nous pourrons donc nous borner au cas ot —- =o0. On a

icl

<Z——-£> =Mypy o+ Napys+ (%) [voir formule (3)];

en identifiant les termes du troisiéme ordre dans la relation (54), il
vient '

(55) Jdu Jdu

m—mlm:?’A—FB‘l‘Mz-

Sinous posons
=S5+ myt,

u(x, y, 5, p, ¢, 8, t)y=v(z, ¥, p, ¢, ©, t),'
I’6quation précédente s’écrit, en utilisant les formules (35) :

‘% =2V +V,0o+ V,
avec s
z d(my—+ my) m,
56 B _ 1 2 s
( ) Vi - [J'C b VZ‘—‘ 0_[) -+ d]) C *
om, ] [dm, om, o ok dm,].

V:,:z-j}-/——l—[: d—x+rn2-(;?+m1d/) dq op
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On en déduit
=V 2+ Vowt+ Vit +W(x, ¥, p, g, o).

Nous porterons cette expression dansl’équation (54); les termes du
troisieme ordre disparaissent, etil reste une identité enz, y,p, g, o, ¢.
Comme W est une fonction inconnue, mais indépendante de z, on
pourra exprimer I'identité par rapport a 7.

Le calcul montre, en partant de la formule (2), que

(i':>:le Ly li4 Lyt

dy
avece
[ (m,m, o 0? (m,+m._,\:| " a2 - d*(m, m,) s 0% ,
dp dyq dp dg dy? dg dy
ml—l—mo 0% (my my) 0% (mym,) 02 (my+ my) |
Li=o [ ap 0 —am, ( — — 41 ,_(%_d.q_.l
0*A 0 (m,my)
(56 bis) d( —amy - Jp 07 + 2 ~ogdy
L. — 9 (m, m,) —m 0*(my + nz_,,_) . 0% (mymy)
T og? g ' dpog
| . , 0 (mymy) a2 0? (m,ff_'f_‘l
A tgp ' dpdg

L’équation (54) s’écrit ainsi, en utilisant la formule (37) et en don-
nant & a, b, c les valeurs correspondant & « =3, B =1 dans les for-
mules (35) :

'(21—‘:-1)1, dw+(w——p.£)(d n,—(-)g\ ﬁ‘_’
dy \Jq ()p) ap

dx
)y d(my -+ m N
dof__ 9(m - Q)wi-i—omt—i—a’w—i-b’t—hc’
Jw ap

=Lit+ Lo+ LB+ 0(aw+ bl +c).

L'identification en ¢ se fait aisément; on constate d’ailleurs que les
termes en £° et ¢* disparaissent; il reste donc deux équations

AL 17A%% OW /0w —+ ' ) .

U;/——m,;;)—--— 'Z)"(:) < [‘L"—)—-——\\ [‘ -+ llo—"‘lliﬁ)-—{—!l?ﬂ)
(57) « dW IaW W IW v L dmy h

o7 M o h o e [-— Clo? ( ¢+ ' ) W - ¢ ]

=W(—3Cuw+¢)— (Hyw + w24 H,03);

ou H,, H,, H, sont certaines fonctions de (x, y, p, ¢).
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On vérifie facilement que les conditions précédentes sont équiva-
lentes a I'identité suivante :

7 v
(58) [d“ ]—l—f alv%y"z\V(am+bt+c)—(J.t[HO+H,w-|—I”I.2m2].

Faisons sur cette identité les opérations habituelles, expliquées en
W

4 N 1} (). Q6 —— % 4 ‘I' p
détail au paragraphe 3; en posant T = W’, on arrive &
AA dW'" one, omy,
(59) kG ]+, [ - ] W [ Tt (0= b) e+ ]

=—3C'W—(Hyw2+ Ho+H)) —pet[2Hy0+ H,];
en opérant toujours de méme, on obtient ainsi successivement :

7”7 VA
(60) de l+ 4w +W”[<a+2 (),mz)w—s-(ﬁo—b)t—i—0+°E)ﬂ'ﬁf]
dy i ap . )

Yy
= —4CW —{4{H,0 +2H;+ 2Hypt],

4 Jir
{61) [d\ ]—l—mg[%\z}/ ]—}— \V”’sz+32—l—’>m —+—(3o-—b)t+2c+3d”“]

oy
=—3CW'—6H,,

71V W1V ,
d\’\ m, "(ZW ] W <3a "y ()1)22> "
Sdy ap

+ (46— b))t +3c+ 4-(2-,7—1:JEO

(6)

On vérifie facilement, au moyen des formules (35), que le coeffi-
cient de W* est précisément égal & 5A + 3B. L’équation ci-dessus
s’écrit donc
dx 1y

(3

“dW
dx

] Wo[—5A— 3B]

et nous aurons cncore dansce cas une fonction principale du deuxiéme
ordre, & moins que W" ne soit identiquement nulle, ¢’est-d-dire que
I'on ait
W =wy+ w o+ w,m 4 wywd.

On porte cette valeur dans le systéme (57) et I'on obtient ainsi huit
équations en w,, w,, w,, w, dont il faut voir si elles admettent une
solution.

Ce calcul est trop long et trop pénible pour étre reproduit ici inté-
gralement; je vais indiquer simplement comment on peut le conduire,

dnn. Ec. Norm., (3), XLIl. — AvriL 1g25. 16
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de la maniére qui me parait la plus pratique; posons

dw ()cv
E(w)= 97 my =— o’
0w ow dw
F((I’)._.-a;-l—ﬂln"d—:‘ 7\-[)—[—)'-

Si, dans les équations (57), nous écrivons I'égalité des coefficients
de w®, nous obtenons

(63) ‘ E(Wﬂ:n@go_b,
(64) Fwy) = —w, [20—\——3 dmz]——‘-C’wz——Hz.
dy
Prenons maintenant les coefficients de w? dans la premieére
- (65) E(¢v2)=3¢v3%+w'2 20_—[2—}—1{2.

On peut éliminer o, entre ces deux derniéres équations et obtenir
ainsi une deuxieme équation ne contenant que w,; on a en effet,
d’aprés (63) et (64) :

) " one, /36—0b b
E[F(w,,)]——-F[lL(on]:—-—w{E(zc +8 )+1«( : )+ 3¢~ l

AN -

5o 35— b
+ ;}«—C»E((J)I—E(Hz)ﬁ—ﬂg< P—————-C’).

On tire w, de I'équation (64) et I'on porte dans celle-ci. On a ainsi
deux équations en w, qui doivent admettre une solution; ces équa-
tions s’écrivent, en remplacant w, par w, afin d’abréger I’écriture :

| Oww dw 36—0b

7)—(]-—”11—5; =W ——

252 g froma e m[2- 22

ow ) E(C")
+5;[F(mt).—E()\)—-7\—-+7a 5 ]

=R
~ ¢ B dy
g 20+3()m»>_F<3o——b>_5C’b’€
9y P *
o _E(C’) .
C/

(66)

—E(H)+H
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Les coefficients de ces équations se calculent trés facilement au
moyen des formules suivantes, en partant des formules (51) : on a vu

am, omy om, omy , . T
b mg—dF__‘u(J, —(-)-;/——I)ll—é—b—--——-[ic, C—_Zd_LO g(I*T3);
on en déduit
)C! 0*
E(C)="%=— Log(I"T3
(€)= = = 3= Log(I"T™),
E(nzz)__uC’—[‘L())n;’ E(m,) =— pC/,
d’ou
E(e) =E(p)=E(m,) —E(m,) =p gzl—: — (L
On trouve par le calcul
_—— i i li yo (TV T2
¢= eyfl —i—./ldeb(FI‘)
1= %9 Log (L
b= 2 Jx Log ‘>’
dm, _ de 1 ”
dy — oy e T,

F(e)= le F(e‘-’):yIT”—i—'g b"di Log (TT").

Rappelons enfin que

ﬁ_d(m,-i—mg)_c, é__()(7721+1112)+dn12_9c,
o Oy ) op "
_A(my+my)  Omy ,__30—b
CNE T T T E T
9V, 0V, omy, L, [()2(m1m2) 02(n11+m2)]
=g Y op V"(d/? +C> R Y,

Il faut alors voir si les équations (66) ont une solution; on peut
employer la méthode classique, mais il est plus simple de remarquer
que la fonction u de I'équation (54) est unique, sans quoi I'on aurait
deux involutions du troisiéme ordre, donc un invariant dont le déno-
minateur serait une fonction principale de deuxiéme ordre et dont
'existence entrainerait par conséquent des conditions étudiées au
paragraphe suivant.
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On peut donc supposer que la solution du systeme (66) est unique;
comme les coefficients de ce systéme sont tous rationnels eny, p ete,
I'intégrale le sera aussi; en tenant compte de la valeur de e, on voit
que I'on pourra écrire

w=U(y, p)+eV(r, p),

U, Vrationnels en y et p mais dépendant en outre de x, ¢. La discus-
sion conduit a une impossibilité dans tous les cas.

On verra un exemple d’un calcul analogue, mais plus simple, dans
le paragraphe suivant. '

Enrésumé, dans ’hypothése toujours possible C’ == o, nous trouvons
que I'équation (51) ne peut admettre d’involution du troisiéme ordre
sans en admettre égalenient du deuxiéme.

12. Involution du second ordre 9 =s + mt + u(x, y, 5, py q)- —
On doit avoir I'identité

“do ‘do
—L o | —= | = 3 C,/"z
(68) Lc{.z']+”z' {_dy] o(2A+B)+ Co
avec
2A4+B=aw -+ bt-+c,
A(my -+ my) . A(my -+ my) .
= — =y ——= — .,
o , b=yp o7 p G
1 e
¢= T Log(I"I*).
L’identité (68) se décompose en deux :
l‘([)__du ” ()u___”{_'_‘E
N B=G e g =rae
e F _ du m i)A—li—i—() m(‘%——7(—)—g—("u2+"u+-
(u)_’ ()L+ 2 ()‘) P T+ 2/) Jz N 0[)_ . 3 1
avee
"\/ ) IW[/\
y:C’+2%; s::%—();_ Log<T>a
.1 d e (T Y
g'“c—ﬁ(ﬂl‘“”(l I ),. = c._ rr.

On remarque que, dans les équations (69), tous les coefficients des
seconds membres sont indépendants de y et de p. Nous poserons dans
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la suite
. \ o T+
g'*“: 17/79 d’Oil 1’F°— Pl
=l
et

d
[ G=K .
o

Je dis tout d’abord que les équations (6g) doivent admettre une
solution indépendante de = : en effet, I'identité (68) s’écrit aussi

&

d- d .
e —a—mg_dj‘ —_——-5(2;\—1—1))——(4;
. . . Jd /1 1 du
en d "1 n > a 3 —_— - | = — — —_ ag
érivant par rapport a z, on voit que dz(@) PP est une

fonclion principale d’indices (— 2, — 1); par suite, I'expression

o2 (0 + w)? ., du
Oy = —— == —— 7 :7;)’

du - u'

Al
est une fonctlon principale d’indices (2, 1). Il en est évidemment de
méme pour dl ; le quotient de ces deux fonctions principales ne peut
étre identique 4 une constante; ce serait donc un invariant, ainsi que
toutes ses dérivées successives par rapport & 5; si C's£ o, on en déduit
la propriété énoncée, laquelle peut d’ailleurs se tirer directement des
conditions d’intégrabilité du systéme (69).
Le systéeme (69) se réduit donc a

g F(u)--- 9u —-m1 Qi‘-:yu—%—é,

dp
('/O) / ( gu m;,%——).-d—‘—bu +fu 4+ 0.
Sy dap

Nous allons faire subir & ce systéme quelques transformations :
Posons

2 “dg
= 9—1 , K(g, = :f :
TVie,e —sin(f—K) (g, z) pe
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et gardons la variable 6 au lieu de p; on a

u(z, ¥, 2, p, ) =V(2, ¥, 3 0, 9),

o b
( ) 53;;—79 €,
71 q
o oy O e s
}d—x-%—‘;@—“”x‘d—e——c‘!’”*'év*'n
avec

oK , - T . -~
“‘;%+¢,i—yé[r cos(@——k)—é—zsm(e—-k)],

Vizmiz-—\/x—‘y‘-’[r’sin(@——-K)+ %COS(G—I{)J.

o]

—~
|
[
~
—— At

Posons maintenant

d
[H=Kilg 2),  4=gTKilg, )+ (= 7, 5 6, D).

Le systéme devient alors

¢

v %}}:0 I=1(z, y, s, 0),
7 E—}—v QE+U ﬂl——)ﬂh— o+
d$ 1 0)’ 1d0— 1 (J'i 1
avec
S h=CTg,
. d Logg
ny=2K, A —2 28,
(74) : 1 1/ oz
‘ ; dLogg I" 0K
’ vy=1,K:—2K, ——5;‘7 _-.é;__a;‘_.

Du systéme (73) on déduit, en indiquant par desaccents les dériva-
tions par rapporta g :

! dn ’ on ’ > 12
(75) | el -EL—);—l.-uiW:}.iH-—}—H’,H—}—v,,
, oIl , Ol

o Gy 1 Gg = MR I
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Onaici:
1
Jd —
P 2y g/ r B ]
)= -2 5 —1I — cos(f—F
I \/:——y"’[é"‘ (o= R g o0
2 '
o2 . ’ 5 ol
wi= =5 4 2 g <£—°F° >cos(9—K)
z ¢ \/l_.},«z g 2 ) :
"~ g ol
(76) ! - l‘r‘r (% > ]S;n(a—K)%,
=] O !
o :—2\/1—_}/-’[— sin(§ —K) — rﬁ cos(@—k)],
=1
P
v'i’:—z\/x——yi’; (’; —Drf_” }sin(@—-—K)
ol N\
_[—gg +<F‘;)](:OS(9—K):». .
o =}
Etude du systéme (75). — Remarquons tout d’abord que si II ne

dépend pas de I'uge des variables y, 0, il ne dépendra pas non plus
de I'autre : cela se voit immédiatement sur les équations (71). D'autre
part, il est facile de vérifier que 'on ne peut jamais avoir

A Y R

7

= . L=
w) 0 Iy 1. v

les deux premiers rapports donnent en effet

o!2 1 A2 — o2
I 5 _— ’ s PR <
g'+22 + 5 =o, d’out g'== -
o o o
et
g rx s .
L =1 (X, X, fonctions de z).
. o2
dx &

Ces relations permettent de calculer les éléments qui figurent dans les
derniers rapports et I’on obtient un ensemble de conditions incompa-
tibles. Dans ces conditions, posons

' " ’ !
A=+ u]—7v .

Sil’on avaitA = o, U'existence d’une solution pour les équations (75)
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entrainerait en particulier

”
]

¢f _ MNP plIE+ 9]
AR VN | RN | RV

d’ott I'on tirerait pour IT une valeur indépendante de y, puisque les
rapports ci-dessus sont indépendants de y.

Par suite la valeur-de IT serait indépendante de y et de p d’apres les
remarques précédentes.

Supposons maintenant A = o; on tire alors des équations (75)

%% =H,+ H, T + H,II?
(77) on
57 = Ko+ K, I + K, II2;

o
d’ot, en dérivant par rapport a ¢,

. ( Hy+ I M+ H, =0, K,+ K, 0+K,II*=o,
(79) [ My N0+ HyIE=o0,  Kj+ K{I+ KjII*=o;

s’il y avait plusieurs solutions, on devrait donc avoir

w1

I, T

K, K/ K,
— K K,

) 4
N
.

Ces relations doivent étre des identités en y et 0; y, en particulier,
v figure d'une facon assez simple et le calcul montre que les conditions
ainsi obtenues entrainent Hy=H,=H,=K,=K, =K, = 0; ¢’est-a-
dire que II serait encore indépendant de y et de p.

Reste le cas ol le systétme (75) admettrait une solution unique.
Celle-ci sera une racine commune aux équations du second degré (78)
et par conséquent sera rationnelle en y et \/1 — y? puisque les coeffi-
cients de ces équations le sont aussi. On aura donc

=P )+ Q)Vi—y%

P et Q dépendantaussi de « et de 0 mais étant rationnels en y. En por-
tant cette expression dans les conditions (77), chacune se décompose
en deux; on peut d’ailleurs la porter aussi dans I’équation (73) qui se
décompose alors en deux; en écrivant P et Q sous forme décomposée
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en éléments simples, on voit sans difficulté que la partie entiére est de
degré nul pour P et Q, et que les poles sont les mémes et du premier
ordre :

’ 5
p=S_P2 _p, (;):“_QL+Q0,

oed Y — o P y—oa
La discussion des équations (78) montre encore dans ce cas que l'on
doit avoir nécessairement

AL
Jy 08

[e]

Mais alors, en revenant au systéme (70) et aux variables primitives,

on auara .
du __ du

ap dy

=0,

et 'on est ramené a étudier le systéme

Jdu
% =yu-+e,
3—-2: =0+ Eu+ .
Posons
w="To;
il vient alors
od N 1 dLogg , . I _oLogg
(79) 9 _ geor _gdloss T2 (Loed
dz - Jx - %( OgT>.

Il est & remarquer que ces équations ne changent pas si l'on y

s ' . . .
permute m, et m,. Par conséquent, s’il en existe une solution u(z, ¢),
on aura une involution pour chacun des systémes de caractéristiques

S+ myt—+ uw=—o, $ 4 Myt + u=o.

Or ce systéme se rencontre également dans la question suivante :

13. Conditions pour qu’une surface puisse devenir réglée par défor-
mation.
Ann. Ee. Norm., (3), XLII. — Mar 1925. 17
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Soit une surface qui a pour élément linéaire :
ds* = du*+ T?*(u, v) dv?,
il faut voir sous quelles conditions il existera une transformation
U=U(qu,v), V=V(u,v),
telle que 'élément ci-dessus prenne la forme
ds*= dU?+ («U? + 28U + y)dV?,

a, B, vy fonctions de V.

On posera
gr=al?+ 28U +vy

et I'on peut d’ailleurs toujours supposer oy — ?*==1. Darboux a
donné, pour résoudre ce probléme, une méthode générale ('); nous
allons, dans ce cas, opérer directement. On doit avoir

(ﬂy—l—(aU?—{— 2BU +y)<ov>2 =1,

du ou
oU 0oU . oV oV
( e—— —— 2 P —_— — T
(80) 5 Ov + (aU*+2BU + y)()u Jo =
oU\? AR
—_— T2 2 N hi —_—T2
(()c}> + (U —|—2@U+/}<d‘)> =TI

On sait d’ailleurs que la courbure totale est un invariant; on aura
donc

1oL 1 e
doi T ouw? & JU? ot
en posant . °
I'= z—-}:, "= 3[—(1;

La deuxiéme équation (80) s’écrit alors, A étant arbitraire,

U _, 9V ov __ g9V,
ou — " o0’ de A du

(1) DarBOUX, Surfaces, t. 11, Chap. IL.
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%, et par

Mais alors, la premiére et la troisiéme montrent que A=

aVv oU
—Tg o’

dU __ g aVv
H W—

suite on a, au lieu de (80), le systéme suivant (*):
av

(81) 9u T ov
OV VY
p () ()
osons
A
) Tu-:-;smV“
ov T .
E—()—:—cos\/,.

La troisieme équation (81) sera toujours vérifiée et il vient
ou =cosV,, %Ig = ~—TsinV,.

(82 bis) ou
I suffit maintenant d’exprimer que les systéemes (82) et (82 bis)

sont compatibles; ce qui donne

1. T '
()Q;;smV,) . "(Ec‘)svi) d(cosVJ____ d(Tsin'Vy)
dv - du o9y T du ’
on constate, en développant, que ce systéme peut s’écrire
oV, 1 dLogg 1 dLogg ,  dLogg .
2 ST v T o cos2V, — 5 sin 2Vy,
aVv, ___( . dLogg> dLogg dlogg . v
255 = oI"—T T _FT0052V’+_00 sin2V,.

En posant enfin
‘ ® — cotangV,,

ce systéme prend la forme
oP —® dLogg 1 dLogg
Y ou T Jdu r oo
(83) | 90 0 (1 &\ g 9Logg
. — o o\ 20 I‘
9 =& ()u<Log T> ¢ v I

o

‘I’,, mais la suite montre que le signe est indifférent.

(1) En réalité, on trouve A = ==
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=

On retrouve le systéme (79), les variables ¢, « étant changées res-
pectivement en u et ¢.

Or les variables ¢,  correspondent & X et Y dans le &s* primitif.

Le probléme de [lexistence des involutions du second ordre pour
léquation (51) est donc exactement le méme que celui de I’existence
de transformations permettant de mettre I'élément lineaire (51) sous la
forme (53).

La discussion faite & la page 118 nous donne donc la conclusion
suivante :

1° Si les surfaces (), correspondanta I'élément linéaire donné (51),
ne sont pas applicables sur une surface réglée, I’équation n’admet pas
d’involution du second ordre; par suite elle ne peut admettre aucune
tnyolution d’ordre > 1.

Elle n’admet donc aucun invariant, pour aucun des systémes de
génératrices. '

2° Si les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, mais
non sur une quadrique, 'équation de la déformation admettra une
seule involution du second ordre pour chaque systéme de caracté-
ristiques.

Nous reviendrons sur 'étude de ce cas au paragraphe suivant.

3° Si les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique, I'équa-
tion de la déformation admettra deux involutions du second ordre
distinctes.

Il ne saurait y avoir plus de deux involutions que si la transforma-
tion de I'élément linéaire était possible de plus de deux maniéres
différentes, c'est-a-dire siles surfaces sont développables.

D’ailleurs, I'identité fondamentale (38) montre bien que si 'on a
trois involutions, on peut en déduire un invariant, c¢’est-a-dire une
infinité d’involutions du second ordre.

14. Surfaces applicables sur une surface réglée. — Nous prendrons
alors 'élément linéaire sous la forme caractéristique (53), c’est-
a~dire que nous prendrons, aprés la transformation d’Ampére,

P=Y¢*+2Y.q + Y,
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Y,, Y,, Y, sont trois fonctions de @, et I'on peut toujours supposer
Y, Yy — Yi=1, si les surfaces ne sont pas développables. Par suite

"Id=r, d’ol g=T et C'=o.

Nous avons vu que si les surfaces (8), correspondant  cet élément
linéaire, ne sont pas applicables sur une quadrique, la transforma-
tion (80) n’est possible que d’une seule maniére : ces équations ne
peuvent admettre que la solution identique U=u, V=v, ce qui
donne V,=o; il ne lui correspond donc pas de solution pour les
équations (83), car la solution ® =« n’a aucun sens ici.

Par conséquent, dans ce cas, les équations (79) n’ont aucune
solution.

En prenant ds* sous la forme (53), {'équation de la déformation
r’admet plus d’involution du second ordre st les surfaces (S) ne sont pas
applicables sur une quadrique. Si elles sont applzcables sur une quadrique,
il existera encore une involution et une seule, & moins que les sur-
Jaces (S) ne soient deéveloppables, auquel cas il en cxistera une infinitc.

Bornons nous ici aux surfaces non applicables sur une quadrique.

Le fait qu’il n’existe aucune involution du second ordre ne permet
pas de conclure qu’il n’existe aucune autre involution, puisque nous
avons supposé (' == o pour établir le théoréme VII.

Mais il est ais¢ de voir que cette hypotheése n’a été introduite qu’en
deux occasions :

© Au paragraphe 7, page 110, pour en conclure la non-existence
de fonctions principales d’ordre inférieur a 2 et de premier indice
non nul;

2° Au paragraphe 8, page 112, pour en conclure qu’il n’existe pas
de fonction W d’ordre inférieur a 3.

Nous allons reprendre I’étude de ces deux questions avec les
valeurs actuelles des coefficients; nous avons remarqué d’ailleurs
que la condition C’'=o n’était pas suffisante pour les conclusions
obtenues, mais seulement nécessaire.

‘D’abord la deuxiéme question; si W est d’ordre inférieur a 3,
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I'équation (30) s’écrit

W oW oW
A ’
(84) o7 T T +(p + myq) 5=
oW oW . OW
(%7 = %) e mo =15
oW IW OW /df\ -
<——JZ———I)11 ——()—S-‘>(p1.2+lnzpo’3)——WKC-E;):AW“‘}—IL

La valeur de H est donnée aux formules (30); elle se calcule assez
facilement en utilisant les formules (35) et (39). On trouve ainsi la
torme suivante

H=Ho'+-Hwt+ 1152+ H, 0+ Hyt + H+ V(pg,o+ mypo3)

en posant

(n—1)(n—2) dm, omy

[ — —
V= 5 (),0 (n 1) P y

=35+ myt,
les quantités H,, H,, ... étant du premier ordre.
L’identification des termes du troisi¢éme ordre dans I’équation (84)

donne
oW oW _
—d—[-—-nh T}.T = .
d’ou
W=Vi+W,(z, %, 5 p, ¢, »)

et 'équation (84) s’écrit

dav dv “d'W, dW,7 ’
(85) t” ]+mi[@']$+['ﬁ]+"’2{W]~A(VI+W1)+}[-

dz
On a
(ﬂ m ﬂ]—?—y-{-m ﬂ-l—(ﬂ—-m ()V> t )()V
dx + dy |7 oJx 'y 0g top. (0 —pt) — “op’
[dW1'+m AW W, W oW,
dx dy |T oz T oy P 7)) 753

M _M wl4 0wt +a'ew+bt+c |y
) - op .
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enfin
dne, dzm
A— — 4 o — i
[ 3y ( @) |-

On porte ces expressions dans I'équation (85) et 'on écrit I'identité
en ¢; Iégalité des termes en 2 donne

oV oV om.
(86) — [ l:dq m, ?)—;:l_[iv—a;--kns.

Or, le calcul de H donne

__ (n—r1)(n—2) ()“ni_.q am,\*
= e [ G o ()

amy dmy,

+(n—1)(n—2)p 9p op

4
+(n—1) P

avec

{=—pm ?—{7-21>2+ Ng (2 My — my) ")’nzy
= 1. 1 dp My 2 My ( ()p )

dm1 am, 9rmy
+ my(2m,— my)
“op “opt

+ p(2my— my) —
En remplacant V et H, par leurs valeurs, on trouve sans difficulté
que I'identité (86) est impossible.
Done il n’existe encore pas de fonction W d’ordre inférieur & 3
dans le cas actuel.

Etude des fonctions principales du premier ordre : o(z, y, 5, p, ). —
Posons ¢ = Logy; cette fonction  doit vérifier les identités [qui se
déduisent de (17)]

- )d g
[ ("P) (V 1();
(87)
‘ o o Jd
F(li):—(-)—; _(();—i—(p—,—mﬁq)d )—(—)—7;__

En partant des formules (34), le calcul montre qu’on a ici

a=(2 3—0’)(9”2 2{3—%: c= B—g yII”.




136 . E. GAU.

On utilisera ici quelques formules de la page 123, en particulier

dm,
op

s E(m,) =zo0,

E(p)=p
Fp)=12F(e)=2ylT"+e d_()j (LogTT"),
entin on a ici

I

I""::ﬁ-

Dans ces conditions la premiere équation (87) s’intégre immédia-
tement et donne

(88) U =128 LogT'+ (28 — a)Logp. + Log®(x, y, 5, my)

ou @ reste arbitraire; la deuxiéme équation donne alors

@ M ”
gol | 28—ay RN
Toz T I Flp) + O g, B (m)

! d(I) m QE)
I e

oD
=+ +(p+meq) 5o | =c

Le calcul montre que
72 ok

F(m)=2yI'T"+ g e, o

Finalement, en opérant quelques réductions, il vient

O0Logl 1 [0d oD I"< oD ()d»)_ (Qf[: d(])>’]

dr " ®|oz P T PT\oy T10:)"N\oy Tz

_|._.£. i)g)_ < ! T2 o Logl‘ J:_/_ {)_F..._e()LOgF -0
® Im, |7 I >_[) dx dq TP Oz ox |7

(89) «

Or, la condition E(m,) = o montre qu’on a
p+myg=>9(x,y, m).
Le calcul direct de p+m,g donne d’ailleurs trés facilement
I'expression de cette fonction 0. Nous pouvons donc garder comme

variable m,, au lieu de p, et la relation (89) devra étre vérifiée iden-

tiquement en
. €, )’> z, my, (]

quand on y remplace p par 0 — m, q.



SUR L’INTEGRATION DE L'EQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES. 137

Or la fonction ® ne dépend pas de ¢; en outre les divers coefficients
de I’équation (89) sont tous, & I'exception de e, rationnels en ¢; on a,
en effet,

dLogI‘:__l_QF_'-', e (I‘I‘)s’

dx 2I? Jx I
0?Logl’ _ o0 /TIY I" o _ IT' oI*,
dx 0 —d—x\T‘T>’ 9z~ o 9=’

I"? étant rationnel, I'T' I’est aussi, donc tous les coeflicients ci-dessus.
L’identité (89) entraine donc I’annulation du coefficient de e :

o 9d /0 0D
(90) 5 om, =T <@“‘/E>
avec

=Y (z)g*+2Y,(x)g + Yy (x);

on en déduit tout d’abord

<
=

—= 0.

<

<

Une discussion tres simple montre alors que I'on a, en désignant
par Y, Y,, Y, les dérivées de Y,, Y., Y,, ou bien

Yy Y, Y
(91) . Y_l-—Y;_Y_i’
ou bien

® = const. et o =o.
Ceci nous montre en premier lieu que :
Dans le cas des surjaces réglées, Uéquation (51) admet toujours la
fonction principale
o = k(Tp)*8  [dindices (o, B)].
Toutes ces fonctions se raménent d’ailleurs a une seule distincte
(92) o, = (Tp)? [d’indices (o, 1)].

Cela montre, en particulier, que I'équation admet I'intégrale inter-
Ann. Ec. Norm., (3), XLIl. — Mat 1g25. 18
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médiaire p.* = o, soit
' yr+ %; —1=o0.
C’est une propriété connue de I’équation de la déformation (*).

On ne peut pas raisonner de méme pour I'équation I'* = o car les
intégrales de cette équation rendent infinis les coefficients de I'équa-
tion proposée.

Examinons l'autre condition (g1), pour voir s’il peut exister
d’autres fonctions que @,; on aura '

;,,—,: = %—,:- = % = (%Logo(x) (c..' ‘arbitraire),
d’out
Y, = kv, Y, = ks v, Y= kv (ky, ks, k3 constantes)
et
dst=dX?+ o(Y)[ fey X2+ 2 ks X 4 ky] dy?s

il est clair qu'une transformation convenable de la variable Y nous
permettra de supposer ¢ =1.
Donc on peut prendre

Y=k Yaomhy,  Yy=mhs  (hky—ki=1).

- Alors
o _ .
dx
- 0P ‘ ' NP
La condition (9o ) donne o =0 et en portant dans (89) il vient
P /0B 1 b 1 —Terr
®\0z )T ® g7 TTE T
d’otr
()_? ot t d(.l_)_ -0
dx — om,
ou ‘
1—fl‘3f/2=o,

(*) Darsoux, Théorie des surfaces, t. 111, p. 155.

L’équation Az = 1 est ici Q2+ I'2P2 = I'?, qui, aprés transformation d’Ampeére, donne
justement p?—- I'2y*=T?; les solutions communes & cette intégrale intermédiaire et &
Yéquation (5t) ne eonviennent justement pas au probléme de la déformation.
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condition incompatible avec
kiky— ki=1.

On trouve donc la solution ® = const., mais « reste quelconque.
Par conséquent, si I’élément linéaire donné a la forme

(93) ds* = dX?+ [k, X2+ 2/, X+ k,] dY?,

I'équation de la déformation admet toujours la fonction principale du
premier ordre
(TP

¢ = k (@, B, & arbitraires).

Ces fonctions se raménent d’ailleurs a deux distinctes :

9

0, = (Tp.)? [déja trouvée dans tous les cas, indices (o, 1)],
9, =T [indices (1, 0)].

Les surfaces en question, d’élément linéaire (93), sont les surfaces
réglées applicables sur une surface de révolution; c’est-a-dire,
si k, 5~ o, des alysséides; si £, =o, des surfaces engendrées par la
révolution de la développée d'une chainette autour de la base de cette
courbe.

Conclusion. — En dehors des surfaces ci-dessus, les surfaces pour
lesquelles (“=o0 admettent bien une fonction principale du premier
ordre, mais celle-ci a un premier indice nul.

L’hypothése C'=~ o n’est donc pas nécessaire, pour I'équation de la
déformation, pour l’établissement du théoréme VII, et celui-ci se
trouve exact lorsque C’'= o, sauf peut-étre pour les surfaces appli-
cables 4 la fois sur une surface réglée et sur une surface de révolu-
tion, et aussi, naturellement, pour les surfaces développables.

Comme nous avons constaté qu’il n’y avait pas en général d'invo-
lution du second ordre, il n’y a donc aucune autre involution pour les
surfaces générales.

Nous résumerons comme il suit les résultats obtenus en ce qui
concerne I'équation (51) de la déformation des surfaces.



140 E. GAU.
CONCLUSION GENERALE.

Remarquons que tous les calculs précédents donnent les mémes
résultats si 'on y remplace (¢) par (— ¢); donc, I’étude faite pour les
caractéristiques (II) reste valable pour I'autre systeme.

Appelons (8) les surfaces correspondant & I’élément linéaire

ds?= dX? 4+ T*(X, Y)dY?

et rappelons qu’il est toujours possible, par des moyens algébriques,
de voir si les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée,
c’est-a-dire si le systéme (83) admet une solution. On a alors les
résultats suivants :

1° Les surfaces (S) ne sont P(/.s' applicables sur une surface réglée. —
Il n’existe aucune équation en involution avec I'équation de la défor-
mation.

Il est évident que I'équation n’est pas intégrable dans ce cas; on
peut affirmer de plus qu’il n’existe aucune autre équation admettant
avec celle-ci une intégrale commune avec une infinité de constantes '
arbitraires.

2° Les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, mais non
applicables sur une quadrique. — 11 existe alors une involution du
second ordre pour chaque systéme de caractéristiques :

{ s+myt+ u(x,qg)=o, s+ myl—+ u(z, g)=o,
r=+(my—+ my)s +~mymyt +r=o, r-+(mi—+ my)s +~ mymyt +~h =o.

On sait (*) trouver par des quadratures toutes les surfaces réglées
applicables sur une surface réglée; ces surfaces sont certainement
comprises parmi les solutions des deux systémes précédents, mais
peut-étre ces systéemes donnent-ils en outre des solutions nouvelles.
En tout cas ils donnent ces surfaces par un moyen nouveau, qui se

(1) DarBoux, Théorie des surfaces, t. 111, Chap. VI.
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préte plus facilement & la solution et & la discussion de certains pro-
blémes, en particulier du probléeme de Cauchy. On sait, en effet,
'analogie remarquable qui existe entre un systéme en involution et
une équation du premier ordre.

De plus, st les surfaces S ne sont pas applicables sur une surface
de révolution, il n’existe aucune autre involution et I'équation de la
déformation n’est pas intégrable, a fortiors, par la méthode de
Darboux. '

Si les surfaces (S) sont applicables sur une surface de révolution,
il existe deux fonctions principales du premier ordre et nous ne
pouvons conclure en ce qui concerne I'existence des invariants.

3° Les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique. — 11 existe
alors deux involutions du second ordre pour chaque systeme de
caractéristiques. On peut répéter ici ce qui vient d’étre dit pour les
surfaces simplement réglées, et il est probable qu’on pourra tirer de
ces quatre systémes en involution des solutions nouvelles du pro-
bleme de la déformation des quadriques. En tout cas ces systémes,
tres faciles a former, donnent toutes les surfaces réglées applicables
sur une quadrique, et se prétent aisément i la recherche de ces sur-
faces lorsqu’elles sont définies par des conditions aux limites.

On peut remarquer en outre qu’en accouplant une équation en
involution relative aux caractéristiques (I) avec une équation relative
aux caractéristiques (II), et en y joignant I’équation donnée, on peut
former quatre systemes complétement intégrables (*); cela permet
d’obtenir trés simplement quatre groupes de surfaces, dépendant
chacun de trois constantes arbitraires, applicables sur une quadrique
donnée. 4

En ce qui concerne I'existence d’invariants, nous ne pouvons pas
conclure.

(1) GoursAtT, Lecons sur les équations du second ordre, t. II, p. 97-98.




