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MÉMOIRE SUR L'INTÉGRATION
DE

L'ÉQUATION DE LA DÉFORMATION DES SURFACES
PAR LA MÉTHODE DE DARBOUX

PAK M. E. GAU
Doyen de la Faculté des Sciences de Grenoble.

Introduction.

Je me suis proposé dans ce Mémoire d'apporter quelques résultats
nouveaux dans l'étude de la méthode de Darboux, et de les appliquer
à l 'équation de la déformation des surfaces.

Les deux premiers Chapitres concernent donc les équations tout à
fait générales; je n'ai. même pas supposé tout -de suite l'équation
Hnéaire parce que les théorèmes se démontren t aussi facilement pour
les équations les plus générales; mais je n^a i pas tiré ici toutes les
conséquences des résultats obtenus dans le cas général, me bornant
le plus souvent à constater celles que l'on aurait à utiliser dans la
troisième Partie, consacrée spécialement h l 'équation de la déforma-
tion.

Je rappelle que j'ai démontré antérieurement (1) qu'il suffit d'un
invariant (d'ordre >3), pour chaque système de caractéristiques,
pour que l'on puisse appliquer la méthode de Darboux.

1. Notations. — Nous emploierons les notations introduites par
M. Coursât (2). Soit une équation du second ordre :
(l) r-4-/(^,7, ̂  A q, s, t)=o;

( 1 ) Comptes rendus de l'Académie dey Sciences, t. I6[>, 1 9 1 8 , p. 276, el i. 176,
1923, p. 278.

C 2 ) GûURSvr, Leçons sur F intégration des équations Ctux dérivées partielles du deuxième
ordre, l. îï, p. 78. .

Ann. Éc» Norm., (3 ) , X.LÏI. — MARS 1925. ï 2
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Ai-^^f
on peut en tirer l'expression de toutes les dérivées p^/c=== , i ^ / c 5 erl

fonction de celles d îe lrit^é•'eÏîes'dont le- pre-'mie.-r indice est o ou i. Siy
dans une expression y (x, y, ^,j?,, y, ..., p^ * - •)? nous remplaçons
les dérivées,^, par Jeur valeur tirée de ( ï ) . 'a insi qu'il-vient-d'être
dit^ nous 'aurons ù-ne'' 'nouvelle' expression' que" nous- désignerons
par [<p-(^, y, .s-, .. •,/?^ . • »)] et qui ne contieat que des dérivées dont
le premier indice est o ou i.

Nous désignerons par m^ et 7723 "les racines de l'équation
,,,., • âf ,„ àf • " > 1
Ma— ^ M _4_ ^ ^o

as àt

que nous supposerons dans ce qui suit distinctes; les caractéristiques
correspondantes seront désignées par 1 et II respectivement. Nous
poserons

• ^=-m^—Tn^

et nous supposerons toujours pi ̂  o.
r d11' f ~iExpi-essions ^-^ . — Dans un Mémoire antérieur (1), j'ai étudié

la forme des expressions ^-4 , les dérivations étant faites en tenant
compte de ce que z et-ses dérivées dépendent de y. Je vais rappeler
brièvement les résultats obtenus et les compléter sur certains points
importants. Je continuerai à représenter par ( d ^ } l'expression [^1
où l'on a supprimé les deux termes contenant les dérivées d'ordre
supérieur (Notation de,M. Goursat). On a . . . '•

i W} àf àf[[^^i^^jip^^-1-
(2) \ avec

L=^)=^4-,^4-.^.^\ Wy7 ày • ï àz ôp àq

et l'on peut remarquer en passant que

( ^ ^ } = ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ { ^
\df.àsj as ô p ' \ d y à t ) ~ ~ ' ' à t à q '

(1) Journal des Math. pures etappliquées,6e série, t. Vif, 1911^ p. 129.
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En continuant les dérivations on a ; , n '. • : • •

ï'd'-n àf àf r y/ ^f - , ^f
^ [d^^TsP1'^ JtP^-^P^ -^ -^^P^ ri -4-^'3 JF

[ .àL • an. . r àL •àn [di\+^42^-â+/?o'3L2^-d+^):.
i [^l^lf7'1'^^^'5^^13^1'^^^'^'181

' où l'on a posé

M,=3[^^T+^ ^=3\dàM+àf,3 L^y ^J ^ L°(y ^J ^y , .
à^f ' ' à^f ' ' ' ' " " à^f ' à3/

(4) ^=P^^^+3P^^P^à^t+3pl'îpl•îà^+pl's'^
T^L ^/-l.s,., ,, L^L àV à-f -1

•^^«^ ) -^ — ̂ ^J + -i^^o^ |_2 -^Jt - Jp^ ^ ̂ .J.

, f^L ( î V l . a / ^ àL\
3^,3[-^-j^J+3^^^J

?„/ rf ^L\ oi/ l./^L^
MA^^^-K^/'

[[^J-^^I^6^^ . ;. "^J-<)s r1"' ' àt
avec

( 5 ) - - ,.=,/;,. ̂ -..„,„.,. ̂ ^3,;,̂

[fdMA àS, "1 T/rfN3^^ aj'l-^/'^^
^^^(^^^J^^^^'-^J-'W/

Enfin ' , . ' " . • , ' , , . . • .... - , ,.

[̂ (1 = ^J),^ 4- ̂  /?0,7+ M^,,,-+- N^o,G +- PS^I .+ Q^0,5+ I.,

avecw i ^rfi^f]-3-^-3--^^--[tMt]-3--^-3-^^-, r^j r^^i a ^ / , 2 ^/u. ̂Q8=: L^"J ̂ L'^J+ 3/?l•î ra + ̂  ̂  ^^>

Un simple calcul de récurrence montre que cette forme, linéaire par
rapport aux six dérivées d'ordre supérieur, persistera. On aura donc



92 E. GAU.

en définitive

/^ r^n-^ ^
l̂ J " as piîn+i + ̂ 7 ̂ °^2

+ M^^+ N^o^ 4- P^i,,,^ -+- (^np^n -f- i/î
avec les formules

,,=M..,-4 ]̂, N.=N..,.̂ ,̂

P,.=P.,.[̂ ], Q .̂-.-̂ }

On en tire facilement, au moyen des formules qui précèdent,

(M^J^tl^ N^J^-l^,| L^/ as] dp | rf)/ ^ j 1 ()(/' .

(8) 'r^ri^^r^^^J^I,
a L^^J L^ ^J

n f t ( / '—' ) r d i ^1 r r f °t/i ^yç '^-——L^^J+/ '[^^J - f-^•
Si l'équation (i) est quelconque, la formule (7) ne sera valable que

pour ra^5; mais j 'ai déjà montré, dans le Mémoire cité, qu'on pourra
écrire
/ ^ r^'/t- à/ àf(9) | rfyj - as /'''r'+l + Tt ^'"^ ̂  M"/?••'l 4' N"/?o,"+< + J"

dès qu'on aura n^3.
Si l'équation (ï) est linéaire en r, ,y, /, la formule (7) sera valable

pour ra^4, comme on le voit immédiatement, et la formule (9) sera
valable pour n^ 2.

Aewaryw. - Entenantcomptedeceque^= m, +m,e t^^=w^m2,
le calcul montre qu'on a

(-) ^-n^,/^.^(^^^p\
a V as / ' • ; t ' ^

termes d'ordre inférieur à 4.
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU SECOND ORDRE.

2. Soit une équation

( 1 2 ) tp ==p^^_^ 4- m^po^ -+- U(.V, J, 3, . . . , R^n-î, P^n-l )

qui forme avec (ï) un système en invotut ion pour tes caractéris-
tiques (II); dans le Mémoire cite, j'ai démontré (p. ï36) que l'on a
nécessairement l'identité

F dd> "l f do "1 „ . ,,..,.
— t-t-^2 — ^ ?(A^-+- B)| dx | | dy | '

en posant

1 €^m 2A:
I , dy( r 3 )

„ f dm» 1 ï ( f dm^ ~| f" dm ^:»^:'
2 ̂  ^</ 'B == —-2 4- — —r- ! -+- m9 ~~r~l ̂ y _( p' \ L ̂  i " t.. ^y

à condition que n ̂ > 3 ; si ^ ==== 3 on a

[^-—fê]-^3^8'^
(i4)

/^ s f^mg ^^2|C= - -—— — w, -— •
^ ^ " ^5 {

On voit que pour certaines équations, en particulier pour les équa-
tions de la forme de Monge-Ampère, on aura, C == c> et la forme (:i4) se
réduira à la formule générale.

Fai montré alors (Mémoire cité, p. 1:37) comment la connaissance
de plusieurs équations en involution avec ( i ) permet de former un
invariant; mais il est clair que le raisonnement peut être fait d'une
manière plus générale.

Nous appellerons fonction principale pour l'équation (i) toute fonc-
tion cp, qu'elle sou ou non de la forme linéaire (12), qui vérifie idenfci-
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quement la relation

(1 5 ) [^M^^-1-1^
où a et (3 sont dés constantes quelconques. Pour préciser, nous dirons
que ÎD est une /onction principale d^indices (a, ^).

Si l'équation ç == o'peutse résoudre par rapport aux dérivées:d'ordre
supérieur qu'elle contient, il est évident qu'on obtiendra ainsi une
équation en involution avec ,(i); c-ela se.démoûtrerait en utilisant la
relation (i5) et en raisonnant comme l'a fait M. Goursat {Leçons, t. Il,
p.'^ï); mais il peut arriver que l'équation y === o n'ait pasxié solution.
"1 'Une'fonction princîp'ale''â'in;dices (o, ô) sôralévidemment un inva-
riant pour le système (II) de caractéristiques; mais cet invariartt
pourra parfois se réduire identiquement à une constante.

Enfin, un calcul très simple, indiqué d'ailleurs dans mon Mémoire
cité plus hauî, montre que si l'on a trois fonctions principales, ç^, 93,
yg d'indices respectifs (a^ (^), (002, ^2)? (^ ^3), l'expression

.̂.P,-̂ .,̂  cp^pi~-a,pa x (p^-asPi .

sera une fonction principale d^ndiceè (o,ô), c'est-à-dire un invariant.
Si l'on a deux fonctions principales de mêmes indicés, leur rapport

sera un invariant.
Il sera utile dans la suite d'avoir le résultat suivant, qui s'obtient

par un calcul très simple

(i6)Aa+Bp=:(p-a)[^^+^^]

"+" ('""p"1—Wl•--^)(/?I^•^-m2JC>o,â)-+-lermes cPordre<3.

3. Étude, dans lé cas gênera fonctions principales d ̂  ordre supé"
rieuràï.—Soïin Porcl're dela fonction principale o, d'indices (a, (3);
on a donc " ., ! ' ' • " i i i i • " ''; 1 '•''• ' ' : .

(Ï7) . [â]+m2[§]^y(Aa+BP). t(7l>3) t

.Le calcul que je vais développer ici sera utilisé très souvent dans là
suite; je vais l'exposepune fois pour toutes.

Le deuxième membre étant d'ordre 71, les termes d'ordre (n -hi)
doivent disparaître au premier membre; or ces termes sont, toutes
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réductions faites, • • • 1 „ ^ ; •• ; " • • ' 1 - 1 ' i ' ' • ^ • ' ' ' • : t - L : ' " ' ' 1 ' - - ' ' .
/ ^cp ^9 \

(^4-^po^O^-^,^ • . .

donc , - ' ' ' • ' •

d'où l'on tire

en posant

ÔQ ' ÔQ—— — w,i ^——
àpQ.n Opi,n-\

0?= cp(.a^ y, ^, .. .,p^n-^ P^n-i^)

u ==/»î,«-i4-mi/?o,/,.

Prenons alors comme variables ^, j, .s, ..., p^n-2'> po.n-^'.^^o^î
c'est-à-dire remplaçons dans l'identité (17) p,i,»-i par o) — ^po,ra-

Le calcul consiste à écrire d'abord l'égalité .des coefficients depo^
dans l 'identité (17), puisàdériver cette même identité par rapport à œ,
et à combiner les deux -relations ainsi obtenues. 'On a

r^l ^ ^_.^ jy r^-VI
[^J --"- ̂  "+"^ ̂  •7 ̂  "• ' Ôp^n-z L^J^J^l^-.L^J^2-^ ^co r r^^ii r^" ̂^ ̂ 1'-1 -h ̂  m^^^ [r^ 1 -! —^ ^c, f r^^ii r^îzil^^,.-^^[-^,^^4^fê]^^^—^—^—

J(D - d © r . r^^iit^^^^^ir1^^^^ 1

Mais on a vu que, si n — i^ 3, ce qui est le cas ici, on-a •

^ t/ ===(/ni -h-m2)pi,,z4- m^m^pQ^+'i +• M,,_i((t)— Wipo,n) "̂  N^-i^o,»-+-J/t-i»

r^-2^~| . .
——^- =:(/?ii -t-^^Ço—m^o^J+^i^s^o,^4"- • - ?i^r 1 , ^

toutes réductions faites, on obtient : . , , , .
i F do] " r ̂ 9 "1 ^9 ^(? , ^9 / L \ -L_—— M-ma -J- = --1- -+-^2 -—+ — (/^ + m^q )-+-. , . . ^ .L^J L^/J ^ ^y (/AÏ

" ! ; . 1 . ' • ! / à(û à^ \ / • • v !

-h -,————w^-r— l—)(œ--^o^) . , , ,
"i',,: . . - 1 . . , • \^ù,n-l. • OPi.n'-ï/

W à^ ( rrdm,~\ !dm,~\\^ ^^{^[L^J^^L^JJ^. . . •
• ' —— M^-.i (^ — Wî^po.n) — ̂ n-tPo^-^ ^n-î
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-Écrivons d'abord que le coefficient dep,^ est nu l :

(.9) ^ ( — — î - - ^ ^ )
\C»/?0,,,_1 àp^n-î)

ày ( rrf/n,1 f^/rai 1 t~ ̂  j [^-J+ w2 L^j+ ̂ A-i- N»-. ; = o.
Dérivons maintenant l'identité (17) par rapport à M, en posant s/ = ̂  •
il vient ' ^'

r</®'"i r^n / àv àw \
[^^"^^^(^--•^-^"---^^Bp).

Si l 'on remarque que
, i rrf/Mi") f d m ' }(20) ,; L^J+ w2 L^J-+"ml M»- • -N"-1 - M»- = A" +B '
la relation précédente devient, en tenant compte de (19),

(2I) [â]+w4'^]=y'[À(a-")+B(p-I)-l'
ce qui prouve que y / e s t à son tour une fonction principale d'in-
dices Çv.—n, (3 — i)(1).

On voit en passant que y' ne pourra être une constante que si le
crochet du second membre est nul; cela se vérifie en particulier
pour y = i, c'est-à-dire si s est de la forme (12), avec a = n et (3 = i.

Il est clair que l'on peut répéter l'opération sur (21) et fon aura, en

posant f=^ une fonction principale y" d'indices (a -2/ î ,p— 2).

Cela fait trois fonctions principales qui permettent de former l'in-

variant[^j"P- suivant la règle du paragraphe 2 (p. 94).

Supposons alors que l'on sache que l'équation (i) n'admet pas d'in-
variant d'ordre inférieur à (n + i); le précédent doit donc se réduire
identiquement à une constante. On en tire les conséquences suivantes :

ou^9"^"1! ̂ '"^ de là une dénlonslration P^s simple et plus générale que celle
Si; ^^^""^^.^^enee d'un deuxième invariant, dès qu'on en connaît un
premier (C. R, Acad. Sci., t. 166, 1918, -p. 276).
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Si a -= n et ^ == i ^ la relation (21) montre que cp7 esl une constante,
c'est-à-dire que y est de la forme (12).

Si ? =^ i mais a==(Î7i , les relations (17) et (21) montrent
i i

que ^~~1 o ^ est un invariant et par suite

IrÊ
Q/O ? E=: À-,

d'où
9 == />'i(pi,»-i-1- Wipo,^-+- ^)i3 (/Ci== consl.);

enfin, si a =^ [:ITI, on a 9^- ==consL
C'est la relation obtenue par Clairin ( ' ) ; on en dédui t immédiate-

ment que (si n > 3), ^ a l'une des formes

(!) 9 -=. (/?i,^-i 4- Wi/j>o^ -h / / )^ U,
(il) cp ,==: ^/'i'"--^^*^""-1-1'1^',

y étant une constante, U, V, u, v, des fonctions d'ordre <^ n.
En reportant ces expressions dans les équations (17) et (21), on

voit immédiatement quep,^^ •+• ^/?o,re-+- u\ U? ainsi que V sont des
fonct ions principales, cette dernière d'indices ^— n, — i).

En appl iquan t ces résultats à l'étude des fonctions U e t V ci-dessus,
on arrive à une classification plus précise des formes que peat
affecter ç. Nous nous en t iendrons là pour le cas présent et nous résu-
merons ces résultats par le :

THÉORÈME I. — S'il n'existe pas d9 invariant cl7 ordre inférieur à Çn -+-1)
pour les car actéris tic/nés (II) 7 toute/onction principale d } ordre n ̂ > 3
aura F une des formes ci-dessus, où N est une Jonction principale d^ in-
dices ( — 7?,, — i) et (p^n-ï -+- ^i^o.ra + u) une fonction principale rf'z'T?"
dices (/?, i) {involution).

4. Etude spéciale des fonctions principales du troisième ordre. —
L'étude précédente ne donne aucun résultat pour les fonctions

( 1 ) CïAiRiN, Sur les invariants des caractéristiques, etc. (Annales de l'Ecole Normale
supérieure, 199.0, p. 107-116.

Ann. Ec. 2Vo/'m., (3), XLlï. — AVRIL 1925. ï 3
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d'ordre 53, ni pour les fonctions principales de la forme (12); nous
allons étudier ces deux cas dans ce paragraphe et le suivant.

Supposons d'abord c& du troisième ordre :
En opérant comme dans le cas général (paragraphe précédent), on

voit d'abord immédia tement que l'on a

Q -== (.r, j, z, p, <y, ,̂  /, G)), (,) =:/^2 --j- m^po^.

En égalant les coefficients àe po^ dans l ' identi té (17), on a

(ÔQ à^\ ^\{dm^\ ( clm,\ à m, fdf\ à. àf
-^\Ôt -ml ̂ )-T•^|^)+ ̂ [-dy)" ^7 (^)^ ̂  - ̂

+,J^)+,/^^_^+/,^)(
\ ^y l \ ^s ^tl as ) \

i dm., ^ àm.,\ . fàm^ àm^\
=(P-a)^-^--,»,^-(3^^1-/,,.^.

En dé r ivan t (17) par rapport à œ, et en posant 'p'== <—f'-, il vient

p/®'] rrfq?'-| fày àv\[^r'^r^-^^)
, ( / àm^ àm y à/î^\

+cpj^(,.-^--^+/,,,-^^

ô ( m^ -+- m^} ( d ( m i -4- m^} \ àf )
— '^ c»} —————-————— — 9, —————.————— j- — —:— \

as \ dy ) Op \

/ o ^ à ' " " Ë i i i / à / n , à'nl\ , 1 , ^^(p_^^^^_/,,.^+^a+B(3).

En t irant ( — — m ^ ~ 1 ? ; } ^e ^ première relation et en portant dans
celle-ci, le calcul montre qu'on a

(22) [^]+7»2 [$L |=c i ' [A(a-3)-^-B(P- I)]+(P-a)?c'L ' -J L </ J

C ayant la valeur ( i4) î cette relation se réduit à la forme géné-
rale (21) lorsque C est nul, ou bien lorsque a == p.

En p o s a n t f ^ == Logy, cette relation s'écrit

(23) [^")+^[^]^-^(3A4-B)+(p-a)C.
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Or cette r e l a t i on ne diffère de la forme (17) que par le terme ((3 — a) G,
qui est du deuxième ordre au plus; comme les opéra t ions faites sur (17),
dans le paragraphe précédent, n 'ont porté q u e sur les termes du troi-
sième ordre, nous pourrons les répéter sans aucun changement sur
l'identité précédente; en posant ^== —, nous obtiendrons u n e rela-

tion analogue à (22) (avec a =—3, [ri == — i) :

(24) W\ -h m. ?1 EEE-^ÔA + 28) + 2d/C,L^J L^r J
ce qui montre en passant que ' V ' ne peut être nu l en général.

Mul t i p l i ons les deux jnembres de (2.3) par 2'sj/, ceux de (2,4)
par (a — p), et ajoutons membre à membre ; il v ient(.„ .̂̂ - .̂̂ ..[-^•^-^•i

^(4/2 -^ ( a — p ) ̂ )( — 6 k — 2 B ).

Posons
6 '==^ ' 2 4- (a—p)^£==—J(a—(3)ycp / / - ( - ( (â - a 4-1)9^ ] .

La relation (25) montre que 9 est une fonct ion principale, d ' in-
dices (— 6, — 2).

Trois cas peuvent se présenter :

1° Ou bien 0 est i den t iquemen t nu l l e ; on en tire immédiatement
(̂  •===. log-y^-l-^)^^ et par suite <p == V(G.) 4- ^)a~P,

et en reportant cette expression dans (17) et dans (22), on voi t sans
difficulté que

^ -+- // ==/j^2 •+- rn^ PQ^ -+- u (.r, y, s, /?, 7, .y, ^) -= o

est en invola t ion avec Inéquation proposée.
2° Ou bien 0 est u n e fonction principale d'ordre infér ieur à 3, non

ident iquement nulle et d'indices (— 6, — 2).
3° Ou bien 6 est une fonct ion p r i n c i p a l e du troisième ordre; on

peut alors évidemment la traiter comme la fonction 9 ci-dessus, sauf
que l'on aura dans ce cas a == — 6, p == — 2. On obtiendra une fonc-
tion pr incipale 6 , , dédui te de 0 comme 0 se d é d u i t de ç, et d'in-



îo(^ E. GAU.

dices (— 6, — 2)
^=:^[-4^+5^],

û
par suite1 l'expression ^ serait un inva r i an t ; si cet invariant ne se
réduisait pas iden t iquement à u n e constante, on en déduirai t évidem-
ment une (et même une in f in i t é ) involu t ion du troisième ordre.

Si Ton a ident iquement

Ôi==A"@ (/cconsl.),

c'est-à-dire
—4^+5^=== kQ\

on tire, en intégrant,

^-^^"M^j^^,^).

Cette équadon différentielle s'intègre en prenant comme fonction
inconnue 0 2 ; suivant que (. est , ou non , identiquement nulle, on a

ou
Q ^ - kw 4- ̂  {x, y, z, p , q, s, £ )

Or, on vérifie faci lement , en partant de ce que 6 est une principale
crindices(-- 6, - 2) ,queO'" ïestunefonct ionprincipaled ' indices(3,I )•
d'après une remarque faite (§2), si l'on peut résoudre l'équa^
tipn fj •2 = o par rapport à œ, on obtiendra ainsi une équat ion du troi-
sième ordre en involut ion avec la proposée.

On voit, d'après les expressions ci-dessus, que cette résolution
sera toujours possible, saufsi k ^ o ; mais dans ce cas, l'expres-
sion 6 2 correspondante serait une principale d'ordre inférieur à 3,
non identiquement nul le , et d'indices (3, i).

En réunissant les résultats o.btenus^dans cette discussion, on peut
donc dire :

THÉORÈME II. - y il existe une fonction principale d'ordre 3 pour le
système ( I I ) de caractéristiques, il existe au moins une involution du troi-
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sième ordre, ou bien une fonction principale non identiquement nulle y
d'ordre <^ 3 et de premier indice a ̂  0)5 ou bien enfin un invariant
d'ordre <^ 3.

Là-méthode de calcul exposée dans ce paragraphe permettrait d'ail-
leurs de préciser les formes possibles pour une. fonction .principale du
troisième ordre ; je me suis borné à ind iquer ici les résultats qui seront
ut i l isés dans la suite ( ^ ).

5. Etude spéciale des fonctions principales de la forme

? '=:~~Pi,n~-l+ ^1^0,/z-i- ^(•^ y, s, . . ., p^n-^ Po^-ï) ( involut ions) .

On a alors a == n^ ^ === i, si. n ̂ > 3, c'est-à-dire

/ /^ [ d^~} " â^[""0^1 r^"i ,. „,
L^l^^L^J""^"4'8^(2b) |^ +/«, ^

Dans le Mémoire cité plus haut, j'ai déjà é tudié sommairement cette
relation (p. i33), et j'ai montré qu'on en déduit

OU OU y,.
__________________ f ï ' j __________________ ————— I<———————— ^-™. /// —— AX/,^

àp^n-l ^Pl^-ï

en posant

( 2 7 ) K,--= ^ [ [ d^ \ + m, d^\ + /^M,,_i~ N/^, ] - A./Z4- B 4- M,.,,.

Nous allons supposer tout de suite n?6. Alors, K^ n'étant que du
troisième ordre, la relation en u ci-dessus donne

// -==. K^/?o,/^i "+- ^'(^, y , 'S, . . ., Pi,n-~^ jPo,^--2? ^)i
en posant

uJ ==/-?l,/^2-+- ^1/^0,71-1"

En por tan t ceci dans la relation (26), et en remarquant qu'on
a n — i ?5, ce qui permet (l'appliquer le développement (7), il vient

r^A- i r^'i ( ^ ^ K / / 1 r^/^r^"i r^'1 ( ^ ^ K / / 1 pn l̂(.s) _^j+-|^J ̂ ^-•iL^J^^L^J_^j+^|^J^/.o^^

- |:P.-i/->i,.-- Q.-1/^o..-i + î.-i] ̂  (K/.po,.-i+ ^(A// , 4- B).

( 1 ) .Tai d'ailleurs fait ceLte classificalion dans un Mémoire déposé sous pli cacheté à
rAcadômiô des Sciences, le 26 septembre ï9'u (vo i r C . ' R . cîc1 l'AcricL des Sc.^ t. 176,
19-23, p. '2:8).
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Nous allons faire, sur celte équation en v, les opérat ions faites sur y
au paragraphe 3; les calculs développés à cet endroit servent en ce

,, . Y ch~\ F^lqui concerne 1 expression -,- + m^ ,- •
On remplace d'abord p^n-î par ^ — m^o^-i et l 'égali té des coeffi-

cients dej^o,^ donne

-^
àv à^m

àpQ^->
àv u ,J'̂ 1
^[J•^+[~^\

\ àv „ l'^K,,^^^^^K^+[-^

+ ̂ 2[^1 -H ̂ iP^i—Q.-i- K.(A n + B). .
ÇâK^

D'autre part, en dérivant l'identité (28) par rapport à a), et en
posant / = = — ? il vient

~dv'~\ rd^' [ àv àv \ ,-, ... , , , ,-.,•mJ — + -—————/ni-——— — (/M^—?„.-!== ^(A/z+B)..^yj \àp^n-î.̂c àpl,n~3

Éliminons (-,—— — m, -———l 'en t r e ces deux relations, en t enan t
\àpQ,n.-î àp^n--J

compte de l 'identité (27 ) ; on obtient ainsi la formule fondamentale

(^9) f^
L dx

'd^
\^y. ^-:A^+- K , ( A ^ + B ) - i - Q ^ .

— W â P / ^ l "^1_^ f^-
,^J '[^

Nous poserons, pour simplifier, ^ == W — —; il vient alors

(3o)

dW dW \ ...., -,
—— + m^ —— s= AW + H,dx \ L ^y J

rï I i T^ r A / m /-\ i-. K/z r^p-1 r^p-"i iH=^JK,,[A(.-,)+B]+<,),,^-^ç,,-.-^^^J+^|^Jjj.

11 est à remarquer que H est du quatrième ordre, en général; les
dérivées quatr ièmes ne figurent d'ailleurs que dans (Q^ — m^P^^);
en se reportant à la formule (10), on a

( n — \ ) ( n — a ) f àm^ àm^ ' ., , .
H -=- ———-————'- —— ^3-4- -—— p^^ -+- termes d ordre < q .

L
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L'équation (3o), en W, ne diffère de ('17) que par le terme H; il
est donc évident que si W est d'ordre supérieur à - 4 ? l^s opérations^
fa i t e s sur la relation'(17) se feront de même sur celle-ci, le ternie H
n'ayant pas à in terveni r .

Par conséquent, si W est d'ordre A ^ 4 ? 0° en déduira une fonction
principale W\ d'indices (i — k, — i). On pourra appliquer à cette
fonction p r i n c i p a l e les résultats obtenus dans les paragraphes
précédents.

En posant d 'ail leurs W.== W^p^-i -+- ^/^.A -t- w) et en portant
dans l ' équat ion (3o), on obtient une relation analogue, ce qui
permet t ra i t d 'é tudier la forme de W.

Cas où W est d'ordre. 4. — Les opérations indiquées pour l 'équa-
tion (17) et rappelées ci-dessus donnen t ici les résultats suivants, en
posant

^W
y->i,:i-4- ^i^o,.."^ 0) €l --.— = W\

/ (/W f/W \ ,„/ y - ( n — i ) ( 'i — 2 ) / ()m, à m, \— ,jA ——— — /^ -—— -4- W 'ulv/,-= ————-———-—— ——- — /;/,i —— ,
' V^0,3 ^1,2 / i OJ \ ^^ ôs !r ̂ w/1 [dw 1 / riw ^w \

-—— -h- ^2 —7— +- -.—— — m! -,—— — W7 MaL .̂̂  j L ^y J v^po^ ^i,2/
, ,..„ , ( r i — 0 ( ^ — 2 ) ^w.2

== AW -(- ————————— —>— ?
2 ^

, , . . , fàW àW \et par suite, en é l iminant - ,——-mi -.— 5
r ? \^0,3 ^1,2 /

- . r^wn r^w'i „,/, .. p. ( n — î ) ( n - ~ 2 )
(3i) ^^J+^^j=:^/(^3A,--B)4-————^————G.

Deux hypothèses peuvent se présenter ici :
Si W dépend encore de co, on traitera cette relation comme on a

traité (17)? le terme '^l1!^^^ n' intervenant pas; on aboutira
ainsi à une fonct ion principale W", d'indices ("- 7, — a) et non iden-
t iquement n u l l e . Celle-ci donnera a son tour les résultats indiqués au
théorème II.

Si W est d'ordre inférieur à 4? ôlle aura la forme
W^WiC.r^y, s, p, € j , s, i• ,w), w == /?i,-j4- rn^pQ^
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On a ainsi[^M^] = --.^ ̂ '̂ "T-^
équation qui a exactement la forme (23), sauf que ( a — { 3 ) est
remplacé ici par ~" "̂  / ' On en déduira donc encore une fonc-
tion principale :

e—W^^^l)(f^'^~-^-W\ [indices (—6, -2)].

Cette fonction Q ne serait ident iquement nulle que si l 'on avait
ï _ 21 (ï» -4- / /( .r , y, s, /^, i^, .s', / ) [

Wi ̂  ~ (Tz^^y^-ra')

et en portant cette valeur de W^ dans l ' équat ion ci-dessus en W,i, on
obtient précisément l ' identité (1.4) qui caractérise les invo lu t ions du
troisième ordre.

Dans ce cas on obtient donc une équat ion co.+ // --= o du troisième
ordre, en involution.

Cas où W est d9 ordre k 5 3. — Dans ce cas on a
rdW] rdw~] . ,f()w àw\ „ , " , „L^J^^L^J-^1-3^^^^^
Si To.n se reporte à l 'identité (3o) et à la valeur de H, on voit que
Pidentité n'est possible que si

àfn^ àrn^
""àT '~~ mî '~à7 '

Cette condition n'est d'ailleurs évidemment pas suffisante, mais
rétade complète de ce cas nous entrainerai t trop loin du sujet qui fait
l'objet de ce Mémoire; il suffît d'avoir exposé la méthode que nous
utiliserons dans le cas particulier envisagé plus loin.

On peut résumer ainsi les résultats de ce paragraphe :

THÉORÈME III. - Si l'équation {ï) est telle que àmî ^ m^^ {c'est-à-
dire réadmet pas de, caractéristique 11 du premier ordre), et si elle admet
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une équation en involution d'ordre T^Ô, elle admet nécessairement une
fonction principale^ non identiquement nulle, d'ordre inférieur à n et de
premier indice a ̂  o, ou bien une inwlution du troisième ordre.

Si l'on réunit les résultats fournis par les trois théorèmes et si l'on
remarque qu'il ne peut exister de pr incipale d'ordre inférieur à 3
] ÔWi^ , 0171^ rlorsque -̂ -- =^ m^ -j^ [comme le montrent immédia tement le calcul
du début du paragraphe 3 et la formule (10)] on peut énoncer la
proposition suivante :

THÉORÈME IV. — Si -^ JE ̂ 2—^ l'équation (i) ne peut admettre

dhwolutwn d'1 ordre ^6 pour les caractéristiques II, sans admettre une
mvolution d'1 ordre 55 relative à ces mêmes caractéristiques.

La méthode de calcul exposée dans ce Chapitre permet d'ailleurs
l 'étude des involut ions d'ordre 5 et 4, ainsi qu'on en verra un exemple
dans le Chapitre s u i v a n t .

DEUXIÈME PARTIE. .
ÏQUATÏONS L'INÉAJRES DU SECOND O R D R E ( ' j .

Nous allons dans ce Chapitre appliquer;, en les précisant, les résul-
tats précédents aux équations linéaires; on aura ici C===o.

6. Nous aurons ici l 'équat ion
(3a) /" -+- ( m^ -t- w ^ ) s + /ni m^t -h ^(.y, j, z, p , g ) = o,

soit
y==(/ni-+- rn^ ) s -+- Wi m^ i ! + ?..

Nous poserons

(1) On peut faire une étude analogue pour les équations de la forme de Monge-
Ampère, il n'y a aucune difficulté.

Ann. Éc. Norm^ (3), XLIL — AVRIL 1925. i/}
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(33) c^.+^ C^te-^A
^ \ (̂ / ^

Le calcul mon t re qu'on a :

(3^) A a H- Bp=<?c.34-^4-^

avec

(3.5)

^(^a)^^Q^--S(-
' / ^ ' àp [ '

h—^-,,(P^.^\àm^ , r... ôm^^-^p^,)^^^^l^(p^,^^

^ ̂  (Q _ ^ [ à m., àm.,~ [3 r^mi ,̂n ^(! ^L^ ^^^.^^L^^^^-4-"^^^^^)
^ ^X . ( m .m^ — — —- — ?, —-J
àp àq àp

On remarquera que
a 4- -^ ̂  — ^(7

^

La relat ion (i4), qui caractérise les involu t ions du t ro is ième ordre,
rentre ici dans la forme générale puisque C est, n u l . Nous a l lons tout
cl abord chercher une condition analogue pour queicUUgI

cp = s -i- m, t + „ (^ y^ ^ p^ y) - o) + ̂  r= o(36)

soit en involution avec (32). Le calcul utilise l'identité suivante, facile
à vérifier :

(37) J r^1+^r^ l l1 /^ \ à(rn^m,) ^ . . , , , ,
[L ̂  J U dy \\ \7Ty}~~———àp———^4-ôG3^+a/o)+/^+c/,

où l'on a posé :

o _ ,. àm\ , , . ^/^â 6?m2 à{ m, -)- m^)u — u. —-— --}- fît, —.— — ——— ^— „ —_______i/. _ ,. p/
^ ^ ^/ ' àp l '

a^ — ^(^i-4-77^) _ à(m^ m^) ^

-^-À-^^,^^,^-»^-^, ,c'=-^-^•
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En écrivant qu' i l y a involut ion entre (32) et (36) (c'est-à-dire que
les équat ions obtenues en dér ivant celles-ci par rapport à x et y se
réduisent à trois distinctes), on trouve :

(37 b i s } {
/du\
\dx j

/du^

'Wry

au ou
^~~~/nl^

' . ( b ' — ë a ) -

^
: ^ — ô / / ) ,

()( m\ -i- /n^)

' ^ ~u~— a a -4- c à? :o.

On vérifie sans peine que ces deux condi t ions sont équivalentes à
'identité

cl<s>
TU- / / / 2 <y(38) E=9 (2 /V -4- B) -h^C'.

Cette relation est donc nécessaire et suffisante pour l ' involu t ion du.
second ordre considérée; on constate qu'elle est tout à fai t semblable
à ( i4)? C7 jouant ici le rôle de G.

Il faut donc s'attendre à ce que les résultats de l'étude actuelle
reproduisent ceux du cas général , les fondions du deuxième ordre
jonaot le rôle qu'avaient celles du t rois ième dans le Chapitre précédent.

Les calculs du paragraphe i montrent que le développement (9) est
valable ici pour nï 2, et le développeinent (7) pour n^4 .

On a ici :
,, // ( /z — i ) ( [' d^ m./ " dm i "1 [" cïm.î ~\ ]

(lx) ) Q/. — ^2 i\ •= ———- p- -7-r 4-2
<r J L .̂rL ̂

fA ̂
u^y ()r/ „

' d_ àf

^y ^j
àf

• + ^ 5

les termes d'ordre le plus élevé dans cette expression sont

n ( n — i ) F àm.i àin^ "1
'- ———po, î

/ à/ni à m
Jp

^ )4-^(pl,2-^-^lpo,3)P'C /.n{pï^-+- ^2^0,3)1 - m^
àq

Cela posé, l'étude des fonct ions principales faite au paragraphe 3
s^appliquera ici, même pour l'ordre 3, et l'on obtiendra le résultat
suivant :

THÉORÈME V. — AÏ une équation linéaire (3 2) n'admet pas d''invariant
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d'ordre ^/î pour les caractéristiques II, toute fonction principale
d'ordre n ^> 2 aura l'une des formes

îp :=(^^^4-m^^4--^)TU ou (p := <^«."-r^w^h"4-(')V (y==const.),

V étant elle-même une fonction principale d'ordre inférieur à n,
non identique à D et de premier indice a ̂  o, et (p^-., -4-^/?o^-(- u)
une fonction principale d'indices (n, i) ( invo lu t ion) .

7. Étude spéciale des fondions principales du second ordre. — Une
telle fonction sera de la forme ̂ (x, y, z, p. q^ co) et vérifiera

(4o) [^]-^[l|]^(A^Bp).,

développons et posons —? = s/; il vient :

^œ do â(o . , /^cp doA .
àÏ +wï^ + ̂  ̂  +^^ 4-^ -/«^J("-^-<)

, <)<? , i fr^w.ii r^iil /'''''/\ i
-^^"^[L^J^^L^JI-t.^)^9^^8^-'

en utilisant les formules (35) et (-37), il est faci le d'écrire cette rela-
t ion en gardant comme variable OL) au lieu de s; nous ferons ensui te
les opérations habituel les; écrivons l'inégalité des termes en t :

( à^ '<?cp\ *— n -_ — rn^ — 4- (D'iôu -t- b') == o»^,^7 ^ P J ^ . '

ensuite dérivons (4o) par rapport à co :
f^t r^y-) /^ ^\
-T -{- /7^ —— -^ -_ —— ̂  T \

\_dx\ -L^-J \^y 1 ̂ /

-+- y' — ao) -A^.Ï,^2} +.^-^^^ ^cp^^Aa-i-Bp) -+-9 à;.

On déduit de ces deux relations :
f^t p/q/l r ^(^+7722) , / ^ ^1[^J-^^L^J^9!-2" ôp 4-o-^^^^^j

^©' (Aa-hBp)^-^^ 4"6y
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Or il est facile de constater par les formules (34.) que le facteur de 9'
au premier membre est précisément égal à 2Â -4- B; on a remarqué en

•)- -== — aC' ; on a doncp.outre que a + - . = = — aC' ; on a donc

(40
' d ^ ' '
dx +• //?.) ^1=^(0--.)-^^.

,-_ a./ J
i)]--.^7.

En posant '\ == Log^p, on aura

„,) ^•|^J^_^^B)r/d/'l \cb\J~\
—— -+- m. ——dx\ ~ { _ d y \

y.C'

équation analogue à ( ^ 3 ) et que nous traiterons semblablement. Nous
referons donc, en partant de (42)? les opéra t ions faites ci-dessus-à
propos de la relation (4o), le terme — aC' n ' in te rvenant pas puisqu ' i l
est du premier ordre; cela nous donnera une équat ion de la forme (4i)
mais où a == — 2 et [ri == — î ; soit

-d^"
dx

w
i^r

( 4 3 ) ^[^r iA.—2B]-h2d/( .y . ni

Si nous ajoutons membre à membre les relations (43) et (4^) après
avoir mul t ip l i é celle-ci par 2 ^/ et l 'autre par a, il vient

^a^^d/2)"]
dx

m^
-^(a^-hû/2)'

'̂ - .:
; ( a ^ 4 - ^ / 2 ) ( - 4 A — 2 B ) ,

ce qui montre que
6 = a^ + ̂  •[aQ?9 / /-+• (i — oî )^^ ]

est u n e fonction principale d'indices ( — 4? ~" 2)*
On peut cont inuer le ra i sonnement et la discussion comme au para-

graphe 4 (p. qq); les seuls changements sont que nous aurons ici :
a au lieu de oc — p (ce qui revient à faire (3 = o) et « fonct ion du

deuxième ordre » au lieu de troisième ordre.,
On aboutira donc à la conclusion suivante :

THÉORÈME VI. — S^il existe^ pour une équation linéaire, une/onction
principale d'ordre ^^ pour le système II de caractéristiques y il exisie au
moins une involution du deuxième ordre, ou bien une fonction principale
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non identiquement nulle, de premier indice a -=f=. o ̂  d'ordre inférieur
à i^ pour le même système.

Remarque sur les fonctions principales d'ordre <^2. — S'il existe u n e
fonction îp(<r,y, ^j^- y)î F i d e n t i t é fondamentale s'écrira
à^ à Q à ( o , , . ̂ © / \ AI® ^\ . „ - ,„ 4- ̂  — 4- — (/.? -4- ̂ ,y) _- }, — + (A- 4- jn t) — — m^ -— == î p f A y. + B p)
^ r '̂ (̂  " c?/j \^(7 (//?//

en écrivant l ' identité en ï,. et en co === ^ — m^ty au moyen des for-
mules (34) et (35) on voit que cela en t ra îne plus ieurs conditions et
en particulier aC'== o.

I l ne pourra donc exister de telles fonc t ions , à premier indice a =f=- o,
comme celles qui figurent dans les théorèmes ci-dessus, que si l'on
a C'== o, condition d 'a i l leurs non suffisante.

8. Etude spéciale des fonctions principales de la forme
(/^«-i-i-^i/^^-l-- ^)

{involuîio7îs\ — En se reportant au paragraphe 5, on voit q u e toute
fonction principale ç ==^^_, 4- Wi/?o,ra+ // condui ra à l 'équat ion (3o)
en W, à condition que /z?5 (et non pins 6, car l 'expression H n'est
ici que du troisième ordre).

Si W est d'ordre A';>3, on en dédu i ra une fonction principale W
d'indices (i — k, — i), le premier ind ice n 'é tan t par conséquent pas
nu l .

Cas où W est d'ordre 3. - En posant co == p ^ ^ +- ^ipo.s? un aura
W == 'W{x, y , .s, p , c^ s, i, G ) ) ,

l 'équation en W s'écrit alors
<W àW àW ,-,— 4_ /^ — 4. — f p _L_ ̂  q \
àx à y àz J

àW - , àW .+ -^ (— rtï^s — m^m^t — À ) 4- — — ( s +• W g / )

, fàW ÔW\. , àW/€)f\-^-[-^-^^^p^m^^ ̂ -^

[[dm,~\ ' dm,~\~\ f c^ f\} ^ ,,o'W( fr^Wi'l ~clm,~\~\ (^f
^r^3 l-^i4--.^ -(^^[I-^J^-.^JJ-V)!-^^»-
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En opérant comme d'habitude, on en tire les deux relations :

/cW c)W\ „,, .. ( n — î ) { n — 2 ) f à m . àm. \
— ^ —r- -- mi —r- + W'aKs^ -————-————- -— - ^i ——[ \ ai os ) i 2 \ àq ôp /

, / â / n i à/ni\
— ( fi — 0 -— — ^-2 —- v\ àq àp )

[ d W 1 } ['dW~\ fôW àW\ ,„,,,

L^J^'M^^J^^""1^)"^'32

^AW^^^'^'-^^^^^f^^^^
9. ^/9 ^ \ ÔCf Ôp )

et par conséquent :w' ^^i-.m^--^-11'-^^-11-
Si W est eflect-ivernent du troisième ordre, le terme —^—'- C7

n ^ é t a n t q u e du premier, on t ra i te ra cette équation comme on 1/a fait
pour (17) au paragraphes, et l 'on obt iendra u n e f o n c t i o n pr inc ipaIeW^
non i d e n t i q u e m e n t nulle et d ' indices (— 5, — 2}.

Si W est d'ordre i n f é r i eu r à (3), on aura W7 == '\\^ (.r, y , :?,/?, q, co),
en écrivant ici

-Y} == s -+" /?ii <î,
par suite

[^l^/.J'^l^-W^p./Y+l^+'-^^C;
•̂:r J " I, cïy J '''

cette relation ne diffère de (4^) (p* 109) que par la subst i tu t ion de
n ̂ n ~î ) à — a. On peut donc en conclure que l 'expression

^^^^.IrLL^+Wï
2 '

est une fonc t ion pr inc ipale d' indices ( — 4 ? —- 2)-
Celle-ci ne serait identiquement nul le que si l'on avait :

I _ 2

W[ ~~~~ n(n — i)
[c,)"t- u { x , y , z, p, q)~\

et en portant alors cette valeur de W, dans la re la t ion ci-dessus en W^
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on obtient

fo^M-t- l t } ~ } r r t f ( (u+K)~j
L — — ^ — — j + ^ [ — — ^ - — | s ( a A + B ) ( ( o + , / ) + C ' ( c o + H ) 2

qui caractérise les involut ions du second ordre ûo + u == o.

Cas où W est d'ordre inférieur à 3. — Dans ce cas W == o et l 'équa-
tion (44) montre que G' doit alors être nul.

Cette condi t ion n'est pas suffisante, nous en reprendrons l'étude au
paragraphe 14.

En résume, si nous nous bornons aux équations. l inéaires pour
lesquelles C'^o, en tenant compte des théorèmes V et Vf et de la
remarque qui suit le théorème VI, on voit qu' i l n e - p e u t exister de
fonction principale (et en particulier d ' involution) d'ordre supérieur
à 4 que s'il en existe d'ordre 2, 3 ou 4,

Nous al lons réduire encore cet ordre dans le paragraphe suivant.

9. Elude spéciale des involutions du quatrième ordre. — Soit

? =^,,+ /n,^,,+ ,,(a-, y, ;,..., /,,̂  ̂ ^

on aura diaprés ce qui a été vu au paragraphe 5 j 'équations (26), (^)
et (28)] que l'on peut uti l iser ici puisque A.z + B et K/, sont du
deuxième ordre :

u == K^o,3 + v{x, js ̂  p. q, s, t, œ),

r^-i r / -, r,.)=:̂ ,+ m,p^,
{ f c\ Mp €W \(46) —— -4- m —

\_dx\ \dy\

+p^ [ \dS^}+ mt2 [d^\ \ - J3== (^P^ ^ ^ ' ) (4A. + B).

L'expression^ + m, \ ̂  se calcule comme dans h formule (18).
On a ici : ^

4A+B=a(.9+m^)+^+c [formule (34) avec a = 4, (3 =i],
K,=:4A-hB+M; , [formule (27)]
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et par suite
j r , v F à(m^ -4- /n^"|K^=:(s 4- mit) \ a 4- ^ ——-————

l. àP J
.F?- o^(^i4-Wo) àÇm^m^) àm^m.~\-i- ^ 6+3 ———,—————2/ni——-——————-—2 -+- termes d'ordre <2.
L àq àp àp J "

Enfin, la formule (4) montre que l'on a
J3-= DiC.)2^- t)2&)/3o,34-D;î/^3-4-- D^ Ç»J -}- D^.g+Dg,

les quantités D étant du deuxième ordre. On a, en particulier,
„ ^à(m^ -+ - / / /2 ) fàrn^ àm^\
Di== 3 ———-———— ? Ds=== — 3 a —— — m^ —— ,

^ " V àq àp )
^ „ (àm^ àm^\ ( àm^ àm^\ - ^(m,-+-m-»)
D^ =: 3 —— — wi —— -+-3 -—— — m^ —— — 3 pi —ï—1-——^-,

\ àq àp ) \àq àp J 1 àp

on remarque l'identité
^D^-4-.D,-+-D-3 ^^^O.

•o ^ |c?(^ -4- m,tY\ [ d ( f ; -{- m^t~\Remarquons enlin que ^———— •+- m^ ———— est une expres-
sion do second ordre seulement. Par suite, si nous appelons h le coef-
ficient de l dans K,,, on aura

^ / àm^ àm^\ ànii
h -== 3 —— — m^ -1-.— -4- 2 a -—,— 5

\ àq àp ) [ àp

—— M- ^2 —— = Â(ûL» — i^po^s) + ternies d'ordre^ 2.

Cela posé, en gardant comme variable QJ au lieu de p ^ ^ dans l'iden-
tité (4^)? on constate au premier membre un terme du second degré
enjo^3; en annulant son coefficient, on obtient la condition

[jJl -+" 03 •==. 0.

Celle-ci se rédui t à —1 = o, condition nécessaire, mais que nous
n'utiliserons pas sous cette dernière forme. Écrivons que le terme
en^o.,-} ^t ^l dans (46); il vient [en utilisant la formule (19)] ;

( à v àv\ à^ y (["^1 ['̂ 1 / (-^{^-^^^^^^^iL^J^^L^J^^^^^^^^
_[D2^+B.]EsK4(4A.-4- B).

Ann. Rc. Nûrm.y ( 3 ) , X L Î 1 . — AVRIL i()25. l5
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Dérivons l ' ident i té (46) par rapport à a», en ut i l isant toujours le
même calcul de la page 9$ ; on obtient

r^n f^'l l ^ à^\[^J^^L^.J'"^^"1^)
— ^ M a - h ffpo,3— ( 2 D i < x ) -4-D2/?o,3-(-D»)==s^(4A-i-B).

En éliminant (^ — m^ — ) entre ces deux relations, on a\ àt as / '

iw] fwt / A n^ / / A ^N r^t-j- +w. -j- h=^A4- - K, 4 A + B ) — —L^J ".l^yj ^ ^ L^J
—— ^2 [ -^—— —— h ̂ o, 3 + ̂  GJ + Dg j

+ 2 D i & ) -+- D2po,3-+- D^— Â/?o,3-

Nous poserons
.^W-^,

^

et nous tiendrons compte en outre de ce que uJi -{- Ds = o; on a alors

,, , r^wi [dw\ .^ .,
(47) ' [^-j+^^J^AW+H

avec
1 I T - / ? A ^ ^ r^t r^t 1u I I T - / o A -o. i^rr^i r^t 1H=- K^ 3 A + B — — —.4-/7?J —
u ^ [\dx\ U^JJ
- K^ 3 A + B — — —.4-/7?J —
^ ^ LL^I L^yJJ

+ D^ûù +2D3/>o,3+Ds+ aDip-oj +D2p^o,3+ D/,^

Cette relation est semblable à (3o) et BOUS la traiterons de la
même manière, c'esfc-à-dire en somme que nous recommencerons les
opérations ci-dessus : prenons d'abord les termes enj?^ :

«fr ///w //w\ " T
-^-^^-,W^K^(.D.+D^

dérivons (47) par rapport à û> :

[ï]-^]-^--^)--"-"'^^"--0-'.
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,, ^ . , . . , /(AV ÔW\d ou en éliminant ( —— — m^ — :\ àt as j

['^-.[^-—-^K0-^"^)-
D'après l 'identité remarquéeà la page n3, on aura en définitive :

r^wn [^wn ^_ , ,- ,p,
—— 4- m^ —,— ==—W(2A -+- B) -+- 6C7.L dx J "l ^j J

Or c'est exactement là l 'équation (44) où l'on aurait fait n ='4.
Nous en t i re rons les mêmes conséquences.

Nous conclurons donc, comme au paragraphe précédent :

THÉORÈME VII. — S'il existe^ pour une équation linéaire^ dans

laquelle f-ml =^ mo r-^, une fonction principale Cet en particulier une

inwlution) d''ordre 'supérieur à 3 5 il existe nécessairement une involution
d'1 ordre 'i ou 3 relative au même système de caractéristiques.

PARTIE.
ÉTUDE DE L'ÉQUATION DE L/V DÉFORMATION DES SURFACES.

Nous allons appliquer les résultats obtenus à l'équation de la défor-
mation des surfaces.

10. On sait que la recherche des surfaces admettant un élément
linéaire donné se ramène à l 'intégration d'une équation aux dérivées
partielles du second ordre, de la forme de Monge-Ampère (^ ).

Cette équation est susceptible de formes différentes suivant la nature
des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte les surfaces en
quest ion; mais si le passage d'un système de coordonnées à un autre
ne dépend que de la solution d'équations différentielles, les équations

( 1 ) Voir DAIIBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, Livre VII, Chap. ÏV.
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correspondantes s'intègrent, ou non, ensemble par la méthode de
Darboux ( 1 ) .

C'est pourquoi nous pourrons supposer les surfaces rapportées à
une famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales, c'est-
à-dire que nous prendrons l'élément linéaire sous la forme
(49) ^2=:^X2+^2(X, Y)^Y 2 .

Nous poserons, pour abréger l'écriture :

Èl^r ^-p
àX ~ î ^X2 ~" ?

L'équation dont dépend le problème est alors ( :2)

(5o) RT—S^R] prr- ^ ^U^SQ Ç
r- F// / r/ \ 2 "i+rr(«-^)-Q^+(^) =o.

Appliquons à cette équation la transformation d'Ampère suivante
X=y , Y=a;, Z = 5 — y y , P=-j, Q=^,

R——4, 8=-^ T=^, RT-S^-^

il vient alors
r(x,Y)=r(r/,^), "^=r,

et l'équation prend la forme linéaire
( 51 ) r -i~ ( m^ -h /m ).? -h ^1 /722 / -}- 7. (.r, j/ ^, y ) = o

avec
r'

/n i+W2==—^^^T '

/ n2 \ / r' \ 2
»;,,», =rr'(y'+ p-,^,.^1 ,

^-^-,rr.

( 1 ) GÔURSAT, Leçons sur les équations du second ordre, p. '216.
(2) DARBOUX, ^oc. cit., t. ÏIï, p. 9.6a.
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On en tire
r r

rni=—p -y 4-^ m^-=—p^^c\ ^=:2e

avec

^rp(\~j-^).r./
Toutes ces quanti tés sont indépendantes de la variable z.

L'équation (5i) est de la forme étudiée dans le Chapitre précédent;
les conclusions que l'on peu? tirer du théorème VII dépendent de la
valeur de l'expression '

(5a) C'= 4^p -/«, ( ) l n l~ \= - l à Log(Pr".)
/j. L <)fl àp J 4 à,/ B • '

On peut remarquer d'ailleurs que

Lf^ „, î''̂  r'i — ///. ( —-— i — — \^i ,
/A àq Ôp )

Cette expression ne sera ident iquement nu l l e que si

d'où,
^(pr")=o,

r^Y^-i- 2 ¥2/7 +¥3 (Yi , Y^, ¥3 fonctions de .r);

on aurait donc, pour les surfaces considérées :
(53) ^ â =JX 2 4- [Yl (Y)X 2 4-2Yl (y )X-+-Y, , (y ) ]^Y â .

C'est l 'élément linéaire d'une surface réglée (S,); les courbes
Y == const. sont des génératrices rectilignes sur (S^) .

Toutes les surfaces (S) admettant l 'élément l inéaire (53) sont
applicables sur (S^ ) ; les géodésiques Y •===- const. correspondent aux
génératrices rectilignes de ( S ^ ) dans la déformation.

Considérons une famille de géodésiques différente de Y == const . ;
celle-ci ne s'appliquera pas sur les droites de (S^) , mais elle pourrait
s'appliquer, peut-être, sur les génératrices rectilignes d'une autre
surface réglée (S^) : on sait que cela -n'est possible que si les sur-
faces (S^ ) et(S^), et par suite toutes les surfaces (S), sont applicables
sur une même quadrique (Q), de telle manière que les droites de (S<)



I I 8 E. GAU.

et (83) correspondent respectivement aux deux systèmes de droites
de (Q) dans la déformation (1).

Dans ce cas toutes les surfaces (S) seraient applicables sur (Q), les
deux familles de géodésiques considérées ci-dessus venant coïncider
avec les droites de (Q). Mais si nous choisissons alors sur (S) une
troisième famille de géodésiques, différente des précédentes, il est
clair que celle-ci ne pourra pas correspondre par déformation aux
génératrices rectilignes d 'une surface réglée, puisqu'elles ne corres-
pondent certainement pas à un système de droites de (Q).

Ce ra isonnement serait en défaut si la quadr ique (Q) admettai t plus
de deux systèmes de droites, c'est-à-dire si elle était formée de plans :
dans ce cas les surfaces (S) seraient développables. Nous écarterons '
na turel lement ce cas, pour ' lequel la question est résolue depuis long-
temps.

Si l'on prend alors pour nouvelles lignes de coordonnées la troisième
famille de géodésiques (j^ == consL) et leurs trajectoires orthogonales
(^ =?=const . )5 le nouveau ds2 aura toujours la forme (49); mais F2

n^aura pas la forme (53) et par conséquent on aura C'^ o.
Or la dé terminat ion deX e tYen fonction de oc^ ety^ dépend de l'in-

tégration d 'équations différentielles bien connues; par conséquent, si
l'équation (5l) admet une involut ion , le changement de variables ne
modifiera pas cette propriété, ce qui est d'ailleurs presque évident dans
le cas actuel. On pourra donc toujours , sauf dans le cas des surfaces
développables, supposer C'^o.

Le théorème VII nous fournit alors la conclusion suivante :
L'équation (5i) ne peut admettre d' involution d'ordre quelconque

que si elle admet une involution d'ordre 2 ou 3, pour le même système
de caractéristiques.

Il reste donc à voir sous quelles conditions l'équation (5i) admet
une involution d'ordre 3 ou 2.

1 1 . Involution cl u troisième ordre :

9=/^,Î-^^J/?0,3+^(^,J,^/>,^.S^).

( 1 ) DARBOUX, Surfaces^ t. III, p. -239.
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On doit avoir l ' identité

d^~\ r d ^ " } - . ,,^.J+W3L^J"9(3A+B)

qui s'écrit encore

<r/^ ] F du 1 ( | ^//n i.,,- V du'} [ d u ' ] ir^it 'dm,'}) /<A
54 — 4-^2 — H- po, 3 —— -4-/^ —— — ———

.̂r L^y L dx J " ^J J V^ /^J^u^.r^iL^j ' '""L ̂  ji \^îl
=• (/-?l,2+ w lPo,3+ ^ ) ( 3 A 4- B).

Remarquons tout d'abord que , si nous posons -— = u15 on aura

" d u ' ' } [ d u ' " } / o A r»s.^J^L^r^3 ^ )

puisque les coefficients de / ' son t indépendants de s; donc uf serait
une fonction principale du deuxième ordre et d'après le paragraphe 7
il existerait une involut ion du deuxième ordre, cas qui ser ' 'étudié
plus loin. Nous pourrons donc nous borner au cas où -r,^o. On a
]C1

^V\ .. ^ fdL\ r • r i / < ? N - I—^ ==M2/? î ,24-N2^o ,3+ -T- [voir fo rmule (3)];
\ . u y / \ CiY J

en identifiant les termes du troisième ordre dans la relation (54)? il
vient
(55) ^-/,^=3A+B+M,

Si nous posons
6) -=. s -l- m^ t,

u{^, y, -;, p , q, s, t ) = ^ { x , y, p, q, co, / ) ,

l'équation précédente s'écrit, en utilisant les formules (35) :

^=2V^+V,û)+Va

avec
(56) V,=-f.C', v^^^^+^-C',

àm. î r^^i àm^ à\ à'). . <?Wi 1
V->== 2 --— -h - —— + ws -->— •+- rni 3- — -r-—/^ --î— •3 ày p. L ̂  < '̂ ^/) ^^ ^ J
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On en déduit
E. GAU.

,- = V,^-(- V,wt + V,< + W(.x-, y, p, y, „).

Nous porterons cette expression dans l'équation (54); les termes du
troisième ordre disparaissent, et il reste une identité en x, y , p , q, œ, t.
Comme W est une fonction inconnue , mais indépendante de \, on
pourra exprimer l 'identité par rapport à /.

Le calcul montre, en partant de la formule (2), que
^/L\
^y^^+^+I^3

avec
/L.^^^ +, ̂ «,+^-j ,̂ à^^m,) an

I- ^ àpàq r'^^^——JJ———^2-^'
L, = c» f̂ !!̂ "̂!) ̂  3 à^n,^} ^ (,», /„, ) y ( .̂ ̂  ) -,

L ^2 +2 ^^- --2/»•-^——--4/»•——^——|

(56^) +^-2,„,-d2A-+odl/»lml)
^y2 àp àq " ^y o>j '

^ ̂ yl_^ ̂ _^^ _, ^/^
"y ^j c»/?^

+m•ï^wlwl)4-2,„->^(^l-+-^
1 ^ +2W- ~~àp^~-

L'équation (54) s'écrit ainsi , en ut i l isant la formule (37) et en don-
nant à a, b, c les valeurs correspondant à a == 3, 6 = i dans les for-
mules (35) :

•^'"4;-<"-^-»^)-^
àv\ à(m,-+-m,} , ,
àu\ ~~~——~àp—— ^--r-out^-a^)-^ b't+c'

= L^ 4- La <î2 + La ^3 -f- (; ( au -+- l ) i -4- c).

L'ideetification en ^ se fait a isément ; on constate (Tailleurs que les
termes en i9 et t2 disparaissent; il reste donc deux équations

àW_ c)W r)W/o\)4-//v b
ôq ~ mï ~~àp ^ ̂  ̂ —^——J - - W ^ + 1!,4- H, c. + lî^\

(67) ' àW àW „ ^W ^Wf / àm \
^+ m 2^^A^-+ -^

i EEEW^SOû) +c)- (Ho^-+.« i la> â4- ,H,OJ 3 ) ;

ou Ho? H,, 1-L sont certaines fonctions de {x, y , p , q\
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On vérifie facilement que les conditions précédentes sont équiva-
lentes à l 'identité suivante :

(58) f^t+mj ^1^W(aû)4-^^+c)--^4Ho+H,cû+H,^].v l_ d.r \ " L dy J

Faisons sur cette identi té les opérations habituelles, expliquées en
détail au paragraphe 3; en posant — = W, on arrive à

i" dW11 F ̂ f 1 ^ T , F à m. / . , , , à m3 1w I^J+^L^l^^L^^^-^^^
^ _ ^ C / W — C H a ^ 2 - ^ HiO) 4- Ho) — pL<[2J i2Co4- Hi ] ;

en opérant toujours de même, on obtient ainsi successivement :

^[iï]-•[^]+w•[(°+'^)"•+(2i-"•—^
^ --^W'—t^1'-1^ 4 - 2 H i - 4 - 2 H 2 p L < î ] ,

<»"[^"]-'•••[^]+w'[("-3'^)"+<3°-t>'+"+3^]
^ — S C ^ V ^ — ô H o ,

^•i^:—['^]+w"[(3°+4%•)'••
+(4ô-À)^3c+4^] -o.

On vérifie facilement, au moyen des formules (35), que le coeffi-
cient de W1'' est précisément égal à 5A-1-3B. L'équation ci-dessus
s'écrit donc r^^^fq^l^w^-.A-sB]

L dx .. L ^y J
et nous aurons encore dans ce cas une fonction principale du deuxième
ordre, à moins que W^ ne soit ident iquement nulle, c'est-à-dire que
l'on ait

W ~^- ^Q •^T W\ W -+- <^â c()î -+- ^'3 cl->3•

On porte cette valeur dans le système (57) et Pon obtient ainsi huit
équations en (^ ^o ^25 ^3 do»* il ^ut voir si elles admettent une
solution.

Ce calcul est trop long et trop pénible pour être reproduit ici inté-
gralement; je vais ind iquer simplement comment on peut le conduire,

Ann. Éc. Norm., (3), XLÎÏ. — AVRIL 1925. t^
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de l'a manière qui me parait la plus pratique; posons

E(^ ) : àw àw— — m^ ——?àq ôp
àw
Jx

àw
^ '

àw
~àp\

F ( w ) ' • ̂  -T- — ^

Si, dans les équations (57), nous écrivons l'égalité des coefficients
de û^, nous obtenons

3ê— bE ( ?3 ) == w'3

F(<.»3)=-^ ac+S^ l-G'w,

(63)

(64) àm^
H,.——— —— ^ ,̂̂  .

^J J

Prenons maintenant les coefficients de œ2 dans la première

(65) E(^0-3^^+^^f^-hH,. _ • •

^ On peut éliminera entre ces deux dernières équations et obtenir
ainsi une deuxième équation ne contenant que ^ ; on a en effet
d'après (63) et (64) : ' ?

E[F(^)]~F[E(^0]^_^rE^c+3^UFf3^^^-^L \ dy / \ ^ I p,J\ ^

• E ( H 2 ) + H , ' 3 ^ — ^
, p.-P-

C^- E(C / ) G- .

On tire ̂  de Inéquation (f>4) et l'on porte dans celle-ci. On a ainsi
deux équations en ^3 qui doivent admettre une solution; ces équa-
tions s'écrivent, en remplaçant w, par w, afin d'abréger l'écriture :

àw _ àw _ 3 (̂  — b
~àq ~ ml Ijp ~~~ w ^ '

+^JE( .à y '

(66)

àwrs £(0)1 àw\ r s E(C ' )1 )^L?--c-J+^iE(^).+w4^--fcJJi
^^[F^^-EOQ-X^^X1^] .

=w r^-^Ac+s^
L G fj.]\ dy ){J-^\ dy )

-E/2c+-3^)-F(\ à y ) '
Sô—b\ C'é'i

I ^) ————— ;
P' F

^w+njî^^a^1
ĈP'
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Les coefficients de ces équations se calculent très facilement au
moyen des formules suivantes, en partant des formules (5i) : on a vu

^-»..̂ .=,c, -^-»,^=-,c-, c.=-̂ r.r,,

on en déduit
E^:=^=-^LO^"T3)-

d'où

E(7«,)=,aC'-^^, E(7», , )=—p.C' ,

àm^ ^,
2E(é?) = E(p.) = E(mJ — E(W2) == p. —— — 2^C .^

On trouve par le calcul
c-=-^rr"+|^.Log(r'P),

^^LoJ 1 - ) ,
2 <ir 0 \ i /

• à^z _ _ àe_ _ ^ pp/;
""^~~ ày^ e - 7 1 1 '

F(.)=^F(^)=yrr+^-^Log(rr).

Rappelons enfin que

ô d(/7i,-T-m2) p, ^ oh(ml•4•m2) i ^-o^
^ . = = ———5/ .———~' ? ^'' àp àp ' '

„, r} ( /ni -4- ^«2 ) , ̂ m i rv — '3^"^^ ,
V • ——————————————— —[— ——-——— •——— \^t —— 7

• 2 - àp àp y-
r;V, ()V, v ^ ^ , r / \ f^(^i^) , à\m,+m^_

^H^-^-ml~ôp^^ +C)-L~^——+ <^ J

II faut alors voir si les équations (66) ont une solution; on peut
employer la méthode classique, mais il est plus simple de remarquer
que la fonction u de l'équation (54) est unique, sans quoi l'on aurait
deux involutions du troisième ordre,, donc un invariant dont le déno-
minateur serait une fonction principale de deuxième ordre et dont
l'existence entraînerait par conséquent des conditions étudiées au
paragraphe suivant.
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On peut donc supposer que la solution du système (66) est unique;
comme les coefficients de ce système sont tous ralionnels en y, p et Cy
l'intégrale le sera aussi; en tenant compte de la valeur de e, on voit
que l'on pourra écrire

w== U(j, /?)-4-eV(j, p),

U, V rationnels en y etj? mais dépendant en outre de x, q. La discus-
sion conduit à une impossibilité dans tous les cas.

On verra un exemple d'un calcul analogue, mais plus simple, dans
le paragraphe suivant.

En résumé, dans l'hypothèse toujours possible C/7^ o, nous trouvons
que l'équation (5i) ne peut admettre d ' involut ion du troisième ordre
sans en admettre également du deuxième»

12. Inço/ution du second ordre y === s 4- m,/ -1- //(.r, y, ^, p^ y). —
On doit avoir l'identité

(68) [ê]+nlî\ï]-^+^+ç'^
avec

2 A 4- B ==: a G.) -+•• b t -4- c,

à(fn,-+-m^) ^_ ,. à(m^ m^)
——àp—— ~ L ' b~~[J' ——àp—— ̂  l b ••t

c ^ ' —Log(,rp).
H UX

L'identité (68) se décompose en deux :
.̂  / , au au
h ( u) •==. — — m^ — == y u -f- e,
' / ôq àp '

(69)
^, . au. au , au ,, au .-„ , .
l-(.Q=^+m^+(/.4-m,<y)^--À^=C,^+^a+-,

avec
/-,/ r' i ^ , /"r'^x

^C 4 -2T? ^-^^^{Tr
^c=^Los(rr3), rj-.-c^-rr.

On remarque que, dans les équations (69), tous les coefficients des
seconds membres sont indépendants dey et de/?. Nous poserons dans
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la suite
r P0-4 — -—.. d'où r' p — — <0 —— -pif * u -/ " -"- -1- —— ^4 '1 ! b

et

-Sf.-y2-^)' P§=K(,,.).. r-2 / , p2\ rdq
^-^t '-y r^5 I -^6 \ 1 / «y &6 \ 1 / «y &

Je dis tout d'abord que les équations (69) doivent admettre une
solution indépendante de z : en effet, l'identité (68) s'écrit aussi

M r^t
1 ÎP 1 1 ^ 1 ' / A 8 1 ' . ^ /-r- h- ^2 -7- = — - (2A + B ) — u,L ^z> J L 4>" J ?

en dérivant par rapport à z, on voit que ~^^)= ~ ^ ^ est llne

fonc t ion principale d^indices ( — 2, -— i); par suite, l 'expression

r —— .21 —— ( f j ) ^ / / )2 /' / __ ̂ \
(?1 "' '^"•~' Z ? \ ^ ~- ^/

est une fonction principale d'indices (2, i). l i e n est 'évidemment de
même pour ̂ ; le quotient de ces deux fonctions principales ne peut
être ident ique à une constante; ce serait donc un invariant, ainsi que
toutes ses dérivées successives par rapport à z ; si. C^ o, on en déduit
la propriété énoncée, laquelle peut d'ailleurs se tirer directement des
cond i t ions d'intégrabilité du système (69),

Le système (69) se réduit donc à

l .„. . au (hiE( / / ) —- — — Wi -- == y u -\- c,
\ " / àq àp '

• y o / j au au ^ au ^, ^ ^9 . y ^ , ) - ^ - 4-^— —A-y-^C^^+E^-h-D.
' v / àx " ày àp

Nous allons faire subir à ce système quelques transformations :
Posons

^=^=sin(0-K), K(^)=-/$
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et gardons ia variable 9 au Heu de p; on a

"(^ Y, a, /?, q)-= ̂ (x, y, ^, ô, q),

(7')

avec

à^
^=^4-6'

à^ à<l> M
^-^^;+«,^=C'^+^4--,

! àK v r p -,
\ltl^^+^a[T'cos(e-K)---^(ô-K)\,

(7.) ' ' àx ^^\ • J Ô J

( ^= /^=-\/7^[^'sin(0--K)+Lcos(0-K)|.

Posons maintenant

rdq
J ^^=K^(^^), ^^rcKi^^+iK^j/, ;' ^ y)]-

Le système devient alors

(73)
(M
•ày=° îl=îl(»,y,s,e),
àîl àïl rm
àx + ( ' 1 ày + ul Tg =^^ 2 +^^H-^

avec

(74)

^=C'Tff,

^.1= 2 K , À i — — 2 à Logs
àsc

y.=}.,K^2K, ̂ LO^^^_àK
àx àœ

..o^pï̂ ,̂ ;" """•e" i°diq°a°t par •lesaccents 'e8dér-
<75)

, àîl , àïl . . _
1^+"1^-=À1 I I Ï +^ I I +V^
-/ àîl „ àîl
^4-"î^=À''^24-^'^+y^
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On a ici :

(76)

K ) + ^ c o s ( 0 - K ) ] ,

TV ^ TP rr/ \

^--ÏW-K)

[' r /T ̂  \ / 1
1-^ -^ |sin(0-K) ,
Q \ f? / J

<^ = _ a v/T^y2 [— sin(0 - K) - T^- cos(0 - K)],-'•—^^•rd-5^)^-^( Vk1

-flL^6
6

/ /^^^ / '
< ^ 3y)']cos(@-K)}.

Étude du système (73). — Remarquons tout d'abord que si II ne
dépend pas de l'u^e des variables y , 6, il ne dépendra pas non plus
de l'autre : cela se voit immédiateaient sur les équations (71), D'autre
part, il est facile de vérifier que l'on ne peut jamais avoir

^« ^ IL
^Vu\ v\ ~ \\ [^

les deux premiers rapports donnent en effet

^-2 ÇL-. -+- — =o, d'où ^r^rr:

et (^^rx,
àx ^

(X, Xi fonctions de ^).

Ces relations permettent de calculer les éléments qui figurent dans les
derniers rapports et l'on obtient un ensemble de conditions incompa-
tibles. Dans ces conditions, posons

Si Fon avaitA = o, l'existence d'une solution pour les équations (73}
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entraînerait en particulier
((/; __^rp+^n+. / ;
c'i ~ À', H"2 -+- ^i n 4- T/i

d'où l'on tirerait pour II une valeur indépendante de y, puisque les
rapports ci-dessus sont indépendants dey.

Par suite la valeur'de n serait indépendante dey et de p d'après les
remarques précédentes.

Supposons maintenant A =/= o; on tire alors des équations (75)
à'a. ^i - jo+Hi i ï+Hjr 2 ,

l/
(77)

^ ^ K o + K J T + K . n 2 ;
Ou

d'où, en dérivant par rapport à y,

(78)
H^ + H', n -+- i-i, n2 r= o, Ko + K', n •+• K, w = o,
H^ + Hï n 4- H: II2 == o, K; + Kî ÎI + K; 1P = o ;

s'il y avait plusieurs solutions, on devrait donc avoir

H' II; I - i^ K' K' K:
H;, ~~' li\ ~~ îï^ K^ "" K.', ~ K^

Ces relalions doivent être des identités en y et Q ; y , en parliculiery
y figure d'une façon assez simple et le calcul montre que les conditions
ainsi, obtenues entraînent Ho == H^ = H,> = Ko ==: K^ == Ka = o ; c'est-à-
dire que II serait encore indépendant dey et de p .

Reste le cas où le système (7.5) admettrai t une solution unique.
Celle-ci sera une racine commune aux équations du second degré (78)
et par conséquent sera rationnelle en y et \/i — y2 puisque les coeffi-
cients de ces équations le sont aussi. On aura donc

n=P(r)+Q(j)v/7^,

P et Q dépendant aussi de x et de 0 mais étant rationnels en y. En por-
tant cette expression dans les conditions (77), chacune se décompose
en deux; on peut d'ailleurs la porter aussi dans l'équation (73) qui se
décompose alors en deux; en écrivant P et Q sous forme décomposée
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en éléments simples, on voit sans difficulté que la partie entière est de
degré nul pour P et Q, et que les pôles sont les mêmes et du premier
ordre :

^-S-^--4-^ Q-S-^-^-Qo-^asi y —— ̂  ^ ^^ y —— ^ <u

La discussion des équations (78) montre encore dans ce cas que Fou
doit avoir nécessairement

OU _ an _
à y ~ ~ ' à Q ~ ~ ° '

Mais alors, en revenant au système (70) et aux variables primitives,
on aura

au au
àp ~ ày ~~ ' '

et l'on est ramené à étudier le système
au
— = y u -4- £,àq '

—- == C'if^ -4- 'E.u -4- •n.àx '
Posons

u=zT^:
il vient alors

(79)
^^^(c^Ç)^^0!^, c^^^^àq \ 1 / 1 ôx 1 àq

^^^CT-^^^-r, c T ^ r - ^ f L o g ^
àx àx ' àq \ b r ̂

II est à remarquer que ces équations ne changent pas si l'on y
permute m^ et m^. Par conséquent, s'il en existe une solution ^(,r,<y),
on aura une involution pour chacun des systèmes de caractéristiques

s -i- m^t 4- u ==o, s -4- m^ t -+- u •= o.

Or ce système se rencontre également dans la question suivante :

i3. Conditions pour qu'une surface puisse devenir réglée par défor-
mation.

Ànn. Èc. JVorm., (3) , XLII. — MAI igaô. 17
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Soit une surface qui a pour élément linéaire :

^2==JM24-T2(^^)^2,

il faut voir sous quelles conditions il existera une transformation
U = U ( ^ ^ ) , V = V ( ^ P ) ,

telle que l'élément ci-dessus prenne la forme
cIs^dU^ÇoiW-r 2(3U-h/)^V2 ,

a, p, y fonctions de -V.
On posera

^rraU^apU -4-y.

et l'on peut d^ailleurs toujours supposer ay—jP=i . Darboux a
donné, pour résoudre ce problème, une méthode générale ('); nous
allons, dans ce cas, opérer directement. On doit avoir

(^<""-?"-0'-.
,a . ' àV àV , ,-., ,,,, , àV àV
(80) ^^-+ ( a u-+-2PU + î / )^^=o '

fwy-^-«u'-+.pu+y)fW=^..
\à^ / ' " \ à ^ /

On sait d'ailleurs que la courbure totale est un invariant; on aura
donc

-L ̂ I—i ̂  — I

F au2 '^ g àW~' g^
d'où

.̂ 1b — -rw

en posant
àï ^^^r

1. —— —— y .1 ——_ '-""^ y
(7^/ (7^2

La deuxième équation (80) s'écrit alors, À étant arbitraire,
àv.^-à! àu —^.^^y
au k dp7 ^ À 6^

( 1 ) DARBOUX, Surfaces, t. ÏÏI, Chap. lî.
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». 8' •Mais alors, la première et la troisième montrent, que A == p» et par
suite on a, au lieu de (80), le système suivant (1) :

(81)

Posons

(82)

•àU g à\' àV p,,^V
'au ~~ F ~àv ' <)<• ~~ 8 au

^w+^Y-i.
T-\àv) +a \àu.) •

àV 1 . y— == -sinVi,
au g

àV T ^— = -cosVî .
àv g

La troisième équation (81) sera toujours vérifiée et il vient

(8.^) ^=cosv•' ^=-^sinvl•

II suffit maintenant d'exprimer que les systèmes (82) et (82 bis}
sont compatibles; ce qui donne

^(^sinv») ^(^cosv') ,^sV.)_ ^(rsinV.).
——&^—— — — — — a u ' ' àv au

on constate, en développant, que ce système peut s'écrire

, ̂ v. - 1 ^2^-J1 ^^^^cosaV,- ̂ ^sinsV,,
~àu ~ V àv T àv au

^(.r-r^)-r .̂.»v,̂ ^v,.

En posant enfin
^ == cotangVi,

ce système prend la forme

(83)

ô^ — A (}LOS^ _ i ^^g^^-' ^ r à^ '
^,^-^4)-9a-ly-T••

i ) En réalité, on trouve \ == ± ̂  mais la suite montre que le signe est indifférent.( 1 ) En réalité, on trouve A == -E ^
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On retrouve le système (79)9 les variables q ^ ' x étant changées res-
pectivement en u et v.

Or les variables q, x correspondent à X et Y dans le ds'1 primit if .
Le problème de l'existence des involutions du second ordre pour

l'équation (5l) est donc exactement le même que celui de Inexistence
de transformations permettant de mettre I'1 élément linéaire (5i) sous la
forme Ç^3\

La discussion faite à la page 118 nous donne donc la conclusion
suivante :

i° Si les surfaces (S), correspondant à l 'élément linéaire donné (51),
ne sont pas applicables sur une surface réglée, l 'équation n'admet pas
•d'involution du second ordre; par suite elle ne peut admettre aucune
iwolution d'ordre ^> i.

Elle n'admet donc aucun invariant, pour aucun de^ systèmes de
génératrices.

2° Si les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, mais
non sur une quadrique, l'équation de la déformation admettra une
seule involution du second ordre pour chaque système de caracté-
ristiques.

Nous reviendrons sur l 'étude de ce cas au paragraphe suivant.
3° Si les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique, l'équa-

tion de la déformation admettra deux iwolutions du second ordre
distinctes.

Il, ne saurait y avoir plus de deux involut ions que si, la transforma-
tion de l 'élément linéaire était possible de plus de deux manières
différentes, c'est-à-dire si les surfaces sont développables.

D'ailleurs, l'identité fondamentale (38) montre bien que si l'on a
trois involutions, on peut en déduire un invariant, c'est-à-dire une
infini té d'involutions du second ordre.

14. Surfaces applicables sur une surface réglée. — Nous prendrons
alors Vêlement linéaire sous la forme caractérislique (53), c'est-
à-dire que nous prendrons, après la transformation d'Ampère,

^2=Yl<724-2Y2ç+ IY3.
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Y,, Ys, ¥3 sont trois fonctions de x, et l'on peut toujours supposer
Y^ ¥3 — Y;== l y si les surfaces ne sont pas développables. Par suite

FT3^!, (TOÙ ^=r et (7r=o.

Nous avons vu que si les surfaces (S), correspondant à cet élément
linéaire, ne sont pas applicables sur une quadrique, la transforma-
tion (80) n'est possible que d'une seule manière : ces équations ne
peuvent admettre que la solution identique U = u, V = v, ce qui
donne V , = = o ; il ne lui correspond donc pas de solution pour les
équations (83), car la solution (]) === co n'a aucun sens ici.

Par conséquent, dans ce cas, les équations (79) n'ont aucune
solution.

En prenant ds2 sous la forme (53), l'équation de la déformation
n'admet plus d'involution du second ordre si les surfaces (S) ne sont pas
applicables sur une quadrique. Si elles sont applicables sur une quadrique^
il existera encore une involution et une seule, à moins que les sur-
faces (S) ne soient développai) les 7 auquel cas il en existera une injinù(\

Bornons -nous ici aux surfaces non applicables sur une quadrique.
Le fait qu'il n'existe aucune involution du second ordre ne permet

pas de conclure qu'il n'existe aucune autre invo lu l ion , puisque nous
avons supposé G=^= o pour établir le théorème VII.

Mais il est aisé de voir que cette hypothèse n'a été introduite qu'en
deux occasions :

i" Au paragraphe 7 9 page no, pour en conclure la non-existence
de fonctions principales d'ordre inférieur à 2 et de premier indice
non nul ;

2° Au paragraphe 8, page'i i '2, pour en conclure qu'il n'existe pas
de fonction W d'ordre inférieur à 3.

Nous allons reprendre l'étude de ces deux questions avec les
valeurs actuelles des coefficients; nous avons remarqué d'ailleurs
que la condition C'=o n'était pas suffisante pour les conclusions
obtenues, mais seulement nécessaire.

'D'abord la deuxième question; si W est d'ordre inférieur à 3,
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l'équation (3o) s'écrit
,̂  àW - àW . . à~W
(84) ^+^^4-(/^/^/)-^

f(m àw\, , . ̂ w
4- ^-^ — ̂  _^ (.? 4- 77Z.^) ~ A -——

V àq àp ) ' - " ' àp
/<W âW\, , ^W/r//'\ ,_,- ,,,

+(^-ml^}(^^+m2^3^^(^

• La valeur de H est donnée aux formules (3o); elle se calcule assez
facilement en utilisant les formules (35) et (3g). On trouve ainsi la
forme suivante

H == 1:4 c,)2-h ïî^wt -h Jl3^4- Hf,w + H^ H- IÎ6+ V(Pi,2-4- ^2/^0,3)

en posant
( / z — ï ) ( / z — ' 2 ) àm^ , .amiV^ . . :———^————^_^+(^_ ï ) ^ 1 o)==5+m^,

2 àp àp

les quantités H ^ , H^, ... étant du premier ordre.
L'identification des termes du troisième ordre dans l'équation (84 )

donne
6W f}W „,^_^-^=v,

d'où
W=V^4-Wi(^ j , ̂  ̂  ^GJ)

et l'équation (84) s'écrit<85)-![a--fê]i-r^]-.m-<v-w,.,.
On à

r^vi r^vi ^v ^v /^v <m, , <)v— 4- w = -4_ ,̂ , 4-. _ ̂  /^ _ ,^^\ _ 7^
l^^J L^jJ ^r <^y \àq ' ô p } " r ï àp

rdW,~\ [dW,~\ c)W, àW, . ,àW,
-j— 4- m^\ -—— =——— -ï- m^ ——— 4- (p -h m^q\ ———

\ dx J 2 1 _ dy J àx ày " 2 J / àz

fàW, àWA, , , àW,-^ ^ 1 . — ̂  _ ^ Û ) _ U ^ ) - — À — —\ ^ ^ y 1 ^ / ^
dWr ^(^•+-7n2) , . , ,/ ,14-'"r- — ——-3——- oo2-+-^^4-a /û)-+"À /^-+-c / h
wo L ' ^P J
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enfin
. r' àm^ àm^ , ~\A:=—- —— + —— ( c o — p ^ ) .

[_ ày àp ' l 'J

On porte ces expressions dans l 'équation (85) et l'on écrit l 'identité
en t; l'égalité des termes en t2 donne

,.̂  ['()¥ ^Vl ^/n, ..,.
(86) -^^-^^J^^v^.+H,

Or, le calcul de H donne

H,= (^^^^^(ZLz^) L. ̂  -'^f^Y
2 [• û^2 • \ ^ / . .

/ N / v àrn\ ()m^ , Ç+(/,_D(.-,)^^+(,_^
avec

. /^wi\2 . ,/àm.Y
ç='-^wl^} +^(^^~^)(^)

. . àm^ àni^ , . à2 m,
-i- ̂  ( 2 ̂ 2 —- ^i) -.— -—T— •+• m^ {2 m.2 — m i) i 1 .-^1 •

En remplaçant V et Ha par leurs valeurs, on trouve sans difficulté
que l'identité (86) estimpossible.

Donc il n'existe encore pas de fonc t ion W d'ordre inférieur à 3
dans le cas actuel.

Étude des fondions principales du premier ordre : <p(.y, y , z^ p , y). —
Posons ^ ==Logç; cette fonction 'sp doit vérifier les identités [qui se
déduisent de (17)]

(87)

p/ ^ ^ ^w^-^-^^-=^
.-./ , ,„ à^ à^ , , ô^ ., à^
^^-^^^^^^-^^Jt'-^-^

En partant des formules (Sj.), le calcul montre qu'on a ici

a=(^-a)^.-^, c=21^^^r".
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On utilisera ici quelques formules de la page i23, en particulier

E(^)=^^, E(m,0^o,

F(^)=:2F(^)=:2y^p+e^(,Log^^ /o,
enfin on a ici

r-=p.

Dans ces conditions la première équation (87) s'intègre immédia-
tement et donne
(88) ^= ; -2p Log ' r+ (2p~~a)Lo^^ . -}-Lo^(.y,y, z, w.i)

où $ reste arbitraire; la deuxième équation donne alors
(3 àT 2,6 — a — , î à^ ^ , .

2 ^ — d- •-1——— F p.) 4- -- -.— P (/ni)1 àx [j, ' <1> àm^
à«S> à^~• m^î râ^ à^ / , à^~\

^^[^^^^^(P^-^J^^^

Le calcul inontre que
r-/ \ ^-ï-.// ^^ ^F(^)=.y.l l-+^-^^,

Finalement, en opérant quelques réductions, il vient
,. . àLos^T î '^ ^ F /^) <XA /^ MA1
^ '-^^-^^^^^-^r^^/7^/-'^

4-l^Lf±^p/A ^LogT T àT àLo^}
• O ^ m i p v r 2 ^ / ^^ p^à^ ô^ J- *

. Or, la condit ion E(m^) = o montre qu'on a
' p -^-m^{^Q(x, y, mi).

Le calcul direct de p -4- m^ y donne d'ailleurs très facilement
l'expression de cette fonction 6. Nous pouvons donc garder comme
variable m^ au lieu de p , et la relation (89) devra être vérifiée iden-
tiquement en

•̂  y-> s, m^ q

quand on y remplace? par 6 — m^ q.
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Or la fonction $ ne dépend pas de q\ en outre les divers coefficients
de l'équation (89) sont tous, à l'exception de e^ rationnels en q; on a,
en effet,

àL^T__ i àr- (rP)8

àx ~ 2F2 à x ' ~~ P y

^Logr _ à /rr\ r <}r _ rr dp,
àxàq ~~ d^^Ï2"/5 P ̂  ~" 2? <)̂  ?

F2 étant rat ionnel , FP l'est aussi, donc tous les coefficients ci-dessus.
L'identité (89) entraîne donc l 'annulation du coefficient de e :

àT2 <N> _ ^fà^ à^\
(90) -àx-àm, -=21 \ày ~"'7^

avec
r2^ Yi(.r)^H-2Y,(^)r/+ Y3(.r);

on en déduit tout d'abord
<NÎ _

Une discussion très simple montre alors que l'on a, en désignant
par Y^, Y^, Yg les dérivées de Y ^ , Y^, Y^, ou bien

, .———/ y/

1 1 __ A 2 __ x .1(90
0x1 bien

1 Y, - Y, - Y:,

<l>^const . et a==o.

Ceci nous montre en premier lieu que :

Dans le cas des surfaces réglées^ F équation (5i) admet toujours la
fonction principale

<y=/c(I»^ [(Tindices (o, (3)].

Toutes ces fonctions se ramènent d'ailleurs à une seule distincte

(92) cpi==:(r^)2 [d'indices (o, î)].

Cela montre, en particulier, que F équation admet l'intégrale inter"
Ann, Éc. Norm., (3), XLlî. — MAI igaS. î8
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médîaire ^==.0, soit
n2

J ' -^pT-T^O.

C'est une propriété connue de l'équation de la déformation (1).
On ne peut pas raisonner de même pour l 'équation F2 ==o car les

intégrales de cette équation rendent infinis les coefficients de l'équa-
tion proposée.

Examinoi^ l'autre condition (91), pour voir s'il peut exister
d'autres fonctions que cp,; on aura

y/ y' y (} '
1̂ •== ̂  = ̂  •=. ^Logv(x) (c arbitraire) ,

d'où
Yi== /ii^, Ya^r k^v, ¥3== / i ' s ^ {k\, A ' î , Â'3 constantes)

et
ds^dK2^- p(Y) [Â• lX 2+2À-2X+A•3]c<y 2 ;

il est clair qu 'une transformation convenable de la variable y nous
permettra de supposer ^==1.

Donc on peut prendre

Alors
Yi==A-^ Y2=^, Ys=^ (^Â-3——Â- |= l ) .

a r — —
àx

La condition (90) donne — == o, et en portant dans (89) il vient

_ r / < N > \ i (N> i—pr 2 __
^\àx)'^ $ J î ^ J T 2 ~ ~ 0 ?

d'où
^e» <}€>-— -==. o et ~~— == oc/.y (jm^

ou
i—r-r^o,

(1) DARBOUX, Théorie des surfaces^ t. III, p. i55.
L'équation As = i est ici Q2-^?2?2 == F2, qui, après transformation d'Ampère, donne

justement p2^ p2j-2=== r2; les solutions communes à cette intégrale intermédiaire et à
^équation (5i) ne conviennent justement pas au problème de la -déformation.
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condition incompatible avec
/, /. 7.2 ——— yn l A 3 — "a — j •

On trouve donc la solution <& = const., mais a reste quelconque.
Par conséquent, si l'élément l inéaire donné a la forme

(98) ^-=^X^-^[/ClX<• i+2^X4-/C3]^Y2,

l 'équation de la déformation admet toujours la fonction principale du
premier ordre

( l^ ) 2 ?cp =r- —j—— A" (a, P, k arbitraires).

Ces fonctions se ramènent d'ailleurs à deux distinctes :
o^r=:(r^.)2 [^éjà trouvée dans tous les cas, indices (o, î)],
Q>2=:r [indices ( î , o)].

Les surfaces en question, d'élément linéaire (Q3), sont les surfaces
réglées applicables sur une surface de révolution; c'est-à-dire,
si /c^o; des alysséides; si /^=o, des surfaces engendrées par là
révolution de la développée d'une chaînette autour de la base de cette
courbe.

Conclusion. — En dehors des surfaces ci-dessus, les surfaces pour
lesquelles C'= o admettent bien une fonction principale du premier
ordre, mais celle-ci a un premier indice nul .

L'hypothèse (Y 7^=0 n'est donc^pas nécessaire, pour l'équation de la
déformation^ pour l 'établissement du théorème VII, et celui-ci se
trouve exact lorsque C'==o, sauf peut-être pour les surfaces appli-
cables a la fois sur une surface réglée et sur une surface de révolu-
t ion , et aussi^ naturel lement, pour les surfaces développables.

Comme nous avons constaté qu'i l n'y avait pas en général d'invo"
lution du second ordre, il n'y a donc aucune autre involut ion pour les
surfaces générales.

Nous résumerons comme il su i t les résultats obtenus en ce qui
concerne l 'équation (5i) de la déformation des surfaces.
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CONCLUSION GÉNÉRALE.

Remarquons que tous les calculs précédents donnent les mêmes
résultats si l'on y remplace (e) par ( — <?); donc, l'étude faite pour les
caractéristiques (II) reste valable pour l'autre système.

Appelons (S) les surfaces correspondant à l'élément linéaire
^2=:^X24-^â(X,Y)^Y2

et rappelons qu'il est toujours possible, par des moyens algébriques,
de voir si les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée,
c'est-à-dire si le système (^83) admet une solution. On a alors les
résultats suivants :

i° Les'surfaces (S) ne sont pas applicables sur une sur face réglée. —
II n'existe aucune équation en involution avec l'équation de la défor-
mation.

Il est évident que l 'équation n'est pas intégrable dans ce cas; on
peut affirmer de plus qu'il n'existe aucune autre équation admettant
avec celle-ci une intégrale commune avec une infinité de constantes
arbitraires.

2° Les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, mais non
applicables sur une quadrique. — II existe alors une involution du
second ordre pour chaque système de caractéristiques :

! s 4- rn^t 4- u{x^ q) == o, s 4- m^t -+- u{x, Cj) =:o,
r-4-(/?^~i- m^s + m^m^t -+- Àmo, r 4- (wi+ m^)s -4- m^m^t -+- À ==o.

On sait (1) trouver par des quadratures toutes les surfaces réglées
applicables sur une surface réglée; ces surfaces sont certainement
comprises parmi les solutions des deux systèmes précédents, mais
peut-être ces systèmes donnent-ils en outre des solutions nouvelles.
En tout cas ils donnent ces surfaces par un moyen nouveau, qui se

(1) DABBOUX, Théorie dessurfaces, t. IÏI, Chap. VI.
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prête plus facilement à la solution et à la discussion de certains pro-
blèmes, en particulier du problème de Cauchy. On sait, en effet,
l'analogie remarquable qui existe entre un système en involution et
une équation du premier ordre.

De plus ^ si les surfaces S ne sont pas applicables sur une surface
de révolution, il n'existe aucune autre involufcion et l'équation de la
déformation n'est pas intégrable, a fortiori, par la méthode de
Darboux.

Si les surfaces (S) sont applicables sur une surface de révolution,
il existe deux fonctions principales du premier ordre et nous ne
pouvons conclure en ce qui concerne l'existence des invariants.

3° Les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique. — II existe
alors deux involutioris du second ordre pour chaque système de
caractéristiques. On peut répéter ici ce qui vient d'être dit pour les
surfaces simplement réglées, et il est probable qu'on pourra tirer de
ces quatre systèmes en involution des solutions nouvelles du pro-
blème de la déformation des quadriques. En tout cas ces systèmes,
très faciles à former, donnent toutes les surfaces réglées applicables
sur une quadrique, et se prêtent aisément à la recherche de ces sur-
faces lorsqu'elles sont définies par des conditions aux limites.

On peut remarquer en outre qu'en accouplant une équation en
involution relative aux caractéristiques (I) avec une équation relative
aux caractéristiques (II), et en y jo ignant l'équation donnée, on peut
former quatre systèmes complètement intégrables ( ^ ) ; cela permet
d'obtenir très simplement quatre groupes de surfaces, dépendant
chacun de trois constantes arbitraires, applicables sur une quadrique
donnée.

En ce qui concerne l'existence d'invariants, nous ne pouvons pas
conclure.

( 1 ) GOUBSAT, Leçons sur les équations du second ordre, t. II, p. 97-98.


