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SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS

DE

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES
ET SUR LES

FONCTIONS DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES
RESTANT INVARIABLES PAR CES TRANSFORMATIONS;

PAR M. GEORGES GIKAUD.

INTRODUCTION.

Parmi les théories intéressantes qui ont eu leur origine dans la
théorie des fonctions elliptiques se trouve la théorie des fonctions
fuchsiennes : le premier exemple de ces fonctions fut en effet la
fonction modulaire , sur laquelle les mémorables travaux d'Hermite
attirèrent l 'attention. En de splendides Mémoires (^) , Poincaré établit
dans toute sa généralité la théorie de la formation des groupes fuch-
siens et celle des fonctions invariables par les substitutions de ces
groupes : il put exprimer par ces fonctions les coordonnées des points
d'une courbe algébrique quelconque et résoudre le problème de l'inté-
gration des équations différentielles linéaires algébriques à points
singuliers réguliers. Depuis cette époque, plusieurs classes de fonc-
tions jouissant de propriétés plus ou moins analogues ont été
rencontrées. Poincaré lui-même (2) a étudié les fonctions invariables

(1 ) H, POINGA.RÉ, Théorie des groupes fuchsiens (Âcta mathematica^ t. I); Mémoire
sur les fonctions fuchsie unes {Àcta mat/iematica, t. Ï) ; l'illustre géomètre a donné d'autres
Mémoires sur ces fonctions dans les Acta mathematica^ t. IV et Y, et dans le Journal de
Mathématiques pures et appliquées^ 4e série, 1.III, 1887.

(2) H. POINCARÉ, Mémoire sur ley groupes kleinéens (Àcta mathematicci^ t. Ï1I),
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par des groupes de substitutions linéaires d'une variable qui ne laissent
plus invariable un cercle fixe, comme le faisaient les groupes fuch-
siens. M. Picard ( ' ) a étudié, sous le nom de groupes hyper fuchsiens,
des groupes de substitutions linéaires portant sur deux variables, et
n 'al térant pas une certaine forme quadratique à indéterminées conju-
guées. Les groupes hyperahéliens, considérés aussi par M. Picard (2),
sont des groupes de subst i tut ions portant sur deux variables, de la
forme

ou de la forme

f^. _ a.x -+- b _ a1 y -h- b'\
A. — —————-.y i — —~————— j ?

^ c^-t-a c 1 y -h d ' j

/ Y ^ a y - ^ r - b __ a1oc -{- b'\
\ ~" cy+d c'x-+'d1 ) '

et qui transforment en lui-même le domaine formé de l'intérieur d'un
cercle du plan de la variable x et de l 'intérieur d'un cercle du plan de
la variable y; ces groupes hyperabéliens sont donc formés de substi-
tutions birationnelles quadratiques. 11 existe d'ailleurs aussi des fonc-
tions hyperfuchsicnnes et des fonctions hyperabéliennes, qui jouissent
de certaines propriétés analogues à celles des fonctions fuclisiennes.

Des catégories particulières de groupes hyperabéliens se rencontrent
dans la théorie de la t ransformation des fonctions abéliennes de genre
deux dont les périodes normales satisfont à la relation

/^~^=D,

D étant un entier positif (3). Il é ta i t naturel de se demander si le pro-
blème de la transformation des fonctions abéliennes non singulières
ne viendrait pas offrir d'autres groupes jouissant de propriétés ana-
logues. D'ailleurs, on connaît déjà des fonctions invariantes par un
groupe de cette sorte : ce sont précisément les quotients de deux

( 1 ) PICARD, Àcla mathematica^ t. I, p. -297; t. II, p. 1 1 4 ; t. V, p. 1 2 1 . M. Alezais a
étudié également ce sujet (Ânn aies scientifiques clé l'École Normale supérieure^ 1902,
p. "261).

(2) PICARD, Sur les fottctio/ts hyperabéllennes (four nul de Mathématiques pures et
appliquées, 4e série, t. I, i885).

(?) PICARD, Ibid. -— BOURGET, Sur une classe particulière de groupes 1iyperabéliens
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ 1898;.—COTTY, Les fonctions abé-
jiennes et la théorie des nombres (Annales de Ici Faculté des Sciences de Toulouse y 1 9 1 1 ) .



TRANSFORMATIONS BIlUTiONNELLES QUADRATIQUES. 2.3^

fonctions thêta de la théorie des fonctions abéliennes, où l'on a annulé
les deux variables x et y , quand on considère ces quotients comme
fonctions des périodes normales g\ h, g\

Les transformations subies par les périodes normales, telles qu'elles
ont été données par Hermite dans son célèbre Mémoire Sur la théorie
de Ici transformation des fonctions cibéfiennes ( ^ ) , sont des transfor-
mations birationnelles quadratiques. En supprimant la condi t ion
imposée aux coefficients d'être entiers, et en prenant le nombre k
d'Hermite égal à un, on obtient des transformations (T) qui peuvent
constituer des groupes discontinus dans certaines régions de l'espace
à six dimensions; on peut alors former des fonctions invariables par
ces groupes de transformations : c'est à ces groupes de transfor-
mations (T) et à ces fonctions que ce travail est consacré (2).

Dans le Chapitre premier, je définis les substitution s (S), c'est-à-dire
les transformations linéaires qui, effectuées s imul tanément sur deux
systèmes de quatre variables

G)l, 0)2, 0)3, 0)4,

^lî ^25 ^âl 'J!^•^

correspondant aux périodes des fonctions abéliennes, conservent la
forme bilinéaire

C»)l 1)3 —— C*)^ L»i -h CO^ 1*4 — û)4 Uâi

et j'y rattache les transformations (T). En introduisant des variables
homogènes x^ x^, ^3, x^ x^ liées à g, A, g ' par les relations

— x^ x-ï , x^ œ^(0 s-=^ h--^' ë'-^ sg'-h-^^
de sorte que

W X^X^^r- X^Xi,-}- X^ -= 0,

les formules qui définissent une transformation (T) deviennent
linéaires et homogènes, et conservent la relation (2) ; même si ^,-^2»
oc^ x,, x, ne satisfaisaient pas à la relation (2), la valeur numérique

(1) OEuvres, t. ï, p. 444.
( 2 ) Une partie des résultats de ce travail a fait l'objet d'une Note aux Comptes rendus de

l'Académie des Sciences, t. CLVII, 29 décembre 1913.



24o GEORGES GÎRAUD.

de son premier membre serait conservée. Ce point de vue m^a été
souvent ut i le ; il m'a amené à nom mer po in t de l'espace à six dimensions
un système de cinq nombres complexes non nuls ensemble, définis à
un facteur près, et liés par la relation (2); si x^ n'est pas nul , le point
est dit à distance finie, et ses coordonnées non homogènes g-, h, g ' sont
données parles formules (i). Je démontre encore dans ce Chapitre que
toutes les substi tutions (S), et, par suite de Pisomorphisme, toutes
les transformations {T) peuvent être regardées comme des produits de
cinq transformations très simples, dont trois cont iennent des para-
mètres. Une démonstration assez simple du fait que si, en nommant ç,
^c, ç' les parties imaginaires de g, h, g\ la forme

g^+a^y-r-yj2

est définie positive, il en est de même pour la forme qui résulte de
celle-ci par une t ransformat ion (ï), découle des considérations qui
précèdent. Ce résultat, joint à quelques autres analogues, permet de
décomposer l'espace à six dimensions en six domaines (dont trois à six
dimensions) invariants par toute transformation (T); on ne peut d'ail-
leurs pas fragmenter de nouveau ces domaines en domaines invariants
plus petits. Quelques résultats utiles dans la suite t e r m i n e n t ce
Chapitre : ce sont tout d'abord le calcul du déterminant fonctionnel
des transformations (T); puis des intégrales invariables par les trans-
formations (T), et dont l'analogie avec les groupes fuchsiens fait
pressentir l 'utilité : j'en donne deux, une triple et une sextuple;
enfin toute transformation en elle-même de la forme x^x^ -+- x^x,, -+- x\
qui a pour déterminant un et qui conserve les domaines invariants
déjà déterminés, est une transformation (T); de là une interprétation
géométrique des transformations (T) analogue à celle que fournit,
pour les groupes fuchsiens, la forme x^ x^ -\~ x\.

Dans un deuxième Chapitre, je recherche les poin ts doubles des
transformations (T); il y en a quatre, en général. On peut alors se
proposer de rechercher leurs positions dans les six domaines invariants :
ces positions dépendent de la nature des racines d 'une équation réci-
proque du quatrième degré. On est ainsi amené à une classification
des transformations (ï). Il est naturel, à cette occasion, de chercher à
réduire les transformations (T) à des formes canoniques, en les trans-
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formant: par des t ransformat ions (T) convenablement choisies : le
nombre de formes auxquelles on parvient est de vingt-deux, dont
quatre pour les cas les plus généraux, où l'on ne suppose aucune
relation d'égalité entre les coefficients de la transformation.

La formation du polyèdre fondamental d 'un groupe discontinu fait
la matière du troisième Chapitre. La méthode employée est fort ana-
logue à la méthode du rayonnement qui, pour les groupes fuchsiens,
permet d'obten ir un polygone fondamental présentant des particularités
utiles dans cer ta ines démonstrations. Ce qui joue ici le rôle des cercles
de la méthode du rayonnement , ce sont des variétés à cinq dimensions
qui ne changent pas par les transformations (T) ayant un point double
fixé à l'avance, et qu'on nomme le centre de la variété; l 'équation décès
variétés s 'obt ient en égalant à zéro une forme quadrat ique à indéter-
minées conjuguées en x^ x.^ ^3, x^ ^5, et qui dépend non plus
d'un paramètre, comme pour les groupes fuchsiens, mais de deux ; on
aurai t en outre d'autres variétés dont l 'équation serait plus compliquée.
Ce nombre de paramètres tient à ce que les transformations qui ont un
point double donné dépendent de quatre paramètres seulement: on a
donc des variétés à quatre dimensions qui peuvent s'associer de
diverses manières pour produire des variétés à cinq dimensions.
J 'obt iens une famille à un paramètre seulement en me restreignant
aux variétés dont l'équation s'obtient en égalant à zéro une forme
quadrat ique à indé terminées conjuguées et à coefficients réels : ce sont
ces variétés qui servent à construire le polyèdre fondamental. Elles
permettent en outre de démontrer que, si les transformés d'un point
donné P du domaine
(I) gg/«^>o, g + y > o

n'ont pas P pour point d'accumulation, le groupe est discontinu dans
ce domaine .

Dans le Chapitre IV, cette méthode de formation du polyèdre fonda-
mental est appliquée aux groupes formés des puissances d'une seule
transformation (T). Dans certains cas, les faces du polyèdre sont
indiquées; en général, j 'ai recherché les points qui ne se trouvent ni
dans le polyèdre fondamental , ni dans aucun de ses transformés;
ou encore les points qui se trouvent sur le contour d'une infinité

Ann. Éc. Norm., (3), XXXII. — SEPTEMBRE 1915. 31
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d'entre eux. Dans les groupes fuchsiens, les po in t s doubles des
substitutions hyperboliques offrent un exemple de la première circons-
tance, ceux des s u b s t i t u t i o n s paraboliques un exemple de la seconde.
Ici se produi t une circonstance part icul ière : les po in ts trouvés ne sont
pas toujours les mêmes quelle que soit la posit ion du centre du polyèdre
fondamental . Toutefois, ces p o i n t s sont toujours en dehors du do-
maine(I) , comme cela résul te de propos i t ions démont rées au Chapitre
précédent.

Nous arrivons m a i n t e n a n t (Chapitre V) à la format ion de fonc t ions
de g^ À, g ' i nva r i an te s par un groupe d i scon t inu donné de transforma-
tions (ï). Ces f o n c t i o n s sont n a t u r e l l e m e n t formées à l 'aide des séries
dont les séries thêtafuchsiennes de Poincaré sont le prototype; une
t rans format ion b i ra t ionnel le préalable a permis de remplacer le
domaine (I) par uu domaine situé e n t i è r e m e n t à distance f in ie , ce
qui est indispensable pour la convergence de ces séries. Ces séries
sont alors convergentes dans le domaine (1), où elles représentent des
fonctions holomorphes. On en dédu i t des fonct ions inva r i an te s par les
transformations du groupe, et qu i sont uni formes dans le domaine( I ) ,
où elles se comportent comme des f o n c t i o n s r a t ionne l l e s . De même
que le prolongement ana ly t ique des fondions fachsiennes traverse
parfois le cercle fondamen ta l , le pro longement ana ly t ique de ces
fonctions peut, pour certains groupes, sortir du domaine (I). Cela
arrive en particulier pour les groupes formés des puissances d'une
seule transformation (T); deux exemples étudiés rap idement mont rent
toutefois que, pour ces groupes, les singulari tés essentielles peuvent
pénétrer à l ' intérieur du polyèdre fondamenta l ; de plus, elles dé-
pendent dans une certaine mesure du choix de la fonction rat ionnelle
qui intervient dans les termes des séries.

Le Chapitre VI est consacré spéc ia lement au groupe ari thmétique et
aux fonctions correspondantes : le groupe ar i thmét ique est, par défi-
nition, le groupe de t ransformat ions (T) qui correspond aux transfor-
mat ions (S) à coefficients entiers . D'abord (§1), j 'établis que les sub-
stitutions de ce groupe peuvent toutes être considérées comme des
produits de quatre subst i tut ions fondamentales; ensuite, je démontre
que toutes les t r ans fo rmat ions (ï) à coefficients ent iers font partie du
groupe arithmétique. Le polyèdre fondamen ta l est formé (§ II) par une
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méthode légèrement: d i f férente de celle qu i est exposée au Chapitre 111.
Enf in , la méthode du Chapitre Ves t employée (§ III) pour la formation
de fonct ions invariantes par le groupe a r i thmét ique : le prolongement
analytique de ces fonct ions ne peu t pas sortir du domaine (I), de
sorte qu'elles sont u n i f o r m e s par tou t où elles existent. Le polyèdre
fondamental ayant des po in t s sur la frontière du domaine (I), les
singularités des fonct ions invariantes en ces points sont étudiées : on
trouve a ins i que quatre quelconques des fonctions invariantes que
nous avons formées sont liées par u n e relat ion algébrique. Le quotient
de deux fonctions @ ( x , y ' ) de la théorie des fonctions abéliennes,
pour x =y ===. o, prend un nombre f in i de valeurs quand on fait subir
aux périodes normales les t ransformat ions du groupe arithmétique
[il faut supposer que les fonctions ©(.x',y) dont il s'agit sont paires];
les fonctions symétriques de .ces valeurs présentent les mêmes singu-
larités que les fonct ions i nva r i an t e s que nous avons formées : elles en
sont donc aussi des fonctions algébriques.

Dans le Chapitre VU, j 'é tudie les groupes de transformations (T) qui
viennent des t ransformat ions en elles-mêmes à coefficients entiers de
formes quadrat iques à c inq varuiblçs du type .

U\ -+-,//J -h U.^ — U^ — «|,

u^ u^^ ^3, u^ u^ é tan t des formes linéaires à coefficients réels. La
méthode classique, in t rodui te par Hermite, qui permet de ramener la
réduction des formes quadratiques indéf inies à celle des formes
définies, permet, en s 'appuyant, d 'autre part sur le théoï'èiiie démontré
à ce sujet au Chapitre I I I , de démontrer que ces groupes sont discon-
tinus dans le domaine (I). Une étude sur l'existence, dans ces groupes,
de certaines subs t i tu t ions , permet de démontrer que les fonctions
invar iantes correspondantes ne peuven t pas se prolonger hors du
domaine (I) : elles sont donc uniformes partout où elles existent.
Quelques renseignements sur le polyèdre fondamental découlent .aussi
de cette étude. Il serait désirable d 'é tudier aussi les singularités
essentielles de ces fonctions sur le contour du polyèdre fondamental,
de manière à voir si les propriétés des fonctions invariantes par le
groupe arithmétique ne s'étendent pas à ce's nouvelles fonctions; cette
étude n'est pas faite dans ce travail.
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J'éprouve un vrai plaisir à pouvoir exprimer ici ma reconnaissance
profonde à M. Picard; ce sont ses travaux si lumineux qui m'ont inspiré
l'idée de ce travail , et c'est à la bonté avec laquelle il a bien voulu me
donner ses conseils que je dois d'avoir pu le poursuivre; en même
temps que mon admiration pour son œuvre, je le prie de vouloir bien
agréer l'expression de mon affectueux respect et de ma gratitude.
J'assure également M. Humbert de toute ma reconnaissance pour le
bienvei l lan t intérêt qu'il m'a con t inue l l emen t témoigné; l'exposition
qu'il a faite en 1911-1912 de la théorie des groupes fuchsiens dans son
Cours du Collège de France m'a été d'une très grande utilité.

CHAPITRE I.

DÉFINITION ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS (ï).

I. — Les substitutions (S).

1. Considérons deux systèmes de quatre variables
MI, COg, 0)3, &)4,

"1, "2, "3. "4;

nous effectuons sur o^, (o^ (Ogy o),., une certaine subs t i tu t ion linéaire
et homogène

î2i =1 Oi c.:)i -4- a^ 0)2 4- a^ G);} 4- ai, 0)4,

^=: &iC«)i-+- 62024- ^3^3+ ^4^45

^3 := c\ ̂ l 4- Cg ûOg 4- Cy, &Ï3 -t- €4 0)4,

^/, ==: di G) ï -+- <^2 0)2 + d^ 0);( -h ^4 0)4,

et sur 1^5 u^ u;(, u/. la même substitution

ï*i=: (2iUi4- ^2U2-^- ^3y3•+ ^4^4?

ra==== ^iL»i -{- ^Ug-f- bsUs^ ^4^4,

Y3== 6*1 Ui 4- CgUs-i- CgUg-t- ^"4,

r4 =: ̂ i Ui •+• ^2 Ua -+" ^3 ^3 + <^4.


