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RECHERCHES

SUR LE

DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE
EN SERIE DE FONCTIONS NYPERGEOMETRIQUES;

Par Niens NIKLSEN,

a Copenhague.

= 'V~ -

CHAPITRE 1.

REMARQUES IHSTORIQUES. METHODES GENERALES.

I. — Sur les séries de fonctions hypergéométriques.

Soient P*(a) et Q"(a) les fonctions sphériques ordinaires de pre-
micre et de seconde espece, Ch. Neumann (') a démontré que toute
fonction analytique f(z), régulicre & Pintérieur d’une ellipse ayant
les foyers (1, 0) et (— 1, 0), est, dans ce domaine, développable en
serie de la forme

(1) SCr) ==Y AP (),

n=0

ot les coelficients A, sont indépendants de .

(1) Ucher dic Entwicklung ciner Function mit imaginéireremn Argument nach den Augel-
Junctionen esier und zweiter Are, Halle, 1864,
Ann, fe. Norm., (3), XXX, — Mars 113, 16



122 NIELS \ll'l\l‘,h.

Soil, au e onl aire, I 1lnm ton /() H‘“llll( e l’vxl.('fl'iollmlu ["ellipse

susdite; nous aurons le développement

n=—=w

(2) /(.w):}:lk,,(\)"(.p),

n=»0n

ot les coefficients B, sont indépendants de 2, el ot le domaine de
convergence de la série est la partie susdite du plan des .

Ces deux théoremes de Ch. Neumann sont treés intéressants, paree
qu'ils donnent, pour la premicre fois que je sache, des séries aux
termes analytiques dont les domaines de convergence ne sont pas des
cereles, et cela de sorte que les séries en question ne soient pas des
transformations dircctes d’une série de puissances, ce qui a lieu pour
les séries dites séries de Burmann

I

(3) Sy =Y Nalw ()],

e

ot la fonction analytique () est régulicre dans un domaine oa elle
aun seul zéro simple 2 = «.

l{(‘nmr(‘llmns encore (ue e domaine de convergence des deux
séries (1) et (2) de Ch. Neumann dépend svulvnwn( de la fonetion
donnée f(x), qu il sPagit de (lovvloppt r, ceoqui na pas généralement
licu pour les séries de l(l forme (3) ’

Quant aux séries (3) qui pml,t,nl. le nom de Burmann, remarquons
que le seul mérite du géomatre de Mannheim est la decouverte de Ta
formule (')

(4) AT E

t 1

(‘;’)i/(') ,

otz est le zéro susdit de o (x).
Dans une lettre (*), adressée @ Ch. Neuwmann, Jai montré que les

(1) Foir le Rapport de Lagrange ¢l Legendre, inséré (Lmq tes Mémoires de Ulnstitut,
t. I, 1795, p. 1.

(2) Sitzungsberichte der hgl. sichs. Gesellschaft der Wissenschafien zu Leipziy, o LX1,
1909, p. 33-61.
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deux séries (1) el (2) et les autres séries, trouvées par Pillustree
Maitre ('), de fonctions eylindriques de premiére espéce, peuvent étre
déduites a Paide d'un seul prineipe général.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques (), j’ai généralise
la série (1) de Ch. Neumann en démontrant que toute fonction
analytique /(2), régulicre & Pintéricur d’une ellipse  avant les
foyers (o, 0) et (1, 0) est dans ce domaine développable en série de Ta
forme

"=
() : J(a) ::E AuF (o~ rn,—n,y, x),

n 0

ot les coeflicients A, sont indépentants de a, tandis que 2 ety sont
des parametres quelconques, les valeurs  zéro et négatives entieres
Clant exelues pour .

Quant i fa série (2), introduisons les 2p 41 paramtres

- “ A (4
Zyy Ays ooy Py (1, By s B

pour lesquels les valeurs entieres et non positives sont exclues, mais
qui sont du reste completement arbitraires, puis posons

(6) ¥l _\1 |‘(J, -n - s)l(a,—}« ot 8) o (ot gq -t 1 - 8)
s’l( no- sy (- -+—N+S)l(lJI,‘|<fZII.’|"S)

A

s,

jai démontré quv toute fonction analytique /() de la variable com-
plexe @ = + &, régulicre i Uintéricur de la courbe fermée K(a)
définie par I'équation

. ) woy o (ot BE)o o (2a 1) 32
(7) (o p) )% e =0 >0,
: r((ﬂ-}—vl) ala -1-1) ha* (a0 -+1)*
(V) Theorie der Besselschen Functionen, Leiprig, 1867, — Mathematische Annalen,

LT 1870, p. 581-6ro.
(2) Theorie des fonctions mdétasphérigues( Cours professé a 'Université de Copenhague),
p- 175177, Paris, 1911,
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est dans ce domaine développable en série de la forme

n=w

(8) f(2) =X AuF, (@),

n=1

ot les coelficients A, sont indépendants de 2 (*).

Il est évident du reste que le champ de convergence des deux
séries (5) et (8) dépend seulement de la fonction /() qu'il s"agit de
développer.

Dans ce qui suit, nous avons i étudier d’aulres series de fonctions
hypergéométriques.

A cet elet, introduisons les p -+ ¢ parameétres
(9) %y, 227) A a[l; 161' (:’27 L] irj!]v
choisis de sorte que les valears entiéres non positives soient exelues,
mais étant du reste compltlement arbitraires, puis posons pour tous
les n

o+ )l (ay+n). .. U(a,-1- n)
(10) A= =+ e et
DG - )Gy ny. . UG, +n)

nous avons a ¢tudier les problémes suivants :

Premier probléeme. — Développer une foncetion analytique f(x),
réguliere aux environs du point 2 == o en série de la forme

Nl

(rr) f(l)--z ay l(‘n("')-

ne=h

ol les coefficients «, sont indépendants de a, et olt nous avons posé
pour abréger

O Ancs I
LR pners

(12) Fy(a)= stA,

Sl

¢’est-ii-dire qu’il faut admettre p<g + 1. Les fonctions F,(x) sont

(1) Théorie des fonctions metasphiriques, p. 160-179, Pavis. 1g11.
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par conséquent, pour g > 1, des fonctions hypergéométriques géné-
ralisces.

Second probléme. — Développer une fonction analytique /(a),
régulitre aux environs du point & = o, en série de la forme
=
(13) J(r) :E/'n("n(-")-.

n=1A0

ot les coeflicients &, sont indépendants de a;, et ot nous avons poseé
pour abréger

N=n

4 ()= N (- -'(”.. L\_",:'_-" AR
(14) Gy ()= > (1) s) s

de sorte qu’il fant admettre ici p g, Dans ce cas, la fonetion G, (2) est
un polynome entier du degré 2n.

Quant aux deux problemes que nous venons d’énoncer, le cas p g
ou plg =1 respectivement ne présente quun intércét secondaire,
parce que le domaine de convergence de (elles séries coincide avee le
cercle de convergence de lasérie de puissances qui représente, pour |2
suffisamment petit, la fonetion f(a) ().

Les séries newnanniennes de fonctions cylindrigques de premicre
espece sontdes cas particuliers de telles séries.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques jai étudic assez
amplement la série (o) (%) cependant, il est possible de généraliser
la classe des fonctions développables dans une série de ce genre.

On pourrait essayer de généraliser la série (1) en étudiant le pro-
bleme ci-dessous :

Probléme général. — Développer une fonction analytique /(a),
régulicre aux environs du point 2 == o dans une série obtenue de (11)
en y remplacant

Lypt-t, G4+ n
respectivement par

gl (= .
dpt-a)’ s B by

(V) Théorie des fonctions métasphériques, p. 165-168, Paris, 1911.
(%) Loc. cit., p. 168-10.
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ot les ¢léments des p + ¢ suites infinies,

a)’, al", a0 a), .., Lo,

L N 1Ly,

sont des entiers non négatifs, tels que nous aurons pour tous les 7

oy “ oy ”
([IL+1 = (l” bl bll-H /,/1 )
lim @) = =, lim b)) = .
n=mwu noc s

Remarquons que la fonction (6) nous donne un cas particulier des
séries de ce genre, savoir le cas qui correspond

p=qg-+1, a’=n, 1Zr-p; bl'=n. 1. r_g-—1, bl=oan.

Dans ce qui suit, nous avons a étudier un autre cas particulier des
series de ce genre. Gependant, ces deax exemples montrent que notre
probléme, pris dans cetle gencéralite, est tres difficile.

II. -~ Sur une transformation générale.

Dans mon Traité des fonctions métasphériques, jai indiqué uné
méthode qui m’a permis d¢tudier Tes séries (5), (8) el (11) du para-
graphe I. Or, pour é¢tudier les autres séries mentionnées, il faut 1ége-
rement modifier cette méthode.

A cet effet, nous désignons comme domaine simple une partie du
plan de la variable complexe » qui satisfait aux deux conditions

sulvantes :

1° La frontiere du domaine est continue et le plus petit des rayons
vecteurs partant du point 2 = o aux points de la frontiére n’est pas
égal & zéro ’

2° Soit M un point quelconque du domaine susdit, il est possible
de tracer une courbe continue entre M etle point 2 == o, sans franchir

la frontiére.

Pour donner une application immédiate de la condition (2) nous
désignons par a le nombre complexe dont image est le point M
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susdif, puis nous désignons par £ une variable, telle que le nombre ¢
parcourt une courbe continue tracée entre les puinls M et w = o, 1l est

evident que la variable ¢ parcourt une courbe continue tracée entre
les deux points ¢ = o et ¢ =1, ctinversement.

Cela posé, il est facile de démontrer le théoréme suivant :
1. Soient

. Ic e
(1) Ly oy ey Ops Gy Bo ooy [y

op paramétres finis quelconques, pour lesquels les valeurs entiéres el non
positices sont cxclues, les dewr scéries de puissances

(2) A2 T A S A e e Y e T T S
"o '
(5 T SN LN R DR COT S P
o ) U(B, )

ontle méme rayon deconvergence, el les dewre fonctions analytiques f(x)
et w(), definies par ces deux sérics, sont régulicres dans le méme domaine
stmple, powrcw que ce domaine soil limité par une seule fronticre sans
noeuds. :

Pour démontrer, par la conclusion de p i p 41 ce théoreéme, nous
pourrons nous borner i 'étude du cas p == 1, ce qui donnera

nesh
'(z-+n)
A o ) R \‘ e xh.
('l) .J(',) A;-‘].‘((j—'{— II)“”I
[

"

Désignons ensuite par G, une courbe continue sans neeuds, tirde
entre les deux points £== o el £ = 1; nous aurons pour

(5) Riaz)= o, R(p—=2)>o0,

. 1 AT B o
(6) / (2= (y e )y / R | N u/‘)il“"(rg)) %),
. -\

( L)
0,1

Considérons mainfenant une valeur fixe de 2, telle que

vl <r,
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ot r désigne le rayon de convergence de la série de puissances (2),
il est possible de choisir la courbe continue G, telle que la série
—_—
flxt) :E a, ()"

w0

est uniformément convergente par rapport a ¢, quand cetle variable
parcourt la courbe Cg . En effet, il suflit de supposer que Ia courbe
correspondante suivie par (x soit situce a Uintéricur d’un cerele, dont
le centre est Porigine tandis que le rayon est plus grand que [ x| mais
plus petit que r.

Soit C, , une telle courbe, la série

n--ohn
Flex) e (1 — ()B-a—t = Z“n-”"’u"'" H(1 — )0
0

peut ¢tre n tégrée terme o terme par apport a £ oet sur la courbe €,
pourvu que les conditions (5) soient remplies, el nous aurons par

conséquent pour |z | < r
0 (L) = e "t e R YA B BRI R
(7) ")('L)Ml‘({@'—a) Syt (1 — 1) dt;

Y Gy

de plus, il est évident que le rayon de convergence de la série de
puissances (3) ne peut jamais étre plus petit que r.

Supposons ensuile que x soit une valeur quelconque appartenant
au domaine simple K, dans lequel /() est supposée regulivre, il es
possible de déterminer la courbe G, ,, de sorte que 'intégrale qui
ligure au second membre de (7) existe, ce qui montrera que cetle
intégrale représente, dans le domaine K, une fonction régulivre
de .

Dans le cas ol les conditions (5) ne sont pas remplies, il est possible
de déterminer deux nombres entiers, non négatifs, p et ¢, tels que

(8) R(a)>—p,  R(p—a)>—q;

posons ensuite

n=uw

:
Sol@) =Y awn,
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la meéme méthode montrera que Pintégrale

(9) Dp, q( =

o1 e \Bag
B —o ’/)/ Sp(ta) (2=t (1 — )B-%rat

représente, dans le domaine K, une fonction réguliére de x, et nous
aurons pour |x|<r
n

(10) Cpy (1) =

S (e -+ n)
e [‘(f‘ -+ rn - r/)

noop

-, .

Cela posé, nous aurons ¢videmment, en vertu de (10),
Do, () 4= (B+g—1) o, (r)=u,, (r).

ce (qui montrera que la fonetion z, (2), et par conséquent la fonetion

nop 1‘
v~ (o4 n)

w(ar) =, () -t } gxte o p s o)z, ()

est régulicre dans le domaine K, et que e v wyon de convergence de la
serie de puissances (4) ne peut pas étre plus petit que s

Inversement, prenons poar poinl de départ La fonction g (), puis
permutons les deax paramétres et B le meme procédé nous conduaira
de ooy f(x), elnotre (théoreme est démontré.

Quant aux deux fonctions /() et 2 (a) qui figurent dans les for-
mules (2) et ()), nous disons que 2y est déduite de S () par
Popération ¢,(x, B), savoir

(rr) wla)=d,(x2.3) f(x),
ce qui donnera inversement
(19) Stx)y=—a,(B, a)ulua).

Supposons par exemple f(x) = (1 —x)', p=1, a,=u, §, =1;
nous aurons 2(x) = (1 — )™ la fonction /() est régulicre dans la
couronne limitée par les deux cercles |a—1|=r et |z - =R,
R>r, ce qui n’a pas leu pour z(a) qui a généralement un point
de ramification dans a = 1. Le domaine en question est, dans ce cas,
limite par deux courbes différentes.

Ann, Fe. Norm., (3), XXX, — Mars 1qi. 7
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Considérons maintenant une suite infinie de fonctions analytiques
(13) Fo(x), F (x), (o). ..., F,(x),

régulicres dans le méme domaine simple K, limit¢ par une seule
frontiere sans nceuds, et telles que F,(a) a, pour tous les 72, dans le
point # = o un zéro précisément de Pordre n, nous aurons pour tous
les n des séries de puissances de laforme

S o
(1h) F,(z) :Z Uy cX"FS, Uy 0.

S0

Posons ensuite, pour tous les n, et en appliquant les paramétres (1)
(15) G, (z)=0,(a, 3)1, (),
tous les ¢léments de la suite infinie
(16) (}()(‘Z')7 (;1(1)1 ‘;_;_(Y‘) AR (;”(.’I'),
sont régulicrs dans le domaine K, et il n’existe pas un domaine
simple plus ¢tendu que K, ot toutes les fonctions G, () sont régu-
licres.

Ces remarques [aites, nous démontrerons sans peine le théoréme
suivant :

2. Supposons que la série infinie
new
(17) Sle) = Y A Fu(a),
w0
dont les coefficients sont indépendants de x, soit uniformément conger-
gente dans un domaine simple K, la fronticre Y complie, celte aulre
serie

(18) 9(2)=0,(2 B) (@)= X Ay, ()

n 0

a la méme propriéié, et la série (18) ne peut ére uniformément conyer-
genle dans un domaine simple plus étendu que K.

En effet, désignons par m un positif entier quelconque, puis posons






