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DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE
EN SÉRIE DE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES;

PAr, NŒLS NIKLSEN,
^ ^OpCnlld^'UC.

CIIAPITRK I.

lŒMAnQUES IlISTOlUQUES. ^ r r i lOOKS GlÏNli l iAi.KS.

I. — Sur les séries de fonctions hypergéométriques.

SoienI, [^'(/v) cl ^'(•v) les fondions splicriquos ordinaires de pre-
mière el de seconde espèce, CA\. Neumann ( 1 ) a déinontré que toute
fonction analytique f(x), régulière à l'intérieur d'une ellipse ayant
les foyers ( î y o) et (— T , o), est, dans ce domaine, développable on
série de la forme

( î ) /(^) ̂  A, r^),
// = 0

où les coefficients A^ sont indépendants de /r,

( i) Uaher die EfU^ic/dun^ aliter /mucUoii nul ifua^Inârc/'Cf/l /îr^utucnt nach dcn Au^cl"
funct.ionGfi asier iui(i zweiter //r/^ ïlalle, 18^')^.

Ann. ù\ Norm., (3 ) , XXK. — MÀKS n)i;L x6
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Soit, au contraire, la fonction /(a"') ré^olière h lYxt.érieur de rellipse
susdite; nous aurons le développement

(2) /(^^I;^0"^)'

où les coefficients]^ sont indépendants de .r, et où le1 domaine de
convergence de la série est la partie susdite du plan des .r.

Ces deux théorèmes de Ch. Neumann soin très intéressants, parce
qu'ils donnent, pour la première fo is que je sache, des séries aux
termes analytiques dont les domaines de convergence ne sont pas des
cercles^ et cela de sorte que les séries en question ne soient pas des
transformations directes d'une série de puissances, ce qui a lieu pour
les séries dites séries de Burmann

/ / 1 : ; ' - - v,
(3) /(,/;) ̂ ^ A J:a,(,'/,-)|",

n ̂ - 0

oh la fonction analytique ^{x) est régulière dans un domaine on (die
a un seul zéro simple '̂ = a.

Remarquons encore que le domaine de convergence des deux
séries (i) et (2) de Ch. Neumann dépend seulement de la (onction
donnée/(.r), qu'il s'agit de développer, ce qui n'a pas généralement
'lieu pour les séries de la forme ( " • } ) .

Quant aux séries (3) qui, portent le nom de Burmann, remarquons
que le seul mérite du géomètre de Mannheim est la découverte de la
formule (r)

(4) /<!A.=l)ï>j[^ "/'(..);„,^

où a est le zéro susdit de o(.r).
Dans une lettre (2), adressée a Ch. Neumann, j'ai montré que les

P) F o l i 1 le Rapport de La^rangfô et Legondre, inséro (lans les Mémoires de ^înfïiluit^
t. Ï, 1795, p. I'K

( 2 ) Siiziul^sbaru'hie cUr î\^l, ^'àc/i,y. GcsclUcItajt dar //''/'.v.ven^f'/^fjufn su /.ef/^i^y t. LXI,
1909, p. 33-6i*



rj^cHEnciiEs SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION AINALTHQUE. j aS
deux séries ( ï ) et (n) et les autres sér ies^ trouvées par rillustre
Maitre ( 1 ) , (le fonctions cylindriques de première espèce, peuvent être
déduites à l 'aide (.l'un seul principe général.

Dans mon Traité des fonctions métaspiiériques (2) , j'ai généralise
la série ( ï ) de Cil. Neumaît i î en déEnontrant que toute fonction
ana ly t i< jue /ï.r), régulière a. l'intérieur d 'u î îe ellipse ayant les
foyers (o, o) et (' ï, o) est dans ce domaine développable en série de la
forme

// r̂ y-

( 5 ) . /( x ) -::: ̂  A // V ( a -1-!- n, — n, y, x ),
n •: o

où les coefficients A// sont indépentants de ;r, tandis que a e t -y sont
des paramétres (iiielconqiies, les valeurs - zéro et négatives entières
étant exclues ponr Y.

Quant a la série (2), introduisons les ip 4- ï paramètres

^n ^ .. . , ^..1.1; Pn f^? ' • ^ ^/n

j)onr lest jnels les valeurs entières et non positives sont exclues, mais
qui sont du reste complètement arbitraires, puis posons

. '̂  ^Ia:'±^L± !̂lFî ±J^^
( f ) ) I< „ (,r) ̂ .^ ̂ YC^+ fl -4- A') . . . r(p/,-...i 4"" .̂ -h .v) r( p,, -i- ':>- il •4-- .<?) < '

<» -,•'" o

•J'ai démontré que toute fonction analytique/Y^) de la variable com-
plexe x^^+i^. réiçulière a lintérienr de la courbe fermée K ( a )
définie pai* l^^juation

/ . / . p — , (^--i-^)^ ^ _ ^.(^"tJ^^-o ^>o(7) (a-.i1- p"r41" ~^^ ~ ̂ ^ ̂  ̂  ^^^^ ̂  ̂ , --- ^ . - ' -' - . ^

('; TIleorîc de/' /h^.wl.vc/if'n ^uuctioncn, Leipzig, t^^7. "- MalhemaUsclic Ânnaîen,
(. IU, i < S 7 i , j ) , 5 » i - ( ) i ( » .

(^ 77if^rf(! ( ( e K J o i i c i i o n ^ mr(aspfnl'n(^ll^( Cours profoss^ ;i i'Univorsilcde Coponliague),
I». i ; ' )- i77, i^ns, «ji t .
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est dans ce domaine développable en série de la forme
n == se

(8) /'O') ==^A./,F,/(AQ,

où les coefficients A/, sont indépendants de x (/).
Il est évident du reste que le champ de convergence des deux

séries (5) et (8) dépend seu lement de la fonction/^) q u ' i l s'agit de
développer.

Dans ce qui su i t , nous avons a étudier d'autres séries de f o n c t i o n s
hyp ergé o m étriqu e s.

A cet effet, in t roduisons les p 4- y paramètres

(9) O i , as, ..., ^; pi, f^ ' • • » ?//'

choisis de sorte que les valeurs entières non pos i t ives so ien t exclues,
mais étant du reste complètement a rb i t ra i res , p u i s posons pour tous
les //

r ( a i -+• //. ) r ( a^ + iï ) . . • r ( a /, " i-~ //. ).
( l °) A n = ̂ ^^y,^^ '

nous avons à étudier les problèmes suivants :

Premier problème. — Développer u n e f o n c t i o n a m d y ( i < p i e f ( ^ ' ) i
régulière aux envi rons du p o i n t s * =^ < > en série de la forme

// »;.:;, ùtt.

(il) /(.r)---^ff,F/,(,r),
n :...:; (»

où les coefficients n^ sont indépendants de x^ et où nous avons posé
pour abréger

,<; :1':-,- &0

(-)
 v^^^—

c'est-à-dire qu'il faut admettre p^ y -h-1. Les fonc t ions F,/(^) sont

( l ) T fleurie de^ jonctwtta inctasp/i^t'K^ucs^ p. i(»<)- i79«, Piu'is. » < ) l î .
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par conséquent, p o u r < / ; > i , des f o n c t i o n s hypergéométriques géné-
ralisées.

Second problème. — Développer u n e fonct ion ana ly t ique f ( o c ' ) ,
régulière aux envi rons ( In p o i n t oc = o, en série de la forme

( i 3 ) /(.r) =^//G,(.r),
// ~ o

où les coeft icients //,/ sont indépendants de .r, et où nous avons posé
pour abréger

.s' _- //

(./,) <;„(..•)== •Vt--,)»^')^,/."'^
'"1"1"11' \ " / / l^

de sorte qu'il f an t adnieltre ici^ y. Dans ce cas, la (onct ion G//(.T)est
nn [)olynonHï (ent ier dn de^'ré 'm.

Quant aux deux |)roldé»nes ((ne nons v( tnons d'énoncer, le c a s p ^ y
ou p^(f —- ï res iXî t^ l iveeH^nt ne présente qu'un intérêt secondaire,
parce que le domaine de convergence de (elles séries coïncide avec le
cercle de convergence de la série de puissances qui représente, pour \x\
suffisamment, pe t i t , la fonc t ion f ( x ) ( 1 ) .

Les séries neuma/inicnnes de fonctions cylindriques de première
espèce sont des cas particuliers de telles séries.

Dans mon Trai I é des ton et ion s métasphériques j'ai étudié assez
amplement la série (ï ï) (a ); cependant, il est, possible de généraliser
la classe des fonc t ions développahles dans une série de ce ^'enre.

On pourrait essayer de généraliser la série (ï ï) en étudiant le pro-
blème. ci-dessous :

Problème général. — Développer une fonction analytique /(/r)»
régulière aux environs du point x '="• o dans une série obtenue de (ï ï )
en y remplaçant

a /.--h .̂, P/.-f- //.
respectivement par

^+^;\ !3/.+^1',

( l ) r / 1 I l ( ' ' ( ^ l ' { G (/es joHcliofUf mctd^pIléfK^ucs, p. i(\')-i(\S, Pdl'is, i<) i 1 .
{ 2 ; /.oc. <• / / . , (). l()^ (€)<).
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où les éléments des /-?-+- y suites infinies,

a^\ a^\ a^'\ . . . . a',;'\ . . . , i „ r •I /./,

^•5, ^, ^•i. . . . , ^), ..., 1^/7,

sont des entiers non négatifs, tels que nous au rons pour tous les r
..l'î > ... i f n'f / . r ,
{ t /i+l =;: " " i l i un-\-\ = " n i

1 i ni à1^ ::̂  oc', 1 j n'i ///^ == ce.
n. == w // ;:„::•• sa

Remarquons que la foncl ion (6) nous ( l onnc îïn cas p a r t i c u l i e r des
séries de ce genre, savoir le cas qu i correspond à

p ^ . y + î , c^^^n, l ' ^ r ^ / ) ; b'^-^n, î , ; / - ;^~- î , h^'=.9.n.

Dans ce qui suil, nous avons à étudier un aulre cas |)arliciilior des
séries de ce î-çenre. Cependant, ces deux exenipics înonfrent que notre
problème, pris dans cette généralité, est très difficile.

Iï. — Sur une transformation générale.

Dans nion Traité des Ibnctions niétaspliéri<)ues, j'ai Indiqué une
méthode qui m'a permis d'étudier les séries ( /)), (8) et ( i i) du para-
graphe t. Or^ pour étudier les autres séries mentionnées, il faut légè-
rement modifier cette méthode.

A cet effet, nous désignons comme domaine sinipic une partie du
plan de la variable complexe ,T qui sa t i s fa i t aux deux conditions
suivantes :

i° La frontière du domaine est c o n t i n u e et Je p lu s pet i t des rayons
vecteurs partant do point x == o aux points de la f ront ière n'est pas
égal à %éro ;

2° Soit M un point que lconque du domaine susdite il est possible
de tracer une courbe c o n t i n u e entre M e l l e po in t s ̂  o, sans f r a n c h i r
la frontière.

Pour donner une application immédiate do la condition ('2) nous
désignons par x le nombre complexe dont rima^e est, le point M
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susdi t , puis nous désignons par / une vu ri cible, telle que le nombre /.r
parcourt une courbe contirme tracée entre les poin(,s M et x == o, il, est
évident que la variable / parcourt une courbe continue tracée entre
les deux points / === o et t=. i, et inversement.

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant :

'I.. Soient

(0 ' ^i» ^, . . - , y'p; p i^ Pa, . - . , ^p

'if) par((rn(Ure^ Jims que/conque.^ pour lesquels les valeurs entières et non
positives sout. exclues^ les deu.sc séries de puis'sanees

( ̂ ) /(•1/;) ̂  ^o •+ ^l •^ + (^'^ --1- . . • -i" f ï n ' f 1 1 4- . . . .

/ '-> '. ,, / , . v •r (f al ' " [ 1 " " l i ) r (a"' ~'1"" / /- ) • ' • r ( ̂ p " l• i~ / /- ^ //(^ ^^--^^^^^^^^^^
/ / . . - - o

ont le même rayon de conver^e/ice^ et les deu,v fondions cirut./y/.iques /'(ai)
et ^(x)^ de/iiiies f)arces deiw séries ^ sor/t régulières dans le même domaine
sf'm/de^ pouiva que ce domaine soif limité par une séide frontière sans
nœuds.

Pour démontrer, par la conclusion de/> a p -f- î ce (héorémeg nous
pourrons nous borner a l'étude du cas/^ = ; î , ce qui donnera

"' •/'•'•)Jï;^"•.-•
/ / 0

Désignons ensuite* par C^i um* courl>e conl inîKï sans nceuds, tirée
entre les deux poiuls / == o et t ==: î ; nous aurons pour

(F)') . IU^)>o, IS( (3~^)>o,

(^t, pourvu que C^, n^înveloj.^pc auciîn des points / =•• o et / == T ,

(G) f ̂ - id—/)?-^-^^:^ / ^.^(i.^^p-.a.-.-i^^ll^1^^^
Jc^, ' ./„ s - ( p )

Considérons mainlenatît une valeur f ixe de ^9 telle que \x\<^~f\
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où r désigne le rayon de convergence de la série de puissances (2),
i l est possible de choisir la courbe continue G o , ! ? t^lle que la série

n :— v

f(j.-t)=^a,,(^-t)"
H — 0

est un i fo rmément convergente par rapport , a /, q n a u d cette va r iab le
parcourt la courbe Co^. Kn eiïet, i l su f t i t de supposer que Ja courbe
correspondante suivie par ix soit située à l ' in tér ieur d 'un cercle, don t ,
le centre est l 'origine t a n d i s que le rayon est plus grand que \x mais
plus petit que r.

Soit Coj une telle courbe, la série
//,.-..;: i»

/(^r)^-1^— /,)(^a•-l-= ^a , , J : { l t . y • • H î l ( l -- /)P-a--i
/ / , (i

peut être intégrée ternie a (enne par rapport a / <» ( sur la courbe G,,,,,
pourvu (jue les conditions (/)) so ic^n t l'emplies, et nous aurons par
conséquent pour x' \ <^ /•

(7) y(^)= ̂ 2^ ^ /(/,r)^^(i -. f^ ^ i clU

de p lus , i l est évident que Je rayon de convergence de la séri(* de
puissances (3) ne peut jamais être plus petit que r.

Supposons ensui te que x soit une valeur que lconque a p p a r t e n a n t
an domaine s imple K, dans lequel f(x) est supposée régulière, i l est
possible de déterminer la courbe C<,j, de sorte que l ' in tégrale q u i
ligure au second membre de (7) existe, ce qui montrera que cette
intégrale représente, dans le domaine K, une f o n c t i o n régulière
de x.

Dans le cas où les cond i t ions (5) ne sont pas remplies, i l estpossible
de déterminer deux nombres entiers, non négat ifs , p et y, tels que
(8) R(a)>—/^ ,H(^-a)>-./;

posons ensui te

/,(^)=^a/,^
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la même méthode mont . rera que rinl.é^raie

(9 ) 9/^(^) = F^^^— f f,(l^)t^1 (i -- / ) P --^ -1 ̂

représente, dans le dornarinc K, une fonction régulière de .r, et nous
aurons poîir x \ <^r<•") ^.,.t-)-s>^^-".

(kîla posé, nous adrons ôvidennnent, en vertu de (10),

.r g),^^(.r) . 1 - (p 4- v --- 0^^(.r) r= (p,̂  ^,r),

(•e (|iii inonifera (liie la fonclion ̂  ,,(,2; ), e( |)ar conseqlKMil la fonction
„ // i

^(.r) = ?^o(.^) 4- ̂  rîtEl'^^ ^ " ' ^ ' /> 1 - ?(^ ') :::T ̂ '^
/I 0

esl rc^ulim* dans I f * dotna i iK 1 K, ( * ( ([no le ravoii de ronvei^'ence de la
sei^^ de puissances ( f\) ne peni ()as ed'e j ) lns ()e( i l (((K* /t.

InversenienI, i)!^^^»»^ ponr [)oin(. de départ la fonction <p(';r), puis
permnt.ons les deux i);!»^!!»!^!!^^ ^^i ,p; l(k nieme procède nous conduira
de ^ (.-»") a f(<T)f et notre (.l»eoreme est démontre.

Quant aux deux fonctions /(^) el ^ ( ^ ' ) <|ni (i^iirent dans les for-
mules ( 2 ) et, 0}, nous disons (pie o{;r) es( dedi i i t f î de /Ï.r) par
roperation ^( a, p), sîivoir

(II) Cp(.z')r: , :o/,(a,S)/r.T),

c e < j ni d o n n e ra i 1 1 v e rse m e n (.

(^) /(^)-^(p,a)9(.r).

Supposons par exemple f(x) rr- (t — x ) " ^ , / ^= -= i , a i==a , p < = = ï ;
nous aurons ^f.r) == f t • .r)^7'; la fonclion/'('z*} (ï^ régulière dans la
couronne limilée (ïar les deux, cercles | ^ . '— j , \ - : ^ r et [ . r — ï | = = l { ,
\\ ^> /•, ce qui n'a pas lieu pour yCf) qui a ^eneralerneni un point,
de ramifical.ion dans.r^- ï * Le domaine en ([ueslion est, dans ce cas,
l imité par deux courbes dif ïerentes.

/fn//. À'c, TV/?/'///., (3) , X X X . — MARS n)r;î. 17
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Considérons maintenant 'une suite infinie de fondions analvtiques

( i3) Fo(^), Fi(^), F,(.T), . . . , F,(.:y), ...

régulières dans le même domaine s i m p l e K, l imité par u n e seule
frontière sans nœuds, e t - t e l l e s que F//OÏ") a^ pour tous les //, dans le
point .'r== o un zéro précisément de l 'ordre n, nous aurons pou r tous
les n des séries de puissances de la forme

A' ""-: WS

( i f, \ t7 / /yi\ — .̂ ri ^n-^s fi —/- r\\1 4 / r n \ 'v ) — /' M/^,,s••z' i "//,{) ••/•••••• (- /•

.s' =:.:10

Posons ensuite, pour tous les n, et en appliquant les paramétres (s )

( 1 5 ) (î,/(,r)-^(a, i3)F,(^),

tous les éléments de la suite inl inie
( 1 6 ) Go(.r), Gi(.z-), G,(.ï), . . . , (.//(.y), . . .

sont réguliers dans le domaine K, el. il. n'existe pas un domaine
simple plus étendu que K, où toutes les fonctions G,/,(^") sont régu-
lières.

Ces remarques laites, nous démontrerons sans peine le théorème
suivant :

2. Supposafia y ne /a série fn/inie
n ̂  ao

(17 ) /(•-/-•)--^ A» 1^(.^),
n r;z o

dont les coefficients son/ indépendants (le Xy soit uniformérneni conçer"
génie dans un domaine simple K^ la frontière y comptée^ ceUe au Ire
série

n "~: ^

08) y(.r)=.o,,(c<, fi)/(.^)=:^A,(;,,(,r)
1 1 (»

a la même propriété^ et la. série (ï8) -ne peut être imi fermement conver-
gente dans un domaine simple plus étendu, (fue K,.

En effet, désignons par m un positif entier quelconque, puis posons
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pour abriter

<l̂  { x ) =V. ̂ A-.^ 1 1 •% o = ̂  ^ fu — i .

t'indis (|i:ê.e nous aurons, |)ou.r/z^m, conslaiïunent,

^(.:r):-F^(.r),

Ions les c le inenSs (.li.^ la suite infinie

^"w <li>,, ( .r j, .r /" <1^ i ( ,r ), . . ., ,r /// <1^, ( .:/• ), ...

so î i f , rn^islie.rs, j)ourvi.ê ( j i se Ions les élcsncnis dc la snileO.'i ) ix.îssede.nS.
Ct^l le, [ïroi.tri i ' î le, cl la série inlini^

'v ̂ "'M î-̂.j :̂̂ /''//. (>
csl l u s i f ' o r n î c î n p s s i (•oïlvî^.r^^.ïnic dans le domaine signpie, où la série
donnée ( 1 7 ) a celle propriété.

delà posé, on voil que lu dénsonsiralion du Ihéorérne 2 esl iden-
l i ( jne a eellt^ (jue nons venons d'élal)!!!" |)our le Ihéoréine |)récédenl (').

Les applicalions d^1 ces deux llléoréines dans le cas ou f(x) est
nne fonction hype^'éoméiriqne el dans le cas où, les Ibnclions F^(.'z;)
sont de la lonne (1:2) el (j/i) du i:)a.ra^raphe J, sauteni aux yeux.

Dans ce <|ui suit noas a,vons a profiler de telles applications parti-
culières.

C11APITHE II.
m\SOLîîTIO:N DU PIU-;MîEH t'IîOlîî.KMK.

III. — Sur une série d'Euler.

^onr résondrt^ le premier des problèmes énoncés dans le para-
graphe ly nous re.marqu.ons (ji'ie

.^^(l ̂  ̂ Y^n

( ' ) Comi)tjrci." le paragr<ij[)l»o XV (I(i ma 'r/iâorle des fonctions ^ncU^.splK'll'^(^il.(îs.


