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SUR LES

ÉQUATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS

PAU M. SEUGE BERNSTEIN.

Les pr inc ipaux résultais du présent M'émoire ont été résumés dans
trois Notes dos Comptes rendus (les 28 février, 4 juillet et 18 ju i l l e t 1910;
i l est donc; i n u t i l e de les rappeler ic i . Je veux seulement ajouter qu'un
certain nombre des proposit ions de la première Partie avaient déjà été
données en i<)o8 par M, Hadamard, (1). Mais la méthode que j 'emploie
di f fère essent iel lement de celle de M. Hadamard et des autres auteurs
qui , après M, l l i lbert , abordent directement le problème du calcul des
var ia t ions en n ' u t i l i s a n t pas, ou presque pas, les équations différen-
tielles classiques. Pour moi, c'est, au contraire, les équations différen-
tielles qui. occupent la place cent ra le ; le calcul des var ia t ions n'est
qu 'une application importante de la théorie générale des équations
du. second ordre, dont l 'étude se trouve seu lement quelquefois simpli-
fiée par les considérations du calcul des variat ions* Les deux po in t s
de vue me semblent également lég i t imeSy et peut-être l 'étude indirecte
du prohiéme du calcul des variat ions rendra-t-elle ce problème plus
accessible par les méthodes directes*

(1) J. U A O A M A I U ) , ^ur Uî problÈma d'ctualfSG rotatif h réquiMre des plaques élastiques
ûncfuiréc^
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. PREMIÈRE PARTIE.
ÉTUDE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES OnDINAÏKES

DU CALCUL DES VAIIUATIONS.

CHAPITRE I ,
CAS D'UNE SKÎJLK ÉQUATION.

1. Nous verrons plus loin que les équations dHÏereutielles ordi-
naires du calcul des variations se présentent, le p lus souvent, sous la
forme
(!) y^/K^yi, ,^,y,,y^ —,^) (/::::= i,^, ...,n),

où les/} sont des fonctions, en général eonl inues pour toutes valeurs
réelles des variables (sauf des valeurs par t icul ières de x, y,, ,.., y,,)
et qui restent inférieures en valeur absolue à k(yl^+yjl+ .,. + ̂ ;),
lorsque les^croissentindénnimeiït^dépen<lantseuleni(nitde^,y^...,
y/,. Nous appellerons les équations (i) de cette ;nature équations (L).
Un cas particulier important est celui où les/} sont des polynômes du,
second degré par rapport auxy^ c'est la forme sous laquelle on peut
mettre toujours les équations de mouvement de Lagrange. Ce cas a été
é tud ié^parM. Pâiulevé ( 1 ) qui supposait, d^illeurs, les fonctions/}
analytiques. Le résultat fondamenta l de cette étude est le suivant (2) :

^Ji ? y^ - • ? y^ tendent vers <fe mieursjixes y^ y!p ,. ̂  y^ , lonque x
tend vers x^ et que tous les fi SOTU réguliers pour ces m'ieura de x^ y^ les
dérivées y'^ tendent également vers des valeurs finies.

( l ) Leçons sur la théorlô cmaty tique des êquatiwu di^érentidl^ ; 1^97,
(8; LUC. €'U^ p, 5(j0.
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Pour pouvoir a p p l i q u e r dans la sui te le théorème de M. Painlevé, il
est nécessaire de le présenter sous une forme un peu différente : c'est
ce que nous allons (aire, en en donnan t en même temps une nouvelle
démonstrat ion, basée sur la méthode des fonctions auxiliaires que j'ai
souvent employée dans la théorie des équations aux dérivées par-
tielles.

Étudions ici le cas d'une seule équat ion et, pour fixer les idées,
supposons toujours cette équation analyt ique.

2. TÏÏÉOHÈME. — Si y est une solution ancdytique bornée, pour
ao<^ x <^ 60, de U é(fnation

(2 ) • y'—.A.^y^/),

ou \f(x^ y, y')) <^ A y'2 "4- B, pour les valeurs considérées de x, y, la
dérivée y 9 sera également bornée.

Kn effet, nous pouvons, sans restreindre la généralité, admettre
que y s'annule pour -r," ̂  ^o et x === h^.

Par hypothèse, on a

(3) y^.^Ay^Bî

or, posons
..̂ .̂M...,̂ ,̂^ A

où M est le maximum de | y ; donc

.̂,,,.̂ ,, .^-^L^^L.
^ '1"""1" '2 \ ff^ " ~"" ^K/./ ^Â^.'2

L'inégalité (3) prend donc la forme
/ / / / „ ^ H

ïîu ^ T^t^

et, puiscjue M ^ T , il vient
u">—^KBu.

II existera certainement un point b, où y== u'' = o. Admettons que,
à gauche de ce pointa /// soif [ îos i t i f ; alors on aura

u' / / / />— ^ABut/1
KK

Afin. Ma. Norm., ( 3 ) , XX.IX. — Oc'roitRK 1 9 1 2 . oû
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et, eti in tégran t ,

— « / ï ( ,y ) > — ^ A H I u1 ( h ) ~ u^ ( .r ) |,
OUOU

et
^^ . . rX^Ai î^^^)

_ . Sî ( r { h ) ^ B ,^
7 " 1 ^' 1 «"'rf'̂  " ——. » - • - «•"/*̂  .——.. 1 - - /'"'" 1'» l••

• vz) "' -i'A a'ïll'(.^•'} lil" ->.h '

Si /^ on (ce ( j i i i rev ient au m ê m e ) y ' é l a i t néga t i f , ou n ' au ra i f (]u'à
r t ï i np iacor y par —;y. L(* inôljiie r a i sonnomcn l s ' a i^p l i t j lKM'a à droite
de h. Donc, ( l ' u n e (açon gcncrale,

H ,.A.( 4 ) Ij^K^/:1^^".-v^
Hemarque, On voit ainsi que si, ;̂  ( (MKlan t v(*rsr^^y ne s'ai)!)!^^1!^?

))as indofinitneiit (l'niio valeur, (jui fa i t < ' i *o i t r (* f iiiHicfinimenI, (*( ne
croîl. ()as i lK léf in imenJ, il (ct idra vers (inc l imite fix(s ainsi (jtie sa
dérivée. On voit do mém(u|iH1, si A cl H rcsiani linis, ( jnel los quesoicnl
les valeurs (illies de ^^y-, le ()oint, x —.. n^ é(ai l> nui [)oinl ^l ' indéterni i-
n a t î o n [XHirj.» l'é(|(»aiion y — N aurait une in f in i lé d^^ solutions quel
que soi!, N.

3< La propriété mrporlant.e que nous veuous di* (rouver des équa-
t ions (L), dans [(^([uellc^s la croissance par rapport a y' du second
ineinhre î^est pas supérieure a 2, les distingue de toutes les autres
équations du second ordre.

En etÏel, il esiaisé de montrer que, ^ la croù^a/w (/( ' f f par rapport
à y esi supérieure à '2, il. peut y avoir (les solutions l^orriécs dont la
dérivée y' croît ifidéfinirwrU.

Supposons, par exemple, que pour^y'^-o et assez ^rand,/' [misse
se mettre dans l.e voisinage de a; -^ .r^, y — o sous la (orme

/l=/^[A(. lr,y^--i- l-ej (A , : (» ) ,

où £ tend vers zéro, lorsque^ croît i n d é f i n i m e n t , et m ^> 2.
Si Fon considère /x* comme (onc t ion de y, r é q u a l i o n deviendra

( 5 ) .^^—.r^CAf.r^)^11^.!,
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où a == 3 ///, el £ tend vers zéro avec ^t/ (pour.r '^> o). Cette équa t ion
admet toujours u n e s o l u t i o n di i ïerente de la cons tante x^ se réduisant
p o u r y = = o à ^•o, et ayant sa dér ivée x ' nu l l e en ce point . Pour s'en
convaincre , posons (.•r')1''""^-: u^ après avoir remarqué que i — a ^ > o ;
l 'équat ion (5) se rédui ra alors au système

dn — i
dr / — a

(/.r

r A ( ^ y ) 4 - £ ] .

i
i ~a

dy """"

Le système ( ^ h i s ) admet c e r t a i n e m e n t au moins une solut ion ( 1 )
d i f Ï e r e n t e de x == x ^ , u === o, p renan t ces valeurs in i t i a les ponr j = o.
La courbe qui correspond à cette so lu t ion aura a ins i une tangente
para l lè le a l'axe des y; y croîtra donc i ndé f in imen t quo ique y est
borné.

,1e d is , de p lus , que ̂  lu croissance de fest supérieure à 2, il existera
de lois points P et Q, (ju aucune trajectoire satisfaisant à V équation ne
pourra passer par ces deuoc points.

En eftet, soit A négat i f , pour f ixer les idées; nous concluons alors
de réquation (' /)) que les trajectoires (an^entes en r=jo à la verti-
cale ^=^'<, , a ins i que celles po-ur lesquel les oc''^> o est assez p e t i t ,
( ou rnen t leurs concavités vers la droi te . Toutes ces trajectoires com-
menceront donc par s ' é lo igner de la droite x = /r,,, lorsque y croîtra;
i l y aura , par conséquent , sur la vert icale x == x^ -4- rj (Y] > o), pour T]
su i ï i s ammen t peti t , des po in t s où ne pénétrera aucune des trajectoires
sor tan t de P f ^ y o ) *

4. Revenons aux équa t ions (L) et considérons l 'ensemble de points
( ; r ,y)qui r enden t i n f i n i l 'un des coefficients A ou B du théorème 2.
En e n t o u r a n t tous ces poin ts de peti ts cercles et en i so lant le po in t de
l ' i n f i n i par un cerck1 d 'un rayon très ^rand, on ob t i en t up domaine û
( q u i peut ne pas ê t r e connexe) . Nous dirons qu'une trajectoire qui
j o i n t deux p o i n t s A et B de 0 est régulière entre ces deux points , s'il

( 1 ) E f i c y c / o / ^ f / n ! des ^('ic/fccf: ^ ^ ^ f t t ^ l ( t l m a t i ( | l l ( ' s ^ 1. I I , vol. 3 : E.nsiefice de l'inté^rcde
^n^f'ale^ par P. hlinkîvé. La solution sera eerlaineffîenL unique, lorsque m ̂ 3.
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existe mi domaine û, (le même nature que û, tel que la t ra jecto i re
arrive (le A en B sans sortir de Û,. Nous dirons, de plus, que la trajec-
toire est simple entre A et B, s'il est possible de fixer un nombre assez
petit £, tel que deux trajectoires pour lesquelles on a constamment
] y _ yj <^ sj y ^ y^ <^ £ ne se rencontrent pas simultanément à
l'intérieur d'un cercle de rayon p aussi petit qu'on veut, décrit autour
de A comme centre, et a l'intérieur d'un cercle de même rayon décrit
autour de B; la trajectoire sera dite multiple dans le cas contraire (une
trajectoire peut évidemment être simple entre deux points A et B,
sans être simple entre deux points A| et B, compris entre les pre-
miers). Ceci posé, nous allons démontrer le théorème suivant, :

THEOREME, — Soient o.) et (.0, deux domaines sirnpternent eonneocea
situés dans 0, si toutes les tra/eetoireff satu'faisant à âne équation (I.) ( 1 )
(fui vont de o à o>, sont urn fermement régulières et simples^ le nombre
de trajectoires qui joignent un point A de co à un point B de o), est le
mêrne^ (fuels c/ue soient lesf point!f A. et B de ces (îomai'ne^

Le mot uniformément expr ime év idemment que toutes les trajec-
toires en q u e s t i o n restent a l ' i n t é r i e u r d ' u n même doma ine Ll,.

Soient B et B, deux points de o), qu 'on pourra jo indre par une l i içne
polygonale, dont , les côtés seront: parallèles a u x axes, en t i è rement
contenue dans ro1^ Admettons q u ' i l existe u n e t ra jec to i re passant par A
et .B. Pu i squ ' e l l e est régulière, elle aura f a cause du théorème 2) une
tangente bornée et, en part icul ier , la va leur dey en A sera égale a un
nombre fixe a^» En vertu d 'un théorème connu, on pourra .fixer un
nombre déterminé £ tel que, pour | a —• i^ [ ';:• £ et pour x^ <^ x <^ ̂  •+• £
(en désignant par x^, y^ et x^ y,, les coordonnées de A, et. B), on
puisse représenter la trajectoire AB et les trajectoires voisines passant
par A, par l 'équation
(6) y =: 9(.r, a),

où ç est une fonction c o n t i n u e de x et a (lioloïnorpbe, si / 'est sup-
posée ana ly t ique) . De plus, la trajectoire AB étant s imple .» ^ est mono-

( l ) Pour simpliflor les raisonnenKmts or» potUTil Bupposor, danH la suit.o, lu fonction /'
analytique.
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tone par rapport à a, pour (/r — .T,)'2-}- (r --y,)^?2; celte dernière
inégal i té , d 'a i l leurs , peut toujours Être supposée réalisée par le choix
convenable de £ et de p. Ains i , on aura

(7)
y(.r,a<,-h e) <^(x, ao),

9( ; r ,ao—£)>o( , r ,ao)

(si l'on suppose 9 décroissant pour fixer les idées). Soit alors B le
sommet voisin de B de la l igne polygonale BB,. Je dis que sur le
côté BB' il y aura un pe t i t segment BG, , dont tous les p o i n t s seront
rencontrés par des courbes de la f a m i l l e (G). En effet , la droite BB'
aura pour équat ion w =•= x^ o u ^ y = = y i ; dans le premier cas, i l s'agit
de résoudre l 'équation

y := y (.ri, a),

pour y vois in de y, ; dans le second cas, l 'é( |ua(ion

y i = 9 ( . r , a ) ,
pour x vo is in de /r,.

Dans le premier cas, le p o i n t (^ aura év idemment pour ordonnée
^(^^a^-h £) si, pour f ixer les idées, on suppose ÏV plus bas que B.
A partir de G( , on pourra construire de la même façon un segment Ci C^,
tel qu'il soit rencontré par les trajectoires, don t la dérivée y en A est
comprise entre 0^4- e et ao-+- ^£, et a ins i de suite. On arrivera néces-
sairement au po in t I^ en répétant u n nombre l imi t é de fois la même
opération, car, au t rement , cela prouverait qu ' i l existe des trajectoires
a l l a n t de A en o)i, don t la dérivée ne serai t pas bornée.

Dans le second cas, l ' équa t ion y ,==^(^ ,a ) admettra une solu-
t ion a(ao •— s <^ a <; a^ +• s), pourvu que | x — <z'o | <; £ <^ p, car les iné-
galités ( 7 ) d o n n e n t

9 ( .y, <^ -+• s ) — yi < o, y ( ̂ , ̂ o — Ê ) — yi > o.

Cette fois, la grandeur du segment BC,, est égale au nombre déter-
miné £; par conséquent , en répétant la même opération un nombre
l imi té de fois, on arrivera à B'.

On passera ainsi d'un sommet de la ligne polygonale à un autre,
jusqu'à ce qu'on arrive à B. Donc u n e trajectoire régulière AB se
transformera, toujours par cont inui té , en u n e trajectoire régulière AB^.
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I I s o r a i t d ' a i l l eu r s impossible q n e d e u x t ra jec to i res d i i ï e r en te s , passant
par A ci B, condu i sen t a une même t r a j ec to i r e passant par A et B , , car
cela s i g n i f i e r a i t q u e la t ra jec toi re Ati, n'est pas s imple . On en c o n c l u t
que le nombre des t r a jec to i res passant par A et B est le même ([ne
celui des trajectoires qui passent par A ) et B i . c. o. r. n.

5. Dans les appl ica t ions q u i vont suivre on supposera , en général ,
que le d o m a i n e û se r é d u i t a un cercle de rayon auss i ^rand qu 'on le
ven t , ce qui s ign i f i e que y* n'a pas de s ingu la r i t é s a d i s t a n c e f i n i e .
Nous d i rons alors que l ' équ ; i ( ion ( I . ) est ré^nlief'f^ si, folU^s les irafec-
loires joignant deiw p o i / i f a (le 12 sonf. uniformément / ' é ^ n f i ê r e s . ( I l est
évident que, malgré la r é^u l a r i l e d ' une t ra jectoire en(re deux | )o in (s ,
celle-ci peut deven i r i n f i n i e après avo i r dépasse ces po in t s . ) Si la
même propr ié té a l i e u dans un d o m a i n e d é t e r m i n e ro s e u l e m e n t , on
pourra aussi dire, pour abréger, que l ' é q u a t i o n est régul ière dans le
doma ine o).

On appe l l e ra cinyse (run domaine a», par rappor t à u n p o i n t A , le
nombre m î i x i m u r n de trajectoires régul ières qu'on peut fa i re passer
par A et par n u po in t donné de (o; si ce nombre est f i n i , q u e l s q u e
soient c») et A, ce sera la classe de Péqua t ion considérée.

En a d o p t a n t ces d é f i n i t i o n s , on d é d u i t du théorème "î que ;
Par deu'r p o i n i s donnés, on peut toujours faire panser une el. une seule

(rajeeloire régulière fîulisf (usant à une é(fu.a!'ion régulière donnée, de fîre-
rïdèrc classe.

lin e f fe t , le nombre des trajectoires sera te même quels q u e * soient A.
et 'B; ce nombre ne peut donc être difTérent de î .

Pour reconnaître qu 'une équation ( L ) est ré^u l iè re^ i l su f f i r a évi-
d e m m e n t d ' i n d i q u e r a priori u n e l i m i t e supérieure du m o d u l e de la
s o l u t i o n , quels que soient A et B.

6. Application. — Considérons l ' équat ion

(8) J'=/(^r,y),

où /'est f i n i pour x, ^y, y f i n i s et ne c ro î t pas plus r a p i d e m e n t quey'^
pour y' i n f i n i ; ffi f'y^ k ^> o, // e,ri$te toujours une trajectoire unique
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passant par dewv pofnis fixes quelconques ( 1 ) . En effet , la différence o
entre deux solut ions de l 'équat ion satisfait, à une équation l inéai re de
la forme
(9) o^Aô'+Bô,

où B>o; on en conclut ([ne S ne peut pas avoir ni de maximum positif,
ni de minimum négatif (la conclusion subsiste, même si B, c'est-
à-dire /"/,, s'annule ). Par conséquent, il ne passe Jamais plus d'une tra-
jectoire par deux points. D'nutre part, on peut mettre (8) sous la forme

^^/(.r, o, y ' ) -1-- y,/;-(.r, O r . /) (o < 0 < i);

donc, sij at teint son maximum positif M, on anray^o, d'où

,, —/(.r,o, 0} L,M,__^^^^^^^

et, de même, le minimum rn salisfait a l ' inégalité

, - /"( . r ,o,o) „ Lfm • ,.....„-„.,..,.„•:,.„-„.„_..„..„..——, ^> "........ , ,
K K

si l^ist l e » maximum de |/(.r, o, o) | dans l ' intervalle considéré.
Il est intéressant d'examiner le cas où fy peut s'annuler, où la

seconde part ie du petit raisonnement que nous venons de faire n'est
pins valable. Dans ce cas, on verra facilement qu'on pourra donner
une limite supérieure de \y , si l'on sait, qu'il ex iste une solution qui
passe par deux points qui ont les mêmes abscisses que les points con-
sidérés, car il suffira d'envisager la différence entre la solution cher-
chée et la solution donnée, en se rappelant que le module de celte
différence [ à cause de (<))| ne peut avoir de maxima. Grâce à cette
remarque, il sera, en général, facile de décider si le problème est
possible. 1 1 est d'ailleurs certain que les deux cas peuvent se présenter
pour/^.. == o. Con sidérons, par exemple, l'équation

/^i 4- y2

qui n ' admet pas p lus d 'une solution passant par deux points f ixes;

0 ) Je publio ici, pour la première ibis, la démonstration de ce^ théorèmes que j'avais
éïioncéîS on avril igoî, (lans inuîNote (les Comptes rendue
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son intégrale générale sera

y ,„..,. y^ :,,, __ lo^ COS ( .:f — ^o ) ,

et l'on vér i f i e imimxl ia tement q u e toutes les so lu t ions passant par
l'origine sont données par la f o r m u l e

."-' 1 ir ^^O „,,„, . ,, î _

• """"" 1 1 1 b ces ( .̂  — .'r,, ) """"""" 1 n cos.z* -•-" a s "m .r?

où a est la dérivée y à l'origine. On voit qu'on pourra (aire passer la
trajectoire par n'importe quel second point, dont |^| <^TÎ; mais il sera
impossible de la faire passer par un point où -y[ '^T:, car la valeur de a
sera toujours déterminée sans ambiguïté, mais y cesse d'être fini si
l'intervalle est égal ou supérieur à TC.

tîem.ar(fue. — Dans la Note que je viens de citer, J'ai donné égale-
ment la proposition suivante, relalive aux équations qui n'appar-

(ieuuent pas à la classe fL), mais satisfont à la condition ^•"o :
"• •' ^ \1 ! 1 1 ' 1 \ ' 1 1 1 ' ! ! 1 ' ' 1 ' 1 ày

Si l'on peut mener une tra/ecloire ré gui le nî par A cl B, ainai qw par A
et .IL, les poinu .B< et lîy ayant les rnê'rwm a/^wscs, il est également pos-
sible de mener une ira/éclaire AB ^ le point B a la même abseùse <fue H^
et H^ et l'ordonnée comprise entre les ordonnées de B( et IL,

La proposition est une conséquence de co fa i t que la trajectoire AB,
si elle existe, est nécessairement comprise entre AB, et ABy (c'est-
à-dire, par exemple, j, ̂ y'^yy) ^i d^ |)IUH, on a aussi

y^y'^y^
aux points de mômes abscisses, puisque chacune des diderences entre
deux so lu t ions te l le que (j^ y) par tan t de la v a l e u r zéro sera néces-
sairement monotone*

7. Le théorème du. paragraphe 5 peut être généralisé d 'une façon
asse/; remarquable .

TIÎÉOHEME. — Toutes les ùfuaiioru régulières sont nécessairement de classe
finie et •impaire dam an domaine jini c/uelcorufae r.o ; si ik 4- ï eîft la classe
d^un domaine co par rapport à un point A de ce domaine^ le domaine co
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se décompose en des régions co,, co^, . . . , o-).»^-,,, (séparées par des lignes
corif liguées), telles q u ' i l passe un nombre i impair de trajectoires régu-
lières par A ei par un point quelconque de œ^. Ainsi il passe toujours,
par deux points donnés arbitrairement, au moins une trajectoire d'une
équation régulière donnée.

La remarque essentiel le sur laquelle repose la démonstration est la
suivante : puisque l 'équation considérée est régul ière^ donc la famil le
des trajectoires passant par un point donné KÇx^y^ aura pour
équation

y^cp^a),

où ç est une (onc t ion ana ly t ique de x et a (a est la valeur in i t i a l e de
la dérivée) qui reste holomorphe tan t qu 'e l le est f inie , et qui devient
i n f i n i e ou tend, vers une l imi te f i n i e , lorsque x tend vers une valeur
quelconque x^. (Les poin (s d ' i ndé te rmina t ion sont man i fes tement
exclus, car au voisinage d^un poin t d ' indé te rmina t ion , la dérivée au
moins ne serait pas .bornée.)

La première conséquence qui en résulte est que le nombre de tra-
jectoires passant par A et lî ne peut dif férer du nombre de trajectoires
passant par A et G q u e s i^ sur toute ligne jo ignant B à C, i l existe des
points D, où l'on a. s i m u l t a n é m e n t

^?y^(.r,a) el ^ = o.

Il existera, en effe t , un p o i n f c l ) (ce point peut être confondu avec B ou G),
tel que l 'une au moins des trajectoires AD ne soit pas simple et, en
ce point , on aura nécessairement

à^
Jff. o.

Nous sommes ainsi amenés à considérer comme les seules frontières
possibles entre les régions, où les nombres des trajectoires sont diffé-
rents, les ensembles de points sa t i s fa isant aux équations y ^ y (scy a)
et î-î r= o. La fbnc t - ion y é tant holomorphe dans le voisinage de Xy a,
deux cas s e u l e m e n t son), l og iquemen t possibles,

11 pourrai t d'abord exister des valeurs isolées de x qu i annu len t -z

Afin. É€. Norm., (3) , X X Ï X . — O(.TOBHE 1912. 56
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quel que soit a, tant que 9 reste bolomorphe, et a chacune de ces
va leurs de x correspondra alors une valeur b ien dé te rminée de y;
toutes les trajectoires correspondant a des va leurs de a d 'un in te rva l l e
(a, <^ a <^ a^) passeraient par ces points isolés ; donc, a va r i an t conti-
n û m e n t , elles no qu i t t e ra ien t ces poin ts que pour s'en aller brus-
quement à l ' i n f i n i , ce qui est imposs ible , puisque toutes les trajec-
toires passant par ces points sont u n i f o r m é m e n t régulières. Ce cas
doi t donc être exclu à cause de la régular i té de l ' équa t ion : les points
con-l'u^ués isolés ne pewent pas se présenler dans le cas des équations
régulières.

Nous devons donc admettre que Féquat ion a n a l y t i q u e y1 == o
dé f in i t , dans le voisinage de (.r,a), x comme fonc t ion Iwlomorphe
de a, car on ne peut avoir en même temps ——1" ~o (pu i sque —f-

s a t i s f a i t a l ' équa t ion l i néa i r e aux variat ions }, Les é q u a t i o n s ^ y =^ ^(o?, a)/
(*(, _ ̂  o dé f in i s s en t donc un arc de courbe ana ly t ique ^:'^^(a),

yrr.^^a). Cette courbe se prolongera i n d é f i n i m e n t et admet t ra , à
distance f i n i e , des po in t s s ingul iers isolés ( < ) , q u i ne pour ron t se pré-

i i ^2('?senter que lorsque -.^ ̂  o.
Cela é taut , si l 'on traverse u n e tel le courbe front ière en un p o i n t

o rd ina i re f o u ^ — 4 : 0 ) - le nombre de t ra jectoi res va r i e ra de 2; parcon"\ //a'- ' - y " "
séquent, ce nombre variera de 2, si l'eu traverse la f ront ière en n ' im-
porte quel point . A ins i , tout le p lan se décompose en une su i te de
régions telles que les classes de deux régions vois ines (séparées par
des l ignes) d i f f è r e n t de 2*

Or on sait , d'après M, Picard ( Journal de Mat/léfnatùpuiSy i8()(>} que
si les coordonnées (x^ y } d'un po in t B d i f Ï e ren t assez peu des coor-
données (^<»»Jo^ d11 p o i n t A on peut obtenir , par la mé thode des
approximations successives, une trajectoire passant par ces deux

( r ) Ces poml.s shï^ulict 's seront (îéœs.siUt'oiiient (lo.s poinis do robroussenioiiL ; on
vorifiera é^alcnu'nt que ces courbeH, <Ionl l'cîisembîe cotistilue la l ï^no dilo conJii^uMe dit
point. A, s'étendent, a l ' infini <!e [mrt ot d'asïtre, smis avoir de tan^onies vorticaîcs; doux
branclies no seront jamais tangentes euiro ellos.
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points. De p l u s , i l n'y aura pas d'autre trajectoire remplissant les
mêmes cond i t i ons et tel le que \y\ et [y restent inférieurs à un cer-
tain nombre fixe.

Donc, dans le cas de l 'équat ion régulière, il y aura une certaine
petite région prés de A. telle qu'il y aura u n e et une seule trajectoire
passant par A et par un point B de cette région. En rapprochant cette
remarque du résultat que nous venons d 'obtenir , on arrive à la con-
clusion annoncée .

Heman/Ke. — Dans le cas où l 'on sait a priori que le nombre de
solu t ions ne dépasse jamais i, on peut conclure réciproquement, du
fa i t que l 'équat ion n'est pas régulière, que le problème de mener une
trajectoire par deux points fixes n'est pas toujours possible pour cette
équat ion. Mais, dans le cas où le nombre de solut ions peut être quel-
conque, la réciproque cesse d'être exacte. Ïl peut être u t i l e alors d'in-
troduire une nouvelle d é f i n i t i o n .

Si l'on considère toutes les paires de points A et B de 0 par lesquels
il passe* un nombre quelconque n de trajectoires régulières, on dira
q u e l / é q u a t i o n est relat ivement régulière si, en choisissant convena-
b l e m e n t » pour chaque paire de p o i n t s A etB, une trajectoire simple(AB),
on peut o b t e n i r des trajectoires un i fo rmémen t régulières. On voit
imméd ia t emen t que si l 'équat ion est relativement: régulière, il existera
toujours au m o i n s une trajectoire régulière passant par deux points
donnés. Il est t rès probable que la réciproque de cette proposition est
exacte; en tout cas, on se rend compte fac i lement que si le choix des
trajectoires (AB) est impossible, même lorsqu'on n'exige pas que
celles-ci soient simples, le problème de mener une trajectoire par
deux poin ts donnés ne sera pas toujours possible.

La va leur pratique de cette remarque est cependanfcassez médiocre,
car i l n'est pas f a c i l e de décider, avant l ' intégration, si une équation
est re la t ivement régulière.

Au contraire, il est en général f ac i l e de reconnaître a priori si une
équat ion est, régulière, et c'est pour cela que le théorème précédent
? o u rra s o u v e n t ê tre u t i l e.

8. A p p l i q u o n s les résul tats qui précèdent à l 'équation à laquelle
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satisfont nécessairement les extrémales, ou trajectoires, relatives à
l'intégrale

( 1 0 ) f ^(^y,y)^ (^>o).
* •^'0

C'est l 'équation bien connue d'Euler qui se met sous la forme
ret T," y/ V(,) y^^^_lZ^^-/(.,^y).

r-îyi

Cette équation appartiendra, par déf in i t ion , à la classe (L), si la
croissance de l'expression /(^,. y, Y) pour y i n f î n i n'est pas supé-
rieure à 2.

Il est aisé de voir que ce aas se présentera toujours^ lorsque kl crois-
sance a de ^ par rapport à y, sera supérieure à ï . En e f Ïe t , admet tons
que S et ses dérivées des deux premiers ordres croissent a lgébr ique-
m e n t pour y' i n f i n i , de sorte que

^(;r, y, y' ) =: | y' ̂  [ A (.r, y) +• £ ], ^ = a ] / [a 1 [: A. (,r, ,>') 4" Ê, ], ... (A. ;:• o )

où les E tendent vers %éro avec — »
Par conséquent,

y ' ^ [ n ( ^ , y ) ^ r i ] __ _ ^ . } - / â^
y.(,,^y) -. ̂ -^^^ - .^^^^^^ '"^^^ + £^ ,..„. ,̂ ..,,̂ ,,̂ ,.

On voit a i n s i que non seulement si o c > ï y mais aussi, d 'une façon
générale, si a ̂  i, a ̂  o, la croissance de /'n'est pas supérieure à 2.
J'ai surtout s ignalé le cas de oc> i, car c'est celui qui se présente le
plus souvent, puisqu'on a nécessairement a^ ' î , lorsque le terme prin-
cipal de S est indépendan t du si^ne de y (la condit ion ^Çg > o étant
remplie). Mais on voit bien que la conclusion subsiste, si ce terme
principal prenait des valeurs d i f fé ren tes pour +00 et — co; dansée
cas, l'ordre a de l 'une de ces valeurs serait toujours supérieur ou
égal à i, en vertu de la c o n d i t i o n ^^>o, tandis que l'ordre de la
seconde pourrait être quelconque ( non négatif) . Ainsi , (huns tous les
cas, pour que l 'équation (n) soit de la classe (L), il mj^U qu 'aucun
des ordres de croissance de S ne soit égal à o et à ï .

Cette c o n d i t i o n n'est mani fes tement pas nécessaire^ mais, dans ces
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cas exceptionnels , où l'ordre est o ou i, on pourra toujours examiner
directement l 'équation d'Euler et voir si elle appartient ou non à la
classe (L).

9. Considérons quelques exemples :
ï ° Soit ^'(.T, y , y ' ) == y'2,4- siny. Dans ce cas, a = = 2 ; l 'équation

(FEuler sera donc de la classe (L); en l'écrivant, on a effective-
ment y"'=-: cosy.

2° Soit f f ( ^ ? y , y ) ̂  ^''-t-- f(x,y). Dans ce cas, a est inf in iment
grand et il ne serait pas rigoureux de conclure immédiatement que
l 'équation d'Euler est de la classe (L). Pourtant i l " en est bien ainsi,

^—y"^
puisqu 'e l le a la formey^ ——7 -+" y.,, et il serait facile, sans doute,
de préciser les condi t ions q u i permet t ra ien t d'appliquer immédiate-
ment le résultat précédent aux cas de croissance transfinie.

Mais , au l ieu de nous arrêter sur cette question, considérons deux
exemples r e l a t i f s au cas l imi te , où a == i.

3° Soit S ( x , y , y) =y^ •+- \/ï 4- y ' 2 . L'équation d'Euler correspon-
dante sera

y " - = ^ y ( l + } f f ï Y ,

EUe ne rentre pas dans la classe (L).
4° Soit S ( x , y, y ) == \/i 4-y^ •4- y'2. Dans ce cas, l'équation d'Euler

devient
^^^(i.+.y+y2),

et l'on voit q u ' e l l e appartient à la classe (L).
Nous voyons que , dans le cas de a ==== ï , l'équation d'Euler n'est pas

nécessairement de la classe (L). C'est ce qui -se présente dans
l'exemple (3) qu'on sait intégrer.

Nous devons donc vérifier ce fait, qui semble paradoxal, qu'il
n'existe pas, en général, d'extrémale passant par deux points donnés
M(,, M ( , et rendant m i n i m a l'intégrale

^ ï , ,___.,
ï [ y ^ + ^ i 4.- y ̂ \dx,

«A»,,
quoique celle-ci admette toujours, évidemment, unelimiteinférieure.
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Il suffit d'envisager les points M ^ Ç o . o ) et M , i ( ^ 2 J et de remarquer
que Fintégrale générale de l 'équat ion

j^ 2 7(14-y2 ̂
est

.=P^^^^^^^^^^^^^^j ^^^^(^

de sorte qu'on a, pour d é l e r m i n e r C ,

^ „,„„ /''Jz!j:il)̂ ^^^
i"-^^ TÎ̂ .̂:̂ :̂ '̂

Or cette égalité est na tu r e l l e ineu l impossible, p u i s q u e le second
membre est complexe que l que soit C. On véri l iera que l 'ordonnée
maxima b dn po in t M1^ qu'on pour ra i t j o i n d r e a M par une extrémale,
est déterminée par l 'équation

ï r 1 1 v^^ / . y

' ,/<, \/f-r
Nous n 'api ï rofondirons pas1 ici €(* cas except ionnel ( l f ) , où l 'équa-

tion d/Euler rfai) i )ar t ient pas à la classe (L). l^lacons-nous, au con-
traire, dans le cas général où elle appart ient a la classe (L). Ceci
aura l i en , par exemple, si l 'on peut f i xe r un nombre positif X*, tel que

^>Â->0,

car alors la croissance de '$ est au moins égale à 2. Dans la s u i f . C y
nous supposerons toujours rempl ie seu lement l ' inégal i té ^^>o.

10. Considérons d^abord le cas de a ^> î où l^on sai t , d'après ce qui
précède,, que l 'équation d'Euler est nécessairement de la classe (L).

Je dis que ffi\ dcins un domaine ii déterminée 'mais aufîsi grand quon le
veul^ la croissance a de S(Xy y, y') par rapport a y/ est supérieure à i ;

ô^si, de plus, — admet une borne inférieure pour y ^> o el une home

(') Dans co cas, et dans ce cas seulement, il est niilo (le meltro le problème SOUK la
ibrmo paraméinqufô,
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supérieure pour y<^0y Inéquation d'Euler est régulière. I l passe donc
toujours un noniLbre impair <U extrémales par deux points quelconques.
En ellet, nous pouvons admettre, sans restreindre la généralité, que
les po in t s considérés sont sur l'axe des Xy et que l'extrémale reste entre
ces deux points d'un môme côté de l'axe; soit, par exemple, y^o.
Dans ces c o n d i t i o n s , i l existe, par hypothèse, un nombre fixe M (en

f)^général négatif), tel que — >M.
Or, de l 'équation d'Euler

d ( à^\ _ à^
clx\()y) ~Jy'

on t i rCy par intégration,

(^c-ri^^--'1-
quelles que soient les abscisses x^ et ̂  des points de l'extrérnale.
Choisissons ces abscisses de sorte que ^o corresponde à la plus grande
va leur posit ive de y, et que x\ (^i>^o) corresponde à y == o
( e t / ' ' < ) ) ; la valeur (— au second p o i n t sera alors infér ieure à un

nombre N qu'on peut f ixer d'avance (car si y croissait i n d é f i n i m e n t

par valeurs négatives, —7 deviendrai t négatif à cause de a > i ^ . On
tirera donc de l ' i néga l i t é (12), mise sous la forme

<•"-"' (^L.-^^).,.^-""-'"'
l ' inégali té

f ôS'
\Jy ^ < N — M ( ^ - - ^ ) ;

et puisque l 'ordre de ̂  est a - ï > o, on en dédui t une limite supé-
rieure de y ' . On appl iquera i t le même raisonnement pour obtenir
une l imi te supérieure de —y. De la l imite supérieure de |y| on tire
immédia tement une l i m i t e supérieure de \y . c. Q. F. o.

Remarque. — On voit que nous avons retrouvé directement une
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l imite supérieure de | y\ sans avoir eu besoin de nous appuyer sur la
propriété que l 'équat ion considérée appart ient à la classe (L). Mais

)'?'
nous avons uti l isé en outre l 'hypothèse faite sur —•

r)J' ( 1 >

En part iculier , la propriété imposée à — se trouve, en général,
• j 1

réalisée lorsque S peut, être l imi tée in t é r i eu remen t ; ce serait, en effet,
une singularité b ien spéciale d 'une fonct ion ^ { z ) si, pour ^==+co,
on avait y( ,s)<^M et que, en môme temps, ^ ( ^ " ) ne soit pas l i m i t é e
intérieurement (c'est-à-dire puisse prendre des valeurs négatives
aussi grandes qu'on veut) .

Ainsi, considérons l'exemple (i) du paragraphe 8. Ici

^(•^ y, y^) =• Y2 -h siny ; ^ ̂  a el j , <, i .

L'équation d'EuIer est donc, dans ce cas, régul iè re . On vér i f ie ra direc-
tement qu'il passe toujours un nombre i m p a i r de t ra jec to i res par
d e u x p o î n L s q u e 1 c o n q u e s.

'1 L Le cas ou ^ est l imi tée in t é r i eu remen t , n^est év idemment q u ' u n
cas par t icul ier de notre proposi t ion. Par exemple, si ̂ '(^y?^) ̂ y^+y,

ûSon aura aussi y" — ï , et la conclusion subsiste, quoique ^ ne puisse
être l imitée infér ieurement . On peut d 'ai l leurs d é m o n t r e r que , dans
des cas étendus, si la croissance de ^ par rapport à y e$t supérieure à
sa croissance par rapport à y, l 'équation d'EuIer est régulière. Pour
s impl i f ie r , bornons-nous au cas ^(^y, y ' ) == çCa'.y') — ^(<r,y). Je
dis que, si la croisaance oc > î de ^(.r'.y) par rapport, à y ' est supérieure
à la croissance [i ^> ï de ^(.r^y) par rapport (r) à y, l'équation d ' Ëuler
est régulière. En effe t^ l 'équation d'Euler donne , par intégration

^--.c^-^ ••
où k est u n e constante et I.j le maximum dey. De là on t i r e^ comme

( ï ) NaturoIJoniont (I;KÎ,S lo ^.as 0 1 1 ^ <' o j»<»ur (y[ tr<»H ^nuld, la croissanco y'àv rnpi)orl
9 y peut ('Hre (juelcontinc.
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précédemment r^ <^-+N,/^
^7—..

ou encore
^ya--i^/.j^i^-^

/c, é tan t une nouvelle constante. Mais, d'autre part , i l y a certainement
des poin ts oûy^ _ ' Donc, f ina lement , L satisfait à une inégalité
à coefficients donnés

AL^^Â-L^-hN

qui c o n d u i t à une l i m i t e supérieure pour L, pu i sque a > ?.
Ains i , soit ^(^?J,y) ==y'2 — |jp. Si ? < 2, l 'équation d'Euler est

régulière, mais elle ne l'est plus, en général, comme il est fac i le de le
vérifier d i rec tement , si p = 2.

Dans ce dern ie r cas et, en général, lorsque la croissance par rapport
ày est la même que par rapport à y ' , on pourrait cependant déduire ,
par le même ra isonnement , la régularité uniforme des extrémales,
lorsque la région o) est comprise en t re deux parallèles à l'axe des y
assez vois ines , mais déterminées.

E n f i n , si la croissance [j, par rapport à y, est supérieure à la crois-
sance a par rapport ^ y , l 'équation ne sera régulière, en. général, dans
a u c u n e région* Ains i , pour ^(«^?,y?y) ^y'2—,y\ l 'équation d'Euler
sera

y " ' + ^==0.

I /éqnat ion générale des extrémales passant par l 'origine sera

r-r"^^^-4, v^-y-3

y est donc une f o n c t i o n pér iod ique de .y var iant depuis —jo à -4- y^

de période T = -^ / ""====• Par conséquent , y^ pouvant être aussi
-ro J^i V 1 — ^ '

grand qu'on veut, on voi t que, parmi l ' i n f i n i t é d'extrémales qui passent
par deux poin t s qiKîlconqiies (aussi vois ins qu'on voudra), on pourra
toujours en trouver u n e sur l aque l l e \y\ dépasse tout nombre donné
d'avance.

Ânn. Éc. Nonn., ( 3 ) , XX ÏX . "•"• OCTOHKK i(}i'2. ^7
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12. Dans le cas où le théorème (10) esl a p p l i c a b l e , la s o l u t i o n ne
sera pas u n i q u e , en général . Examinons encore, pour t e rmine r ce
Chapitre, le cas où. l 'on sait a priori que la so lu t ion (si elle existe)
doi t être unique. On a alors la proposition su ivante :

Si (le nombre de solutions ne pouvant pas être supérieur à r) la fonc-
tion § satisfait à l'inégalité ( i }

04) ^,r..r/)>Â• .^I-PCT),

ou k est un nombre positif fixe et ^ une fonction de x bornée lors({ue x
est bornée la condition nécessaire et suffisante pour que le problême soit
toujours possible est que l'équation (F Ealer appartienne à la classe (I/).

Remarquons, avant de passera la démons t r a t i on , que l ' inégal i té (i/i)
AÎ^

est en général rempl ie , si la c o n d i t i o n - , ^ ^ > ( > , comme nous le sup-
posons toujours, est vérifiée.

Nous avons vu , au paragraphe 3, que si F é q u a l i o n n'est pas de la
classe (L), on pourra i n d i q u e r u n e paire de p o i n t s par lesquels i l sera
imposs ib le de faire passer une extrémale . I l reste donc à démont re r
que, réciproquement , le problème est ce r t a inemen t , possible si l 'équa-
tion d'Euler appar t i en t à la classe (I.).

En e!îet, si Pextrémale existe, (die réal ise le m i n i m u m absolu ( a)
de F intégra le

I —: J^(^j ,y)^r

entre les limites considérées. Par -conséquent si, sur une certaine

( 1 ) II suffirait môme (le supponer l'inégalité remplie seulement pour des valeurs de y'
d'un signe détennnié, en adrnetialit souitôînent que 'S reHte toujours bornéo iûférioiïrement.

( î ) Pour s'en assurer, H suffit (le rfnnarquôr que roxtronmîo E (lonne tin muinmim
relatif fort. Si co n'était pan un nimimurn absolu (uurtî les points A et B, on prendrait
'une courbe C, pour îa^uello 1 serait infériour* Mais alors on faisant varier continûrnont
Ic point B' sur la courbe C, on voit fitfil y aura une (îxtréniîuo allant do A à co point
variable B', tant que ctillo-ci resto ccH'npn.so entre EetO, et de i»lus la valeur de Pinté^ralo
îo long de AB'B sera snpérieuro à sa valeur sur E; l'extrénîale Aiî' ne rencontrera lias K,
mais si olîo traverse C, <ln plumeurs |)oîntH Ïf, U"^ on pourra répéter le môme raison-
nement entre deux points conséeutifn, et l'on unira ainsi par n'approcher autant qiùm veut
de Cy sur laquelle rinlé^raïe serait par con.séquent supérieure a ce qu^ellô devient sur E.
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courbe; on a

p(^^)^=II,

on aura, sur l 'ex'trémale,

f^(^j,y(^te<B;
d'oùd'où

IÂ-|y|rf^«;,

G étani une constante bien déterminée.
On en coriclutqnc

jl <p

ci le tinwérne est démontré en vertu du paragraphe 5.
Un cas important, où l'on sait a priori qu'il ne peut exister plus

d'une solution, est celui où

(ï^ (Y^ ( rM V.. / ô^ , \
^^r"1-1^ ^vec^'>o)•

c'est ce qui se présente dans les exemples (3) et (4) du paragraphe 9.
Conformé m on t a notre théorème, le premier de ces exemples qui

condui t à u n e équa t ion qui n 'est pas de la classe (L) n'a pas de solu-
t ions dans certains cas. Au contra i re , le second exemple, qui condui t
à une é q u a t i o n (L), admet toujours une so lu t i on .

On vér i f ie ra aussi que , dans le cas où l'on peut f i x e r u n nombre
pos i l i rA \ tel que ô^ ()^ ( 0^ y /^^^^^j >.,

le problème aura toujours une so lu t ion , puisque l 'équation (FEuler
est alors de la classe (L).
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CAS G É N É R A L .

13. Tous les résultats relat ifs à une é q u a t i o n u n i q u e que nous
venons d 'ob ten i r se reirouvent dans le cas général cl par des considé-
rations analogues.

On a d'abord le théorème fondamenta l de M.. Painlevé relatif aux
équat ions L. En se bornant à ces équaî ions on voit donc {\\l'une solu-
tion bornée entre (/eux points est régulière entre ces points.

Kn conservant les déf in i t ions du paragraphes^ on démont re aussi
le théorème de ce paragraphe. On en dédui t ensu i t e la propriété
importante des équations régulières de posséder toujours u n nombre
i m p a i r de s o l u t i o n s simples, passant par deux points donnés a rb i t r a i -
rement (sur les frontières formées de surfaces conjuguées, certaines
des so lu t ions deviennent mul t ip les) .

E n f i n , en passant au problème du. -calcul des va r i a t i ons^ on retrouve
celte propriété que les équations d ' E u / e r

d ( ôS \ ôÀ . . ,
j^\^) :-^; ^••-"•^ • • - n )

sont (le kl cla.w I,., si la fonction S dam l'intégrale ( 1 )

j ^ (j^ Ja. • • t » y'n • .ri. y^ • - ^ fu ^ x )d^

croissant al^ébriqu.eme'nl a^ec y'^ son ordre de crûùsance a est supé-
rieur à î.

•14. Considérons, {)ar exemple, l 'intégrale de l l ami l ton relative au

( l ) On supposera tonjonrs § îloloniorpîîo j>our les valeurs réelles dos variables et, (le
plus, on afiriiûltra (i<ïe l'd côndilion de .Lo^ondre (*st véridocî ideiîli<in(irn<înt, c/osl-à-dire

que Ifi» tonne quadnji tique ^ ——^—Z/%/^ (*si défiiiif*.
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mouvement l ibre
1== r (T+-H)^

«^(l

ou

T^y^
et

II (.y, ri, ...,.yJ

est la (onc t ion de forces. Les équations de mouvement

453

(i5) „." .,„._„„
J i ----

<)H
6 '̂

sont pa r t i cu l i è r emen t simples, et la démonstration du théorème de
M. Paînievé, dans ce cas, dev ien t i n t u i t i v e .

Je dis que si, pour \ y , < M, H salis/ail aux inégalités

M
àyi

<KM 14-K/

K et W étant dea constantes déterminées et \ < i , les équations du mou-
vement sont ré^alieres^ (f est-à-dire qa il existe toujours au moins un
chemin par lequel on peut arriver d'un point donné K. à un autre point
donné B au bout d'un temps (b — a} donné arbitrairement.

En eilet, | Yi\ ne P0111 ]r^ster constamment supérieur à un certain
nombre fixe N q u ' o n ' p e u t faire nu l , en supposant quej, s 'annule aux
extrémités. Mais si le maximum dey ,== M,, on a

/ ^ M/^ax.j,>^—^;

donc, en intésrant chacune des égalités (i5), on ohtient
(MM/^^^<(/ , -a)max—

b — a ' ' à fi
( /= j , . . . , n).

En désignant par M le p lus grand des M, on a, par conséquent, pour
la va leur correspondante de i,

ô'Ĥ M_
(b-aY
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et, en vertu de l ' inégalité ( iC),

M < {h— f / ) * 2 ] KM^ +•- K/],

(l'oû l'on ( i re une l i m i t e supérieure de M, pu i sque À<^ ï .
Ainsi, dans le cas d'un point pesant, il est toujours possible de le

lancer de sorte qu' i l arrive à un po in t dé terminé au bout d'un temps
donné. Dans ce cas, d 'ai l leurs , le problème n'admet q u ' u n e seule solu-
tion, et i l en est de même dans le cas général dn système

( i5 bis) y} -^ y/( . r , y,, . . . , j,, ) (l -^ i , ^, , . . , / / )

où les fonctions y^ sont holornorphes pour toutes les valeurs réelles
des variables, et en ou t re
/ /, ,. , v v ^^i ^ •o -
( ï6^ ZZTJ^:^^-01

i /.

quels que soient ^ ' , yi et ^.
En effet, s'il pouvait exister deux systèmes de solut ions prenant les

mêmes valeurs aux extrémités, leurs d i f Ïerenees 5/ sa t isferaient au
système l inéaire

.,„ ^ ô^{ ^ .. „
f)t ^Ztjy^^ (('^^ ^ •^ n)v

/»
Donc

V ^ '^r V ̂  à^t ^ „ ,.

^i()^^Zi^^0^-'0-
( t A

(ît, ^ forliorï^
i ^ ^ ..,.
ï^^Zi0^-05

<

par conséquent, la courbe qui représente ^?J en fonction de ^ serait
<

composée de droites et d'arcs tournan t leur convexité vers le bas, el le
se rédui t donc à l'axe des x^ ^ô^ ̂  o iden t iquement .

/
On peut aussi substi tuer alors, à la cond i t i on (16), la cond i t i on

que H admette une l i m i t e inférieure, ce qu i résulte le plus souvent de
l ' inégali té (16 bis) dans laquelle on f a i t o^— ——
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Le seul fai t que I t admet âne l i m i t e inférieure ne suffi t pas, comme
le montre l 'exemple ( i ) du paragraphe 9, pour que la solution soit
un ique .

SECONDE PARTIE.
ETUDE DES EQUATIONS A U X DÉRIVÉES PARTIELLES

DU CALCUL DES VARIATIONS.

CHAPITRE . 1 1 . 1 . •

ETUDE GÉNÉlîALE DE L 'ÉQUATION DU TYPE ELLIPTIQUE

A ( p , q , . v , y ) r î - ^H(/>, <7,.^.r)^+- C f / / , ^ , r , j )^—: I)(/^ q , x , y , z } ,

LORSQUE 1)^0.

L Dans mou Mémoire Sur la gé/iéralùcition du problême de Diri-
chlet^ I I {Maihem. Annalen^ t. LXïX, 1910, § 19), j'ai démontré le
théorème s u i v a n t :

Si, dans r équation

( i ) A { p , q, x, y ) r 4- 2B ( p , q, .r, y) .y -h C(/^ ^, ^, ,r) t =- D (/->, y, ̂ , J, s),

B2

Ï) est au plus du second degré par rapport à py y, tandis que A — -j-y

C - — (M. 1 )1 oni une limite inférieure positive^ le problême de Dirichlel

eal toujours pénible (à F intérieur d'un cercle quelconque., toutes /es don-
nées étant analytiques).

Je me propose de généraliser un peu cette proposi t ion et de l u i
d o n n e r la forme d ' u n e c o n d i t i o n nécessaire cf. suffisante pour que le
problème soit toujours possible. Nous verrons d'ailleurs que la signi-
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f icat ion du mot toujours doit, être b ien précisée, car il y a des équa-
tions qu i se comportent d i f l e r e m m e n t vis-à-vis des contours à projec-
tion convexe et non convexe. Nous aurons à envisager l 'expression
(2 ) Er^A/^- '.>-B/></4" G^

qui jouera un rôle i m p o r t a n t dans la su i te .
Nous supposerons, pour fixer les idées, que E se comporte a l ' in f in i

comme un polynôme par rapport hp et à y.
Soit m le degré du polynôme principal E^ de E,

E^ — ao p " 1 4- ai p111^ q 4". . . 4- a,n 7m.

Si E^ ne peu t s 'annuler autrement que pour/.» — y == o, nous d i rons
que l'expression E a in s i que l 'équation correspondante est définie.

Dans le cas contraire, l 'expression E ainsi que l 'expression corres-
pondan te est indé f in ie . JL/ensemble de valeurs (/r, y y ^, p , y) qui
annule E/,, vérif ie l 'équat ion
(3) ,E,/^:o

q u i , en général , sera u n i * équa t ion aux dérivées par t i e l l es du p remie r
ordre. Sans insister sur les cas pa r t i cu l i e r s q u i peuvent ici se pré-
senter, remarquons s e u l e m e n t que E,/^ ne peu t changer de si^ne. Nous
bornerons notre é tude actuel le aux équa t ions déf in ies .

Il importe , d 'autre part, de comparer l 'ordre m de croissance de E
avec Fordre de croissance de l 'expression

l ,,,(A4-a)(^.+^)î

nous conviendrons d^appeler^w^ de l 'équat ion la dif lerence pos i t ive
ou n u l l e entre l'ordre de 1 et, de E,

Remarquons que si l'on pose
E I — A 7'— ^H/:-/7 4- C/'2,

on a l ' ident i té
E4.-Jî^:L

11 en résulte que l 'une au moins des équat ions
A r 4- a Ïî A- 4- ( ; / ̂  I1)1 c l Cr —- % Ï î s -\- A / -:;. 1 )

est de genre zéro-
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I I est quelquefois commode de poser

A := i -+- P2, B =r PQ, C == i •+ Q2,

ce qu'on peut toujours faire en mu l t i p l i an t l'équation par un facteur
convenable. Alors

E ^^+ , /+( / )p+^Qr ,
( 2 to) • E i == //2 -4- (f + ( /^ Q — q P )2,

' l=:(^-^-r /)(2-^î> 24- Q 2 ) .

Nous dirons e n f i n que l 'équation

Ar4-2:B.y-4-(^==I)

appartient à la classe (L), si l'on peut fixer un nombre K, tel que,
x^ y , z étant bornés, on ait«) T^-
lorsque^»2 -h (f >" ï -

Dans le cas des équa t ions définies, on peut remplacer la condi-
tion (4), pour qu ' une équat ion appart ienne à la classe (L)y par la
condit ion que l 'ordre de croissance ( 1 ) de D ne soit pas supérieur à
l'ordre m de E. [Dans le cas où E est indéf in ie , il f audra i t en outre que
la même inéga l i t é (f\} subsiste, lorsque le terme principal de E est
n u 1. |

Voici une proposition impor tan te re la t ive aux équations (L).

2, TIŒOIU:MK, — Si une équation

(5) A.(.r, y, p, < y ) / • 4-îsB(^ y, p, r / ) s ^ C(^ ./,/?, ^ ) /==D(^r , z,p,, q),

où Dl:1> o est de la classe L, il est possible de limiter supérieurement p^ -4- (f
(el.par conséquent, les dérivées de tous les ordres) à l'intérieur d ' u n
contour convexe ( î i) C, d z s annule sur le contour et reste bornée à l'in-
térieur du contour.

( 1 ) Nous supposerons toujours que la eroîssance (par rapport a /?, q) de D^, Dp Da n'est
pas supérieuro à (wllo de D. L'absence do cetto condition qui se trouve, en général,
réalisée, conduirait à certains ondroils à des complications inutiles.

(s î ) On suppose seulement la courbure du contour G bornée en chaque point.
^Inn. Éc. Xorm^ (3), XXIX. — OCTOBRK 1912 . 00
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La démonstration se (ail. comme a l'endroit cité, par la mélhode
des fonctions auxiliaires. Il s'agit (l'abord de lirni(er supérieurement

le module de la dérivée normale — sur le contour. II suffira d ' i n d i q u e r
un nombre B tel que

^>-n,ôii.

car on pourra app l i que r le même raisonnernent à — z.
A cet effe t , posons

z ̂  — M 4- a } ( ) ^ ( ^

où M. est le maximum de [ 5 [. On aura alors

a au a (Y1 u a f On \îf) = u T^ r = 7i i)^ ^ i? \ j n ) î

Donc u satisfait à l'équalion
àîu , i> ûïu- r 0 1 1 1

\ u / A. "*"—•"" "-("'" A 1 > •-""---»-•.""" --j--" \ ^ »»«-»»"»rÀ'r2 ÔT <)y i)f1

i \ / ô t t , ^ " ,. ôa ()u ^fàn.^} n ,.
:::, ̂  A — -4- ^ i:^— — •+- C ••.- ) "t"- "11- S).

a , \/À:/'/ .̂ï'1 ôy \^y/ J ^

Par conséquent , si E^ est l^^nseml ï l t ï des termes de degré fn le p lus
élevé ( < ) dans E, et 1.)̂  l ' en semble^ ((jiii pourrai t être n n l ) des termes
du. même de^ré dans 1), l ( î second membre Q de l 'équation (G) aura
pour terme pr incipal

^//7 â 'p f ( ) i ( ôd \ ( a u àu\ |^^_ ^^ ̂ , ̂ ^ .4» ^ j)^ ̂ , ̂ jj.

En vertu de l ' inégalité (4), on pourra choisir a assez pelit pour
avoir

a |X) , , [<^ .E , / .

Or, du m o m e n t (jiie ^sera ainsi fixé, on pourra indiquer un nombre
positif N tel que

0>-N.

( 1 ) On supposera, sans restreindre la généralité, mï^ ofc A ot C lîmilés infôrîeurcmont.
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Posons ensui te
Nil' =. u 4- — ( ,z-2 -4- j2 ).

où a est une limite intérieure de a(A 4- G). Donc

. à'1 a' ,. à^u' ^à^u'A. —— + a B ——— + C —— > o.
w ùx à y ày'1

Par conséquent , la surface u'Çr, y) ne peut être convexe vers le
haut, p u i s q u e cela exigerait qu'on a i t en même temps

^1^ ^Hi1' _ ( ^LX • à ' î { { '
()^ ôy^ ^ {'0^(}y) ^0 el ~J^ < °'

Donc, si en un poin t M du bord on mené, par la t angente en ce
point , un p lan asse% i n c l i n é pour qu'il reste au-dessus du bord (ce
qui sera possible a cause de la convexité du contour C), le plan tan-
gent en ce po in t à la, surface u sera ce r la inement au-dessous de ce
plan. On pourra donc fixer un nombre S tel que

^>-s,
un

d\)ù Pon d é d u i t im inéd ia l emen t un nombre R tel que <— ^> — R sur G.
En appl iquan t le môme raisonnement à — -s, on a

^ <K.
(ÏH

I I reste a dé te rminer une l i m i t e supérieure de /^ -hy 2 en un point
intérieur m cette fonc t ion a t te in t son m a x i m u m »

A cet efîef , n o u s a l lons également reprendre le ra isonnement du
Mémoire cité (p. î25) en le complé tan t , pour nous débarrasser de
ce rta i n ( * s re s tr i c 1 i o n s i n u t i 1 e s.

Nous avons établ i qu 'en u n p o i n t M, où ^^^-h y2 est maximum,
doit avoir l i eu r iné^a l i t é

, / 1^ à\)\ <W àD,( ̂  ( /,. ,.. ̂  ) ̂ ,^^^^ + ̂  ̂ ^ ̂  + ̂  . o.

Dans u n ^rand n o m b r e de cas, cette i n é g a l i t é su f f i t pour obtenir une
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l imite supérieure dep2"}"-^2; il en est bien a i n s i , en particulier, si

ô}} .— >oa^

et que son ordre de croissance, par rapporta (py y), n'est pas i n t é r i e u r
i • i (W , àî) /-„ , . ï ïa celui de — et -v— C est a ce cas que nous voulons ramener le casàx ôy l

général par un changement de fonct ion convenable.
Posons

z :̂ : — M — // -h a lo^ ( (^ 4- ï )
où

/ ^'••i1^»1-11^ \
^^log^'""'1^—!;;

// 2 M •4' //

de sorte que z variant de — M à 4-M, (ftl varie de e* •— ï. h a a — ï .
De pi us y

(îu< ^u . (ÎH (^^ <'ft /<^/Yp = oc ̂ .̂  ̂ , ,..:.::.: a '^^ ^ + a ̂ ^.^ ̂ J ,

Donc u sat isfai t à l ' é q u a f i o n

. {^ U ,, Û^ tf .., ^•i//A ——. 4. a .1.Î ——— .+ (; .-,.—
(}:y (ht ()y ûy^

ï \ ̂ àuY „ au Du ., / f } r / \ î } (fH } r ,,-...,-„ ̂  A ̂  .+-.,,11^, ̂  4- (- ̂ ^^ J -t -^. 1 > .

Ici, le ternie du plus liant degré en • r-^? —^ sera* ! ! ! ^ °! " ' ! <^,^ <^j ' 1'1

Donc

y ni - •• à ^ f. m - • •• •î ) tt-
!„,,-, ̂ ^..^. (._ :E, ..-,. a <,» ))„, ).

/} I /y ftî - • i ^ ( ni • - î ) a ( /]\\ \

-^--^TJ.T-II:'-^---<)'•• "].lî,.4^(m-,)0,,,+^.»^j.

, À

On détenninera d'abord - par la condi t ion que e^^'^rn — 3, ^race
a ((uoi on aura

! > l l i - (/H - 1 1 1 1 ; 1 ^ i ) € ' n^ - •
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et, par conséquent,
/ )B ryfîî î f/, m—ï}a T ..ÏTÏ ~|

•̂) ^> :̂,).. j;E.+^-x)D^a^]

^w- 2 ^(m-1/^ r-j ~l
^ ^^^^j^

puisque - — ^o. Nous pouvons donc choisir a assez petit pour que
(îl;n 0^ •2^m~-î]a

~J^ > ̂ (^^-ly» "//z •

L'inégal i té (7), app l iquée a la fonction ^, fournira alors une l imite
, . . . , / ( ) u Y / à u ysupérieure du m a x i m u m de — + — .

/ . . v^^y \ày}
La démonstrat ion est ainsi achevée.

Remarque. "- La démonstration subsiste également pour les équa-
tions i ndé ( in i e s pourvu qu'on adopte, comme défini t ion des équa-
tions (L), l ' inégali té (4)*

3. Dans le cas où. — a une l i m i t e inférieure positive, il est possible
d ' i n d i q u e r a priori u n n l i m i t e supérieure de |;s| (/oc. dl., § 19). On a
donc la. proposition :

Le problème de Dirichie^ pour une équation (L), dans laquelle y—
a une limite inférieure poîfiliçey est toujours possible à l'intérieur d'un
contour connexe. [Cela résulte du f a i t que le lemme fondamental
(p. n5) du Mémoire cité se démont re sans modif icat ion, si le cercle
est remplacé par un contour convexe. |

11 est clair que cette proposit ion est p lus générale que le théorème
i n d i q u é au début (sans parler du contour), puisque, en introduisantA , i, ^ / A A ^ ^

dans u n e équation (L) un facteur nécessaire pour queA —• -rr etC — .-
aient des l imites inférieures positives, on pourra rendre la croissance
de D supérieure à 2. Cela arrive, par exemple, pour l 'équation

( 8 ) ( ï 4- pî ) r 4- a p ( ] K -4- ( î + y ; i)<î-^(l•+/^ 4- ̂ )\

qui est une équat ion (L), car

E =r ( î 4- p^)^ 4- a/^^4- (l 4- ̂ ) ̂ =/^4- ̂ '+ (./̂  4- q'Y
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et
R2 p^ ^ B2 /72

A. — — r= i -+.. --/—^, C + — = ï -+- —f—:, ;C i + <]'• A ï 4- /^

de sorte qu'il n'est pas possible de diviser l 'équat ion par un facteur
qui abaisse l'ordre de I), sans que les l imites inférieures de A — -."r

T>2

et G — — d e v i e n n e n t nul les . Ainsi , en vertu du théorème qui v ientA A

d'être établi , le problème de Dirichlet , pour cette équa t ion , est pos-
sible; mais cela ne résulte pas de mon ancien théorème,

Dans le cas où D^ ^o, on ne peut plus, en général, i n d i q u e r a priori
•une l imi te supérieure de |^|. Pour tant , si l'on c o n n a î t une certaine
solution de la même équat ion à l ' i n t é r i eu r du contour considéré, on
peut également l imi t e r [^| . Dans ce cas, on a donc cette proposi t ion :

Si une équation (L), dans laquelle Dl^o ad/nel une solution wec (les
données déterminées sur un contour cowea'e^ elle admet aussi une solu-
tion^ si les données sont quelconques sur ce contour.

Ainsi i l pourra arriver, dans le cas de IX ̂  o, que le problème de
Dirichlet ne sera pas toujours possible; on en trouvera un exemple
dans le Mémoire Sur les surfaces définie^ etc, ( Ann. de l'Kc\ Norrn^
1910).

4. D'après ce qui précède, on voit que les équat ions

( f > ) Ar"+- 2B^4-11 t^^ I )

de la classe (L) se comportent, au poin t de vue du problème de Diri-
chlet, d 'une façon ident ique dans le cas du cercle et des contours con-
vexes quelconques. I l n 'en est plus de même lorsqu'i l s'agit des
c o n t o u r s n o n c o n v e x e s.

Il est, c lair qu'on pourra toujours rarncncr, par un changement de
variables, le cas d 'un contour quelconque (qu'on peut supposer ana-
lytique) à celui du cercle; i l sulîira, par exemple, de faire la repré-
sentat ion conforme sur le corde de l 'aire l imi t ée par ce contour.

Soient donc x etj les nouvel les variables

^,—^(.^y), jî:^4/i(.^ y ) .
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où ̂  et, 4^ seront des fonctions régulières de x^ j, et inversement,

x == 9 (.z-i, ,/i ), j -:: ̂ (.Tj, ji),

où y et ^ seront des fonct ions régulières de ^,y.
En dif lerent iant , on trouve

f)9.i
àx

à^
; d.y '

à^i
ày

à^j
[ à y

/rÀpiV r)cp,i ̂  /^i\2 ^91 ^^i.^^,,,^^+^^+^^^^^1,r ̂ : ,.i —— -+" a.yi —- —— 4- ^ ——
\ rÀz* y .̂z' .̂z' V, àx
r)çpi <')(pi ()^i à^,^cpi <)^i rfcpi ^^i^

^y àx ^
à^\ ô^i

^ ^^ y. _J^ _J^ _, ^ i " T t _J^ _ , - T i __^ \ . ^ T t " T \
1 <).r ^y ' I \ àx ôy ày àx ) 1 àx ày

-.Y^^Îi

.^y
h =: /'i •—- 4- a ̂ i • . .1 Jl- ' ^y (̂ 7

I/équation translorrnée sera

A i r\ 4- 2 BI .ç, 4- Ci ti "= Di.

Mais l'expression ïî est invar iante . On a

Ei •== Ai/^ 4- 2 B, /^ (7i + Ci q\ = E,
En effet,

A^Af^Y+.B^^+cf^Y,
\ .̂r / àx à y \ ày )

. à^, (>^ r.(à^i î ^<pi ^l\ .C^îl ̂ tl,J ^J à yj :>* H^ /îk, *--.---" -mu.——— -"t1-- j.> ————— —-—— -T- ~T—— ~T——— »

" àx àx \ àx ày ày àx f

r .^Af^V+.B^^+cf^V.
àx ôy

Donc

Fi =

^^•y .à y }

* r 2/'^i\2 ^-p' ̂ ' ̂  î/'^^'i4^(^) ^^^À^"1"^^} J
.- o ï l »2 ̂ 1 <^' t /> /7 f^1 {)^ 4- ^21 l̂U fl2 ^1 ^1+ •< B /'1 ^T 7^7 4' ̂ 1 /1 ̂  '̂  ày àx ) + (7' àx <)y \

+ ci'^r^ ^ ̂ ,,, /^i\2^^ ,_^y.^.-^+y^^^ : A7/2+ 2 îîpq + C g>2= Ë.

Ainsi l'expression E <?.rf u/2 invariant; mais D aura changé. On aura,

en effet,
Di = I) -t- :!)',
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OÙ
\ , ! ^®î ^'MlY ^= — A ( Pi -T— 4- /7i ——Ç| y ôx^ • (Àz-2 /

,,/ ^œ, ^4/, \ .,/ rPçi ^i\1
4- 2 B y^ï ——^ 4- //î —-XL 4. C ^ T! + ̂  J-l .

\ ' àx ày ' àx à y ] \ ôy^ l ùy^ / j

Si la croissance de I)' ne dépasse pas la croissance de E, la transfor-
mation ne changera pas la classe de l 'équation.

Cela aura lieu cer tainement si l 'équation donnée est de genre infé-
rieur ou égal à ï et, en particulier;, si elle'est de genre zéro, c'est-à-dire
si l'ordre de croissance de 15 n'est pas infé r ieur à celui de
(A4- C)^1^^2). Mais cela n'aura plus lieu, en général, lorsque le
genre est supérieur ( ^ ) à < *

On a donc ce théorème :

TIÎÈOKÈME, — Une ér/uaiion de ^enre non supérieur à l ne comporte^ au
point (le vue de la possibilité du problême de Diric/del^ identiquement par
rapport aux contours de forme (fueleonc/ue ; il en est en général autre-
ment^ si le genre est supérieur à î ,

Par conséquent , on pourra remplacer^ dans les énoncés précédents^
les contours connexes par des contours quelconques 7 forsc/uil s^a^ira
( l 9 équations de ^enre non supérieur à ï *

Ainsi , le problème de Dirichlet est (ou/ours possible pour l'équa-
t ion (8)

( i 4- ̂  ) r 4" a pffS 4- ( ï 4" (f ) t ̂  ^ ( ï 4" /^ -h q ' 1 ̂

qui est de genre zéro.
Il en sera de même aussi pour toutes les équat ions l inéa i res qui

sont évidemment de genre zéro.
Au contraire, si l'on prend, par exemple, réquation des surfaces

min ima
( î 4- (f ) r — 2 p(p 4" ( î 4" /^ ) t =•" o,

on voit immédiatement qu'elle est de ^enre 2 puisque, dans ce cas,
E ^ ^ ^ + ^ a

(1) Dans le cas où E se comporle à r infmi comme un polynôme, le ^enre cHt, on
général, un nombrô pair.
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et
(A +• C) (p2^ <y2) == (2 + p1 + <72) (/^+ y2).

O/î ne peut donc pas affirmer Inexistence crime surface minima telle
que z soit une fonction uniforme de .r, y passant par un contour à pro-
jection non cowexe. Nous verrons, en effet, qu'une telle surface
n'existe pas, en général. Au contraire, i l résulte des théorèmes géné-
raux qu 'une surface minima existe nécessairement lorsque la pro-
jection des contours sur un certain plan est convexe.

5. Dans le cas des équations de genre supérieur à i, la question de
la poss ibi l i té du problème se ramène, pour les contours non convexes,
à la question de la possibi l i té du problème pour une équation qui
n'est pas de la classe (L).

I l importe donc de démontrer le théorème suivant, qui peut être
considéré comme réciproque des théorèmes du paragraphe 3 : du
premier, lorsque IX ^>^^>o, et du second, lorsque D^So :

ÏÏ'ÏEOÎIÈME. •— Si une équcU'ion

(5) A/ ' - } - îî'B.ç-h C^== ï ) .

nappartienf. pas à la classe (L), il est possible d'indiquer des con-
tours (f ) eowexes pour lesquels le problème de Dirichlei est en général
impossible.

Je vais me borner à considérer le cas le plus fréquent, celui où
le genre ne dépasse pas 2.

Je me propose de démontrer d'abord qu'il est possible de trouver
une solut ion z de l'équation (5) s ' annulan t sur un arc C analytique
convexe x == ^(,r) et qui , en étant holomorphe dans le voisinage de

( 1 ) Cci-î contours sont formés de deux ares analytiques qui se raccordent avec un
contact d'ordre aussi élevé qu'on veut ; ils sont ainsi de la nature de ceux pour lesquels
le problème est certainôment possible, si l'équation est do la classe (L) avec

D ^ / - > o ( § 3 ) .

Il n'est pas douteux, d'ailleurs, qu'en complétant convenablement la démonstration on
trouverait que tous les coiïtours jouissent de la morne propriété.

A%n. Éc. Norm., (3) , X K I X . — Oc-ronnK 1912. ^9
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l'arc C, du côté où il tourne sa concavité, s'approche de l'arc G avec
des valeurs de/r'4- y2 i n f i n i m e n t grandes.

En nous bornant au cas où I) et E se compor ten t à l ' i n f in i par rap-
port àp et à q comme des polynômes, nous pouvons dire que si, dans
le voisinage de (^o, y^ ^o) et pour /c, << 7 <^ k^y le rapport •̂  croît indé-

f in iment avec?2-+- y2, le rapport-^-- ne tendra pas vers zéro, mais res-
tera borné ou croîtra aussi indénn imenl .

Nous a l lons nous placer d'abord dans l 'hypothèse où ^- reste borné;
en d'autres termes;, nous supposons d'abord que l'ordre ni de crois-
sance de E est d'une unité in fé r ieur à celui de I).

Ainsi, par hypothèse, dans le voisinage de •"^o,yo? ^o? °? ^(A*:ïo),
la fonction' •.— est développable en série su ivant les puissances de

x — x ^ y y—.y , ,» 5 — 5 n , -, y » sa. valeur init ial 'e étant é^'ale à un.
nombre L^o. !

Ceci posé, transformons l ' é q u a t i o n don née en considérant x comme
fonct ion dey et s. Alors

ÔX 1 Ï
—— =;/•/(, — -- OU // :—: ....... ,
ôz p p,
ôx (l //o—— -::: ( l ^ ::-::: — 7" 0(1 ( t — — •/—oy p //„

Posons ensu.il.e

done

ô2^ ()\T r^.rr,=-:^, ^^^^, /,,,: ̂ ;

r^^
pi

y —— ̂ l _ ̂

' "^ '"JÏ 'pV
t —-— — {r^q} — ^o/-v/o ̂  ^o/^).

r o

Par conséquent l ' équa t ion 'dev ien t

— / • o ( A — aB^+ ( l < y ^ ) + 2 ^ ^ o ( — B ̂  C^) — ^»/^C ..= /^ D.
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D'où
— A » S) A)C ^n(n/> -h O/)(9) r , - ^ — ^ — ^ ^ - ^ .

Le second membre est holomorphe clans le voisinage d e / ? o = = o ,
y^ =: — h (puisque le genre ne dépasse pas 2). Par conséquent, en
ver tu de la théorie classique de Gauchy, il existera une fonction ana-
lyt ique x de z , y par fa i tement déterminée qui, pour z == Oy se réduit

A y,

à /y == 9 (y) et dont la dérivée — •== p^= o en même temps. On pourra

choisir la (onction 9(7) de sorte que ^o == —I n îa ] l fc [:)as 1e signe de L
et soit, en valeur absolue, assez petit pour que la valeur ini t iale de /"o
soit aussi de signe contraire à L; alors /'o aura, au début, le môme
signe q u e / o , de sorte que la surface correspondante existera du côté
de l'arc x ̂  'p(j)? où celui-ci tourne sa concavité.

En complétant une partie suffisamment petite deParc x == y (y) par
un arc convexe suff isamment rapproché qui. s'y raccorde avec l'ordre de
contact qu'on voudra, on formera un contour convexe C i , sur lequel
la fonct ion z est bornée et pour tan t , le long de toute la partie G de G , ,
on aura fr 4- (f = ̂ /.

Pour f ixe r les idées, on peut supposer, par exemple, que ^ < o à
l'intérieur de G, .

Or, considérons le problème de Dirichlet relatif au contour Ci , en
nous d o n n a n t sur ce contour les valeurs suivantes de la solution s, de
réquation : sur G, ^ = = = 0 , et sur le reste de C ^ , z^z. Dansées
conditions, si la solution s, existait , on aurait, à l ' in tér ieurde G. , éga-
lement

^ 1 = ^ ?

car la différence o == z , - z sat isfai t à une équation linéaire elliptique
de la forme

ar -h % /^ 4- et + îî dp -h 9.cq -+-/5 == o (/à o),

et, par conséquent, î ne pouvant avoir de maxirna positifs, on aura
constamment ô"'; o.

Donc, en tous les points de G, le plan tangent à ^ ne saurait être
moins incliné que celui de z; les plans tangents à ̂ , tout le long de G,
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seraient donc également verticaux. Mais, en r evenan t alors à l 'équa-
tion (9) en x, on verrait qu'el le admet deux solut ions d i f férentes cor-
respondaiTt.es aux mêmes condit ions in i t i a l es de Cauchy, ce qui est
impossible.

Il nous reste encore à examiner le cas où f— croît i ndé f in imen t dans

le voisinage des valeurs considérées de .z',y, ^, — ? • " • Ce cas (ainsi que

celui où le genre est supérieur à 2) présente des diff icultés spéciales
q u i proviennent de ce que le second membre de l 'équat ion (9) cesse
d 'ê tre h o lo m orph e.

Voici la remarque qui peut être alors ut i l i sée ,
Soient deux équations

A /' 4- a Bs 4" et =•- î ) cl. A /• 4- a B,v -h et :=. Di,

si, quels que soient^, y\ z, />, c / y on a I) •> D, et 1)^;;:,' o, et si la solut ion z
de la première équation et z^ de la seconde p r e n n e n t les mêmes
valeurs sur un contour f e rmé , ou a

a l ' in té r ieur du contour (1}.
Par conséquent , si, la croissance de D étant quelconque, i l est pos-

sible d ' indiquer une fonct ion D, , 1 ) ^ 1 ) , telle que sa croissance
dépasse celle de E d'une unité , on pourra considérer la so lu t i on ^
qu'on a trouvée plus haut et dont les p lans tangents le long de C sont
verticaux (rappelons qu'on peut supposer que la surlace ^ va. en
descendant à l ' intérieur du contour). .La solution ^ qui prendra les
mêmes valeurs sur le contour C, devra, par conséquent , si el le existe,
avoir aussi des plans tangents ve r t i caux le long de G. A forliori, i l en
sera de même de toutes les so lu t ions qu i , le long de C, p rennent les
mêmes valeurs en prenant des valeurs inférieures en tous les autres
points du contour . Le f a i t que l 'équation. (9) n'est pas holornorphe
ne nous permet pas d'en conclure (comme plus haut ) l ' impossibi l i té
du problème de Dirichlet avec ces données. Ainsi nous poumons

(1) Colle propriété peut souvent servir pour établir l'ôxLstenco (l'tine solution avec des
données particulières sur le contour. On en trouvera de» exemples (lang le Mémoire déjà
cité, paru dans ce journal, en 19 xo*
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affirmer seulement que le problème de Dirichlet n'admet pas, dans
tous ces cas, de solution régulière. Pour démontrer également Fim-
possibilité de solut ions irrégulières avec des données convenablement
choisies, on raisonnera comme il suit :

En d i m i n u a n t les valeurs de z sur la partie du contour Ci différente
de G, on arrivera à rapprocher la surface correspondante autant qu'on
veut du cyl indre à génératrices verticales passant par C; on pourrait

r)2 r . . .donc, dans le voisinage de C, rendre î\ = -rj aussi voisin de zéro que
0 Z "

possible. Mais ceci se trouve en contradiction avec l 'équation (9),
dont le second membre ne contient qu 'un seul terme de signe déter-
miné devenant i n f in imen t grand.

Un r a i sonnemen t analogue peut être appliqué si l'inégalité D^D
n^a lieu que dans le voisinage de x ^ ^ y ^ z^ ' = = / : , - = = o.

fiemarc/ue. — Dans le cas où l 'équation est de la classe (L) et de
genre 2, on voi t que l 'équat ion (9) esl holomorphe et fourni t une
valeur de fo de signe contraire à ce lu i de ^. On en conclut qu'on
pourra, dans ce cas, cons t ru i re un contour non convexe, sur lequel la
solut ion du problème de Dirichlet est irrégullere et l'on en déduit,
comme précédemment , qu ' i l y aura des problèmes de Dirichlet qui
seront impossibles sur ces contours. Ainsi l 'on a cette proposition :

Si une éc/uadon (I.) est de ffenre 2, il existe des contours non cowexes
relativement auxquels le problème de .Dirichlet n est pas ton/ours possible.

Ceci a l ieu , en part icul ier , dans le cas des surfaces minima. Le pro-
blème de Plateau, re la t i f à des contours dont la projection sur le plan
des x ^ y n'est pas convexe, n'aura pas, en général, de solution z qui
se présente comme une fonction u n i f o r m e de x^ y à l'intérieur du con-
tour considéré.
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- ]1 • • • CnAP.I.TR.K IV.-

APPLICATION AU CALCUL DES VAII IATIONS.

6. On sait que si u n e loncl ion z , a d m e t t a n t des dérivées finies et
continues des deux premiers ordres, réalise un extremum relatif de
l'intégrale double
( ïû) 1= j j f { . T , v , s, p , q ) ( L x d y ,

elle satisfait nécessairement a l ' équat ion de La^ran^e
^ ôf d ()f ()f
dx ôp dy ()</ ( ) z

OU

rn)^^ .^Xy ^Z^ ^f n , ^f , , ^t , ^t ^/\ ,( J ) à^ t "' ' à p < h / ' " • ô^ "î ô p J z 1 1"111! '11" ^1)z (l "^ Jpjx ̂  ^Jy "^ ^ r'1"" 0"

Cette équation est du type e l l i p t i q u e , , si nous supposons le problème
régulier, c'est-à-dire 1

^f2/ ( ^f Y^ , •
à/^ O^ \^p(^/j '

Dans le'cas particulier où yest indépendant de ^, y, ^, réquation
devient '
/ \ (^f ^f f^f19.) , , ! -.4 r 4-1- ^ ,"••""ïi- .v -i-1- -4 ï' — < » .^//-' ô / > ( ) t t ôq1

On sait que celle é q u a t i o n a d m e t t o u j o u r s u n e s o l u t i o n u n i q u e du
problème de Dir ichlet à l ' i n t é r i eu r d 'un con tour convexe ( Malh. Ann.y
L L.X1X, p. 127).

D'après ce que nous avons vu.au paragraphe 4, l ( î prol.ïlème sera
également possible à l ' i n t é r i e u r d 'un contour non convexe, si l e^enre
de l ' équa t ion est %éro ; au con t r a i r e i l deviendra impossible , en général,
pour les contours non convexes, si le ^enre esterai à 2 ( R e m a r q u e du
paragraphe ^ ) . Or nous allons démontrer que le genre de l ' 1 équation de
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Lagrange est égal à zéro y n la croissance a de la fonction fÇsc, y^ ̂ , p^ q)
par rapport à p, q est supérieure à i.

En effet, supposons que, pour (p, y) très grands, on puisse déve-
lopper/en série deux fois derivables

/(.-y, y , Z , p , <:/) -=:/a(^,y,^,^,ç) 4-/a,(^.n z , p , q) +-.. . ,

où /a. désigne une fonction (1) holomorphe par rapport aux variables
réelles oc^ y, s et homogène et de degré oc^ par rapport à /?, y; de
plus, a ^> a, ^> a^, .... Dans ces conditions,

E=^+a^^-h^--c((o(-l)/a-T-oîl(c(•-r)/al+••••
Par conséquent, l'ordre de E ^/ r^/ à l'ordre a de/pourvu quon

au a^>ï . ; mais l'ordre de

(A^C)(^^^)=(^4-^)(p^^)

ne peut, év idemment , être supérieur à a. Donc le genre de l'équation
dc,,Lagrange est égal à zéro.

Au contraire (2) , si a = = ï , le degré de E s'abaisse. Le genre de
l 'équation de Lagrange est alors supérieur à zéro. ' ,

Par conséquent, si la croissance de f est supérieure à ï^V équation (ï^)
admet une solution^ même à l'intérieur d'un contour non convexe. Au
contraire^ si la aroùsance de f est égale à \, l'équation (12), tout en
admettant une solution dans le cas d'un contour convexe quelconque,
pourra ne pas admettre de solution à r intérieur d'un contour non
convexe.

(1) II convient de préciser la naturo do ces fonctions homogènes /ap en ajoutant
Ott „ • * ,

que/a,== (/^+^/^(h la fonction homogène yo de degré o restant bornée quel que
soil^* D'ailloars poiïr que l'équation de Lagrange soit définie, il faut admettre que le

terme principal/a ne s'amiulo pas sans que^» === q == o.
(^ lîn verta de la condition ^^---(^)2>0^ on aura nécessairement a ê i,

si / se met sous la forme indiquée, ^ • ! ! ^ ' ' ! „ . • !
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7. Abordons à présent l 'étude de l ' équa t ion générale de Lagranqe.
Voici d'abord une proposition générale :

THÉORÈME. — Si la croissance a d e / e s t supérieure à i , l'équation de
Lagrange appartient à Ici classe (L).

En effet, l'ordre de E, nous l'avons vu , est, é^al à a; d'autre part ,

i ) ̂  à! ̂  JÈÎL ̂  JLL ̂  JLL p ̂  ̂ V:.
as àq ôy àp àx àp à^ ôq ()z h

et, par conséquent, l 'ordre de ï) est aussi, au plus, égal à a.
On a donc les théorèmes suivants, en part icularisant la forme de/:

8. THEOREME. — Si

03) /(^^^^.<y)=^(^,y,^y)4"ç(.r,j,3),

le problème de Dirichlet sera pomble (fuel que soit le couleur (cowexe ou

non), n la crowance de § est supérieure à ï et qw ï ' > K > o.

Cela résulte du premier des théorèmes (3). D'ailleurs, on sait que
le nombre de solutions ne dépasse jamais ï .

Le théorème subsiste si —| 'o ef, en parlicuUer, / o / s y u e ^ est identi-
quement nul. Mais la démonstra t ion n'est pas aussi immédia te . Dans
certains cas, on pourra u t i l i s e r la seconde dos propositions (3); a in s i ,
par exemple, cela aura lieu si

D ̂  ̂  àî! J^^L.
ûz à'i à y ôp (),r

s'annule lorsqu'on y fait z ==/> = q == o, et l'on conclura que le pro-
blème de Dirichlety pour cette équat ion , est toujours possible.

Je signalerai encore un cas où l'on pourra éviter le ra isonnement
assez long qui va suivre : c^st celui où ^ == — co, pour z == — co,
, ÙV)et •-L == + co pour s == -+- oc.

On tire alors immédiatement de l 'équation ( ï î ) , en y faisant
^ = : y = = o , que la solution s de cette équation ne peut avoir de
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m a x i m a posi t i fs et (le m i n i i n a négatifs supérieurs en valeur absolue à
un nombre fixe donné (l'avance. (On voi t que la l i m i t a t i o n de |^| se
fai t , dans ce cas, sans (aire i n t e rven i r l'hypothèse de a> i . ) Mais,
lorsque ^ == o, je ne vois pas de moyen simple pour l imi te r j - s ) .

Pour arr iver a un r é su l t a t p lus général, n o u s devrons nous appuyer
sur le f a i t s u i v a n t , qu i résul te i m m é d i a t e m e n t de la considération de
la va r ia t ion seconde du problème correspondant du calcul des varia-
t ions : si z est u n e so lu t ion p renan t des valeurs données sur un con-
tour G de l ' équa t i on de La^range qui correspond à l'intégrale

:I = ( ( \ S { x , y , p , ^/H-9(,r,r, ^\dx dy (^u>o, ̂ j;.,~-(^):2>o, q^o),
J J<;

la solut ion s réal ise le minimum absolu de 1.
En s u b s t i t u a n t donc à la place de ^ une fonc t ion quelconques qui

prend les mêmes valeurs sur G, on obt iendra une l i m i t e supérieure M
de Pext rénium de l ' i n t ég ra l e I .

Supposons, de p l u s , que y a une limite i n fé r i eu re , de sorte qu'on
pourra a f f i r m e r que , si la s o l u t i o n z ex i s t e , on a nécessa i rement

( l 4 ) ( ^^(.r,y,/^</^/.r</)-<N,

M étant une constante f ixée a priori.
En vertu de la théor ie générale, on pourra afdrmer l'existence de

la solution, si l'on sait limiter a priori son module, et il suffira d'envi-
sager un contour convexe (circulaire si l'on veut). On pourra y par-
venirpar la considération de l'inégalité (i/i) seulement, si l'on peut
fixer un nombre K tel que pour//2 4- </2 ^> î on ait

P^J. / ^7 ) l< K ( / ^ " l • ^ 2 ) n a >
avec a ̂ > o.

En effet, l'inégalité ( 1 / 1 ) donne alors

n--: Ç(\p^^--: ( ( ( p^ 4- 7' ) '"^ ̂  dy < L,

L étant une nouvelle cons tan te . Or, prenons comme origine de coor-
données polaires un po in t q u e l c o n q u e intér ieur a G, où \z\=m.

Ann. Èc. Nonu., (;î), XX IX . — 0(;TomiE ïfp-J. ^0
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Alors, a fortiori, ff\ ôp p dp dO < !..

Faisons ensuite le changement de variables

d'où

.a « .0.41 ^ -^ i°L±iL̂  .p ̂  , ^ ^ ^ ,

Mais, en supposant, comme nous le pouvons, sans restreindre la
généralité, que z s'annule sur le contour, on voit que

= f f —— ( I ^ Y dO > 2 / /À7T.G;

Soit, d'autre part, ff"<-
àz 2••"1( a

et posons —• ;= A.
Donc

d() '::::•:. ÏL

9. m TT <, G — ( ( k^"^ 4»i ̂ 0

et
ÎI,

/* /* ( /)'- ^ f ^ /" y* //•v
-//l^ '/P,"^//A.p,.,<(^

a 4- i L.

Par conséquent, en décomposant l 'intégrale G (in deux parties : la
première, où A^ ti±^iiil, et [a seconde, où A <^t^Jl^l, on a

•i 41-1 a
o " 1 2 . -\-v, r ra+a /'* /* r7 i - 1 -û /VR , " >2+a

/ rA.^i^+p^^ "1' ^<r < ( . ^ a ) H ,
'^+(7 l±l ._
' '--__ 02.4-a Ï.Î2 4- a

1.4,.. a uu Ili i
(i+a)2 4^

D'où, e n f i n ,
( î 4 - a » 2

.., ,n n < ̂ -tiHii±Jll!rL î  (;î-a.
yl +0

Remarquons qu'il, n'est pas possible de tirer une l imi t e supérieure
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de \z\ de la considération seule de l ' inégali té ( ï 4 ) dans le cas où a^o.
Dans ce cas, c'est-à-dire lorsque la croissance de ^ ne dépasse pas 2,
il est nécessaire déconsidérer en même temps l 'équat ion de Lagrange.
Le procédé que nous emploierons est emprunté au paragraphe 7 de
mon Mémoire des Math. Ann., t. LXIX.

Nous allons, en effet, faire usage de l ' inégalité

^ H-^;^\-'-^^
qui a l i e u à l ' i n t é r i eu r d 'un contour convexe quelconque pour toute
fonct ion qui s 'annule sur ce contour.

J l sulTira, d'après ce qui a été dit plus haut, de supposer le contour C
circulaire.

Soit
p ̂  F f__^=J_^. dy.

J J (i^/^-^ J

En intégrant par partie, on a

/" /' ri dx d'yj j ^^^^^

r ^—»j!i!:i^^ _ r r ! ) ̂ ^c ^ c r p 1 ' ^ 1 1 ' '+' ̂ ty) dt]cd:YJ (, ̂ .^^ ̂ f- j J o^r^TTV + ̂ J j ~^7^p^~^Y^

r ^ dx F r (ï ̂  dx dy- ̂  . . F r r q ( p s ^ ^ ) d ^ d y
j (, ,4,. ̂  ̂  ̂  Y J J ( t ~...|.- ̂  + </2 )^ " 'J J ( i -h p-1 -4- (f Y^

et

" Ç îi^dx dy/:/ T^1""̂ "̂"̂ ^
•EL / /

r y ï s dx F Ç p 1)y ( x ( ̂  ^ F F ps ( p-^' "S- q t ) dx dy
^j (Y^T^^ ^J j ^^•^-^rya + ̂ J j ~~(j~~^rpr^F^^

•• îlL i - /
C <l^dy F F ^^^'^^ ,, F r q K ( p r + r/s} dxdfj ,̂.̂ ^̂ ^̂ ^ ̂ j j .̂....̂ ^̂ ^ + aaj j »̂ ^̂ ^
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Donc

p^ Ç P^ , ,. r rp^rt-s^dxdy
^(i+A2-^2)' JJ (i^T^^2)^1

^- r ^ d p i 2a f Çq^rt-s^dxdy
J(l4-^^a JJ (,+^2_^^)a+i

^ ^ r p dq - g dp Ç r ( /^4-< / 2 ) (rt — s2) cix dy
^ ^ ( i + ^ + y 2 ) 0 ' J j (J+p 2^-^)^ 1

Mais
/ ()^ \2

. r p d q - q d p _ i ̂  (•^) rfg ,

aJO+y"^^)0 1 aj, r l ^ a ^ 2 1 a = o ' '
L \à9,

Donc( ' ) , pour o5a^ i ,

ff^^r^-^>..
Nous emploierons cette inégalité en y faisant a = l-, d'où

rr14"^7"24"^^(i^ ^) ^ /——— : ——————T^ t— s ' ^ d x d y ^ o .
J J ( .+p2+<72 )2

Cela posé, reprenons l'équation

A / 4 - 2 B ^ + C ^ = = D ;

élevons ses deux membres au carré et multiplions-les par

^-(P2-^-^)

( i -+ - / ^+^T(AC-B 2 )

( 1 ) Le signe d'égalilo ()eut éire rejeté, si z n'est pas identiquement nul. On peut

remarquer que pour a == i , on a o ̂  f f ——— ^ n, R et Ri étant les rayons de courbure

principaux, puisque dans ce cas il vient
/^y

r r_^_^- _ r W ^J J ( ï +7?24-^2)2 ' 2j /^y
V^F/
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On a donc

(Ar+aB.î-hC^ [1+1(^+^)1
/ / ————————————L——ï__^———J ̂  ̂

t-7 «-/ / 4P n - î \ / r i .,•2 , / .2 \2^ u ( A C - ~ B : 2 ) ( I + ^ 4 - ^ 2 ) 2

... ^f-^(^+^)1
= / / ———L———^——————à— dxdy

^ ^ (AC — B2) (i 4- p2 -»- (7'2)2

et, à cause de l ' inégal i té (i3 ̂ ),

,4.^ (^4^2)
(/V^4- ĵ̂ J-" ('^)2

/ / 7:7" AC — B^ ^^ /•/ii \ ^( (^ -" / .^ -hy 2 )

. „ I)2
 •-[--(/^-l-y 2

•V:/-.

--'-,-rf.rrfy.
•7 ( AC-1P ) ( < - ) - / ^ - l - y 2 ) 3

lin (I l ' ivcloppati l , le pre in icr membre, on ;i

,„,.^^-^-./2)^(A/•-,-.B,s•-^-^^)2 ^ (A,C- IP) , [ , ,j ... ^ ? ^^^^^^^^^^^^ ^^
//̂ (i 4,«^^4.. ^:i)^ ^ • \ / J

l:f^<
(^ 4.^:1)

; /̂,7; </y
•7 -7 ( A , C — î î 2 ) ( î -4-p : î•4••"//2)a

Cl, a j o r i i o r i ,

. 4 Î ( ^ ^ • ^ |p| ï4^^ (^4 „^ ) :

——L^cixdy,:^,^,fy<ff^ff- 'îî /i- ^ J { A P „,..(AC~»ÎP)(i+^^4--y2)2(l-l-/'2-!-^)2

A p p l i q u o n s cède inéga l i t é à l ' équa t ion de La^range (11), en suppo-
sant que le (errne pr inci | )a l /a , de de^ré a > ï , est non seulement dif"
(Ï.reni de zéro, mais que $ --= ̂  ̂  - (^^o (pour^+ ̂ > o).

Aï f

Gela élant , le de^re de o sera 2 0 — 4 » ^ais l'ordre de A == j^
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sera 0 — 2 ; par conséquent, on pourra tixer un nombre K tel que
AC—.}^ ^ i 1)^_ _ ^ > ^ , ^^_^.^ K(i +^.+-^^

puisque l 'ordre de IP est, au plus, é^'al a 2 0 - - 2, dans le cas où
/(^, y, z , p y ( ] ) a la forme (i3).

On a donc

^.4- ̂ (p^^)
^ dx dy < fc2 ^ ^( i -h/^ + 72 )2 dx dy < .̂ff" ( .+^a4-^)2

la constante N < é t an t dé t e rminée à cause de l ' iné^ali lé ( t /1) . D'où

r/L_^^y..,,<N,.C ^ d.v dy
^ «•/ / . »L- ri 2 -J,̂  ^ /â \ 2(M-/^^)

lît enfin

OU

yyi.i^,..<y<^-
(...)n tronvora, par le même procédé,

yy*! r | ̂  r<y < ̂ , ^ ̂ | . | .-/..• ./;• < ̂  .

Or ces inégalités conduisent imméd ia t emen t à une l i m i t e supé-
rieure de 1-s |.

(kmoLLAnu-:. — he problème du calcul dea Darialions reicttij à l'infé-
odeg raie

r r ' (P ^j I [^(^S v ) •4- <p (.r, y, ^ )] dx dy, où -—; ;;• o

admeilra toujours une solution (fwl que soit le contour (^aowexe ou non),
si l'on peut fixer un nombre K, tel (jw

ô2^ à^ / j)^ Y
3/7 7)<f ~ \^j;"^J > K > o.
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En eiïet, dans ce cas, la croissance a de ^ est au moins égale à 2.

9. Il nous reste à examiner le cas où /a croissance a == r . Cette fois,
l 'équation de Lagrange n'est p ins nécessairement de la classe (L) et
n est jamais de genre zéro.

La seconde propriété prouve que, pour les contours non convexes, le
problème de Dirichlet sera, en général, impossible. Mais pour les
contours convexes il sera nécessaire, pour que le problème soit tou-
jours possible, que l 'équat ion appart ienne à la classe (L).

Considérons l 'exemple suivant, que j'ai donné dans une Note des
Comptes rendus (18 j u i l l e t 1910) :

Soit

( 1 7 ) I = j j ^(TT^ï^Tj^^ 4- p2 •+•• <72 ) dx dy.

Dans ce cas l 'équation de Lagrange après la mult ipl ication
:t -j(i^pï^f^Y

par —^—±L a la (orme
(ï+^^rTJ

^ + ̂  ̂  ̂  ̂  (, + ̂  t ̂  U^.±iy^^ .
i •~"r" «-<•" " "~i"" r

Cette équation n ' appar t i en t pas évidemment à la classe (L),
puisque E == /r -h q\ t and i s que l'ordre de D est égal à 3. Le problème
de Pex t r émum de cette intégrale n 'admet donc pas, en général, de
solut ion régulière (^ 5).

Ce problème, qui dil lere si peu du problème de Plateau, rend
compte, il me seml)le, des difficultés qu'on a dû rencontrer en cher-
chant des démonstrations directes de l'existence d 'une surface minima
passant par un contour donné.

Ains i , /a condilion que l'équation de Lagrange appartienne à la
classe (L) sera nécessaire et suffisante ( < ) pour que le problème soit pos-
sible à l'intérieur des contours eonçe.res^ si l'une des deux circonstances
suiyantes se présente : ou bien il existe au moins une solution régulière

()î^ f)î^ / ()î^ \ 2
( î ) L'inéiraliUs ""--• —"•• — (-7—— } > o est nîJidireUcmrïnt supposée veriiiéfô./ ûp'1 t)^ \dp dq I
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quelconque dans loule région donnée^ ou bien y pour ^ === 4-ex/, on a
ÙQ , à^ Ô^ÇP •-, ,-,r ^— == 4- co el, pour z = — co, o/?- a — — -+- co, <^/ encore —— ^ K ̂ > o.

Je ne connais pas d 'exemple où la première de ces circonstances
ne se présente pas ( l o r s q u e l 'équat ion provient d'un problème régu-
lier du calcul des va r ia t ions ) , mais il serait intéressant de savoir si
l 'on peut se débarrasser de celte restriction.

Cons idérons le second exemple de la même.Note

( 1 8 ) 1 -= f f ̂ 7~(r̂ ?TFjTT}r̂  duc dy.

I/équation de Lagrange [après la mul t ip l i ca t ion par
(̂T Î̂T:̂ ^

a la forme
( K +. qî ̂  ̂  ̂  yt ) /. __ ^p^fî 4,. ( y 4. pi ,4, ̂  ̂  yÏ ) / -̂: p^. 4. ̂ y,

On voit ((ne cette équation est d,e la classe (L), puis^iiie
E = ( ï ^a^+y^tp^^^)

et, dép lus , elle admet la so lu t ion ^=o . Dans ce cas, il existe donc
toujours une surface extrémale passant par un contour a projection
convexe quelconque.

10. Pour pouvoir faire une étude analogue dn cas général où la
fonction j (;/;, y, z'y p, y), sous le signe d/intégration, n'a pas la forme
spéciale 9('ï^ y, p , ( f ) 4"- ^(;r^y,s), nous devrons reprendre la théorie
des équations du type elliptique, que nous allons considérer sous la
forme la plus générale

p / ! , , ôV W /()V\2K(.,y,.^,^r^,0^o, ^•^—(^ >o.

Le l e m m e f o n d a m e n t a l de la théorie (loc. <"//., p. r ï ^ î ) ava i t été
établi sous la cond i t ion que F^o ( c o m m e toujours , on suppose le

signe de F ainsi choisi que -4 >• °)- Mais en reprenant l'analyse qui

conduit a ce lemrne, on voit qu'il subsiste dans des condilîons plus
générales.
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L'équation qui joue un rôle essentiel est l'équation
. , àV àV à¥ à¥ à¥ àV/ j q \ ;• ^ s i -+" — ^ -4- —DI.+- —q^-\- — z\ '==- o,\ ^ / ,̂. ^ç i .̂ 1 ()p ' t ()q ' l ï ()z ï

à laquelle sat isfont , en particulier, les dérivées successives de la solu-
tion s par rapport à un paramètre quelconque A, dont dépendent les
données sur le contour. On donne quelquefois à l'équation (19) le.
nom y équation aux variations, On dira que la solution z est simple à
l ' in té r ieur d 'un contour C, lorsque la solution z^ de l'équation aux
var ia t ions ne peut être n u l l e sur ce contour sans être nulle identique-
ment. Le lemme généralisé peut s'énoncer comme il suit :

Si ^ est une solution analytique simple de l'équation analytique du
type elliptique

F(^,j, s, p , q, r, ̂  t, À ) - = o
correspondant à A == À(», qui s annule sur la circonférence G et admet des
dérivées bornées des deux ( 1 ) premier ff ordres sur C comme à son inté-
rieur^ il existe pour toute valeur de "k satisfaisant à l'inégalité \ À •—• Ào | << £
une solution s de F équation jouissant des mêmes propriétés que ̂ .

En eiîet, le lemme sera évidemment démontré si nous retrouvons
dans le cas général les inégal i tés (23) du paragraphe 12 du Mémoire
cité. Or, en refa isant les raisonnements par lesquels celles-ci avaient
été obtenues, on constate que le seul endroit où l'on a utilisé la con-
d i t i on Fl^o est celui où on l im i t e supérieurement par l ' inégalité (ï31)
du paragraphe 7 (p. {)5) le module de la solution z qui s'annule sur
la circonférence C de l 'équation linéaire

A^4^BT^^C^+^)^4-2E4 r+ (T^o)-ô^ ô x ( ) y ày àx ày

D'ailleurs, si l'on remarque que la réduction d'une équation linéaire
à la forme canonique est indépendante du terme F s , on voit que les
inégalités (28) seront vraies dans tous les cas où l'on aura pour
l'équation réduite de l'équation aux variations ! , , -
(ao) r-4- t 4-^4- bq -f-^ == M,

( i ) ^ir îes paragraphes 15 et âô du Mémoire cité.
An.n. É€. Norm.y (3), XXÏX. — NOVEMBRE 1912 . 6r
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une inégalité équivalente à l'inégalité (i3) mentionnée plus haut. Or
cette inégali té peut être donnée dans tous les cas où la solution de
l'équation (20), pour M == o, s ' a n n u l a n t sur le contour C, est nulle
identiquement; cela résulte, en particulier, du Mémoire de M. Picard
[Sur quelques applications de l'équation de Fredholm^ § 16 ( Rendiconti
delCircolo Math. di Palermo^ t. XXII)) , ou bien de la formule de Green
généralisée.

11. On déduit, en part icul ier , du lemme généralisé le théorème
suivant :

THÉORÈME. •— Si une équation du type elliptique

Ar4-2:B.y4- (^ = I)

n admet que des solutions simples^ le problème de Dirichlet sera toujours
(a l'intérieur d'un cercle ou d'un contour connexe) possible, toutes les
fois où il sera possible de limiter a priori [ s [ y \p \ et | y [.

Par conséquent, on retrouve aussi la propriété des équat ions (L) :

Si une équation (L) n admet que des solutions simples^ le problème
de Dirichlet^ à l'intérieur d'un contour conçexe^ est toujours possible
lorsquon sait limiter a priori \s •

II faut cependant remarquer que la démonstrat ion de cette proposi-
tion, donnée au paragraphe 2, a besoin d^ôire complétée dans le cas
où la croissance de -r- (supposé de signe quelconque) serait égale à
celle (^ ) de E; ce cas, dont l 'étude peut être faite par les mêmes
méthodes, ne se présentera pas si l'on suppose que le terme prin-
cipal/a de/est indépendant de z.

12. Abordons à présent le problème général de l'extrémum de

(1) Dans le cas on la croissance de -—" est inferieurô à colle de E, rinégalitô ( ' } fw)
vZ

subsiste puisque —^ =s o.1 * ûz
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l'intégrale
j f^-, y-^ z. P. q ) d œ d y ,

lorsque la croissance a est supérieure a i .
On sait que, dans ces condit ions, Inéquation de Laç^r ange est à la fois

de Ici classe (L) et de ^enre zéro.
Nous arrivons ainsi au, théorème suivant :

THÉOHÈMK. -"" iSY la fonction f est telle que la forme quadratique

( 2 1 ) ./;. ̂  +./;. Oi -h/^ + ̂ ,, Ô, ̂ + ̂  61 §3-4- 2/;;̂  03

a

est définie et que^ déplus^ on a, quel que soit s, |/| <^ K(i -h^r-4- <72)2»
K ^(2^^ //^^ constante fixe et a ^> i, ?7 eœ'ùte toujours une surface extré-
mal.e passant par un contour donné (à projection cowexe ou non).

En efTet, la condition (21) est suffisante pour que la solution,
lorsqu'elle existe, soit simple, et réalise l'extrémum absolu; pour
limiter |^|, on p e u t donc reproduire le ra isonnement du para-
graphe 8.

fiemarque. — Si a ^ i, le" problème ne sera plus toujours possible.
La condit ion nécessaire pour l'existence d'une solution, est que l 'équa-
tion de Lagran^e soit de la classe (1.). Cette condi t ion est, aussi,
suff isante , si l'on suppose, en outre, que pour \z\ très grand,
z (f^ — f'\^ — / ^ ) ̂  o, lorsque p === y == o ; cette supposition, qui
permet de donner i m m é d i a t e m e n t une l imite supérieure de z ,
pourrait être remplacée par d'autres hypothèses analogues plus ou
moins restrictives (comparer avec le paragraphe 9). Ainy, on vérifiera
que tandis que le problème est, en général, impossible pour l ' intégrale

/ ( (^:{Tpr^F 4- ^2) dx dy,

qui condu i t à l'équation
'à,

( ï 4, ^2) r — î p qs •4- (r •+• p ' 2 ) t == 2^(1 -h p^ -+- ç2 ) 2 ,

il admet, au contraire, toujours (à l'intérieur des contours convexes)
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une solution dans le cas de l'intégrale

j f y i -+- p'2 -h (y-2 •+- .^"2 ̂  r/y ;

dans ce dernier cas, en elîet, l 'équation de Lagrange est
( I ̂  ̂ 2 4- y2 ) ,* —— ^p^. ̂  Ç j ..̂  ^2 ̂  ̂ 2 ) / r= ^ ( ̂  4- 2//2 -h 2 Ç2 •+ 1 ).

13. Il importe de souligner le f a i t suivant :

Dans le cas où Ici forme (fuadratù/ue (21) est définie^ il n'existe pas
d'autre surface ayant des dérivées finies et continues du premier ordre

qui réalisent le minimum absolu de l'intégrale f f f('T^ y, z ^ ' p ^ q) dx d'y y

que la solution correspondante de l'ec/ualion de Lagrange.

Ainsi , quoique la méthode ordinai re du calcul des var ia t ions pour
établir l 'équation de Lagran^e suppose;, a priori^ que la solut ion
admette des dérivées secondes, on reconnaî t , a posterioriy qu'il ne
peut exister de surfaces san-s dérivées secondes réa l i san t {(^minimum
absolu.

Un second poin t qu'il faut noter est, qu' ' i l résulte de la méthode même
par laquelle la solution de l'équation de Lagran^e est obtenue, que la
surface extrémale est analytique.

Ainsi, sans aucune restriction :

Une surface qui réalise le minimum absolu de l'intégrale

j j /(^ Y. 2, P^ f] ) dx dy,

sous la condition (21) et lorsque le problême de Dirichlet correspondant
est possible, est nécessairement analytique.

Remarquons pourtant qu'il ne résulte pas, de ce qui précède, que
des rninima relatifs ne puissent exister pour des surfaces sans déri-
vées secondes. Mais dans les cas considérés (par exemple pour les
surfaces minima) , cela est également impossible. Pour le voir, i l est
indispensable de nous appuyer sur une proposition dont la démons-
tration sera publiée prêchai nement dans un Mémoire consacré à
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diverses généralisations des propriétés des fonctions harmoniques (^ ).
Nous avions toujours supposé les données sur le contour analytique.

L'application du théorème de Weierstrass, comme il est facile de le
vérifier et comme je l'ai montré dans mon Mémoire russe (Communie.
de la Soc, Math. de Kharkow, 1908), permet de remplacer les fonc-
t ions ana ly t iques sur le contour par des fonct ions dérivables un cer-
tain nombre de fois. Mais par des considérations que j'ai résumées
dans la Note citée, on arrive à cette proposition plus générale dont
nous avons besoin en ce moment :

Si le problême de Dirichlet est toujours possible pour toute fonction
analytique sur un contour convexe^ il est également possible si la fonction
est supposée seulement continue sur le contour.

On pour ra i t donc découper, sur la surface qui réaliserait un mini -
mum rela t i f , une par t ie suf f i samment petite, au moyen d'un cylindre
circula i re , pour que la surface extrémale passant par le même contour
(et qui ex is te d'après le théorème énoncé) se trouve dans le domaine
du m i n i m u m de la surface considérée, ce qui. est impossible.

C^) ^oïr ma Note (les Compter rendus (lu 10 octobre 1 9 1 0 .


