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RECHERCHES
SUB

LA DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE
P A R M. Louis ROY.

Introduction.

Les équations du mouvement des fils flexibles ont été obtenues
sous leur forme définitive peu de temps après celles du mouvement
des fluides, Mais, tandis que celles-ci ont donné lieu à de très nom-
breux travaux, celles-là n'ont été surtout étudiées d'une manière
approfondie que dans le cas particulier des cordes vibrantes. Nous
avons cherché a appliquer au mouvement des fils la théorie des
discontinuités en Hydrodynamique, à laquelle s'attachent principale-
ment les noms de MM. Husoniot, Hadamard et Duhem. Nous avons pu
ainsi généraliser les formules donnant les vitesses de propagation
des ébranlements longitudinaux et transversaux le long d'une corde
vibrante et obtenir, pour les discontinuités du premier ordre, d'autres
formules analogues à celles données par MM. Jouguet et Duhem dans
la théorie des ondes de choc. Dans un dernier Chapitre, nous avons
établi les équations des petits mouvements autour d'une position

•d'équilibre et, nous avons traité complètement le problème de la corde
vibrante, en tenant compte de sa viscosité. Pour l'établissement des
équations, nous avons suivi la méthode employée par M. Duhem dans
Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, et nous nous sommes inspire
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de ses Recherches sur l'Hydrodynamù/ue pour tenir compte (le la
viscosité et étudier les discontinuités du premier ordre.

CHAPITRE .1.

LES EQUATIONS GKNEHALES DU M O U V E M E N T DES FILS.

I. — Préliminaires; équation de continuité.

Nous emploierons les variables de La^ran^e : un des points maté-
riels du <il, qui occupe a l'instant / la posit ion M de coordonnées x^
y, z, occupait, à un instant ^ choisi une fois pour toutes^ la position m,
Le lieu. de M, à rinslant /, définit la configuration du fil dans son état
actuel, le lieu de m, sa coriJi^uration dans son état primitif. Le
point m. est, entièrement déterminé par la connaissance de son
abscisse curviligne (û^m^m comptée sur le (il a partir d'une fie ses
extrémités m^ de sorte que les coordonnées x, j, .z dn point M
peuvent être regardées comme des fonciions continues ot uniformes
des deux. variables uKiépendantes (o et t, soit

:̂::::/(̂  /), y lr-:.^(^, / j , :̂:- //(r,>, ̂

Chaque valeur de co correspondant à un point matériel du (il bien
déterminé, ces trois équations, où oj> reste constant,, définissent la
trajectoire de chacun de ces points matériels*

A l'arc ùj === m ^ / n , compté sur l 'état p r i m i t i f , correspond l'arc
A - ^ M ^ M , compté sur Fêtât actuel. Pour abréger, désignons par la
lettre d les difÏcrentielles partielles par rapport à (^ c'est-à-dire
posons

d ::;:::, — d(^ :
w»)

à l 'élément d'arc mm' = diû correspondra, sur l'état actuel, 1/élément
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MIMT^ ds et nous aurons

( i ) ci^1 -=: dxï -4- dy2 4~ dz1

OU
ds == A du,

en posant ^^^^^-»^.(^ ^v^)'"^)4"^)'
Soient o et R ( » les densités linéaires aux points M. et m ; les éléments cis

et do) étant- constitués par les mêmes po in t s matériels ont la même
masse dm. On a donc

dm •^ p ds =.: pc, ddi
OU

(3 ) pA.^p«.

C'est l'équation de continuité. On peut l'écrire aussi

^ (pA) _

sous cette forme, elle rappel le l ' équat ion de cont i sn i i té en Hydrodyna-
mique donnée par Lagrange. On peu t encore écrire autrement l 'équa-
tion (3). Tout d'abord, soient a, ^ y les cosinus d i rec teurs de la tan-
^ente au 111 mené au po in t M dans le sens des arcs croissants, on a
(^ ̂  y) ̂  ̂ ± ĵL£i, et comme

ri à dh) p ( )
ds """"" à^ ds p» dif)

il v ien t la formule t r ip le
^ .„....-£ ̂ iîiZLiL( 4 ) . (a , f ï ,7 ) po à^

Gela posé, imposons au fil u n e modification virtuelle : la masse dm
ne var iant paSy on aura S dm = o et, par suite,

ép ds '•}- po ds "r: o.
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Mais l'égalité (i) nous donne, pour S (À,

„ , / dox ,,doy dôz\ ,
(5 o ds = a —— -+- p -—— -h y -,- ^,
' • \ as ds ' as )

M?, ûy, S^ étant les composantes du déplacement virtuel du, point Aï,
de sorte qu'on a
- „ ( d ïx ., d ôy d os \
(6 rîp + p [ a —— 4- P —/- 4- y —.- =o.

' • \ ds ' a.y • as )

Dans une modification réelle i n f i n i m e n t petite, on aura

•s àp i ^ . d (^""» >S •5 ) / / ,Sp = ̂  ^^, ^(.r, y, ^ ) = ....,...-,.....-.-.-̂ ...̂ ,...,,/ ̂  „:..- ( ̂ ^ (,, (.P) ^f^

M, (-', w désignant les composantes de la vitesse du, point M, de sorte
que l'égalité (6) dev iendra

ào û^ f au . ()^ ô^r\.-„,'... ,..4.,,., L,,.. ^, ...... ..4,,.. ^ .............. .„.,)„. y ,.,.„,..„„ ,:;- r>,
^^ po \ ()ff) 1 </<<» ( ) ( t ) /

C'est la troisième lorme de l ' é ( (ua t ion de cont inu i té , q u i rappelle
colle donnée p a r E u l e r en Hydrodynamique. .

II. -- Équations du mouvement.

Pour obtenir les équat ions du mouvement , nous devons écrire,
d'après les pr inc ipes de rEnergétique, qu 'on 'à pour toute modi f ica t ion
virtuelle isothermique

( r] ) O^c "f- O^ — ÔT^ "h oj =ï f)»

ctee désignant le travail é l émenta i re des forces extér ieures^ ô&\, le tra-
vail élémentaire des actions de viscosité^ o3 ce lu i des forces d ' inei^ t ie
et â^Ia variation isothermiqne du potent ie l t lu^rmodynamif lue in(,erne.

Soient X, 'Y, Z les composantes, au point My d e l à , force extérieure
par unité de masse, fonc t ions de x^ y y z, a, p, y, /'; Ï^, T^., T^, les
composantes de la tension à l 'extrémité M^ du f i l de coordonnées .x'i,
y ^ ' > z ^ ' ) Ï^? T2y? Ta^-» 1̂  composantes de la tension a l 'extrémité Ma
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du fil de coordonnées ,/;25 Va? ^ 2 ? on ^
( 8 ) ÔÇ, -= T^ â^ + 1\,. oy, 4- 1\, ô^

-+- T.̂  0.^2 "+- Taj- 072 -1- T^z 0^2
...M,

+ ^ (X Sx 4- Y r3/ -h Z fc ) -r/m.
•Ai,

Par définition même du fil parfaitenieni flexible, nous aurons^
comme expression du potentiel thermodynamique du fil,

/ . M ,

^= / 9(p,T)^m,
^Mi

T désignant la température absolue au point M. et y une fonction
donnée. Nous aurons donc

... ^ /""^r)^ „ , /'"M'1 ,.,^œ „ ,OT^'=:- l —'-^odni^— i p2 — ô a,y.
<Ai,, ^P -Aï. ^P

Le travail élémentaire des forces d ' inert ie a pour expression

, , .,: / '"2 / ou „, /}(' ^ àw ^ \ ,(9) o.l =- .. / ( -^o,^ + ̂  oy -|- ̂  o. ) dm.
w M i • '

Passons au travail de viscosité. L'état physique de l 'é lément ds
étant entièrement défini par les deux seules variables p et T, le travail
élémentaire des actions de viscosité relatif à cet élément sera

t / rai ÔP \ ^ ' i-^p,ï,^op^

^ étant une fonct ion ' qui s'annule avec (—' L'hypothèse la plus
simple qu'on puisse faire sur la forme de cette fonction consiste à
poser ( { )

^^^Ll^^T '1"1""1 p oi
A(p,T) étant iine fonction des deux seules variables p, T, qu'on appelle
le coeffident de vùcosùé d u / I l . D'après celây le travail, élémentaire de

( l) Voir P. Du H KM, Théorie thermodynamique de la viscosité^ da frottement et des
fdw êqiuUhres ctlimique^^ p» 4^'
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viscosité dans une modif icat ion réelle sera

A. / ' ( ) o Y , ,
^ „ ( ,.,„ f/tf s;

p \ â t j

comme ce travail doit ôlrc essent iel lement né^alif, le coefficient A
doit donc être essentiellement positif'.

Les liaisons entre les divers éléments ds qui cons t i tuent le ni étant
des soudures, au sens de M. Duhem, le travail é l émen ta i r e total des
actions de viscosi té sera

r-^'s ,.M, . .Ma .^Ma ,..M, ,M,,

^ Op fis '— 1 ^p ô ds rr- ^
' ' M , -1/W, -'Sj,

( Ï û ) Ô(^ = — ^ ^ Qp fis — 1 '^Ô dS rr: / " .A 9- S dS.
' M . f'v .Ar uit

Si donc nous posons
•• ^? ^ù[ii) e^p^ • • T 4-A-•-, : : : : o,

• ^p r^

nous pourrons écrire»
/ll'îaoÇ;^........... fj.y^ -,.:- -.,.„„„. i ^H ds

' ' ̂  »

et une intégrat ion par parties nous donnera , d'après l 'égalité ( I^ ),
o^^—a.i.J .::::,:- [^(a (5..r -I- (î or ..-.^. y cb)]^

[^ (d^ff. . ^p , ^y. \ , 1 1

4- / ---j- 0,r -41- 1 1 1 1 - 1 1 1 1 , L oy 4- " • , / ds ^.
.4, \, ^v ^v " fis )

Alors, en tenant compte des égalités (H), (9) e( de la précédente,
l'égalité (7) deviendra

(T^4- Ça) â^i 4- ( fiy-f- 013 ) o/î 4- (1^ 4- ^y) ̂ i
4- ( T^ — © ̂  ) o-r^ 4" ( T^. — e^ ) or, 41- ( 1\,-"11-1 ^ 7 ) o^' .^r"— wp

r1 " ( " /y ^\ ^/^^" . )/ )p(X-..^)4..-..^ „+..', / ^ " ( r /Y ^\ ^^i. f ,
4- ^ j | p ( X - -;̂  ) 4-- •--,- | o;r 4- . . . \ds -:: o

^ M i

les points désignant deux autres termes analogues à ce lu i qui est
écrit. Cette égalité devant avoir lieu quels que soient les déplacements
virtuels o/r, Sy, os, &^ ây^ . , . , Ss^, i l en résulte qu'on doit avoir :

ï,° A l'extrémité M:, du. fil ,

( l 2 ) (T^Tir,Tis)"4"e(^^y)=:o;



HECHERCÎiES SUR LA. DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE. 3^7

2° A l'extrémité Ma du f i l ,

( i3) (T^, T^r, T^,) - 0(a, (3. y ) == o;

3° En tout point du fil,

p^X.Y,/.)-^";;-^]-.^^^^^^

Ces trois dernières équations s'écrivent encore

( , 4 ) ^X.V.Z)-^].^9^^,

Les équations (12), (i3), ( i4) ont exactement la même forme que
si la viscosité n 'existai t pas; © représente donc encore la tension du
fil en chaque point . Mais l 'équation caractéristique ( ï i ) cesse, quand
le fi l est doué de viscosité, d'être une relation finie entre les trois
fonctions ©7 p » r^ ^^ rKHis montre (^ue5 P0111* un meme système de
valeurs de p et de T, la tension © n'a p lus la même valeur, suivant
que le fil est en équi l ibre ou en mouvement. Ces conclusions sont tout
à fait analogues à celles de M, Duhem relativement aux fluides propre-
ment dils (1 ).

Nous avons obtenu les équations (12), (î3), (i4) en imposant au
fîl une modification virtuelle isothermique quelconque. Si le fil garde
en chaque poin t une densité invariable (fil inextensible), on a 8^== o;
le fil ne peut donc pas être visqueux. Comme on a aussi 5^ == o^ Féqua-
tion (7) se rédui t à ses deux termes extrêmes et doit être vérifiée pour
toute modification vir tuel le isothermique qui n'altère pas la densité :
l'équation (î î) n'existe plus, mais on reconnaît que les-équations (12)5
(X3) , (ïA) peuvent encore être écrites (2). L'équation de cont inui té se
réduit a. A == i.

(r) P. DUHEM, Recfierc/u^' sur l'Hyelrodfruimique^ sixième Partie, Chap. ï, S 3- on peut
remarquer qu'un fil flexible est ïiéccHsairernent ce que M. Duliem pourrait appeler un
fil proprement du, car la défonnatkm élémentaire d'un élément ds du fil se réduit à unô
simnie dilatation $^" ==— ^ ' One modification virtuelle isotliermique est donc entière-" ' r ' ' ! ' dff p . ' '
ment définie par la variation qu'éprouve la densité.

(â) Voir P. DUHBM, ïfydrodfnamique) Élasticité^ À'caustique, t. ÏÏ, Chap. I, § à.

Ann. Èc. jVoyw., (3), XXIX. — AOUT 1912. ^
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III. — Équations de la température.

Considérons, à l ' ins tan t ^ la portion d u ' f i l comprise entre deux de
ses points P et V choisis arbi t ra i rement; nous a l l o n s calculer la quan-
tité de chaleur ûQ qu'el le dégage dans une rnod i f î ca t ion virtuelle.

La Thermodynamique nous enseigne que l 'entropie du f i l au point M
par unité de masse est — - ̂ jp E désignant l 'équivalent mécanique
de la chaleur ; la quant i té de chaleur Sy, dégagée pendant la modifica-
tion parTélément de masse dm sera, d'après le principe de Carnet-
Clausius, donnée par l'égalité

<î(/ , ^ / i <)ç \ i A ()û ,, ,/ 4.. o ^ r ^ ̂  _ i ^ ^
i \ .̂  ^ l / Ei p (H i

et, comme âQ = ^ 5y, nous ol)(,enons

Soient
"•-'-E^ •^^-l^f)^^\•l!•

Ï û^^(p/r)-- E ^P

{^chaleur spécifique à densité canslante et dQ la quan t i t é de chaleur
dégagée pendant une modificat ion réelle do durée dl; nous aurons

( .s) ^Q = eu r "p (T .̂  .̂..-.. ̂ ) 4 - A - . f^y ^./,, ; \E ôpôf ( ) t (H ) E p \ < ^ /

Nous allons égaler celte expression à celle que nous f o u r n i t la
théorie de la conductibilité.

La portion PP' du fîl que nous considérons est assimilable à un
tronçon d'armille ; nous pouvons donc écrire immédiatement la

, deuxième expression de <^Q, en nous reportant aux équations don-
nées pour la première (bis par Fourier dans le problème du refroidis-
sement de Farmille* Si nous supposons, pour simplifier, notre ' f i l



nECiïERCIÏES SUR 1A DYNAMIQUE DU FIL FLEXIBLE. - SnC^

athermane et sans sources intérieures de chaleur, nous aurons (1)

(.6) ^=^^^(K^)'4-Â-(T-T.)]^.

K désignant le produit du coetÏicient de conductibilité intérieure par
l'aire de la section droite du f i l , k le produi t du coefficient de conduc-
tibilité extérieure par le contour de la section droite et T^ la tempéra-
ture absolue extérieure.

En retranchant membre à membre les égalités (ï5) et (16), nous
obtenons une intégrale qui doi t être nulle quel que soit le tronçon PP';
il en résul te qu'on do i t avoir, en chaque point du fil ,

^ ^^(^)-^-''.>^^^fê)"
Quand le f i l est dénué de viscosité, cette équation peut s'écrire

^-K)-^-^-^-
Enf in , les condi t ions aux extrémités sont les suivantes :

09)
K^-:::=Â-Tr-T,) (en M, ) ,

K^^Â^T.-T) (en M;,),

^ désignant le produi t du coefficient de conduct ib i l i té extérieure par
l'aire de la section droi te du fil.

Dans l 'équation (18) figure la dérivée de © par rapport ai; nous
aurons aussi à considérer plus loin sa dérivée par rapport à p.
Nous allons donc donner les expressions de ces dérivées en fonction
de quantités expérimentales, en nous l imitant au cas où 1/équation
caractéristique (î i) se réduit à

^e+p^=o.1 àp

( l ) rwr par exemple J. BOUSSÏNÏSSO, Théorie analytique de Ut chaleur^ l. I, p. %59.
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Dans une modification virtuelle quelconque, on a

^ ^0. àB ̂(.0) oe=^op+^o],

Soit / la longueur du f i l par uni té de masse, on aura

, ,, , rî/ ôo
p/:= ï , . ( j OU ","" 4- — = 0.

t p

Faisons, dans l'égalité (20)7 5© == o, 5ï = ï . La valeur correspon-
dante de y s'appelle le coefficient de (/iiatation à tension constante D;ii
nous avons ainsi

.,, r)ê r^e^FD^^^^o ,

*^ f
La valeur de ?@, pour "y = ï et âT —^ o, s'appelle le module de Younp;

à température constante c. Nous avons doue aussi

^ .i :^ — p- 1 - - . 1 ^</?

de sorte qu^en déf in i t ive nous avons les deux relat ions

, , ^0 <•; ^Ô ,, ,.(în) ^-^p-o, ^4<!)6=o.

Etablissons une dernière formule» Nous pouvons écrire

/ 111 ^8 . ,,,\ ,oy^^^pop+^àlj^^o,
et aussi

à// + ( h ô0 •+- C <3T ) fl m =:: o

G désignant la chaleur apéct/lque à tension constante et h un autre coef-
ficient calorifique, La comparaison de ces deux égalités, jointes à la
relation (20), nous donne

, rfe T je , ̂ e .,/< •••—-• =: _.-, -., » h -y. ̂  -h L ::=: <?,
y^p E p^ à V ()l ?
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d'où nous déduisons, en éliminant /?,
38i

(22) ^ 'L- ^-0^â—-^ ^e c
^p 4" cep2 ̂ nv '"'̂  ^p c"

CHAPITRE II.

'LES 'DÏSCONTIN DÎTES AU POINT DE VUE CINÉMATIQUE.

I. — Les discontinuités et leurs vitesses de propagation.

Considérons le fil à Fins' tanUo dans son état primitif où il occupe la
position m,,ma. Soient ç^(oj^), ^(o.),//) deux fonctions analytiques
uniformes définies en tous les poin ts compris entre m^ Qtm^ et à tous
les instants / d'un certain laps de temps.

Supposons qu'à l 'instant / il existe sur l'état pr imi t i f un point m
partageant le fil en deux régions m^rn et mm^ que nous désignerons
respectivement par les indices 1 el 2, et jouissant des propriétés sui-
vantes :

Au point m, les deux fonctions 915 y^ sont égales entre elles, ainsi
que deux quelconques de leurs dérivées partielles correspondantes
par rapport à (û), r), jusqu'aux dérivées partielles d'ordre n — i inclu-
sivement; mais il existe au moins une dérivée partielle d'ordre n de la
fonction y, qu i , au point m, n'est pas égale à la dérivée partielle cor-
respondante de la fonction <pa.

Une fonction y, égale à y^ dans la région 1 et égale à îpa dans la
région 2, est continue, mais non analytique dans la région totale con-
sidérée. On dit qu'à l ' instant l, le point m est un point de discontinuité
d'ordre n pour la fonction ç (1).

( 1 ) La définition de la discontinuité on Hydrodynamique est donnée sons une forme
p'drtieuÏièrornentnôtte par M, Duhôm (Recherches mr l'Hydrodynamique^ deuxième Partie,
Chap. n, § 1). Nous avons eu pou de ehoso à changer à cette définition pour l'adapter au
cas actuel.
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Si la fonction y était d iscont inue au, point m, celui-ci pourrait être
regardé comme un point de discontinuité d'ordre zéro.

Si le point m existe aux divers instants l du laps de temps consi-
déré, on dit que la discont inui té est persistante. Nous ne considérerons
que de ces discontinuités-là.

En général, le point de discont inui té rn n'est pas stat ionnaire; son
mouvement sur l'état primitif est déf in i par une certaine relation
entre œ et /, soit
(23) F (G), ^)==0.

Il se déplace ainsi, le long du fil avec une certaine vitesse Vy portée
suivant la tangente en rn, menée dans le sens des arcs croissants et
dont la valeur est

.. d^^-ir
L'équation (2^) devant être vérifiée quand on y remplace les

variables respectivement par co + cùù et r-h dt, on devra avoir
âv . , ôv .—<TO 4" —dk == o,()^ àt

d'oû l'on déduit
/ ,, ^r ÔP ()V(.4) v,^ ».,̂  .,:-:: o.

Au point de discontinuité m, considéré sur l'état primitif , corres-
pond, sur l'état actuel, le point M caractérisé par la même valeur déco.
Aux régions m, m et mm^ correspondent, point par point, les
régions M., M et MM^ que nous désignerons aussi respectivement par
les indices l et 2. A l'arc mm! ̂  d^, f ranchi par le point de disconti-
nuité m pendantle temps <^, corresporKJ, sur l'état actuel, l'arc MSi'^^,
M' étant le point du fîl à l 'instant t qui sera point de discontinuité à
l'instant l + dt ; la quantité

y - dsv _ ̂

est la vitesse de propagation du point de discontinuité M comptée sur
l'état actuel. Elle est portée sur la tangente en M' menée dans le sens
des 5-croissants : si la discontinuité est du premier ordre par rapport
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aux coordonnées x ^ y ^ z , elle pourra être ('tordre zéro pour les cosinus
directeurs a, [Ï, y, et, dans ces conditions, le point M sera pour le fil
un point anguleux avec deux directions de tangentes distinctes. Mais
la tangente sur laquelle on porte V ayant toujours la direction MM',
cette tangente se trouve toujours 'menée sur la région du fil vers
laquelle la discontinuité se propage.

II, — Les discontinuités du premier ordre.

Supposons la d iscont inui té du premier ordre par rapport aux coor-
données ^,y, ^ : une au moins des six dérivées —-—-2-—^ sera discon-
t inue au po in t M, et, d'après les égalités ('2), (3), (4)? on voit qu'il en
sera généralement de môme de la densi té pe t des cosinus directeurs a,
(il, y, cp dés ignant une quan t i t é discontinue au point M, désignons en
général par

o^==y2"~?i

la variat ion brusque qu'elle subit quand on franchit le point de dis-
c o n t i n u i t é dans le sens des s croissants. Par hypothèse, nous aurons

fî^ï ^z 0, o'y == o, o'-s m- o

pour toutes les valeurs de co et de ^vér i f iant l 'équation (23). Comme
on peut évidemment intervertir les caractéristiques o' et à, i l en résulte
qu'on doit avoir s imul tanément

,/^£^_l)A,+o'^-fi^)^=o,
ôw àt

àV , ô¥ .
——• €i(f) 4- —— C/t =. 0,
<)W ()t

II existe donc trois quantités X, {x, v telles qu'on ait

^'Èi^iZiJll 3'ÉifjLZiiJî
0 " àw ^ àt — a 1 ^ v )« , . ^ ^ ^ ^ _ ^

^ ât àw
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Nous en déduisons, en tenant compte de l'égalité (2/1,),

(,5) ,/̂ î =.a,̂ .), a/^-^=^a^,.)v,

Les trois quantités Çk, ̂ v) peuvent être regardées comme les com-
posantes d'un vecteur qu'on appelle la c/ùcontinuité au point M.
Si V ^ = = o , le point de discontinuité m est s tat ionnaire sur l'état pri-
mitif; sur l'état actuel, en M, il afÏecte toujours le même point matériel.
Dans ce cas, nous voyons, d'après le second groupe des égalités (2^),
que les composantes de la vitesse sont nécessairement continues.

Cherchons la relation entre Vo et 'V; nous allons reconnaître qu'elle
dépend du sens dans lequel la d iscont inui té se propage. Supposons
qu'elle se propage de la région i vers la région 2, c'est-à-dire dans le
sens des s croissants et soit alors V^ la valeur de V. On a

W'^(k^^^,lt.

D'autre part, les coordonnées du point- M étant x, y , ^ celles du
point M'qui est situé dans là-région 2 sont ( x , y , z ) + -—-^-— ^.
On a donc

f^) ^^V.^^-V.Ê.^^) cU
\ ( ) w j t ! p<1» v^>,A

et, par suite»
(26) p^Va=;poV,.

Calculons les composantes (^^.p^) ̂  1^ vite^ absolue du
point de discontinuité. A l'instant t + f / l , celui-ci est en un certain
point M.' de coordonnées (^, y , s) 4- ̂ f^j^ dw •+" (^^p w^dt\
on a donc

(27) ( ,̂ ̂ y, ̂ ) .== V^ag, ̂  yâ) + (^* ̂  ̂ )-

Si la propagation de la discontinuité se fa i t en sens inverse du pré-
cédent, on trouvera, pour la vitesse de propagation V^ mesurée sur
l'état actuel,

(26 bis) ! ! p iVï=p^Vo
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et, pour les composantes (^.^^i^^s) de la vitesse absolue du point
de discont inui té , les mêmes formules (27) où les indices 2 seraient
partout remplacés par les indices 1.

Cherchons e n f i n la relation entre p < e t p a . D'après l'égalité (3), on
aura

pi Ai == po, pgA^po,
d'où

piAi—.p^Aâ.

III. — Les discontinuités d'ordre supérieur.

Supposons, m a i n t e n a n t , la d i scon t inu i t é d'ordre n ^> \ par rapport
aux coordonnées *r, y y ,s : d'après les égalités (2), (3), (4)? on voit
qu'elle sera. généralement d'ordre n ---1 par rapport à p el à. a, p, y.
Les formules (26) et (261ns) se réduisent donc à une seule

(28) p'V =:•?,¥,

et l'on a de même

(\^, •<^, ̂ ,) = Y (a, (3, y) + (//, P, (.T..').

Par hypothèse, nous devons avoir
,)/i i ( , , . A/ ^ \

o' ̂  .̂ ^^^^^^ == o (p =, o, i, ̂  . . ., n — i)^^« // i ̂ // ^ » , » . /

pouj'toutes les valeurs de œ el de t vérif iant l 'équation (23). Comme
précédemment,, nous verrions qu'il existe trois quantités (A^,(^V/,)
telles qu'on ait

^ ̂  ( x, j, z ) ^ ÎfÏLZLiL0 -j^p-j^ ^ r) J^^^à^^ __ (^J^J^)__^^^^^^^^ _ . ^ ̂  . . . _ ^ ,
^0) f)^ ^^x)

d'où nous déduisons

•'•^^ ="'""•'"1-'1 »-^s.^=-o" ̂ ""f-
^/^. A'ic. Norm.^ (3) , X X ï X . — SBPTKMBttE 1 9 1 % . ^9
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Si nous remplaçons, dans le premier groupe de ces égalités, p par

p 4- i ^ les premiers membres des deux groupes deviennent respective-
ment identiques ; il doit donc en être de moine des seconds. De la, les
conditions suivantes de compatibi l i té

(A p 4.1, p^4-i-, 1 .̂+.i ) ^.—— { " / ' I V'P's ^f» ' 0 '

d'où nous déduisons facilement

(À/,, [j.^ vy/) -=(Â^ ^^K—Vu)^

D'après cela, nos deux groupes d'égalités se r édu i sen t au groupe
u n i q u e

(.0) .'^^-(.^..)("V»)/-,

en ellaçant au bas de A, a, v r i n d i c e O devenu inuti le. Nous pouvons
donc dire qu 'une d i s c o n t i n u i t é d'ordre n est caractérisée par unvec-
teur ('À, [j., v), qu'on appel le /a dû continuité au p o i n t M, et, par sa vitesse
de propagation V ou Y(,,

Ce premier résu l t a t obtenu, nous a l lons chercher les variations des
dérivées d'ordre n — :i de la densité p et des cosinus directeurs a, ^y.

Partons de I n é q u a t i o n pA s= p^ (^t dérivons-1;» ^ •1- p — i (ois [)ar rap-
port à o) et/) fois par rappor t à /, i l v iendra

A —°1———. , - + , — L̂1..̂ ... - - _^1^_.,
()r^ 'p ï f)^p • » c)^1 ^ i ()£/' ~' ^^»/' /^-î ^7'

les termea non écrits correspondant a des dérivées d'ordre n — 2 au
'plus et par suite continues. En écrivant, cette équation de pari et
d'autre du point M et en retranchant membre à membre, nous ob tenons

\^ ^l^JL^ -/ ^"1A

'/ ^^ ^ 1 àtp 4"po j^^r^ :i-0-

car la discontinuité de po correspond a une autre valeur de w. Consi-
dérons, d'autre part, l 'équat ion

Mr^fêH^)'
et dérivons-la, comme nous avons dérivé la précédente; nous obtJen-
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drons

A ()n'wi ^ — (jx à'^x à y à'1 y àz à^z
^n-p-i ()tp 4" ' " — J^ J^-P à^ + ̂ ) Ô^-P àt^ + 1h~) à^-^à^ + ' * * '

d'où noils déduisons, d'après les égalités (3), (4) et (29),

• ^^^^(^^^

Nous obtenons donc finaleinont

^^.j^le_-^p!,
^n^p 1 ̂  —" ,p^(3o) ô^^^^^P(^

Passons au calcul analogue relatif à a, (3, y. La première des éga-
lités (4) nous donne

j^-1^ _ p JÉÎ L— P, ^ï. ^^_-IÊ_--^^-j—^^ — ^ ^̂ ...,,̂  ̂ ^, +. • • -+- ^ ̂  ^̂ /,......,,-i ̂ >

d'où nous déduisons, en tenant compte des égalités (29) et (3o), la
formule triple

(3,) 3' ̂ .^lÊ^ ̂  P[ (7, ̂  .) - (a, P, y) (^+ f^ + yv)] (-VJP.
or») ' vc.' po

(IHAP.ITKE III..

ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS DU PREMIER ORDRE.

I. — Extension de l^quation fondamentale aux discontinuités
du premier ordre.

Nous allons employer la méthode suivie par M. Duhem dans ses
Recherches sur l'Hydrodynamique.
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L'équation fondamentale (7) n'a de sens que si, à chaque instant t,

les accélérations des d ivers éléments du t i l sont f inies . Ceci n 'aura pas
l ieu, en général, s'il existe une discont inui té du premier ordre,

Soient u, p, w les composantes de la vitesse d ' un po in t matér ie l au
temps /, //, 9\ w' les valeurs de ces composantes à P i n s t a n i t ' + - r ù ;
nous p ou von s écrire

, ..Mu
ÔJ := -.„ i [ ( / / / _ ^ ) o.r 4- ( ̂  — c ) o y 4- ( ̂ 1 ̂  (F ) fh \ dm,

affJ^,

de sorte que l 'équation f o n d a m e n t a l e ('7} deviendra

r^( 32 ) ( oG, + ̂  — ôi.J) dt ••— j \{u''— u) fï.'r -h ( P'"--" t») oy 4" ((.^ ••1-- (r) o^'j dm. = o.
«Ai,

Nous ferons, avec M. Duhem, rhypolh.èse que cette égali té, qrii
garde in1! sens quand les di f îerences u! — u, 9' — <» , n^ — ^r sont f inies ,
pourvu que l ' intégrale soit de l 'ordre de d(^ c o n t i n u e d'exprimer un
pr inc ipe exact.

Partageons le fi l en deux parties a e(, A, le point , de d i s c o n t i n u i t é M,
supposé unique, se trouvant dans la par t ie a entre les i n s t a n t s / et
t 4" (U\ la par t ie b se composera de d e u x autres parties non contigués
el nous aurons é v i d e m m e n t

ô-i-^ :— o-i.;"̂  4- OT^
^^ T^ â^ ̂  'l\y oy^ 4- Tts ̂ i 4-1- T^ a^, 4" T^y oy, 4" 11^ os,

4- ( ( X rï^ 4- Y of 4- Z cb ) r/^/,
t• /// +" //

o^<,==: 'î^^^-i- oS^,

ÔJ r::— ^ y [ ( a ^ — ^ ) (i^-O^— (^^^(^^—n^as'IJm
*.,/^

/Y^^ ^ r^ /h:r'., \ ,
-^H^o^4-^ay4....^o.Jr/m;

de sorte que l 'équation ( 3 2 ) deviendra

(3 3) " A4«B-= :o ,
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A. = \ ô^^ — ô-r^a "+- / ( X o,r + Y ôy + Z o^ ) c^-1 ̂
L ^ a J

— ^ [ (^ / — a)^x^-^ — ^or-l- ( (v '— (F)ô^]^/?2,

389

( 3 4 ) -77 ̂  5^ — ^r •1Î^

Tout d'abord, imposons au f i l une modif icat ion virtuelle qui laisse
immobiles tous les points de la part ie a, y compris ses extrémités (^,
(x^ : l 'équation (33) se réduira à B = o, d'où il résulte, en suivant la
même marche qifau paragraphe .11, Chap. I, qu'on doit avoir :

i° En tous les po in t s de la partie h,

(35) p "(x, ¥, Z) - ^1^^^^^ .,-,- ̂ ^.11 = o,

e.,,p^+A^^o;' àp àt(36)

2° Au point , Al^

(37) (T,^Tiy,T^)+8(a, P, y )=o ;

3° Au poin t M'^

(38) (T^ Tây, T^ )—^(^ , (3, 7)^0,

Cela posé, imposons au f i l une modif icat ion vir tuel le que lconque :
on déduit des équations (35)

... àu\ ^ /<. <)^\ ^ ( „ àw\ ^ " } ,X^ ̂ ) o..̂  (Y^ ̂  o^+ ̂ - ̂ ) ô.J ̂.ne-
f/Wea , rf©S ^ ^y ^ \ ,

^ / .̂ __ 0,̂  + . - . - r rjy 4- ——X 05 f/.y = o,
J, \ ds eu J cis )

et, en t ransformant la deuxième intégrale par une intégration par
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parties,

rfYxr du\ ^ /x. ^\ ^ A, <^\ ^ 1 j
J, [(x " ̂ )û" 4- V ̂  ̂  oy + (z ~ ̂  ) "J ̂

4- f0(a cLf 4- |3 ôy 4" 7 fî^yi^ — | (^(a o.z- + ? ây + y as) |^— / C 5 ̂  rr 0.
J /,

Si, maintenant, nous tenons compte des expressions générales
de 5^, o^ et des équations (36), (37), (36), nous reconnaîtrons que
l'équation (34) se réduit à

^ = [ 0 ( a S^ + P or ̂  7 5^ )t; •

I/équation (33) devient alors

( 3() ) f | ( /^ "" // ) ô.r + ( <^ — (Q <îy 4" ( ̂  • ^Q as | dm
v n

4- ^^, o-r^a— o^^a -" f (X- <î^ ̂  Y oy 4-11- Z S^) r///^
^^ J

— dt [ ̂  ( a Sa' ̂  ? oy 4- y as )]^ ̂  o.

II. — Application de Inéquation précédente.

Su[)posons, pour fixer les idées, une discont inui té qui se propage
dans le sens des s croissants, c'est-à-dire de la région 1 vers la région 2;
.̂ T étant le point du fil qui devieni, point do discont inui té à l ' ins tant
/ 4- dt^ on aura, MIVr==Va^ . Prenons, comme région a, la portion
composée des trois éléments

p-i M: = si ( i l , MM' -:;•= VK <^ M' ̂  ̂  ̂  dt,

£< et e^ étant des quanlités finies. La partie y^M appartiendra ainsi, à la
région l, les deux autres à la région 2. Calculons alors chaque (.errne
de l'égalité (39 )„

Les difÏerents points de l'élément MM' appart iennent, à la région 2 à
l ' ins tante et à la région 1, à l 'instant t ^ d t ; on aura donc, en négli"
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géant des inf in i rnent petits d'ordre supérieur,

r^'j [( /// — u ) ô.r -+- ( ('/ — c) S Y -4- ( w' — (v) 03] dm
M

::=• |'(«i — /<a) ô.z- -+- (i'i— (^) rîy -h ((T^ — (ï'a) Ô3]p2Vâ^,

les déplacements virtuels î)x, oy, â^s, fonctions continues de s, étant pris
au po in t M. La quant i té précédente étant de l'ordre de (Sx, oy, o/s) dt,
nous ne conserverons, dans l'équation (3g), que les termes de cet
ordre-là. Dans ces conditions, on reconnaît que la même intégrale,
étendue aux é l é m e n t s (J-(M e t M / ^ a » <îst négligeable.

D'après l 'égali té (6 ), on voit que <Ïp est de l'ordre des dérivées en s
de <w, or, o^, qu i sont elles-mêmes de l'ordre de (5;r,.oy,^); par
suite, le terme

(U^i^diÇ^^ch
^ a '

est de l 'ordre de (o.r, oy, os)^2 , donc négligeable. 11 en est de même
du terme dt /'(.X ïx -h Yôy,+- 7^z')dm. Rn réduisant le dernier terme

* ' t t .
de l 'é([uation (3c)) a sa partie principale, celle-ci deviendra, en tenant
compte de l'égalité (•2(i) et en c o n t i n u a n t de désigner par 5' les varia-
tions brusques, a f i n d'éviter toute confusion,

(.^o) (^ u o.r -h y ^ Sy .4-" o /(1 l - 'ô^)po lVo-4- ô<?^

4" ^(C^)^ -hô'(^i3)o;'4-^(0y)as==o.

Il ne nous reste donc p lus qu'à calculer o^. On a, en général,

/* >. . / " . / ^^.r r^^Y d o z \ ,
^~j ^ è?ds^j ̂ ^^ + p^ + y-^jp ̂

égalité où ^ r= A. ̂  quand ÔL a une valeur finie. L'équation précédente
est donc applicable aux éléments (X,M efc.M^; elle donne des termes
de l'ordre de âp<^, donc négligeables, puisque nous ne devons plus
conserver dans l'équation (4o) que les termes de l'ordre de ( S x , oy, c^).
Il reste alors

(^ , ( dûx .dôy d ô ^ " \ .^=1 ^(a^^+p^^-y^)p^.
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Les dilierents points (le l 'élément MM' appartiennent à la région 2
au temps t et à la région 1 au lemps £+ dt\ comme nous l'avons fait
pour les accélérations, nous écrirons

,b =: ̂ i £ln£ ==: ̂  Êiriti — — ̂  ^£,
T pa à?/; pa ^ "~ ?2 ^/ 9

en admettant que l'expression donnée pour ^ soit encore exacte
quand —^ est très grand. D'après cela, en remarquant que les déri-(}if

l i *S ^ '\ \

vées -----̂ i-̂ ^^ peuvent être prises au point M, nous aurons

, / dô^ ,, doy dS^\^ ^
o^ ̂  -A, ̂  ̂  + P, ̂  + y, ̂  V, o p,

déserte que, l inalement, l ' équat ion (4°) s'écrira

( 4 i ) [po 'Vo^^ + ô i ( ^ a ) ' ] S . v
^ [ R o V o ^ r 4-ô'(,ep):|^
+l :poV(,o /^-^ô / ( (w )y) : jo5

. / dQ,T „ drîv ciôs\^.,. ^,
« A, (^ ̂ -» 4- ̂  ̂  4- y, ̂ .̂  V. o p = o.

Dans le dernier terme de cette égalité, nous aurions m des indices 1
à la place des indices 2, si nous avions considéré une d i scon t inu i t é se
propageant en sens inverse.

»•

III. — Cas d'un fil parfait ( r) ,

I/équatior^.î) est générale; le fil étant supposé parlait , c'est-à-dire
dénué de viscosité, nous devons y taire Aa = o< II reste alors une équa-
tion qui doit être vérifiée, quels que soient les déplacements vir-
tuels Sx, oy, Ss, ce qui exige qu'on ait

po Vo o7 ( u, c, w) -h 9 [ Ô ( ce, (3, y )] == o,

( 1 ) L. HOY, Les discontinuités du premier unira daw la rnûlwemerït d^s ftlîi JUixiblesi
(Compter rendue y t. 1^2, juin ïon).
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D'âpres le second groupe des égalités (^5), les équations précé-
dentes peuvent, encore s'écrire

(42) a,^)poV^o4e(a,p,7)]=o.

Voyons les conséquences de ces égalités. On a identiquement

(43) o ' (9a) ":: a; c'a 4-- v.\ o'O —- Oi c'a 4-- a;, ̂  ©.

Appliquant la même identité a la première des formules

/ ., . <H.ï\ y, z)?„ ( a, p, y } -,-: p -——:———-,

nous aurons également

../ „ i)'f / 0"t' \ .,/ .,,, ( Î < K ' ( ôx \ ^,
P(,O ^ ::1--::: ù.o -, ~1""- ""•'r1'" 0 P '= Fi 0 "~r- l-ll-l- —— o p,1 • ^^) • <)f,) / i 1 ' r^t \()r,) j ^ 1

ou (*ncore

(,/l/i ) p,,^ ̂  — F a/. 4- ^•i> a, o'p 1 — p, /. 4- ^•a^o1 p.

Les doubles égalités ( 4 ' 5 ) et, (Vi) et quatre autres analogues nous
permettent d'écrire; les équations f^p) sous les deux formes équiva-
lentes

l 0, ̂  zQ (p;| VS - . . . . p,n,) . - po (a,, ̂ , y, ) o^ pe) -:: <s
/ / . „ 1 Pi( 4 - > ) .

f 0, ̂ ) (pIV;;--- ?,<-), ) ••-1-1" ^(a,, p,, y,) ^ (pB) = o;
l p2

d'où nous déduisons^ en supposant la quantité oYpQ) difrérenle de
zéro,
( <^ a. ........... ^ - Yl », .4... , ..,.,.....,.À__ . . . . . . _^ --.. . .,.,....,....̂ ,,..,.,,.,,.
' / a, •1"1"1" (-., " y, ~1""" " ' ( a,, a, ) "•"""" ( ̂ , p, ) """•" ( y,, y, )

La discontinuité est donc longitudinale, mais il y a deux cas à dis-
tinguer:

Sî la valeur commune des rapports égaux du premier groupe
est 4-- t , ou a

(4;) o'(a, |3,7) — o ;
//////-. Ar. A'^r///., (3), KXIX . — SKI'TKMHKI'- K )» - Î . •'>0
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la discontinuilé est (loue au moins (lu premier ordre pour les cosinus.
D'après cela, les égalités (/i3) et ( ̂ l ) deviennent

ô^Ha) -"•;••: a o7^), pi pa?. -1- p(»a rYp — o,

de sorte que les équat ions f/p) peuvent s'écrire

( À, p., V ) ( 0^ V(i O' p "-h- pi p.; O^") ) r.: o.

En égalant a zéro la deuxième parenthèse, nous o b t e n o n s la v i tesse
de propagation de la d iscont inu i té mesurée sur l 'étal, primitif; en
nous reportant aux formules f ^G) < * ( (;>()///.v), nous ohlenons, |)our
celte même vilesse mesurée* sur l'elal î le l iK* ! , les expressions

....,..„„,.„ ,̂,̂ .,.,, /"-1--1-1111 . ,--11^1 ,1111^
V „,.,.,.„, À / „ „ . . _ . , L,:; .,..,.„„, V,-'-:-" ( - i/-- Ll -,,̂ .. ,y pi 0 p y p a 0 p

suivant (|ue le point, de d iseonl inu i fe se propage de la région '1 vers la
région 1 ou en sens inverse. Les signes des radicaux sont ent ièrement
détermines, puisque V, esl toujours négatif et V^ toujours pos i t i f ; de

(dus, ces v i tesses sont réelles, car """7- est essent ie l lement négatif, sansi 1 1 7 ^ ! ! o ' p ! ! 1 1 1 1 r^

< j u o i , le f i l ( e n d u enire de -ux p o i n t s ^ el n/é(,an( soumis a a u c u n e force,
ne p o u r r a i l el.ro (*n é q u i l i b r e s t a f d e ( 1 ) . 11 est, i n t é r e s s a n t , de comparer
ces fo rmules à celles données par M. D u h e m en H y d r o d y n a m i q u e ( 2 ) .

Supposons, m î t i n l . e n a n f , que la v a l e u r c o m m u n e des rappor t s é^'aux
du premier groupe des égal i tés ( ̂ ( S } soi! î ; on au ra

(/^) y.i ll••ll- ^2--^ o, ^i -h- pa -^ o, •/t -i- '/^ < > .

I.es d i r ec t ions (a, , [̂  Yi ),, fa^ ^y , Y ^ ' ) sont , a lors opposées, de sorte
q u e le po in t de d i s c o n t i n u i t é M c o n s t i t u e , au point , de vue de la f i g u r e
H ' é o m é f r i q î t e d u t i l a l ' i n s t a n t /, u n p o i n t de rebronssemenL Les éga-
l i t é s ( 4 ^ ) et ( /i4) H ^ U ^ d o n n e n t a lo î 'Sy en ve r tu d (*s égali tés (4^}?

^ô' i0y/) r-r:. (0^ -h <'');. ) o^a, p(,(pi 411•lt pâ) â'^ ::•....;. %pip^^

( 1 ; e. IhlitUM, I/fdj'(Hiynantiqu(^ ^(fislicil.a, JcoffHiKffn', I. î î , {L '^)<
( î ) i\ I)ï'(u';M, Hfu'Itcrc/fes A'///* l.'/ff(li'(){hn(Htfl{[itc^ ( îeuxic i îKî I^ii'tic, Ctiaj) 1 , ^ C», cqija-

lioîi ( ^ î ) .
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(le sorte que les équat ions (^ ) peuvent s'écrire

n x /^v- H,+C.\(A,^.)(^V,-.-p,p,-^^)^o.

Egalant encore h zéro la deuxième parenthèse, nous obtenons la
vitesse de propagation de la discontinuité mesurée sur l 'étal primitif;
mesurée sur l'étal actuel, cet te vitesse est susceptible, en verdi des
formules f^(i) et ( '^hfs), des deux expressions

suivant que la discontinuité se propage de la région 2 vers la région 1
ou en sens inverse ( 1 ) .

Voyous, enf in, si la température absolue T peut être discontinue.
Admettons, (oui d'abord, que les expressions ( ï^) et (i()) soient

encore applicables a une portion du fil où les fonctions p c tT peuvent
être discontinues. Appliquons-les, alors, a l'élément MiVr== V^A, la
discont inuité étant supposée se propageant de la région \ vers la
région Ï ; nous aurons

F ô'^^ ()p ^ /)T \ /, /""' /11 /):i^ ()o (YY\ .
(fK-n dQ — dl { p ( ,, -- ],---1^ J; -- <• -77 ^,

' J \ ̂  ^p< f l ^l (^ /
^ ..^.^^ ^ ...,..- ^ ̂  ^ ( s ,

et, en r e m a r q u a n t que

(}^ pi—.p., o7? ^^'._ ^rl "•"'T2 ..„ ,,. ilï^ :̂  .„.„... ̂ j,.-.,.. ,:,,̂  ^, ^^ ..„..., ̂ ^^.. .^^ ~ ^^

( 5 . ) //0:::::.J^.l(^)^p-

( 1 } Aiîisi quo ra fî i i l remurquor M. K. Joiigncl \^ffr la -vUesw et. l 'ucoél^'atum. des
ondes de cliûc de seconde ci de I ro î f î i i ' i nc o^wcfi dan^ l<^ fU$( Comptas nmd/u, ̂  novembre
i()ii}|, tes (•onséqiieiK^s que nous vouons de déduire (les o^alitôs ( ^ ) supposeni la
quanlilé ^ ' ( ^ ) (iiiïerenle (Ic-xôro. Si STpe;- <>, les é^ilit.és ( 4 / > ) ̂  miuisont ^

p J î V S - ?0^o;

de lu, la possibilité de nonvolles dise'.nlilluitéH que M. Jou^uet a appelées /?//rto de^hoc
/ô7

de trois fèmfî (^/^ce et qui se propagent avec î î i vitesse \ î -=—&/ , <m V^
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Cet te expression est î le l'ordre de r//. D'après Pénalité (i(l), on a
aussi

/ ^g^M / • M '
<-/() ::-: dt ( Sv — ) .4 ^ / /• ( T - T, ) ,/.s1.

\ "•VM' JM

Le dernier terme du second membre est de l 'ordre de ^/t2, donc
négligeable. D'après l 'égali té (5 i ) , ( K — - ) doi t être une q u a n t i t é

f inie. Or ( K — - ^ est finie, il doit, donc en e(re de inenie de ( K — l •\ ds y M' \ dfî /M
Donc, si l'on a K '̂  o (fil l)on conduelelir), il (aul ((n'on ail S'ï ^= o;
j)ar snile, la disconliniîile est an moins dn (treinier ordre pour la tem-
pe rat, lire.

Si K ^= o (f i l mauvais conducteur^, le second membre de la dernière
égaille se réduit à son second terme. I/éq nation ( ^ ï ) nous donne
alors

T\ / f}ïfn \
1 ^ A y^+^o'T p,V,
^ \^p ()\ I\ 1 • '

(f^) .-.—^—^^^^^^^^^^^^

relalion (jni t ions fait eonnaiire o''!1 en l o î î c t i o n de o'? si V^ / o. Dans
ce cas, la température pent donc éire discontinue ( ' } *

IV. -— Cas d^txn fil affecté de viscosité,

Revenons à ré^al i le^ î ) . Celle-ci doi t èire vé r i f i ée , q u e l s que soicnl
i i ' i , • < i ^ ''s '\ . 1 i / • < fl{<~)j\ dy, QZ )les dî^.ïlac^ements vîrt i . iels or, oy, os; (»(, leurs dérivées i..—^^^••—
i l <ui résulte qu'on doi t avoir, outre les égal i tés ( / \^ i) , l 'égalité

(53) o^^o.

( 1 ) At(is) (]ue l'a montré M. E. Jon^uct | La /ai fifUaùatufue djnamifluc danK le monve-
ment de}! f fis (Comptes rendus, ^.3 oolohro K)II;|, on poul étenilrc aux (ilH J î< loi adi;<-
lïaliqiie (Jynemi(îiï(î (l'Ïîu^oisiot, (jiii î'oniplac(; alorH I?< rehdion ( ^2). tïe cetio loi {Knîihaiique
(U dcn foriiinles que nous avonî-i données, M. Jou^uoi rt (jéduti divorsca conHoquenccs,
relatives principîiicmoni f( rîtecéicralion d^s disœnlîmntés, qu'il îi rériumées dans les
deux Noies citées et dans la stuvfulie : A//r f'fi^réh^'nnon des (rndrs de e.f)oc dwtK l(^ //7.v
( Oom^ics re.ftdfis^ t ' î î lovcîïdïro njnj.
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Ainsi, la densité est, nécessairement continue. Ce résultat implique
une relation entre les éléments de la discontinuité : l'égalité pA ==- p,,
nous donne, en vertu de la précédente,

0^=0,

d'où l'on déduit
,/^y

\ <)^ ] +4^)
\ ()^) !

.//^v
0' —— -=.0.

\ OU /

D'après le p remier groupe des farrrniles (25), l 'égalité précédente
peut encore s'écrire

(^\
\ ( ) u j i

^ 1 1

^^»>7a
.4- p. 'ày \

^)^
/ ( ) : y \, ô ^ . , -\- v

,à^

ou. bien

(^) ).(osi -h Oa) 4- p. (Pi 4- Pa) -4" ^ (71 + /a) = 0.

Voyons mainlenant les conséquences des égalités (4^)? quand on
tient corn|ï(e de l'égalité (53) : les égalités ( /l4) MOUS donnent

(^)

et les égalités (,/i^)

po à' (a, p, y )::.::•:: F ( À, ̂ )

w ()., ̂ , ̂  (p? V^ - p0,) ~ p,(a,, pi, y, ) ô'e = o,

(À , p., v) (^ V^ - p8i) ~ po(^, pa, 72) o^ =o;

nous en déduisons immédiatement les égalités (A6). en vertu des-
quelles la (liscontinuité est longitudinale, si toutefois ^©^o.

Si la valeur commune des rapports égaux du premier groupe des
égalités (/!()) est -4- ï , on a les égalités (/i7) qui, jointes aux éga-
lités (55), montrent qu'on a

(Â,^)=:0.

L'égalité (5 ,4) se trouve a in s i vérifiée et les égalités (56) nous
d o n n e n t ye^o.

La discontinuité est donc au moins du second ordre pour les coor"
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données et au moins dn premier ordre pour les cosinus et la tension.
Si la valeur commune des rapports e^aux dd premier groupe des

égalités (46) est " i, on a les relat ions (48), (MI vérin desquelles Péna-
lité (54) se trouve encore vérifiée. Comme leslormules^d) et(2(S/w)
se réduisent ici a pV == P()V(., d'après Pénalité C>3), la v i tesse de pro-
pagation, mesurée sur l'étal actuel, a pour expression, d'après les
formules C^))?

V.^i/^^,y ••'•p
le radical élant {iris avec lo si^ne + ou le si^iic , suivani (juc la [)i'o-
|»a^a(ioii se iait (le la n'^ion 1 vers la rc^'ion 2 on RU sens inverse.

Si, maintenant, on suppose o'Q =- o, les équat ions (^G) se réduisent, a

p ;VS- . ^ - -o

et la vi tesse de propagation, mesurée s<n' l ' é ta t actuel, devient

/("»Vr
Ce cas correspond aux. ondes 'de troisième espèce, signalées par
M. Jou^ue L

Hntin, on doit ajouter a Pélément diiiereniiï1! d(* Pinté^rale de Péna-

lité ("^o) le ((^rme .,— ( -,' ) ? adn d^* '(.(^nir c.omDte d(ï la viscosité. Mais

comme a'p =•= o, Pécinaliou (^i) se réduit a

^0 ^^(^V^S^Trù,

Si Pon a K ̂  o, on a d,onc (^'icore o'T —: o; si K ̂  o, on a, a la place
de Pégalité (S^),

v^rrr^o,

ce qui revient a dire que o'T = o si la discontinuité se propage.
Si le fil est inexiensible, on doit avoir, outre les égalités (/l^)? Péna-

lité ('53); les conclusions sont alors identiques à celles que nous
venons d'obtenir pour les lils affectés de viscosité.
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CHAPITRE IV.

ETUDE DES DtSCOISTIISl ' ITES ( /Oi îDl lF S U l ' É l U E U R .

1 •— Les discontinuités du second ordre dans les fils affectés de viscosité.

Supposons q u e le p o i n t M soi t un p o i n t de d i s c o n t i n u i t é pers is tante
du second ordre pur rapport a .2', y , z ; la d i s con t i nu i t é sera, en
^•eneral , du premier ordre par rappor t a p et a a, p, y. Les équat ions
du mouvement , qui sont établies dans l'hypothèse où — est continu,

ne sont donc pas d i r e c t e m e n t a p p l i c a b l e s ; aussi devons-nous reprendre
ré tab l i s sement de ces é q u a t i o n s a p a r l i r du m o m e n t où celte hypo-
thèse s \ i u ( r é d u i t .

N o u s avons vu que r é q u a t i o n f o n d a m e n t a l e (7) p o u v a i t se me t t r e
sous la (orme

.. M.
(F)^ ) o(^.-4- ô.l — f <") a fis - ,. o,

• M)
en posant

., '()^ . ()û
(n) H,^-^4.-A^-o.

Partageons encore le f i l en d e u x parties a et b, d é f i n i e s comme au
précédent C h a p i t r e ; on aura

/ 6 o (h -^ 10 ( y. o r -h p oy •-1-- y <b ):[^ — |'. 0 ( a o.r + (3 oy -4- 7 Sz )]|i;;

/'7^ea , ^/ep , ^7 , \ .
---^^(;••17^ar+ .

de sorte que l ' é < i u a ( i o n (^j ) s'écrira

oç:, ...l- oJ .— / H fî /^v — 1 ^ ( a 5.c -h (3 oy -h y ̂  ):|i!1;

., / ' / ,/Ca , dW . //Cy , \ ,
. t.- |.: 0 ( y. w ̂  [3 or 4- y o^ ):|it; -i- J ( -^ ̂ ^ + -^ O)- ^" ""̂ - ̂ ) ̂  = 0>
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Tout (l'abord, imposons au fil mû1 nwdilication virtuelle qui laisse
immobiles tous les points (le la partie a, y compris ses extrémités a,

et ̂  : dans une semblable modification, l'intégrale / 0S ds est nulle,

et il résulte, de la dernière équation, qu'on doit avoir :

i° En f o u t point de la région h,

( ) ( u , < • , il') </H(^, (3, y )p ( X , Y , Z )

2° A 1 extrémité M,,

(T,.,/I\,/I^) 4.^(^(3, y) -" o:

3° A 1 extrémité M,,

(T^/i\_,/j\,). -^ (^^^y) - 1 . : - : ' o.

Qda posé, imposons au (il une modif ication virtuelle quelconque;
on déduit aisément, des trois groupes d/équalions ci-dessus,

( f^', ̂  -..h r3J/, • 1 1 - 1 - I H ( x ô.r 1 - . ̂  > • s . . y r^ ) jj^ .^.- ^ ^ ^ ,̂  ^., „

et, (in retranchant de l'équation ( ^7 ),

( ̂ ,- ),< 4- oJ /< -1-- |1^ ̂  ( a o.^ •-î-111 p o) - ' 411-- y ̂  ) 'IJt; - 1 1 1 - 1 1 / H o (t^ •^ o.

Celte équation peut s'écrire d'une nuuliérBplus expl ic i te de la façon
suivante ;

my au' i . /., ô^ \ .„ / /hr\ . '' ,
. „ x m l 1 - 1 - ^ ) ^ - 1 - ' 1 1 ^^ - - -

, fY ^ ^ 9 , 4 ^\ /' < f o.r , ff.îïr ( I ̂  i ,4-./,(.p'^ 1 ^)î)^~7/r ^-^-+7^-)^
4- [^(c< o^' -i- p oy 4- y 0.5 j'Ijîî ^~- o*

La partie a se compose de (rois serments a, M :=. s, /'// appartenant a
la 1 région 1 , MM':-̂  V ^// et M';X^^;£^// appartemml à la région 2. Lah * " '' ' y '

) rern ière in tégra le es), (l)remière intégraix* es), donc de l'ordre de for, oy, ûz ' ) f / l , la seconde de
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p i i € / ( ô a \ ô)', S s ) j , , ,.
! ordre de ———^——cit, c est-a-dire du même ordre que la précé-
d e n t e ; enf in , la troisième quant i té difïere inf iniment peu de
(©, -©, ) ( aâ . ï -+ -poy+Yo^) , qui est de l'ordre de (â^,oy,o^).
L'équation précédente se rédui t donc à

a' 6 ( y: Sx + (3 oy + 7 àz ) = o,

et, coinme elle doit être vérifiée quels que soient Sx, oy, Sz, il en
résulte qu'on doit avoir

ô'e =:o.

Ainsi la d i s c o n t i n u i t é est au moins du premier ordre pour la ten-
sion 0; supposons-la, de plus, au moins du premier ordre pour 1\
l'égalité précédente revient à écrire, en vertu de la relation (n),
qu'on a
/ - Q \ î/ ^P(.3) a^o,

ou, d'après l'égalité (3o^, où l'on fait n = i, p == i,

(59) (eu. •4- (3^~4-y^)Vo-=o.

Celte dernière égalité expr ime qu 'un fîl affecté de viscosité ne peut
propager que des d i scon t inu i t és transversales.

Nous avons supposé la d i scon t inu i t é du premier ordre par rapport
à T : ^Faprès les principes posés antér ieurement (^Chap. Il, ^ II), on
reconnaî t qu ' i l existe une q u a n t i t é T te l le que

r " €L — - ^ ̂ Ï — _ -v
r) Ôh) "" < " î 0 ( ) t w'^'^ «•

L'équation i n d é f i n i e de la. température (17) où figure une des déri-
vées secondes de T ne s 'applique pas encore, mais on peut écrire, en
vertu des égalités ( ï5 ) et ( ï6 ) ,

r^r rr â^ ()p ôr\ A / ^ v ,- , ,, ,.i . /\^rr\^/ p ^ . — , t ^ c — -+- p- — — /r F — F, ds =- .K —
JM., L • r^ à^ô\ ôt àt / h p \ à t / J \ ds )^

Supposons d'abord K 7^ o ( f î l bon conducteur) : toutes les quantités'
Ânn, Éc, Norm., (3), XXIK. — SEPTKMBHK if)^. 5ï
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sous le signe ( étant finies, l ' intégrale est de l'ordre de <//.
Comme K ne dépend, que de p et de ï qui sont con t i nus , nous en

concluons qu'on a
fdÏ\ fdï\ .,^T^ — ==: o, on o — = o,
\ c ( s } ï \û^A ^)

par suite, T == o. La discont inui té est: donc au moins du second ordre
pour T. Alors, l 'équation (17) est applicable ; écrivons-la sous la forme

,. , ()T p <) /^ P âr^\ ï rr ^ ^ T ()ÎQ ^P . ! A/àpY(60) cp^^^(K^^/c(l^i^^^p^^^

En écrivant cette équation de part et d 'autre du po in t de discont i -
nuité et en tenant compte de l 'égalité (58), i l v ient 1

^fK^^o.
(TO \ po ( ) ( < ) /

Supposons Vo^ o : <l'a|>rés Pénali té (5c)}^ la d i scon t inu i t é est trans-
versale et, par suite, ^ï. moins du second ordre pour la densité p,
d'après l 'égalité (3o). I /égali lé précédente se rédui t alors à î ' -j— == o;
elle montre que la d i scon t inu i t é est au inoins du troisième ordre
pour T.

Supposons m a i n t e n a n t K = o ( f i l mauvais conduc teu r ) : l 'équa-
tion (60) dev ien t applicable. En l ' écr ivant de part et d 'autre du po in t M.
et en tenaul compte de l ' éga l i t é ( ^ ^ ) , nous ob tenons

./ r/f ...o' —— :=r o ou rV(,= o.ûi

Si donc la discont inui té se propage, elle est au moins du second
ordre pour T.

II. — Les discontinuités d'ordre n > 2 dans les fils affectés de viscosité.

Supposons la discontinuité d'ordre n > 2 par rapport aux coordon-
nées; elle sera, en général, d'ordre n — ï pour p, de sorte qu 'on
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pourra écrire les équat ions de mouvement

(„) 4X,Ï,Z)-^].^M^,

'••' ' "-^^^
Nous avons aussi l 'équation (60). Si l'on a K^o, T figure dans

cette équation par sa dérivée seconde en œ, tandis que p n'y figure que
par ses dérivées premières ; la d iscont inui té sera donc d'ordre n p o u r T
en général ; mais, comme i l nous arrivera de faire l'hypothèse K=o ,
nous ne supposerons la discont inui té que d'ordre n — i pour T.
D'après les p r inc ipes posés an té r ieurement (Chap. Il, § III), on
reconnaî t quTI existe u n e quant i té T telle qu'on ait

^ Ô';;^S^:=T(-VI>)/'•
Supposons qu'au moyen de l 'égali té ( ï î ) on remplace 0 par sa

valeur dans les éq nat ions ( ï f \ ) : les termes qui renferment les dérivées
de l 'ordre le p lus élevé sont respectivement (a, j3, y}A~-^- Si donc
nous dér ivons ces équa t ions n — 3 fois par rapport à ù), nous aurons

/1//..-1 ^
(^8,-/)A^;-^^...=o,

les termes non écrits demeuran t con t inus quand on franchit le point
de d i scon t inu i t é . I I en résulte qu 'on a

("•••' "'s^».
ou, en nous reportant à l 'égalité (3o), dans laquel le on fait/^ == i,

(63) Ca/.-i" ;S^ + 7y)Vo==o.

Cette égalité exprime qu ' un f i l affecté de viscosité ne peut propager
que des discont inui tés transversales; c'est la généralisation de la pro-
pos i t ion énoncée au paragraphe précédent.

Dérivons l'égalité ( 1 1 ) ^ — 2 fo i s par rapport à œ et tenons compte
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de l'égalité (62), nous obtiendrons
/^-2(.)

(64) ^^

ce qui exprime q u e la d i s con t i nu i t é est au mo ins d'ordre n — i pour
la tension.

Considérons, d'autre part , l 'équation (60) et dérivons-la n—û fois
par rapport à œ^ dans l 'hypothèse où l'on a K "̂  o. Si nous supposons
V H = ^ O , la d i s con t inu i t é est transversale d'après l 'égal i té ((>3) et, par
suite, au moins d'ordre n pour? d'après l 'égalité (3o); nous aurons
donc

./<^To ̂  ̂  o,

ce qui montre que la d i s con t inu i t é est au moins d'ordre n-hi par
rapport à T.

Si ,K == Oy l 'équation (60) dérivée n — 2 fois par rapport à o.) nous
donne , d'après l 'égalité (^2),

An 1 T•\ t './ ii « f
0 ^^^^^^^^^^^^ o î l 7V^=:":0-

d'après l'égalité ( ( r i ) . Si donc la d i scon t inu i t é se propage, elle est au
moins d'ordre n pour T.

Ces résultats généralisent ceux q u i ont été obtenus au précédent
paragraphe.

Il ne nous reste plus qu'à trouver la direction de la d i s c o n t i n u i t é ,
quand celle-ci est s ta t ionnaire , et a calculer sa vitesse de propagation
quand elle est transversale,

Considérons les équations ( i4) et dérivons-les n — 2 fois par rap-
port à,û), ce que nous avons le dro i t de faire, d'après l 'égalité (64 ) ;
nous obtenons ainsi

r i 1 1 ( 'r' v " \ /) / / 1 |̂ / ) / / î ( „,/ f^ .,\
( 65 ) - ,„ ̂ ^2 -, (,, ̂  ,, ̂  ̂  „ ±.^11 .-..... o,

d'où nous déduisons

--4^^^^ -,-»^^ -.„.
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Mais les égalités (29) et (3i) nous donnent

^(.r,,r^) ,. ,^0-,J^^^
(66) a'^^^^

de sorte que l'égalité précédente s'écrit, en tenant compte de ce
quepV==p,Vo,

(67) ^^^(^p.^+^^^^l^^+P^+y^-^ô-^J^o.

M u l t i p l i o n s ces égalités respectivement par a, 6, y et ajoutons, il
vient

(68) (^+p^^y,)V^^o /^lo~=o,

ce qui permet d'écrire les équa t ions (67) sous la forme

(69) • (v—— ^ ) [O, ̂  v) ~ (a, (3, y) (aÀ +. ̂ . 4- ̂ )] = o.

Supposons d 'abord (aA -+" p^- +• y^) 7^ o : d'après l'égalité (63)y
Vo est n u l et, si l 'on admet que © est diiïérent de zéro, les égalités (69)
nous mon t r en t qu'on a,

1 - ^ 1.
a '"" p """" y ?

la d i s c o n t i n u i t é est donc long i tud ina l e et au moins d'ordre ri pour les
cosinus d'après les égalités (66).

Supposons mamtenant (aA 4- [3[x -+" yv) = o : l'égalité (63) est véri-
fiée et les égalités (69) nous montrent que la discont inui té , alors
transversale, se propage avec la vitesse

(7.Q ^^V^

elle est au moins d'ordre n pour la densité et la tension, d'après les
égalités (3o) et (68).

Remarquons que ces conclusions sont valables pour la disconti-
nuité du second ordre.
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III. — Les discontinuités d'ordre n > i dansles fils parfaits ( 1 ) .

Passons a l'étude des d i scon t inu i tés d'ordre / /> T par rapport aux
coordonnées dans les fils parfaits; nous pouvons écrire les équa t i ons
de mouvement

(,4) p^x, Y,Z)~ ̂ ^] ̂  ̂ Al) „ o,

(7i) • 9+p.^=o-

IVaprès ce que nous avons vu au paragraphe 1, l 'équation indéf in ie
de la température s 'appl ique même si la d i scont inu i té est du premier
ordre par rapport à T. Nous écrirons cette équation sous la fo rme

. , (TV o ( ) ( ' , , . ù ()T\ ,.,„ ,,, T f)B <)o
{ n i ' ) \ (<• f) .„«- -"— «L-. .——» ( li «'». »>»-. ) »«««, / ' ( j - • " I ') ->—- >•.-*.- ... -- ^••J»,
'" " ( àt """p., ()^\ p» û^t i ' € l Ep JT r^

Comme précé<lemment, nous ne supposerons la d i scont inui té que
d'ordre n—'i pour T e t i l existera u n e q u a n t i t é T v é r i t i a n i l'égalité (61).
La d iscont inu i té é tan t aussi d'ordre n — i pour p sera, en général,
également d'ordre n—î pour 0, d'après l'égalité (71'}. lin dérivant
celle-ci n — x fois par rapport a (o, nous obtenons

^"-'O r}0 ( ) ' l • i - i - l p ^0 ^^•"•'l1^ .̂ _,^ ̂ . ̂ ^ ̂  ̂  ̂ ^_ 4. ̂  ̂

de sorte que, en vertu des égalités (3o) et ( ' fn) , nous aurons

./ à^ e 6?0 ^ , , . r^e,^^^^^^^,,,^^y^^^^

Nous aurons encore les équat ions (65), d'où uous déduirons les
équations (67), (68), (69). En t enan t compte de l 'égali lé précédente ,

( j ) L. Roy, Sur la propaytfwn. des discontinuités dans le mouvement des fds J/wblefî
(Comptes rendus^ 6 rnarg î f ) î î ) .
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l'équation (68) devient

(68 bis} (a).+^+yv)^+^)-^T=o..

Examinons les conséquences de ces égalités :

I. Supposons d'abord (aA + pa -+- yv) =^ o. Si l'on a K -=^ o, l'équa-
tion (72) nous montre que T == o, et nous savons que ceci est encore
vrai p o u r / / / == 2. La d i s c o n t i n u i t é est donc au moins d'ordre n pour T.
L'équation (68/w) nous donne alors, pour la vitesse de propagation,

W, Y^V/-'^

enfin, les équations (6<)) deviennent

/ (̂n) (̂  ",
^ ̂  ̂  J [(-A, ̂  ^) — (ce, ̂  y) (a). -+- (3 .̂ + yv)] == o,

e t / comme la q u a n t i t é — 4- - est négative pour tous les fils connus (1)^
il en résulte qu 'on a

( 7., p., v ) — ( a, p, y ) ( yl -4- (3 .̂ + yv ) == o.

La d i s c o n t i n u i t é est donc long i tud ina l e et au moins d'ordre ri par rap-
port aux cosinus, d'après1 les égalités (66). La formule (73) est ana-
logue à celle donnée par Newton pour les fluides.

Si l'on a K == o, l 'équation (72) dérivée n — 2 fois par rapport à co
nous donne, en vertu des égalités (ëï), (28) et (3o),

^"^^•^"^J^0'
de sorte (jue si l'on a V ̂  o, l 'équation (68 Ins) devient,

<«,.^,,)v,^-^y]au. ̂  ̂ } \ V2^ ^) - ——, ( — 1 |=o.
•)ù c.Ep2 \ (H ) \

( i ) V» ÏXt îEM, Hydrodffuiniîquc\ Élasticités Âcoustiqfte^ t. II, p. 58.
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Nous en déduisons, pour la vitesse de propagat ion,

, ,, xr L- / ^ ^(74) ^^v-^^
en tenant compte de l 'égalité (22). Cette formule est analogue à celle
donnée par Laplace pour les gax. Les égalités (()<}) mont rent encore
que la d i scont inu i té est long i tud ina le et, par sui te , au m o i n s d'ordre n
par rapport aux cosinus.

Les vitesses de propagat ion (73 ) et ( 7 4 " ) peuvent encore s'écrire
respectivement, au moyen des formules ( 21 ),

(73^) V ::::::: •±i /t..v F
(74^) v=±:t/iYi4- ̂ i).V p \ c'Lo 7

II. Supposons m a i n t e n a n t (aA + ̂  + yv^ === o^ ce < i u i correspond
à une d i scon t inu i t é transversale. D'après l 'égalité f3o}, la d i scont i -
n u i t é est an moins d'ordre n pour p et, d'après l 'égalité ( ^ h ù ) et

^ ^-«•1 (N)

l'expression de o'"—^~, au moins d'ordre n pour 0, Les égalités (69)
nous redonnent la formule (70).

Examinons^ pour terminer, le cas d'un fil inextens ib le ( p ==?(/) :
l 'équation (72) se rédui t à

<rr <; A. //r. . ^ .,,p^=^(K^j»^<(r-r,)

et nous montre que la température se dé termine i n d é p e n d a m m e n t des
antres éléments du mou'vement. Les 'équations du mouvemen t se
réduisent aux équations 04) <*t à l 'équation de cont inu i té

• f^y+f^Y+(^Y"^\à^j \ â w l \()^)

Dérivons celle-ci n—i (ois par rapport à Q), tenons compte des
égalités (4) et (29) et nous obt iendrons

(7^) %/. +' p^ -+• y^ •:;-= o,
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La, d i s c o n t i n u i t é est donc transversale. Les équations (67) nous

do n u e ni alors

(v--.^)a,,.,. )-(.., p,y)^o'^=o,

d'où nous déduisons, en multipliant par a, p, y et ajoutant,

^ ô 1 1 -ï^o ——— ==: o.
ô^1' 1

La discontinuité est donc au moins d'ordre //- pour © et les éga-
lités C^i;)) nous redonnent la formule (70).

IV. "• Résumé.

Avant d'aller plus loin, rassemblons les principaux résultats que
n o n s v e n o n s d ' o 1 ) I e n i r, re-1 a t i v e ï n e n (, a u x d i s c o 1 1 1 i n n i té s d e s d i ver s
ordres et à leurs vitesses de propagation.

Les discontinuités du premier ordre, par rapport aux coordonnées,
que peut présenter un fil Ilexible peuvent être de trois espèces, dont
les deux premières sont longitudinales.

Les discontinuités de première espèce, caractérisées par les rela-
tions S'C'pO) ̂  o, o^a, p, y) •== o, ne peuvent exister que dans le mou-
vement des (ils parfaits extensibles et sont analogues à celles que pro-
pagent les fluides : elles sont au moins du premier ordr-e par rapport
aux cosinus directeurs de la tangente au f i l , de sorte que le point de
discontinuilé ne présente pas de singularité au point de vue de la
configuration géométrique du fil. Leur vi tesse de propagation a pour
valeur .^ ^

4.,. A / ...„„„ Ll ———, on — A / — i— ———5y p. o'p v pi ^ p
su ivan t que la. p ropagat ion se f a i t de la région 1 vers la région 2 ou en
sens inverse.

Les d i s c o n t i n u i t é s de d e u x i è m e espèce, caractérisées par les rela-
t ions 5'(o0) ̂  o, a, -h a^— o, ..., peuvent exister à la fois dans le
mouvement des f i l s p a r f a i t s et dans le mouvement des fils affectés de

,'tftn. Éc. Noi'in.f (^ ) , XXIX. — SKH-KMIHŒ 1 9 1 2 . (J2
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viscosité : elles son t d'ordre zéro par rapport aux cosinus directeurs,
de sorte que le point de d i s con t inu i t é est un p o i n t s ingu l i e r qu'on
reconnaît être un point de rebrousse /ment . La d i s con t inu i t é se propage
avec la vitesse

../̂ "IL ,̂ <>,, - ̂ '^E^,+ A / tl Z1Z—1, ou ' / { î ' "
V pa pi+p2 V PI pi 4" P^

si le fil est parfait et extensible. Si le f i l est affecté de viscosité ou
inextensible, la d i s c o n t i n u i t é est au moins d u premier ordre pou r la
densité et se propage avec la vitesse

-h V^-ïp(̂  .4- ̂
- t O

Les d i s c o n t i n u i t é s de troisième espèce sont caractérisées par l'éga-
l i té o^pB)— o, l 'angle des deux régions p o u v a n t être q u e l c o n q u e , et
peuven t se mani fes te r aussi b ien dans le mouvement des ( i l s pa r fa i t s
que dans le m o u v e m e n t des f i l s afîeclés de viscosité. Elles se pro-
paHcnl avec la vi tesse

• /ê; /^4,. & / „ on » » A / . . . J .
V Pa V Pt

Les d i scon t inu i t é s d'ordre /z ^> f ()ar r a i ) j ) o r t a u x coordonnées ne
peuven t être que l o n g i t u d i n a l e s ou transversa^s.

Les discontinuités l ong i tud ina l e s sont au m o i n s d 'ordre //. pour les
cosinus directeurs : si le (H est adecfé de viscosi té , ces d i s c o n t i n d i t e s
ne se propagent pas; si le f i l est p a r f a i t cf ex tens ib le , el les se pro-
pagent avec les vitesses

ou -'v1 <m c
()ù c

s u i v a n t q u e le f i l est bon conduc teur ou mauvais conducteur de la
chaleur.

Les d i s c o n t i n u i t é s transversales sont an moins d'ordre n pour la
densi té et la tens ion : que le f i l soit parlai t ou affecté de viscosité, elles
se propagent avec la vitesse ^-
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Les d i scon t inu i t é s transversales sont les seules que puisse présenter
un fil inextensible.

CHAPITRE V.

LES PETITS MOUVEMENTS DES FILS.

I. — Petits mouvements autour d'une position (Téquilibre stable.

Nous avons vu que les é q u a t i o n s générales du mouvement d'un fil
étaient les suivantes :

P/(X.V,Z)-..^^^.^^=",

0.) e-,-p^A^o,

^^^-^(^S)--^
(T,,, T.,, T,.-,) l - ®(«, P, 7) - o. K ̂  ̂  -: 1-'^ - T') (e" Ml);

(T^/I^--^,^)'-^ ^^^^'(^-^ ( c n M 2 ) -

Sup[>os()i)S le fil en équilibre sous l';>c(.ion de forces indépendantes
du temps et prenons cet étal d'équilibre coiniiic état primitif; soient
alors

(.-r,y, 5)--= (a, A,(--), .<.----<>>, p------o», T=.ïo, (") == O»,

A .--- A», K - - Ko, />• .--= /.», /'•'----- k'»

les valeurs des paramétres correspondant $» l'équilibre et fonctions de co
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seii lemenL Nous devrons avoir

M^^-^^^^^o, ^^^-^],

(76) ^-^(-I?);̂
^ /y. r/To\ ,^^K^^-^(l.,-^)-o;

(T^, T^, 1^) + ©o(^ ^, c<) = o, K.. ̂  = /•, (To - T,) (en M',);

(Ï2^, T^y, T^) -9,(^ ^/, c') - o, K,̂ .1 :::.::. Â-; (11,- To) (en M,).

Pour é ludier les pclif-s ï i iouvoînents du f i l a u t o u r de celte pos i t ion
d 'équi l ibre , nous poserons

l j' :::::: a -\-c ( f<), / ), 0 -^ ^o "4 •" ^ ( ̂ , l),
(77) , ./ ̂  ^ 4" rj(^), 0, p ^ p., --h / ' ( ^ > , -Q,

f ^ r:::̂  4""Ç(r.>^), T -::;T,,.-4^(^,/).

Les quanlites ï, T), ^, &, /s ^ ninsi qm* leurs dérivées seront irai-
l.ées conirne des infininienf, petils, doni nous né^li^tîrons les carrés e(,
prodilils. Des lors, nous aurons

A<:= L'.,- ^.y.,- ( / / ' i . ̂ y-,- f.'̂ ... f )'.:.-,,- j»'-^ ,... // /^ .4-.' A
\ ^t/ \ <^'»/ \ c^<î/ \ r/'1»» ^r») ( ) ( , ) )

et, si nous i) osons

(78) ' a)-^^.,^^.-,-.^^
^^) ^C,) <)f,}

il viendra
A :'1-;,:,1 < ] 1 ] 1 1 1 ( 1 - {,0.

D'aulre |>arf,, nous avons

9a ...•-.: ( 9, 4- ̂  ) ̂  ( a 1 4- ̂  ) :" (^ 4- 0o ̂  4- r^} ̂ ,
po \ ^'V \ ^^> / p«

et comme, d'après l ' équat ion (3^,

il vie ni
pu -" i" l '" À

€(% =:: e^^i — (fâ) 4- ^^ • •+ 1 - a/&-^^)
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Dès lors, la première équation du mouvement deviendra

ai(^\ Û_

'âF) 4'" ^)
2^1 = 0,p, X- ̂  4-— eo^ ( t—(©) -4 -©o— +a^ = o,

" " ' '' 0(ù

4i3

ou, en t e n a n t compte de l 'équat ion d'équilibre correspondante,

^ . à L. fàip^+_ Q _i_^^ +^5- =o.1 ( (^ï! (}w \àw J(79)

Passons au calcul de &. L'équation (11) peu t s'écrire, à un inf ini-
ment pe t i t du second ordre près,

,. , <)<& . à/'
e^p-^+Ao^-o ,

d'où, en en re t ranchant Pénal i té ( ^ G ) et eu égard au degré d'approxi-
mat ion adopté,

^....^,-^0-,-A^-:.o.
^p(» () 1 () ( ) l

Mais l'éduaf.ion de continuité nous donne

/• + po<^ =<»;

si donc nous t enons compte des deux dernières égalités, l'équa-
tion (79) est équ iva len te à la première des trois suivantes :

^-«-(.,-,-.^VO-,-.^..-.P.,A^-/
0) .

^'c. ù
'̂JF ~^>

^•n <)^^—^

^Ç û
^W ~ ̂

^,.^,^-^,-.,^)
(}^ \ 1 ^po /

-1•^-'/(((•1-^!)
'^-:•{s••l-^)

ai<n\

0^''
^^^-^A^

^N
90 0 ̂^./rtn

Les deux a n t r e s s 'ob t iennent d 'une manière analogue. Voyons ce
que d e v i e n n e n t les condi t ions aux l imi tes : la première des conditions
relatives au poin t M, s'écrit

\ •-
ï|^+ ©of f l ' ( l - l - (B)+®o^+<• / '& =0,

et, d'âpres la condit ion correspondante relative à l 'équilibre, nous
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donne la première des égalités

(81)

n ^ / / n ^oYn / /^on A ^^(̂  ̂  ̂  ( e,, ,„.. ̂  ̂  CD -,- a- ̂  ̂  0 ̂  p, A, ̂  == o,
^G)
^Y]

/ <)e,^9,
^Po
^(1

^(D^̂

^(0^

\^-^^P^S a.^^-^.....^A.^)-o,0 ̂ )
<)Ç

àr.
,//^"

J'i1
^ //n ^^^.rv / /^"^ A ^0^^ ̂  .- ̂ , + p, ̂ ) (, ̂  c' ̂  0 + p. A, ̂ ^) =: o.©

Ces égalités doivent , être vérifiées aux deux extrémités M', et M.>
du f i l .

Cela posé, nous a l l ons fo rmer les équa t ions en 0 : la théorie de la
conduc t ib i l i t é thermique nous enseigne que l 'équat ion (60) n'est
valable qu 'autant que les quan t i t é s —7 T — Ï^ sont très petites. Dès
lors, nous ne ferons que négl iger des q u a n t i t é s dn second ordre en
remplaçan te dans cette équa t ion , p par p o , K et k respectivement

/M)ôp—L. 'v y m»'» rr»par K^ e t^o . -L y sera reiriplacé par — P ( ,—; le dernier terme en À
est doue du second ordre et par sui te négligeable. Au de^ré d 'approxi-
mation adopté, nous pourrons donc écrire

àO û " ^(To4-9)^^..^^ ^^...^^^^^^^^^^^ -^(To.4-^-T.)-" l̂ r-h 0 . ( ̂  \ ^
K t t > \ <)û()T h àt

ou, en tenant compte de réqnat ion correspondante relat ive a l 'équi-
l ibre et eu négl igeant 6 vis-à-vis de 1\ dans le dernier terme,

(8-2)
To â^ (W

ôt "'" ô^ V ûw) - ' 1 ' 1 " "{ï l" 1 1 î11 i)T, W
àO ù /., au . , , .<, „,,^p :„ (K ,— -/^^.--^

Nous verrion-s de même que les condi t ions aux extrémités devien rient

1 K ào
\ ^(» /^Û (en 'Mi),

(83)
Ko^=-^^ (en M,).

E n f i n y pour a(;hever d(ï déterminer le problème, i l faut se donner les
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condit ions in i t i a les , c'est-à-dire les valeurs de 0, î;, T], 'C, ——'—?
en f o n c t i o n de co pour / :-= o. Les équa t ions (80), (8i), (82) et (83)
déterminent alors complè tement le problème des petits mouvements ,
comme nous allons le voir.

II. — Les équations des petits mouvements
n'admettent qu'une seule solution.

Les équat ions (80), (8i), (82), (83) sont l inéa i res et homogènes
par rappor t a u x fonct ions i nconnues et à leurs dérivées; la di l lerence
de deux systèmes de s o l u t i o n s vé r i f i e ra donc les mêmes équat ions ,
mais les valeurs i n i t i a l e s de ces di l lerences et de leurs dérivées rela-
t ives a ^ 7), '( seront n u l l e s . Supposons donc que, dans les équa t ions
précédentes, 0, ?, y], '( d é s i g n e n t 1<^ diderences cor respondant , a d e u x
systèmes de s o l u t ions. On devra avoir

^^^Ç^^lil" .,,.,.0, pour^o.

I l s'agit de m o n t r e r que les fonct ions 0, ^ ^ ^ seront n u l l e s à toute
époque.

Pour ce la , m u l t i p l i o n s les équa t ions C8o) respect ivement
par ^ii^lilr/œ, ajoutons- les membre à membre et i n t ég rons e n t r e

les extrémités M^ et M^ du (i l ; nous aurons

L± ^!7^V..,,y.^Y^^Yl^^ ^M^'-c^r-fê)'."--im;^-"'^^
-"(^:s+^•^:l+-St/••]•

les points mn plaçant, deux ternies analogues à celui qui est écrit.
Mais, au moyen (l'une intesration pîir parties, la deuxième intégrale
se transCorme en une première quantité intégrée (jui est nulle en vertu
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des équa t ions (81) ( 1 ) et en une seconde qu i est

^©o ^(OVI (^c^a,
(̂  ̂ ^a'( Oo + po —— ^ -4- ^/ ——— 0 4- poAo —— ——^

"<k) \ ' ^po/ \ ^ - lo ^/ ^r^)

i <•) r,. [f^'cY , f<>ri\1 f<KY
i^.;0" (^^-'-bj +(^./( ^-•-ïï^./'^1-'-^1^)^2^
f/^, . ^0\ ^&

-J(^9 + P I I A < >7J<-)^-^•

D'âpres cela, si nous posons, pour abréger,

^ /^V /^ \ 2 /^^ t! , /(KV
T i ) ^\^) 9>, -n ^ -T-; "-1- •"TT Jai' ( ) ( ' .

V^iV ^^V i ̂ \' » ^^'
^\(h)) \()^! \0^/ \à^/

l'équalion (8/1) pourra s'écrire

0 r\\ W^V , ..vf^Y ^ , . MA^
r ^ r ^ v f^Y n ̂ f^Y ((,,) ,̂ J ^^(^) 4^<^(^)-(1a , , ^ . ^ ( 0 ^ ^

^pn

/ ) (9 \ ^^)
( ) Ï ) "Jl

/V^^O A 4 ^\ ^f^ ,
I (^^^^^^^^^^^^

Considérons, n i a i n l e n a n t , l ' é ( [ u a ! i o n (82) : m u l t i p l i o n s par 0<^a) el
in tégrons (le Bî, a M y y noiis aurons

i () r ^ , /. <) f^ à0\ i {\ .„ , /'T^ ^o à^ n i
- —, \ <^Po^ ̂  i:= \ ^•-r' K(, •T- d^} — f Â(,^ (/^ •4-- ? -fr -TÏT- '.7 y ^^>>
2 ( ) t J ' J ()^\ Ô^/ J J h Ûïo ()t

Mais, au rnoyen d 'une in tégra t ion [)ar (»ar t ies ci en lenani compte
des condi t ions (83), on peu! écrire

f0^ (Ko £) ''"' - -( ̂  ̂  -( /-»f)î ̂  ./tK ̂  y ̂
f 1 ) ^i lo.s f îx t t 'érnî l -éA dij fil oi.aieul, fixes, în ();irli(î îrilé^rée snrail encore ruille, car oii

ai.irîiil iiiix exirérîiilcs noîi scilkmK'iit (^, ^, O1'111'1"^'- <>i nim.s fuiasi '.—2l,,.J,'~ï̂  ,̂:. o.
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de sorle que l'égalité précédente devient

(86) ^ ̂ /.opoO^) ̂ [K (^)^ A,^] ̂

•̂  ( ̂ 0 ̂  ̂  ̂  ( ̂ o 02 )M, " r^ ̂  ̂  e d^ = o.j h d i o àt

La température absolue Ty doit varier très peu par rapport à elle-
même tout le long du f i l , sans quoi la théorie de la conductibilité ne
serait pas applicable. On peut donc supposer que, dans la dernière
intégrale, To désigne la température absolue moyenne du fil en équi-
libre, car cela n'altère qu ' in f in imen t peu son élément différentiel.
Te pouvant alors être traité comme une constante, les égalités (85)
et(8()) nous donnent

^/^•[^(^-^(^•-(^^•S)»-]-^-!''"
=_y[Ko^y+À<,^+^poAo(^)â]^)-(^^^

Nous avons dit que la quan t i t é ©o+ PoÇ2 est essentiellement néga-
tive; la première intégrale est donc essentiellement positive. Comme
elle est n u l l e à l ' ins tan t in i t i a l et qu'à partir de cet instant elle ne peut
que décroître ou rester constante d'après la dernière égalité, on en
conclut qu'on, a à toute époque

^^O^ . à^n^)_ ç— — — - ̂  o ,„.———— ̂  o y ̂  c>
(H aw

et, par suite,
(£, 'n, Ç) —o.

La solution, est donc unique .

III. — Mouvement d'un fil tendu, dont une extrémité est fixe
et dont l'autre est animée d'un mouvement donné.

Supposons que l'extrérnité M, du fi l soit fixée à l'origine 0 des coor-
données et que l 'autre extrémité Ma soit, dans la position d'équilibre

. . . . . . . c.*?53Ami, Ec. Noi'm., (3), XX, tX. — Sm'KM»RE 1 9 1 a.
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du fil, an point do l'axe des <r, dont l'abscisse est positive et égale à /;
supposons, de plus, que le f i l ne soit soumis à aucune force et que,
dans sa pos i t ion d ' équ i l ib re , il se c o n f o n d e avec l'axe des x. Dans ces
co n d i ( i o n s, n o u s a u ro i \ s

et si nous supposons que la, température To soit uniforme et égale à la
température ambiante T^., les équations d'équilibre montrent que ©^
et p<, seront des quantités conslanles.

Si nous supposons le fil animé d'un petit mouvement autour de
celte position d'équilibre, nous aurons (D = y-- d'après l/égalité (78),
et les équations indéfinies (lu mouvement (80) et (8^) seront les sui-
vantes :
.. ô'I ()^ ^'ç ( /;9,, (}0 (P^
( 7 } J^ *'14"" ̂  ^)lï 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 p, /)T;; 7)^ "'"'"1 0^)111^1"^^ ' : : : :-07

(^) ^^i)^k l " ' / <)^ p,, <w 1 1 1 1 " " 1 ' 5

. . oo o /. ^\ . i1,, ̂  <n,(H) .,p,^,....^(K,^

Nous voyons ainsi que la viscosi'f.é n'intervient que dans le ïnouve"
njienfc longitudinal ; le mouvement transversal se détermine a pari, au
moyen des équations (8811), qui montrent qu'il se propage avec la

/H""vitesse constante i /—°. Nous vérifions ainsi, dans un cas particulier,

une proposition touchant les discontinuités transversales que nous
avons reconnu être générale (C'hap. ÏVy § II).

Nous allons étudier d'une manière complète le mouvement longitu"
dinal. Pour simplifier, nous supposerons qu'on ait 0 = o pour / == o;
alors, comme le dernier terme de l'équation (89) est dans la réalité
très petit, nous aurons très sensiblement 0 :=.:; o t» tonte époque, ce qui
nous permettra de négliger le terme en <— dans Féquation (87^. Nous
poserons, pour abréger,

^> ,.„.. ...„.„„, .«.̂ .-,«. __^ ^»
^po

de sorte qu^. Ic^s équations du mouvement longitudinal du fil, dont
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l'extrémité (co == o) est fixe et d o n t l'autre (co ==/) est animée d'un
mouvement donné seront, en effaçant l ' indice 0 de A,

(90)

A ^ ><^ ^A ___•*, __ i //2 __3. __•> —— /^
^^ ^ ̂ """^-'^

pour ^) == o : ̂  =; o,
pourœ = / : Ç=:F(^),

pour ^=: o : ^ =:/(<,)), !=<•(»),
F, /et /?' é tant des fonct ions données.

Pour intégrer les équat ions (90), nous a l l o n s procéder de la manière
suivante : nous chercherons d'abord une so lu t ion par t icul ière /?, telle
qu'on ail

. ^cp o ^ 2 ^ à'^oA ^, J_ L /-y2 .»,̂ I.. T --•-— f\j-^ «.,_•«——-*. —,p. ^^ -._«-«».. ..,-„.„..„ —_«,« ....,...„„ ^.
^^)2 ()^

( 9 1 ) {tour ^ï :̂ :: o ; ̂  =.: o,
{ ïoni 'w -r:,: / ; (p =;= F(/).

Si, alors^ nous i)osons

(92) ^94-^

^ étant une nouvelle fonction inconnue, nous devrons avoir

1 . ^ ^^^ Ô^
i 'i L. i // ''- »»» _L —_L, — ri^ ' ô ^à t v } û^ " ô^ " " '

(98) / pOCU* (f) := (o, ^) : ̂  =.-: 0,

pour ^ == o ; ̂  =,/(€.,)) - 90, r T = g (G)) ~ (-Î )
(H \ (H / o

et le problème sera complètement résolu par l 'égalité (92).

IV. — Recherche d'une solution particulière-

Supposons la fonct ion V ( l ) pér iodique de période T; elle pourra
être représentée par un développement de la forme

(94) F(^== ^A^V,
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où l'on a posé

A _ * / ï? / - . \ ,..„//,. r/ ,jr^- /. 2 TT//',= - f F(a)^^^, Â-,=^p, i^^~i.
^o -B

A.== - / F(a)^^^, Â-,= ̂ r^ ,=: y^.
^o

Si nous regardons, pour un i n s t a n t , / comme une variable complexe,
nous supposerons que le développement (<)4) <^( absolument et uni-
formément convergent à l ' in tér ieur d ' une bande l imi tée par deux
droites parallèles à l'axe réel et situées de part et d'autre de cet axe.
C'est ce qui arrivera, par exemple, si la fonct ion V ( t ) résulte du chan-

• /

gement de variable ^ ^= ^T C / T ellectué sur une fonction de la variable
complexe z, holomorphe dans la couronne comprise entre deux cir-
conférences concentriques décrites de l'origine comme centre et com-
prenant entre elles la c i rconférence de rayon 1, qu i correspond à l'axe
réel de la variable t.

Cela posé, nous allons chercher à sat isfaire aux équations (()ï1), en
prenant pour <p(o> , / ) un développement de la (orme (94)

M

(95) 9(u,/) -.:^H,,(,,)^,',

où les coefficients H» seront, des fonct ions de (o à déterminer .
L'égalité précédente nous donne

-^2-.-V</. ^".i^2^. ^ . . " i . i i "•"•"* y i 1 ' * / / f ^"" " " i0^ (H """"^ <î df.^
-."• «s

^(? ^..V ^nS-2; S-
ti .-.y _/,.]{ ,̂,<
( ) / • ' ^4 " • " -

en admettant toutefois la convergence uniforme des séries a i n s i obte-
nues. En substituant, ces valeurs dans la première des équations (91),
nous voyons que B,,((i>) doit satisfaire ;> l ' équat ion

(97) -̂̂ H,,,,,,,
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où l'on a posé

O8) ^-oî-^W

D'autre part, les condit ions aux limites exigent qu'on ait

( polira •= o : B,,,= o,
(99) | \)(HÏVÙ)=Z l : B,,=:A,,.

L'équation (98) admet deux racines opposées ; soit r,, l 'une d'elles.
L'intégrale générale de l'équation (97) est alors

B,/O)) =- M e ' ' ' ^ + Ne"7'"^,

M et N étant deux constantes arbitraires déterminées par les condi-
tions in i t i a l e s (99); on trouve aisément

Sl l / " , ,^ )
(100) B^A,^-^

sh désignant le sinus hyperbolique. Pour n = o, on a r^==o et la
solution e s t B o ^ A o ^ ; mais comme ^ est précisément la limite vers
laquel le tend le rapport des deux s inus hyperboliques quand r,, tend
vers %éro, on voit. que ce cas particulier est encore compris dans la
fo rmule générale O.oo). Nous aurons donc, d'après l'égalité (9 /)),

(.0.) ^l)^^eik"l•

L'équation (98) nous donne
___^___
^/"— a2— 'lÂk^

en prenant une quelconque des deux déterminations du radical. Cal-
culons cette racine d'une manière plus explicite et soient, respective-
ment, p et, 0 le module et l 'argument de la quantité placée sous le
radical; nous avons , , .

— a a —/A/^=p^ û ^p(cos6 ' -+• ^ s i n ô ) ,
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d'où
______ i <°

V/-^-^A,A,=r=p^2

et, par suite,
^ ' ' ^ /•• / ri n \

( 102 ) /•„ = /'"„ p""2 e"" 'i := -à ( ces - — ^ si n ~ )-^rA ^ ^/
Or, nous avons

a1 \ /' ---»--̂ ^̂ »».«_»
ces Q = — -y, sin 0 == — —^, p == \/a4 -4- /V À-j",

0 /TTMî  . 0 0 A À-,,cos - =: i / ————— , a su.» - ces - == — ——/i,a y a 9 - 1 ! ' 2 p

car il suf f i t de prendre le signe + devant le dernier radical, puisque
nous calculons une quelconque des racines de l ' équa t ion (98). Nous
avons tout d'abord ^^ ^

^ V 2R '

et comme A^=. :i: ̂ /p' — a\ suivant que n est positif ou négatif, il
vient aussi

. fj /p^T^"
sin- "::••:: ̂  A /——^^^^• v '^p

fbrniule où l'on doit prendre le signe supérieur ou le si^ne infér ieur ,
suivant que n est positif ou négatif. La f o r m u l e (u^) nous donne
ainsi

/^ — ._(̂ p:r:"̂ î ̂  / ^p :̂'"̂ ?)
p \/2 "

et si nous posons

oo3) ..-.î Z-^ P-:|A/,|^!,
p v2 p v ^

il viendra finalement

004) /-,,~"± a-4" /P,

formule où l'on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur,
suivant que n est positif ou négatif,

Cela posé, la solution particulière cherchée sera fournie par Féga-
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l i té ( r o ï ) , si toutefois les séries (96) convergent uniformément, et
c'est là le point qu ' i l nous reste à établir .

Nous allons montrer tout d'abord que, o> étant considéré comme
une variable complexe co ==,r+ iy, on peut trouver, dans le plan de
cette variable, une région comprenant la portion (o$o)^/) de l'axe
réel, telle que la fonction

P ( r . \ sh r^w

^^Th^T

conserve un module f in i quel que soit n.
Tout d'abord, le dénominateur shr^ ne peut pas s ' annuler hors de

la valeur n === o, pour laquelle, ainsi que nous l'avons vu, C,/co) === ^•
Nous avons, en efÏef;, d'après la formule (i,o4),

sh /•/, l ::̂  ±: sïi a / cas (3 l + l cli a/si 11 (3 ̂

ch désignant le (cos inus hyi)erbolique. Or, on voit immédiatement que
cette f o r m u l e ne s 'annule que pour p / ^=mTr , m étant un nombre
entier, et a = o. Mais, a ne s 'annulera que si p === a2, c'est-à-dire
si A. == o, ce que nous ne supposons pas.

Donc (.^(o)) conservera une valeur f in ie pour toute valeur finie de n.
Pour voir ce que devient cette (onction lorsque \n\ augmente indéfini-
ment, partons do la double inégalité presque évidente

si') | ^ \ ̂  | sh {a' 4- iy)\^ cl) x :
'"comme

r ^ r , ) = (±. ff.x — py) 4- <(|3.r ± ay),

nous voyons qu'on aura,

(10.) [ (,(,)!,(^^^.

Supposons d'abord, pour fixer les idées^ n ^> o : lorsque // croît
i n d é f i n i m e n t , nous voyons que p croît comme n, a et p comme \ / P ,
et que le rapport

fî-i/EE^j3 •••-" y p 4- a2 ,

tend vers l 'un i té . Si co se trouve dans la région du plan pour laquelle
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a.T — pj^o, le second ï ï^ k /mt)^edel î inég"a l i fé( ïo5)di l ïe rera
^cu""-|3y

peu de —^—, quant i té qu i restera f in i e pour OLX — f j y - — a / < o . De
même, si eu se trouve dans la région du plan pour laquel le a.r — [3y5o,
le second membrede l ' inégal ilé(îo5)restera f ini pour a.-r+py— •a/So.
Puisque le rapport ^ tend vers x pour /^ i n f i n i , nous voyons donc que
la fonction C^(co) restera linie si la variable complexe a» se trouve à
l ' intér ieur de la bande limitée par les deux droites parallèles

qui passent respectivement par les poin ts (— /, 4" 0 de l'axe réel.
Nous verrions de même que si n décroil. i ndé f in imen t , la fonc-

tion (^(co) restera f in ie si co se t rouve à l ' in tér ieur de la bande limitée
par les deux droites parallèles

.€^y±/^o,

de sorte qu 'en dé f in i t i ve la f o n c t i o n C/,(f.o) restera linie, quel que
soit n, pour tous les points du plan communs à ces deux, bandes, c'est-
à-dire pour tous les points intérieurs au carré dont les sommets ont
pour coordonnées

(,r =: /, y •:= o), (.^ = o, y ̂  /.), (^=— /, y :̂  o), (^ =1:: o, y =,:— /).

,11 résulte immédiatement de ce qui précède, que le second membre
de l'égalité (loi) est uni formément convergent par rapport aux, deux
variables o>, t, lorsque celles-ci se meuvent dans les deux régions de
leurs plans que nous leur avons assignées. Comme les termes du déve-
loppement sont'holomorphes dans le domaine considéré, ce dévelop-
pement représente une fonction ^{w,l) holomorphe dans le même
domaine* D'après un théorème fondamenïa l de la théorie des fonctions,
la dérivée/^'"^ de ^(co, /) est égale à la sonnne de la série obtenue en
dif lerent iant p fois chaque terme de la série qui. représente 9(0.), /).
Les égalités (96) se trouvent donc jus t i f iées , puisque l'axe réel de la
variable t et la portion (o,/) de l'axe réel de la variable o appar-
tiennent au domaine considéré, de sorte que l'égalité ( î o î ) représente
bien la solut ion par t icu l iè re cherchée,
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V. — Calcul de la fonction ^.

Cherchons maintenant à intégrer les équations (c)3). L'équation
indéfinie, ne renfermant que des dérivées d'ordre pair en oj, pourra
être vérifiée par une solution simple de la forme

^ (M ces m ou 4- N si n m (^ ),

ç, étant une fonction de / seulement. Al, N et m des constantes. L'équa-
tion indéfinie montre qu'on doit avoir

( ï 06 ) (̂  -h A m2 G' -h a2 m1 G == o

et les conditions aux l imites exigent qu'on ait

M =: o, s in ml •= o,

N étant arbitraire. Il en résulte qu'on a
n-K , .-. .m ":::-:: -— (n r=i, 2, 3, .. .)

et qu'une solution simple est de la forme

N ^ s m / î T r ^ '

Calculons ^ : si nous posons

, , Â/^TT^ nr. /wÂTTI2"??
< io7) P' = -nr-' ^ ̂  -T\/ al- —[7—5

l^intégrale générale de l'équation (106) sera

^ -•= e^ (F cos^ ^ 4- Q sin ^ /),

P et Q étant deux constantes arbitraires. Nous obtiendrons a ins i ,
comme expression de la fonct ion ^, en f a i s a n t N = ï,

n '^ so

( ïô8) ^ =: ̂ ^"""^(P CÔB^^ -h Q f t î nv^ ) sinnn-j- •
7Î?. SS 1

^f/w. 2^. Norm., (3'), XX.Ï.X, — Sm*ïEMunE 1912. ^4
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Les constantes P et Q vont être déterminées par les condit ions in i -
tiales. On a d'abord, sauf à établir plus loin la convergence uniforme
de la série,

^ ^V^-1!^— Pp. -I- Qv) cos^ — ( Pv .+• Q^) shp^] s in /ÀTT^,
^/fc î ia—B fc

de sorte qu'en vertu des dernières égalités (9^), nous devrons avoir

/( ̂  ) — 90 ̂ ^ P si i i // TT ̂
(109)

(^)-fê) -S(- ^--^—'rl \ <7(' / i» •A"""" *'

Mul t ip l i ons les deux membres de ces égalités par s in^îc—r/oj et
intégrons de o a /, i l v iendra

/ -/ ., /^ï , ,. li r[/^)^.̂,.,. t (> / . . -. n -r d(^ -t;:: § ' - 9
/ 9,

(no)
] f'f , , f(h\
il 1.^')"(^}.

^( ̂  ) ̂ . / ^) s i nnn ̂  d^ = ( — 1 > ̂  4" Q v ) -
<)U. • • " /

Ces égalités nous f o n t conna î t r e les valeurs de P et de Q pour chaque
valeur de/Uït la f o n c t i o n ^ se trouve en t i è rement dé te rminée ; pou r
montrer qu'elle const i tue bien la solution du problème, i l reste à
établir la convergence uniforme de la (onct ion ^ et des dérivées —^?

_j, ..—x, obtenues en dilîeren l iant terme à terme la série (108).
Cette démonstration peut se fa i re a isément de la manière suivante :

on peut admettre que les fonc t ions f(w") et ff(^), nécessairement
f inies et continues, possèdent des dérivées premières également f i n i e s
et satisfaisant aux condit ions de Dirichlet. Dans ces condi t ions , les
seconds membres des égalités (109) seront absolument et uni formé-
ment convergents. Cela posé, la série (108) et, celles quî s'en déduisent
par d i f f é ren t i a t ions peuvent être considérées comme obtenues en mul-
t ip l i an t chaque terme de l 'une ou Fautro des séries (109) par une
certaine fonc t ion de t. Si cette fonction reste f inie pour ^'o, quand ri
augmente indéf in imenf . , la série considérée sera un i fo rmémen t conver"
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gente. C'est ce qu'il est, facile de démontrer, en supposant seulement
que la dérivée/"(co) reste f in ie et satisfasse, comme/^), aux con-
ditions de Dirichlet. Aussi n'insisterons-nous pas davantage sur ce
point.

Revenant donc à la détermination de^(o .» ,^ ) , la formule (92) nous
donnera, d'après les égal i tés (101) et(io8),

00 gr»

( î 11) Ç ( M , t) ̂  y. A/, ̂ r^l) c11-^ -î- V e-^ (P cos^ + Q sin-y t ) sin/iT:".
•«AB(r S 11 /^( ^ ^te—Bg ^

Le problème est donc complètement résolu. Nous voyons que,
lorsque t croît i n d é f i n i m e n t , le mouvement tend à devenir périodique,
de même période que le mouvement imposé à l 'extrémité Ma et indé-
pendan t des condit ions i n i t i a l e s ; c'est le mowemeni forcé. Nous
retrouvons là une propriété commune a tous les systèmes sur lesquels
agissent des causes extérieures périodiques.

VI. — Cas particuliers; moyen de déterminer expérimentalement
le coefficient de viscosité ( 1 ).

I. Supposons que les deux extrémités du fil soient fixes. On
aura V(/) — o et, par suite, ^ == o. Les égalités (108) nous donnent ,
en dés ignant par x la variable d ' intégrat ion,

o, [ x
\ï ::=: - l /( .v ) s î n r i TT ".• dx,

î' ^o "

Q - — / r^(.r) 4- ^/(^):1 sin n^-dx,y ( ^ j i - - • (,

de sorte que l 'égalité (1,09) devient
/j -

( ï ï 9. ) ^ ( o), t ) :•:::: ^ ̂  e-" ̂  si n nn ̂  j f( x ) ces v t

+^±)Jl^Zi^sin.^^
^ J /

( l ) L. Roy, De la viscontà dw le mûwwncnt des fils flexibles {Comptes rendus,
H mai nji i).
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Reportons-nous à l'expression (107) de v : pour les petites valeurs
de n, surtout si l est un peu grand, v sera^n général réel. Les pre-
miers termes du développement de l'égalité (112) seront donc, par
rapport à ty périodiques amortis de périodes redonnées par la formule

^l(n3) r,=———— ——.
A^Tr2

~i7211\f'n i / a

Le radical s 'annule pour une valeur de n égale a ^—; mais cette
valeur ne peut être que très exceptionnellement un nombre entier.
Soient alors p et p + i les deux nombres entiers consécu t i f s compre-
nan t—" dans leur intervalle; les /^premiers termes du développement
de $ seront périodiques amortis, tandis que tous les autres ne contien-
dront p lus que des exponentielles décroissante^: en eilet, pour n ^>p,
v deviendra purement imaginaire, de sorte que la q u a n t i t é vi sera

, i i , p . , i » i K ï ï ï v f shvitréelle et I o n pourra remplacer cosv/ par dm/ et —— par — — '
Si la viscosité était te l le q'iu.Hi eût

A>^,
ÎT

on au ra i t / ?== o et tous les termes du développement de ç seraient
apériodiques. Dans ces cond i t ions^ le lil écarté de sa position d 'équi-
libre et abandonné sans vitesse y reviendrait asymptotiquement sans
eflectuer d'oscillations; le mouvement serait apériodique.

D'après la fo rmule ( ï ï3) , il suffirait de déterminer expérimentale-
ment la période fondamentale T, pour en déduire* la valeur du, coeffi-
cient de viscosité A. Mais i l est p lus simple de chercher par tâtonne-
ments la valeur d e / pour laquelle le mouvemen t dev ien t apériodique
cri t ique; on a, alors, s implement

a a l
^

Celte détermination est tout à f a i t analogue à la recherche de la
résistance critique d 'un galvanomètre. Bappakms que a est la vitesse
avec laquelle se propageraient les discontinuités longi tudinales
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cl/ordre supér ieur si le f i l n 'était pas visqueux; cette quantité peut être
déterminée avec précision par des expériences d 'extension.

II. Supposons le mouvement de l'extrémité AL pendulaire simple,
et prenons simplement

F ( / ) : = £ S Î n 2 7 T ~ rr^.(6^—e-^) (k = ̂ V

s étant une constante. Nous aurons A, := -e-.? A.,^—-6- .? tous les. 1 1 . ii
autres coefficients du développement (94) étant nuls. Supposons, en
outre, qu'on ait a t t e n d u suff isamment , à partir de l ' ins tan t initial ,
pour que le mouvement se soit régularisé, c'est-à-dire pour que la
fonction ^, qui dépend seule de l 'état ini t ial , soit devenue négligeable.
Nous aurons , d'après Pénalité ( ï î i ) ,

? ( ̂  n - ,„ ± ̂ ^ a 4" ̂  )cl) ̂ la . ^ ̂ ^±1^ ,H<t
' v t 7 / """'"" ? - 1 sh (— a 4- i (3 ) 7 '/ 3 i si). ( ̂  •+ ̂  ) / ?

ce qui s'écrit encore

( ï 14 ) ^ (^), ^ ) " G cas kt + .1) s în / e t ,

on posant

( „, ^^ ^ ^ si» a ( ff} -t- /) si ri p ( ̂ ) — / ) — s h ff, ( r/) — /) sin (3(o) + ̂ )
, . J' '""""'" ^ ch 2 a / — co s 2 6 /( î i 5 ) <

j .. _ ch ̂  ( ̂ ) -h1 /) cas (3 ( ̂ ) — /) — dia((,)_—/) cos(3(c>) 4" 0
' " cti 9. al — cas a (3 /

Les égalités ( î î4 ) ^t (i ï5) résolvent le problème. Si A est différent
de zéro, ce qui a tou jour s l i en en réalité, cli2a/ sera supérieur à
l 'unité, de sorte que les dénominateurs de G et de D ne pourront pas
s'annuler. Toutefois, si, A est assez petit , I) pourra être notablement
supérieur à s pour une longueur de fil vérifiant la relation cos2p /=== i;
dans ces condit ions, l 'ampli tude 1 du mouvement, en certains points
du fil, sera très notablement supérieure à. l 'amplitude da mouvement
de son extrémité. Ce cas correspond aux phénomènes de résonance
observés dans les expériences de Melde.


