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SUR LES LIAISONS
ET LES

MOUVEMENTS DES SYSTÈMES MATÉRIELS,
l'Ait M. lir. DKLASSUS,

ProfcSBW t'i nJilivct'sîtc <|c liordeaux,

Introduction.

1. Le pr inc ipe des travaux vir tuels s'applique à toutes les l iaisons
s'exprimant par des relations f in i e s entre les paramètres ou, par clés
relations contenant l i n é a i r e m e n t leurs dérivées. On peut concevoir ces
liaisons comme étant des c o n d i t i o n s ana ly t iques imposées au système,
mais si l 'on vent revenir à la conception réelle du mouvement, il tant
concevoir la réalisation matérielle de ces l iaisons.

Cette réalisat ion peut être directe, c'est-à-dire sans introduct ion de
corps auxi l ia i res , ou être indirecte, et alors le système étudié n'est
qu'un fragment d'un système plus compliqué qu i , lui , ne sera soumis
qu'à des l iaisons directes.

Par exemple, pour un point (.r, y, s) soumis à la liaison
^+y^z^i,

on aura une réalisation directe en mettant le point matériel à l'inté-
rieur do la sphère

^.^y^-^^^i,

réalisée matér ie l lement comme surface, et une réalisation indirecte en
attachant le point à l'origine fixe par une tige de, longueur constante.

Pour écrire les équations du mouvement, on admet implicitement
que, quelle que soit la réalisation matérielle delà liaison^ les déplacements
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virtuels du système sont toujours les mêmes. La force vive se compose de
la force vive du système donné, ne dépendan t que des paramètres de
ce système et de la force vive du système a u x i l i a i r e servant à réaliser
la l iaison.

Puisqu'il n'y a aucune force agissant sur le système a u x i l i a i r e et
que, dans le système total, les déplacements vir tuels du système pro-
posé sont ceux fournis par les équations de liaison de ce système, le
travail des forces se rédui t à celui des forces agissant sur le système
donné, calculé au moyen des équat ions données de l ia ison,

A, cause de la force vive du système auxi l ia i re , on a des équat ions
variables; on suppose alors que ce système auxi l ia i re est seins masse et
l 'on arrive f i n a l e m e n t à des équat ions où n ' in te rv ien t p lus le système
auxi l ia i re qui a servi a réaliser la l i a i son .

Mais le point dû départ est inexact , ou p lu tô t est vrai ou faux, sui -
vant la dé f in i t ion qu'on adopte, pour ce que nous appelons une
réal isa t ion matér ie l le des l iaisons.

.11 est exact, si l'on d i t q u e les l i a i sons sont réalisées maté r ie l l ement .
quand les déplacements vir tuels du système considéré comme portion
d 'un système plus étendu sont les mêmes que ceux d é f i n i s par ses
équations do l ia isons»

II est inexact, comme axiome général, si l'on dit que les liaisons sont
réalisées par C'adjonction d^u/i système S,i quand, des relations entre
les paramètres de S el S, qui expriment l.es liaisons du système totale ne
résultent entre les paramètres de S que les relations qui expriment les
liaisons de ce système. La seconde déf in i t ion est la dé f in i t i on na tu re l l e
n'introduisant aucun élément étranger à la not ion immédiate de
liaison,et elle a l'avantage de se traduire sous forme analyt ique géné-
rale- Nous l'adopterons.

Etudions alors l'exemple très simple d'un point matériel de masse
uni té , qui n'est soumis à aucune force et est assujetti à la liaison

; o.

La, réalisation directe obtenue en posant le point sur le plan
matériel, xoy permet des déplacements virtuels Sx, oy arbitraires, et
l 'application du principe des travaux virtuels donne les mouvements
qui sont rectilignes et uniformes.
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Imaginons main tenant une réalisation indirecte de la façon sui-
vante :

Un monocycle sans guidon et de masse nulle roule sans glisser sur
un plan hor izontal ; a sa fourche sont fixées trois tiges de longueur
convenable dont les extrémités glissent sans frottement sur ce plan
horizontal , de façon que la lige de la fourche reste toujours verticale.
Enf in , le po in t matériel est attaché à l 'extrémité supérieure de la tige
de fou relie.

Ce système est complè tement déf in i par les coordonnées x, y du
point matériel , qui sont en môme temps celles du centre du disque
roulant , et par les angles 0, y de rou lemen t et d 'orientation du disque.
Si l'on choisit c o n v e n a b l e m e n t l ' a l t i t u d e du plan hozi/.ontal de roule-
ment, le po in t matériel vérifiera toujours la condi t ion
( , ) Z-ZO.

Enf in , les équations du roulement du disque donnent
i ^-r::R^cosy,

^) ( y-::: IV/ sin(p,

et de ces relat ions, q u i exp r imen t les l i a i sons du système total, n o u s
ne pouvons t irer , par é l i m i n a t i o n de 0 et 9, aucune relation entre
^;,j, z et leurs dérivées autre que (ï), c'est-à-dire que l 'équation de
liaison du po in t - Nous avons donc bien une réalisation de la liaison au
sens adopté et, de p ins , notre système total est soumis à des liaisons
f in ies ou l inéa i res réalisées d 'une façon directe. Celte réalisation de la
l iaison (ï) ne satisfai t pas à la première défini t ion, car les déplace-
ments virtuels du système total sont définis par

d'où l'on tire

rss "== 0,

0.^ rr:: lU^COSy,

ôy :1^ H M siny,

05 ̂  0.

si « y o.r — ("os 9 a y == o.

de sorte que, pour une position déterminée /r,j, s, 0, y du système
total, les déplacements virtuels du point matériel, considéré comme
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système partiel, ne sontpas arbitraires dans le plan des xy, puisqu'il y
a une relation entre Sx et oy.

Etudions alors le mouvement du poin t matériel et, pour ne pas
compliquer inu t i l ement les calculs, supposons que :

i° Le disque roulant est const i tué par u n e matière homogène de
densité p i n f in imen t petite, son épaisseur est variable d'un po in t à un
autre, de façon que son el l ipsoïde central d ' iner t ie soit que lconque ,
mais que le centre de gravité soit néanmoins au centre du disque ;

2° La fourche est composée d 'une matière homogène de densi té cr
in f in iment petite et son centre de gravité est sur la verticale x, y qui
consti tue la lige supérieure. La force vive du système total est

îl T rrr ̂ î 4- Y2 •+• 2 pÏ\/ 4- % al\
avec

aT^A^-^y8) 4- ç'2?^) -h^^Pi^) -.(- O^Po,
2T^•=:ti(^ /â+,r /2)4"C9^,

A, B, C, Pô étant des constantes, P^ et P^ des polynômes du second et
du premier degré en s i n O et cosO. Nous aurons immédia tement , au
moyen des multiplicateurs de Lagrange, les équations du mou-
vement

( ï - h p A "ho-I^ . t^—Â,
( ï4-pA4-^B) j - ' -^ ,

F ^ f^a\ ^T/p ^ ̂  ^ ̂  ̂  „ ̂ ,,̂  ,,: ̂  K ( ̂  ̂  ̂  ..^ ^ „ ̂  ̂

d fâTA ,, „p^^J,,^G^^^

Supposons que p ot (y tendent sinmitanémont vers zéro, par exemple
que leur rapport ait la valeur constante À; la dernière équat ion peut
s'écrire

1"^ fôrA ,,, ;"]p — _-â) ̂  kW
' [^ \ ^9 / ^ ,]

si petit que soit p et, par conséquent, à la l imite elle donnera tou-
jours

^ (<y\ „-,<;.-«.
^ \ ^9' /

Si nous tirons A et ;x des deux premières équations pour porter dans
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la troisième, celle-ci, quand p et a deviennent infiniment petits, se
réduit à

^ ' f cos cp -h y1' si n cp == o,

qui , en vertu des équations (2) différentiôes, peut s'écrire
O'^o;

finalement, nous obtenons les équations suivantes pour le mouvement
du po in t matériel , avec la réalisation de la liaison au moyen du mono-
cycle sans masse,

,'r/= KO' cos y,
y' "̂  i\rf smcp,
0 " ^ o ,

( l>a 4- K. C ) o/ 4" P ; ( 0 ) r^'O' 4- V [ ( 0 ) 0^ =: o,

et ces rnouvements ne sont pas, en général, rectil ignes et uni formes ,
car, 0' é tan t constant. , si x ' ety' étaient constants, i l en serait de même
de ç»; ç/ et ^ " seraient nuls et la dernière équation donnera i t

l>,(^:::o,

et, comme 0 est variable, ceci exigerait que ï\ fut indépendan t de 0,
ce qui n'a pas lieu si rollipsokie central d ' inert ie es t /quelconque . On
obtient donc des mouvements qui n'ont rien de commun avec ceux
que donne la réal isat ion directe de la l ia ison imposée au point
matériel ; de plus, ces mouvements dépendent du rapport/:.

Si le disque a une épaisseur constante, l 'e l l ipsoïde central est de
révolution autour do l'axe du disque, P^ est une constante et Ï\ est
nul, de sorte que la dernière équation se réduit à

9^0, -

ainsi 0' est une constante arbitraire et y une fonction l inéaire arbi"
• traire de /* Si l'on prend 9 constant, x ' ety sont des constantes et l'on
retrouve les mouvements rectiîignes et uniformes, mais on trouve aussi
d'autres mouvements. En ellet, si l'on a

on en d é d u i t
0' := a, ^ =: a / 4- (3, ^^ 0^

. r^R^costa/ 4-|3)i
y'':;-; Ra sm(^4«(3),
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x -+- consl. -= —'• si i) ( a ̂  4- (3 ),

y -h consl. •=— —- cos(a^ --h (3),
»»

c'est-à-dire tous les mouvements circulaires uniformes.
Cet exemple très simple suffit pour nous montrer que la réalisaiion

des liaisons cm moyen de corps sans "masse ne fournit pas la réalisation
des mouvements obtenus au moyen du principe des travaux virtuels et de
la liaison considérée sous sa forme cinalytique. Ces mouvements sont ceux
qu'on obtient c/uand la réalisation, de/mie comme précédemment, scuis»
fait^ en outre, à la première de''finition.

2. Dans une Note des Comptes rendus de l'Académie des Sciences (1),
M. Appell a considéré des liaisons exprimées par des relations non
linéaires entre les dérivées des 'paramètres , liaisons auxquelles ne
s'applique plus le principe des travaux virtuels, et a montré que ce
principe t ransformé en principe de m i n i m u m d'une certaine fonct ion
du second, degré des dérivées secondes pouvait, sous cette nouvelle
forme, être érigé en principe général et f o u r n i r les équations géné-
rales du mouvement des1 systèmes soumis à des liaisons non linéaires.

Dans un article ( a ) des Hendiconti del Oircolo matematica di Palermo,
M. Appell a donné rapplication de sa méthode générale au mouvement
d^un point matériel soumis à la liaison

^4" y2 =,3^,

et a indiqué une réalisation matérielle de cette liaison.
On peuty sur l'exemple de M. Appell, faire des remarques analogues

à celles du paragraphe précédent.
Supposons, pour simplifier , que la masse du point soit l ' un i t é et

( 1 ) APPELL, Sur les ludKons exprimées par des relatiofu non linéaires entre le y vilevse^
{Comptes rend tu\ 8 ffîîn 1 9 1 1 ) .

( : 2 ) AppîaL, H,y:empln (fa mowcmûnt d^un point afîStt/etti à u/iô UaUon exprimée par
une relation fion Unâcdrfï entra les composantûfî de sa wtefîSfî (Rendiconti del Circolo
inatematico di Palerniû^ i/j mai K)it).
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qu'il ne soit soumis a aucune force. Les équations de M. Appell
peuvent alors s'écrire

ï. • 2L — -^_•
^ ~"~ y ~" ::- s ' 5

elles donnent les deux intégrales premières
X1 Z ' r= COnst . ,

y ' z ' :-: COIISL,

qui, avec l 'équation de l ia ison, montrent que x ' y y', r/ sont les con-
stantes, de sorte que les mouvements de M. Appell sont rectilignes
et uniformes.

Adoptons alors la, réal isat ion matérielle suivante, qui est à peu près
celle de M'* Appell. Reprenons le monocycle du, paragraphe précédent,
mais dont la tige verticale sera pr ismatique et creuse. Dans ce prisme
creux glissera un solide en (orme de rectangle évidé, d o n t un côté
intérieur sera taillé en crômailleie, engrenant avec un pignon fixé sur
l'axe du disque rou l an t . E n f i n , le po in t matériel sera fixé a l 'extrémité
d 'une tige verticale attachée à la crémaillère. Pour ne pas compliquer
les calculs, nous ferons les mêmes hypothèses que dans le paragraphe
précédent, en supposant en outre que le centre de gravité de la cré-
maillère se trouve aussi sur la même verticale, ainsi que1 le point
matériel.

Nous aurons alors cinq paramètres x, j, z , 0, ç liés par les trois
relations

x''-:= \\V ces y,

y' •:.=:: ï\0' sinç,

5=a04"(3,

et réiimination de 0 et <? fournit l 'unique relation

^^y^-^2,
de sorte que, si l'on suppose

û;=:R,

on a bien u n e réalisation de la liaison non linéaire considérée. Pour
former les équations du mouvement, il faudra^ à la force vive

^4»y2,^.^ ^ .
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du point, ajouter les forces vives du disque et de la fourche, lesquelles
ont les mêmes expressions que précédemment, puis celle de la cré-
maillère qui est de la forme

2 T T,, •=: T [ .1.) (x'2 -4- y-2 4~ ^!î ) 4- ,E q/2 ],

T étant la densité de la matière qui la constitue.
Nous pouvons alors, au moyen des mul t ip l ica teurs de La^range,

former les équations du mouvement du système total qui n'est soumis
qu'à des liaisons l inéaires directes, puis, supposant que p, a- et T
tendent s imultanément vers zéro, de telle façon que les rapports £

et ^ conservent les valeurs constantes K et H, arriver aux équations

•r^K^coscp,
y'^RO' si 09,

s.-:,,:=H04-(3,
0 " ^ û ,

(l>^ KG + m)^+ P; (0)^0^ Pi (0)0^- o

du mouveraent pour la l ia ison réalisée de façon ind iquée au moyen de
corps sans masse et, là encore, nous remarquerons que les mouve"
ments rectilignes et un i fo rmes ne so'nt pas obtenus et que, s'ils le
sont, ils ne sont pas les seuls.

Dans le cas des liaisons non linéaires, la première définition d 'une
réalisation n'ayant plus do sens, et les réalisations satisfaisant à la
seconde définition, ne donnant pas ou donnant , mélangés avec
d'autres, les mouvements déduits par M. Appell de la définition
abstraite de la liaison, il est nécessaire d'étudier tous ces mouvemenis
pourvoi r si les mouvements de M. Appell sont des mouvements réali-
sables effectivement et chercher leur signification au point de vue
mécanique»

PREMIÈRE PARTIE.
RÉALISATIONS CINÉMATIQUE S 'DES LIAISONS DU PHEMIEH OHDHE.

3. Une liaison du premier ordre est définie par des relations entre
les paramètres q et leurs dérivées y'\
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Ce système peut contenir des équations f in ies , c'est-à-dire où ne
figurent pas les q\ et des équations di f férent ie l les ; il se peut qu'on
puisse, entre ces dernières, é l iminer tous les </', ce qui donne de
nouvelles relations finies. En procédant ainsi, on pourra toujours
mettre la liaison sous la forme

(3)
( (?i(7,Q=o, ^(^)-=o,
\ ©i (y , / /Q"=o, @,{q,qfl)^o,

les fonctions © étant dis t inctes par rapport aux c/\ On ne gardera,
parmi les équations 0, que celles qui sont dist inctes par rapport aux y.
En prenant les dérivées, on obtiendra dos équations distinctes par
rapport aux q ' qu'on résoudra pour porter les valeurs des q ' dans les
équations @; si celles-ci ne sont pas dist inctes par rapport aux q '
restants, elles donneront des relat ions finies qui seront des consé-
quences des équations 0 ou de nouvelles équations finies qui viendront
s'ajouter à ces équat ions 0. En procédant a ins i , on arrivera forcément
à mettre la liaison sous la forme canonique caractérisée par le fait que
les équations

d^ o, Q^ o,

sont distinctes par rapport aux y, et que les équations

d^ (l0.i .. ,.
—— =: o, ~i -..: o, . . ., ^i -: o, <^ :::::: o,
(It dt

sont distinctes par rapport auxq1'.

4. Gomme il a été dit dans l ' Introduct ion, nous adoptons la défi-
nition suivante :

Les liaisons d'un système S sont dites réalisées indirectement au moyen
d'un système auxiliaire S, 7 si le système total S ~h- S^ ri est soumis quà
des liaisons directes^ desquelles ne résuhent entre les paramètres dé S et
leurs dérivées premières que les relations qui expriment les liaisons de ce
système^ et, de plus, nous admettrons la propriété suivante :

Toute liaison finie ou linéaire du premier ordre peut être réalisée^ soit
directement, soit indirectement^ au moyen de liaisons directes^ mais de
telle façon que les déplacements virtuels donnés par la liaison réalisée
soient les mêmes que ceux définis par la, liaison non réalisée.

Ann^ Éc. 2Vo/m, (3) , X1ÏX. — JUILLET 1912, 4°
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5. Considérons une liaison réalisée directement, e l le se t radui t
directement par des relations entre les paramètres du système sans
intervention de paramètres auxi l ia ires , c'est-à-dire par les relations
môme qui définissent la l ia ison analytique. 11 en résulte que les
relations entre les variations des paramètres, entre les dérivées
secondes, etc., seront les mêmes pour la l ia ison analyt ique et pour la
liaison réalisée.

Considérons une liaison f in ie réalisée indirectement au moyen de
liaisorts finies.

La liaison réalisée sera exprimée par des équations

cpi(y,/ j , Qr^o, ?a(y,/^) ==o, . . . ,

qui, par é l i m i n a t i o n des/?, donneront les équations

Oi(^)=o, ^(y,^)-:o,

de la liaison analytique.
En résolvant les équat ions '? par rapport au plus grand nombre de

paramètres/? pour porter dans les autres équations 9, les équations de
la liaison réalisét^ pourront s'écrire

//i =: ̂ i (^/, p , / ) , //2-:::::: ^((/, p , / ) , . . . ,
O i ( r / , l ) =:;o, ^(y, &)^o,

Les équations des déplacements virtuels pour la liaison réalisée
sont alors

V ^1 - V ̂ i -.ô/>ï— >, -— ̂ / -+• 7, —— Qp, ...,^Mà ôq •' ÀHà ()? Â

dQ^ =: o, ô^=: o, , . ,.

Celles de la première ligne sont résolues par rapport à des c^, on ne
peut donc, entre elles, éliminer des Sp et les seules relations entre
les Sq, fournies par la liaison réalisée, sont les équations

o9i:=o, 3/?g=^o,

c'est-à-dire précisément celles qui sont données par la liaison ana-
lytique, de1 sorte que la réalisation satisfait, à ce que, dans l'Intro-
duction, nous avons appelé la première définition. Si, au lieu de
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prendre les équations des déplacements virtuels, nous avions pris les
équations dérivées, de façon à avoir les relations entre les dérivées
secondes, nous aur ions pu refaire le même raisonnement, montrant
que les seules relations entre les dérivées secondes, ne contenant pas
les /// obtenues au moyen de la liaison réalisée, sont précisément
celles qui sont fournies par la l i a i son analyt ique et il en serait de
même jusqu'à un ordre quelconque.

G. Prenons maintenant une liaison linie on l inéaire ,

(4) ^(^ , / ) -=o,
(5) ^'=o, ..., e^y^^^^o,

réalisée au moyen d'une liaison linéaire in t roduisant les paramètres
auxil iaires /).

Les équations (4)» relations f inies entre les y, peuvent être consi-
dérées comme des relations finies particulières entre les para-
métres y, p du système total, donc doivent faire partie des équations
finies de la liaison réalisée, lesquelles peuvent alors se mettre sous la
forme

^(<7 ,^ ) : . ^o , . . . , 9i(/7,/,^) ==o, . . . .

les y étant distinctes par rapport aux/^, sans quoi, l ' é l iminat ion des p
donnerait des équat ions f in ies entre les q qui ne seraient pas des .
conséquences des équations 0, et alors la liaison proposée ne serait
pas réalisée ; ou qui seraien t des conséquences des équations 0, et alors,
en vertu de ces équations, les équations 9 se réduiraient à un nombre'
moindre d'équations distinctes.

Les équat ions (5) peuvent, par le môme raisonnement, être consi-
dérées comme des relations du premier ' ordre particulières entre
les y, q\ p , //, donc do iven t (aire partie des équations du premier
ordre de la liaison réalisée, lesquelles peuvent alors s'écrire

(6) ^:^o, . . . , Ctr-o, . . . , 1 < ï> i (^ / / , /> , / / , / ) :=<•) , ' . . . .

D'ailleurs, les dérivées des équations finies devant se retrouver dans
les équations du, premier ordre, celles-ci doivent contenir les équa-
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tions
(f/yi
-̂ •- :== o, . . ,r/^ '

qui , contenant cnectivernent les //, ne peuvent, être que ces combi-
naisons des équat ions <D, de sorte que les équations de la liaison
réalisée p e u v e n t / e n définit ive, se mettre sous la forme

^(<7, / )==o, . . . , 9i(<7i^, 0 ̂ o,
cl0,
-^=0, .., , O^o, . . . .

^Çl-^r ̂  0 ' • • - '̂ i ( y ̂ A /? 5 /^0 ̂  <-> ^

Pour ce que nous avons en vue, reprenons la, forme (6). Les fonc-
tions <D sont distinctes par rapport à l 'ensemble des var iables /^ //,
sans quoi leur é l imina t ion donnera i t des relations entre les y, y ' qu i
ne seraient pas des conséquences des équations (4), (5) de la liaison
analyt ique, et alors celle-ci ne serait pas réalisée; ou bien qui on
seraient des conséquences, et alors, au moyen de ces équations (4), (5)
qui, (igurent déjà dans les équa t ions de la liaison réalisée, les équa-
tions <l> se réduiraient à un nombre moindre d 'équations distinctes
par rapport aux/^,// ,

Ou bien les équations <t> sont alors distinctes par rapport aux //, ou
elles ne le sont pas; dans ce dernier cas, é l iminons les / / entre ces
équations, de façon à les séparer en deux groupes,

11 i ^ J ^ ^ P ' ^ P 1 ^ ) ^Oi
r . i ( ^ , r / ' , p , l )=o ,

les équations Ïl étant distinctes par rapport aux//et les équations CE), II
étant distinctes par rapport aux^, sans quoi on pourrait, entre elles,
él iminer les/), ce qui, en réalité, constituerait une é l iminat ion des/?
et des p ' entre les équations 4) et o.

Les équations de la liaison réalisée peuvent donc se mettre sous la
forme

(?i(//,/):-o, ..,, 91(^/^)^:0.
dO,
7^0, .-, (^o,

^(^y^^)^o, ..., IM^,;^/^).
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Considérons les équations des déplacements virtuels dans la liaison
réalisée; on prend pour cela toutes les équations du premier ordre
—? ©, TT et II; elles sont linéaires par rapport aux Y, //, on y sup-
prime le terme indépendant et l'on y remplace les q\ p ' par les Sy, âp.
Les équations des trois premiers groupes donnent des relations entre
les S<7, ne con tenan t pas les Sp; celles du dernier groupe étant linéaires
et distinctes par rapport aux // donneront des relations distinctes par
rapport aux Sp, donc ne pourront fournir aucune relation indépendante
des Sp. Les seules relations indépendantes des ôpson t donc fournies
par les trois premiers groupes et elles sont distinctes; pour le voir, il
suffît de remarquer que si les équat ions des trois premiers groupes,
qui sont linéaires, étant rendues homogènes par suppression du terme
indépendant, n 'é taient pas distinctes, on pourrait, entre ces équations
complètes, é l i m i n e r les r/ et obtenir a insi des équations finies pro-
venant de l 'é l iminat ion des//, </ en t r e les équations canoniques du
premier ordre de la liaison réalisée, ce qui est impossible.

Les équations -r" et © donnant précisément les équations des dépla-
cements virtuels de la l ia i son analytique, nous voyons que la liaison
réalisée fournit toutes les équations des déplacements virtuels de la
liaison analytique avec, en plus, autant d'équations supplémentaires
distinctes qu ' i l y a d 'équations TC, de sorte que la réalisation satisfait à
la première définition si les équations TT n existent pas et ri y satisfait pas
si les équations 'TC existent.

Si, au lieu de considérer les équations aux Sy, nous considérons les
équations aux cf fournies par la liaison réalisée, nous trouvons exac-
tement le môme résultat, parce que les coefficients des ( f , ] ) " sontpré-
cisément les mômes que ceux des ây, op.

Les relations du second ordre^ indépendantes des p11\ déduites de la
liaison réalisée wnty au non, les mêmes que pour la liaison analytique^
suivant que les équations TC n'existent pas ou existent.

Et nous remarquerons que le résultat continue à exister pour les
dérivées troisièmes, quatrièmes, etc., puisque ce sont toujours les
mêmes coefficients qui entrent en jeu.

Si l'on se reporte à la définition des équations TC, on voit que :
La liaison réalisée sera équivalente à la liaison analytique au point de
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vue des déplacements virtuels, eue point de vue des relations du second
ordre, etc.^ ou ne lui sera équivalente à aucun de ces points de vue,
suivant que les équations <D seront ou non distinctes par rapport aux //.

7. Reprenons l'exemple du monocycle de l'Introduction. Les para-
mètres q sont ici les trois coordonnées x, y , z du point matériel et la
liaison analytique est la l iaison f inie exprimée par les relations

Dans la liaison réalisée, nous avons : x° le point matériel, (^r, y, s);
2° la fourche, corps solide, dont les six coordonnées, prises comme à
l 'ordinaire avec le centre de gravité, sont

.̂ i, ri, Zi; 0^ 9,, ipiî

3° le disque, dont les six coordonnées (relatives au centre de figure)
sont

•̂  y^ ^a; Q^ ïâi 4^»

0, y, ^ désignant les angles (FEuler ordinaires.
La liaison du point et de la f o u relie donne

x—x^ j="ji, ,̂=: z^+a.

Les liaisons de la fourche avec le plan horizontal et le disque donnent
.:̂  ~= x^ ji = jg, z i = .^a 4- ̂

o^^, î;,:,:̂ ;

enfin la liaison du disque avec l e^p lan horizontal donne

02= ̂  ^ = H^ cos^ y'î ̂  .Hys sin^s, ^̂ :,::::: c,

a, ^, c étant trois.constantes dont la somme est nul le .
Nous avons dix équations f inies . On voit immédiatement que les

neuf premières sont résolubles par rapport aux neuf paramètres <r, y ,
s^ ^?y;p -S2^1 ^» ^ i ? ^ ôt? <ïn portant dans la deuxième, on a l 'équation



SUH LES LIAISONS ET LES MOUVEMENTS DES SYSTÈMES MATÉMELS. 819
Les équations f in i e s de la liaison réalisée sont

.ri::r::,̂
y,=j,
z^ :;= — a, [ z^:-=.— a -- b,

.z.^rr= ,r,

j2=y,

TT
0,=î,'ï

Q^,
1

^1 = ̂ 2\ ^i = ̂ 2.

Les équations du premier ordre de cette liaison s'obtiendront en
prenant les dérivées des équations finies précédentes et en y ajoutant
les deux équations supplémentaires

^ -= R c p g cos^, /g == R^ sin^.

Les équations <1> seront donc ici

^
y.( ^

:::::: X 1 ,

^ y^

= 0,

i

„,,/
./ 2
«« /"*»*>

r-. „,..',

=..y',
-.-= 0,

f^
û,-

( ^,=

;:(>,

-= 0,

=^,

.r̂ rr R.̂  COS^a,

y^-r.:!'̂ ^ sin^2,

Elles ne sont pas dis t inctes par rapport a/u'x// quisonto/p y'^ z\,
oc'^y^ 5^ 0^ 9p ^, 0^ 9^ ^, puisque les deux dernières ne con-
t i ennen t , que "la seule q u a n t i t é ç^ de cette nature.

Nous avons donc, pour la l iaison finie considérée, une réalisation
linéaire du premier ordre ne satisfaisant pas à la première définition.

M'édifions l 'exemple en remplaçant le disque par un anneau circu-
laire, dont l'axe de rotation sera. un, diamètre, et dans cet anneau
attachons une sphère par un axe diamètre de la sphère et diamètre de
Fauneau perpendiculaire au précédenty de façon à réaliser un joint de
Cardan. En outre, la sphère ne peut que rouler et pivoter sur le plan
horizontal. Nous1 aurons un solide de plus que dans le cas précédent,
c'est l 'anneau, et les liaisons successives s'exprimeront par

Z sz î S ̂  *r" Cl fa; == .Ti,
.-x-i "= ^2,

C, ̂  0. rr

^2:

y =ji,

j/,=:j^
TT

^=:^4-^

6i=(^,

^m j's^ysi ,^-=,53,
^,=^-î,

x^ — \\ (-"-- 9a cos^g sit.» <9a-h 0^ sin.cpîî),
y^ 4. IH_ y; sin^â sin.03.4- ^3 cos^a).



320 ET" DELA S S US.

a, b, c étant trois constantes dont la somme est nul le . On a quatorze
équations finies; des treize équations obtenues, en suppr imant la
douzième, on peut tirer les treize quantités oo^y^, ̂ , x . ^ y ^ , z ^ , 0 ^ ,
4'u 62? ^a? ^'J;? ^3 e^ portant dans la douzième, on a l'équation

: o.

Les équations finies de la liaison sont
.TI == ,r, .y^=: .T,

:o, • 71 = y, • y,=y,
.3 < ^1 .̂ "———" /'<? ^ ^ .S <J S».——! •*•"-• (^ "-1""''""" (/ ^

01= î, ^= ̂  l ^3=^

, ^ ^ 73 ̂ .r,
p, = ̂  — ^ ^ = ̂  — -, ! z., — — c,

^S <<•<

et l'on obtiendra les équations <& en ajoutante aux dérivées des treize
dernières, les équations complémentaires

^ ~« R(—(pg cos^ sinO^-h 0^ s jnçg) — o,
y' ̂  in (p^ sin ̂ 3 sin Os + O» co^) = o.

Comme elles ne contiennent, comme quantités^, que Çg et 0^, par
rapport auxquelles ne sont pas résolues les treize premières équa-
tions <&, et qu'elles sont indépendantes par rapport à ces deuxjr/^ il en
résulte que les équations <Ï> sont distinctes par rapport aux j/, de sorte
que nous avons un exemple de liaison f inie réalisée par une l iaison
linéaire du premier ordre, cette réalisation satisfaisant à la première
définition,

8. Considérons, enfin, une liaison non linéaire du premier ordre,
elle est caractérisée par des équations

0i(<7,Q=o, ...; (:dT~^ù'! " ^ ©i(/7^,Q=ô, ...,

les équations 0 n'étant pas toutes linéaires, et l'on doit supposer
qu'elles ne forment pas, avec les équations -7.? qui sont déjà linéaires,
un système qui, résolu par rapport au nombre maximum de para-
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mètres y', donnera i t (les fonctions linéaires des autres q ' ' , car la liaison
serait alors •linéaire.

Supposons qu'on ai t lait une réalisation l inéaire de cette liaison
ana ly t ique ; tous les raisonnements fa i t s précédemment à propos des
liaisons linéaires subsistent sans mod i f i ca t ion^ q u a n t à la forme des
équations de la liaison réalisée; celle-ci peut toujours s'écrire

^== o, . . . ; q)i { q , p , 0 =o, . . . ,
— -= o, . . . ; 0i, =0, . . . : ^ ^ ^ î . q ' , p , 0 -~o,

•ÏU^ f^P.P1.1} ̂ ^

les équat ions II étant distincles par rapport aux //, les équat ions TC
d is t inc tes par rapport au p , et l 'ensemble des équations - . ^ ©, TT dis-
tinctes par rapport aux r / .

On obt ient les équat ions du second ordre de la l ia ison réalisée^ en
dérivant les équat ions du premier ordre. Les équat ions II, dist inctes
par rapport aux//, donne ron t des équations du second ordre distinctes
par rapport aux ///; donc aucune équat ion du second ordre indépen-
dante des/> / /. Celles-ci ne pourront être obtenues qu'en dérivant les
équations des trois premiers groupes et, comme elles sont distinctes
par rapport aux (j\ elles donneront les équations distinctes par
rapport aux r/\ Ces équations dérivées à leur tour donneront des
équations distinctes par rapport aux q'\ etc.

Si donc les équations TC existent, les équat ions distinctes du second
ordre indépendantes des p " comprendront celles qui proviennent des
deux premiers groupes, c'est-à-dire de la l iaison analytique, mais
seront efîectivcment en nombre plus considérable el il en sera de
même pour le troisième ordre, etc. Si, au contraire, les équations '71
n'existent pas, les équations distinctes d'ordre s et indépendantes des
dérivées p^ 'fournies par la l ia ison réalisée coïncideront, quel que soit
Pordre s, avec les équat ions d'ordre s fournies par la liaison analy-
tique.

9. Convenons de dire qu'une liaison analytique est réalisée jusqu'à
I! ordre n, 'n les équations distinctes (V ordre s et indépendantes des
dérivées p^ fournies par la liaison réalisée sont y pour toutes les valeurs
de s, inférieures ou égales à riy les mêmes que dans /a liaison analytique.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , XXÏX. -- JUILLET 1912. 4 ï
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Les résultats des paragraphes précédents nous mont ren t qu 'une
liaison du premier ordre ne peut admet t re que deux sortes de réali-
sations- Par déf ini t ion même de la réa l i sa t ion , la l i a i son est t ou jou r s
réalisée au premier ordre mais, si e l le est réalisée pour le second
ordre, elle est réalisée pour tous les ordres ; donc :

Une réalisation nci lieu que jusqu'au premier ordre ou bien a lieu pour
tous les ordres^ et nous dirons alors que c'est une réalisation parfaite.

Les remarques faites antérieurement peuvent alors s'énoncer :

Toute réalisation directe est une réalisation parfaite ;
Toute réalisation d'une liaison finie au. moyen de liaisons finies est

une réalisation parfaite ;
La condition nécessaire et suffisante pour quunc réalisation rl'une

liaison finie ou linéaire du premier ordre four ynsse la réalisation des
déplacements virtuels est que cette réalisation soit parfaite ;

Et l'axiome posé pins haut (§4) peut prendre la forme :

Toute liaison finie ou linéaire du premier ordre possède au moins une
réalisation linéaire parfaite.

10, Considérons une liaison réalisée l inéairement . Les équations du
premier ordre sont linéaires par rapport aux q\ //, donc l ' é l imina t ion
des1?' fournira des équations linéaires par rapport aux q\ de sorte que
les équations des trois premiers groupes

ci0^
lu ; 0, . . . ; ©i -= 0, ... ; ITi =..= 0,

forment un système linéaire par rapport aux q\ Si les équations n
n'existent pas, c'est-à-dire si la réalisation est parfaite, le système

dO,7/r
doit être linéaire, et comme il est formé uniquement par les équations
du premier ordre de la liaiâon analytique, celle-ci est alors une liaison
linéaire.
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Nous obtenons ainsi cette propriété fondamentale :

Une liaison qui est véritablement non linéaire ne possède aucune
réalisation parfaite.

Ce théorème, avec une démonstration un peu différente de la précé-
dente, était une conséquence naturelle des remarques sur les réali-
sations matérielles des l iaisons que j'avais présentées dans une Note
des Comptes rendus de l'Académie des Sciences (1). Pendant que fy
parvenais, M. Lévi-Civita y é ta i t aussi condui t par la lecture de ma Note,
mais émettait; quelques doutes sur la l ég i t imi té de cette conc lus ion , le
point de vue auquel je me plaçais n 'étant pas suff i samment précisé
dans ma Note extrêmement condensée et, par conséquent, un peu
obscure.

Cette propriété a une grande importance dans l'élude des l iaisons
non linéaires, puisqu'el le met en évidence une impossibil i té : une
liaison non linéaire ne peut jamais être réalisée d'une façon parfaite
au moyen de systèmes^ si compliqués soient-ils^ à liaisons linéaires.

Une l ia ison non l inéa i re peut-elle être réalisée par fa i tement? Ce qui
précède montre qu 'une tel le réalisation ne peut être que directe ou
indirecte, mais non linéaire, c'est-à-dire au. moyen de corps intermé-
diaires soumis à des liaisons directes parmi lesquelles il devra forcé-
ment y en avoir qui seront non linéaires. La réalisation par faite des
liaisons non linéaires ne peut donc être obtenue, si elle est possible^ quau
moyen de liaisons non linéaires directes.

Nous connaissons des phénomènes physiques nous donnant des
exemples de réa l isa t ions directes de liaisons linéaires, ce sont les
phénomènes de roulement sans glissement. Par les combinaisons
variées à l ' i n f i n i , de telles l iaisons directes, nous obtenons dos réali-
sations parfaites de l ia isons linéaires de plus en plus compliquées, ce
qui rend très vraisemblable l'axiome de la fin du paragraphe pré-
cédent.

Par contre, nous ne connaissons, dans l'état actuel de la Science,
aucun phénomène physique donnant un exemple de réalisation directe
d'une liaison non linéaire, d'où cette conclusion ':

( ï ) DIELASSUS, Sur /a râcdiscttion matérielle clef! liaisons ( Comptes rendus^ 19 juin i9ix).
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Les phénomènes physiques actuellement connus ne permettent Ici réali-
sation par fcdte d'aucune liaison non linéaire.

Tant que l'on n'aura pas découvert un exemple physique, cette
réal isat ion devra être considérée comme impossible, de sorte qu'ac-
tuel lement , non seulement nous ne savons pas la faire, mais nous ne
suivons même pas si elle est possible puisque, si elle l'est, c'est grâce
à des phénomènes que nous ne connaissons pas et q u i , eux-mêmes,
peuvent ne pas exister.

IL Une liaison non l inéa i re ne peut posséder que des réa l i sa t ions
linéaires non parfaites, c'est-à-dire des réal isa t ions l inéaires te l les que
le système

dO,
•^-=^0, ...; ^ir-O, ...; Tti-^O,

soit l inéaire, b ien que le système formé par les équa t ions des deux
premiers groupes ne le soit pas. Sous cette fo rme analyt ique , on voit
bien qu' i l n'y a aucune impossibi l i té , mais on ne voit pas l 'exislence
effective de ces réalisations.

On y arrive facilement par le procédé s u i v a n t ( lu i est très général :
Prenons arbi t rairement un certain nombre de fonctions

?i(^./^ Q^ - ̂

des n paramètres cf et de a paramètres p , distinctes par rapport aux/^
formant avec les 0 un système, de (onct ions dist inctes par rapport
aux y, p et telles que les équations

î .. r/^i^-o, _; ^=o, , . . î î.::o, ..,

soient distinctes par rapport aux y', //*
Choisissons ensuite arbi t ra i rement un certain nombre de fonctions

^(^/^^ •-;

telles que les équations
d0^ n ! ^i^^-o, .^ e^::o, ...; ^'-o, -; ^-o, ^
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soient distinctes par rapport aux y', {/ et que les équations

^?1 BTf^ÇPl^=0, . . . ; ^=0, . . . ; ^=: 0, ...: —L- = 0, ...: ^i^ro,

soient distinctes par rapport aux /», y/, de façon qu'on ne puisse, par
leur élimination y t rouver des relations entre les y, y'. Le système

^—.o, ...; 9^ ='o, ...;

dO, • /, (^cpi vi. •
— — r = 0 , . , . ; O i — — O , . . . ; ^ ^ O , . . . ; HS^^

(af<î <fu

n 'entra îne alors entre les y, </ que les relat ions de la l ia ison analytique
considérée ; les équat ions du premier ordre ne sont pas toutes linéaires,
mais elles permettent d'exprimer tous les y^ p ' en fonct ion d'un
certain nombre de nouveaux paramètres pa-M? /W2? * • • ? Pa+^f ^s

expressions con tenan t les y, les paramètres p jusqu'à p^ et /. Nous
obtenons a ins i le système

(^ "=:.::: o, ..,; yt-=o, ...;

( 7 ) q\ — o-î (<y , / / , / ) , . . . , 7^, ̂  0-^ ('7, p , t ) ;
/^^-•. r i ( / / ,^ / ) , . -, /^^ ^((/./^ ̂

( j u i est r igoureus(unent équ iva l en t au précédent, c'est-à-dire ne
fourni t , par l ' é l iminat ion de tous les p et de tous les//, que les relations
de la liaison analyt ique. Imaginons alors, ce qui est possible d'une
inf in i té de façons, un système liolonorne S^ dépendant de a + p para-
mètres, que nous désignerons par/^, * . . , /Wp? ^t considérons le sys-
tème S 4- S^ déf in i par les paramètres ({^ ..,, q^ p^ ...^pa+p soumis à
la liaison exprimée par les équations (7). Puisque cette liaison est
linéaire, on peut l u i appliquer l 'axiome, ou -bien elle sera réalisable
directement et la l iaison proposée sera réalisée linéairement par l'ad-
jonction de S/et la liaison linéaire (7), ou bien elle possédera une
réal isat ion linéaire parfa i te par l 'adjonction, au système S -+- S^d 'un
nouveau système auxiliaire S^, le système S -+• Si -+- Sy n 'é tant soumis
qu'à des liaisons linéaires directes et c'est alors S^ + Sa qu i jouc'.le
rôle de S, du, cas précédent. Ainsi ;

Une liaison 'non linéaire du premier ordre possède une infinité deréali-
nations linéaires.
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12. Dans le paragraphe précédent nous avons montré l'existence
des réalisations linéaires effectives, c'est-à-dire au moyen de liaisons
linéaires directes. Nous élargirons un peu cette notion de la façon
suivante :

Si le système S 4- S< est soumis à une liaison linéaire j^telle quilizen
résulte entre les paramètres de S et leurs dérivées premières que les
relations qui expriment la liaison analytique L du système S, nous dirons
quon a réalisé la liaison L au moyen de la liaison linéaire J .̂

La liaison réalisante ^ n'est plus ici forcément une liaison directe,
mais les notions de réalisation et de réalisation parfaite sont toujours
vraies ainsi que les conséquences qui en résultent .

Un procédé général pour faire une réalisation l inéaire est fournie
par les équations (7) où p^ - . , /^a+p sont les coordonnées d'un sys-
tème holonome Si.

Soient i et / les nombres d'équations 0 et ©, A et p. ceux des équa-
tions ç et W; les quantités c/\,.... q^ p\y .... p^ sont liées par

t ̂  j ^ ̂ 4. ̂

relations distinctes qui permettent de les exprimer en fonction de
^ 4» ̂  — i ,..,,« j „»- ), .„„.». ̂

paramètres, de sorte qu'on a

(3 ̂  n "f~ a ~— i — j — }\ — ̂ .

Le système S -4- S^ est à n -+" a "h j3 paramètres, et ses liaisons s'ex-
priment par n "+- a relations distinctes, de sorte que ^ est le nombre
de ses degrés de liberté ; i ety sont des entiers positifs donnés, véri-
fiant l'inégalité

l 4- / < n,

Quant à a, À, p., ce sont des entiers positifs arbitraires, assujettis aux
inégalités

A <a,
' ! ! X "4" p. ̂  ^ a?

l ' h / -4- A 4- p. < n "}•- <%
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Donnons-nous arbitrairement a supérieur à n—i — / / l a plus petite
des deux quanti tés 2 a et n -4- a — i — / est, la seconde, de sorte que les
inégalités se réduisent à

X< a,
?i -h y, < ( /i — i —y) -h a.

de sorte que À-+-p- pourra prendre toutes les valeurs i, 2, . . . ,
Cri—i — y ) 4- a— i, et p toutes les valeurs

( ^ — ^ ' — . / ) + a — i , ..., i.
</

En prenant a sutï îsamment grand, ? pourra ainsi prendre n'importe
qaelle valeur entière positive, de sorte que :

Une liaison non linéaire est toujours susceptible (Tune réalisation
linéaire ayant un nombre (le degrés de liberté choisi arbitrairement.

Parmi toutes ces réalisations, il y a une classe particulièrement
intéressante. C'est la classe

a = o ;

d'après les inégalités écrites plus haut, cette conditition entraîne

Â==^=:o,

de sorte qu'on les obtient simplement en exprimant en fonction
de n — i —j paramètres pi, ...,^^.^y les ^quant i tés y', liées par les
i 4- /relations

dû, .
7/T^0- • • - ^^^ . • • " ] • •

de la liaison analytique. La liaison réalisée est alors de la forme

(?1 ̂  0, . . . ;

^=^(<y,/^), ...; ^=:/,,(y,^Q,

les équations —1 et © étant des conséquences des équations de la
seconde ligne.

13. Parmi les liaisons, il y a lieu de considérer d'une façon spéciale
celles qui sont indépendantes du temps, c'est-à-dire dans les équa-
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tiens desquelles ne figurent ni t n i di. Pour qu ' i l en soit a ins i , il faut
et i l suffit que l ne figure ni dans les équations 0 n i dans les équa-
tions @ et que ces dernières soient homogènes par rapport aux y';
comme les équations — le sont aussi forcément, la liaison peut se
mettre sous la forme

^(y) r=o,

^'/)- ..-

Les équations *(, considérées comme aux inconnues (—) permettent

d'exprimer les ^r en fonction des q et d 'un certain nombre de para-
^rn

mètres p , que l'on considérera comme paramètres d'un système auxi-
liaire S, délini par des liaisons directes indépendantes du temps. On
aura alors une réalisation linéaire

(?i(^)-o,

<yi=^/l(<7,/^ ..., ^A^^nfn-t^hP)

dont les équations ne contiendront pas l et dont les relations du pre-
mier ordre seront1 linéaires et homogènes; la liaison réalisante est
donc indépendante du temps. Ainsi :

Une liaison indépendante dit temps possède toujours des réalisations
linéaires indépendantes du temps,

14. Reprenons la liaison de M. Appell, c'est-à-dire le point (^, y, S)
dont les coordonnées sont assujetties à la condit ion

^2 4, y 2.^;^

c'est l 'unique équation de la liaison et, comme elle est homogène,
nous l'écrirons c^œ-

Cette relation entre les deux quantités ̂  ^7 permet, de les exprimer
en fonction d'un paramètre, et l'on a ainsi une liaison réalisée

X1' ̂  ̂  COS/^ . 1 1

1 • " ! ! . / == s' shî/^ 1 , ^ - .
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dans laquelle on pourra considérer p comme l'abscisse d 'un poin t
mobile sur une dro i te , comme l'angle de rotat ion d'un solide mobi le
autour d 'un axe f ixe , etc. Nous avons ainsi des réalisations indépen-
dantes du temps et qui sont de la classe a == o.

Introduisons un paramètre 0 au moyen d 'une équat ion aux i l i a i r e

nous aurons deux équat ions du premier ordre

.r/2+y/2:=-:;/a,

.̂̂

qui, étant homogènes, peuvent s'écrire

/.^v / ' ^ Y
(7jr) ^(jr)-^

„/g- --1,
y/ y/ ,-/

et permettent d'exprimer -? ^-p —, en fonction d'un paramètre y, ce
qui. donne les équations de la liaison réalisée

^ ' -:: f/, .T' — 0 ' ces y, .}/ = 0 ' si n 9,

et l'on pourra interpréter 0 et y comme coordonnées d'un système à
deux paramètres. Par exemple, 0 et cp pourront être l 'angle de rotation
et l'angle d'orientation d'un disque circulaire maintenu vertical et ne
pouvant que rouler sur le plan horizontal. Nous retrouvons la réalisa-
tion indiquée par M. Appell ; c'est une réalisation au moyen d 'une
liaison l inéa i re non directe qu'il faudra, si l 'on veut revenir à la notion
primitive de réalisation, réaliser au moyen de l i a i sons l inéaires
directes, en in t roduisant un nouveau système auxi l ia i re constitué, par
exemple, par une (ourdie dans laquel le glisse un cadre à crémaillère.

15. Dans les fonctions 9 e f c < I > , au moyen desquelles nous définissons
une réalisation l inéa i re» introduisons un système (a) de constantes

Ann. P.c. Norni., (3) , X K 1 X . - .lmu-i-:T tO î ' J t . 42
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arbitraires. Nous aurons alors une réalisat ion l i n é a i r e ^^ dépendant
de ces constantes arbitraires.

Le fa i t d'avoir u n e réalisation linéaire impose aux fonctions y et W
certaines condi t ions , qu'on suppose remplies si les (a) ne sont assu-
jet t is à aucune condition, mais il peut exister des systèmes singu-
liers (a) pour lesquels ces condi t ions ne sont plus toutes réalisées.
Si (a) tend vers un système (a°) non s ingul ier sans traverser aucun
système singulier , la réalisation Jl^) tend, par cont inui té , vers une
réalisation l inéa i re l imite ^R^').

[/étude générale de ce qui se passe, quand (a) tend vers un système
singulier, n 'offre aucun intérêt au point de vue qui nous occupe. Nous
allons nous borner à dé f i n i r une singulari té qui jouera u l té r ieurement
un rôle important .

Les équat ions —2 et <&, qui forment avec les équations — et © u n
système d i s t inc t par rapport aux//, y', ne sont pas (sauf dans le cas de
réalisation parfaite) distinctes par rapport aux p\ Ce groupe pourra
donc se décomposer en deux groupes

(H) ^l=o, ... ^o; <ï^o, ... <^:-::-:o;

(7:) ^il=o, ...; <1^^^0,

le premier étant résoluble par rapport à a-+-p quan t i t é s / / don t les
expressions, portées dans les équations du second groupe, donneront
des résultats indépendants des / / y c'est-à-dire les équations ir déjà
considérées à propos des réalisations parfaites»

Supposons que, (a) tendântvers (^°), les équations (11) con t inuen t à
être distinctes par rapport aux a -h ^ quan t i t és / / considérées, mais
que les équations (ic) en deviennent toutes des conséquences ; ce qui
revient à dire que les équations (ic) deviônnentdesj,dentités. Ces équa-
tions ordonnées par rapport aux a — â°, que nous représenterons
par 5^, ..., sont de la forme

Pi(^) -+-P,(c?a)4- . . .=o,

les P étant des polynômes homogènes par rapport aux S'a, de degrés
indiqués par leurs indices et dont iw coefficients sont des fonctions
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des y, q1', p , L On peut encore les écrire sous la forme

.. / ôa \ „ ,. / ôa \î > — 4- o^ j> - h . . . =::: o
'\wJ \oaJ

de sorte que le système

dO, ,
—— ::= o, ... ; <I>, :r: 0, ... ; TCi == 0,
a<î

aux iuconuuesy ' qu i , pour (a0), prend la forme indétcrmiuee

(Vh
w-0- • • • ; <s)l=0' •-

se réduit, par con t inu i t é , au système

dû. /, ,., ( oa \
-^-.o, ...; H,..:o, ...; l.>;̂  )----o, ..„

la résolutiou ne sat)i t donc aucune discontinuité et l'on arrive, à la
limite, à une réalisation linéaire, mais qui dépend des rapports •.—•5
c'est-à-dire de la (açou dont le système (a) tend. vers (a°). La réali-
sation l inéaire «^l^ ne tend donc pas vers une réalisation l inéaire
limite.

Supposons maintenant que les équations

-;fê)-. -
soient, quels que soient les ^—? des conséquences des équations -.:

et ©, ceci revient à dire que, si l'on t ient compte des équations ̂  ©,
tous les coefficients des oa dans toutes les fonctions l\ sont nuls, et,
en vertu de ces équations, les équations TC pourront s'écrire sous la
forme

P^{oa.) -h. , .== o
ou

., / da \ ^ ,. / oa V>J ) 4» o^ |> ,̂ ......- -4-. . . . .::::: o
AôaJ VïaJ
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et se réduiront , à la l imi te , aux équations

/ ùa \
l\ — p= o, . . .,

\ oai /

t\

que nous supposerons, quand les ^— sont pris arbi t ra i rement , former

un système distinct par rapport aux q ' avec les équations —? ©.( if ii
Si donc, on néglige les i n f i n i m e n t peti ts d'ordre au moins égal à

deux formes <wec les Sa, le système

de, .
•^- =0, . . . ; (h), =: 0, . . . ; TTi ••— 0,

• se rédu i t au système

^" :- o, . . . ; e, :::: o,

tandis que, si l'on ne néglige les i n f i n i m e n t petits qu'a pa r t i r du
troisième ordre, celle réduct ion n'existe plus.

Si, aux in f in imen t petits près du second ordre, les équat ions 7: sont
des conséquences des équations de la liaison proposée, nous dirons
que a^ est une réalisation à tendance par f aile quand (a) tend
mrs (a°) (') et nous verrons, dans la seconde Partie, 1/importancc capi-
tale de cetle nouvelle notion.

Nous remarquerons, pour terminer, que toute l i a i son l inéaire ou
non linéaire possède de telles réalisations. 11 suffit d ' in t rodu i re des
paramètres^ et de définir la réalisation par des fonctions TT, données
directement en nombre suff isant pour que le nombre des équa-
ilons iTT ^ ^ solt P1*80^0^^»1!- celui des (j\ p\ On prendra, par
exemple, pour les TC des fonct ions du second degré des a, don t les
termes i ndépendan t s et les, coefficients des a Heront des fonc t ions

(! ) La définition q u o j 'avals donnée dans mie Noie ( Comptes rendue 16 octobre 1911 ) était
moins restrictive, elle exigeait seuîorriôntquo lus équations T? fussent dos conséquences des
équations de la liaison, en négligeant les inf in iment petits à partir du premier ordre. La
condition coinpiémontairo introduito ici est néccHBairo pour arriver à la d<mionHt, ra t ion
rigoureuse dos propriétés dynamiques de ces réalisationg.
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s 'annulant ident iquement en vertu des équations —? ©. La réalisation
sera forcément l inéa i re et sera à tendance parfaite, quand les a ten-
dront tous vers zéro.

DEUXIEME PARTIE.
RÉALISATIONS D Y N A M I Q U K S DES LIAISONS. MOUVEMENTS DES SYSTÈMES.

16. Une réalisation c inémat ique d 'une l iaison d'un système S se fait
au moyen d 'un système S,, qu i n'est d é f i n i que géométriquement et
même d 'une façon incomplète.

Par exemple;, pour réaliser l ' i n v a r i a b i l i t é de dis tance de deux points
matériels, nous les réunissons par une tige solide, ce qui revient à dire
que nous les f ixons tous deux, h un moine corps solide, lequel peut
avoir une forme géométrique arbitraire.

De même, pour la l iaison de M.. Appell réalisée au moyen du mono-
cycle, la roue peut être réalisée par un corps solide de forme quel-
conque possédant une arête de rehroussernent c i rculai re .

Supposons qu'on ait dé f in i t i vemen t fixé la réalisation cinématique
en, adoptant des formes déterminées pour les corps qui composent S< ;

. la réalisation n'est pas encore déterminée au point de vue dynamique,
puisque nous pouvons former ces corps au moyen de molécules dont
les masses et la réparti t ion à l ' intérieur de la forme géométrique
restent absolument arbitraires.

Considérons u n sol ide non homogène. La densité en chaque point
est une fonction

p(.r, y,^) •

des coordonnées de ce po in t par rapport à des axes attachés au solide-
La masse», la force vive et l 'énergie d'accélération sont a lors des inté-
grales triples, étendues au volume formé par le solide et ayant des
éléments respectivement de la (orme

p(.r,y, s) d,vdy fb, , p(^J, z\f{x,y, s; y, . * . , f/, ..., t),
p(.z-,y,,s)9(.r,y,5;<7, ...,^, < . ̂ ///, 0,
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les q é tant les paramètres de posi t ion du solide. Si l'on const i tue le
solide au moyen d'une matière répartie avec une loi de densité

p(.z',y,^) r-^0,j, z)

con tenan t un facteur numérique e, qu'on prendra de plus en plus petit,
les trois intégrales cont iendront c en facteur et s 'évanouiront avec lui ,
On aura

rm rn c, ^ „ L,'
1 := £ j ^ , ?> ..--. £ D i,

e tT, et S, seront des intégrales qui dépendron t de la fonc t ion 0, c'est-
à-dire de la loi de d i s t r ibu t ion des masses évanouissantes à l ' i n t é r i eu r
du solide.

On peut auss i supposer que l 'une au m o i n s des dimensions du
solide tende vers zéro, de façon à pouvoir l 'assimiler, par exemple, à
une plaque d'épaisseur constante e et de densité superf ic ie l le variable.
Les trois intégrales triples dev iennen t alors trois intégrales doubles
contenant £ en facteur et t endan t vers zéro avec lui . En réalité, c'est ici
le volume d'intégration qui devient n u l ; T et S con t i ennen t £ en fac-
teur, et T^ et S, dépendent encore de la r épa r t i t ion des masses.

Nous pouvons donc concevoir qu 'on ait réalisé la liaison au moyen
d'un système S^ dépendante soit comme for/ne^ soit comme constitution
moléculaire, d'un facteur £ et dont la masse M,^ (a force vi^e 2T, et
f énergie d'accélération S( tendent ver s zéro avec e, les rapports

tendant vers des fonctions dépendant de la co'nstitation interne de S,.
Nous dirons alors que nous avons réalisé la liaison par un système <S^

de masse nulle.
Dans ce qui précède, nous supposons impl ic i tement que nous avons

une réalisation efîective, c'est-à-dire que le système S "h S, n'est sou-
mis qu'a des l iaisons directes-

Supposons que la réal isa t ion S "4- S, soit l inéa i re , mais non effective.
Les liaisons linéaires de S 4- S, se réaliseront effectivement au moyen
d'un système S^ le système S+-S i ,4 -S^ n 'ayant alors que des l i a i -
sons directes- Nous pouvons dire que la l iaison est réalisée, au moyen
de liaison directes, par le système auxi l ia i re S< 4- S^, qu'on pourra
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supposer sans masse comme précédemment. Celte conception oblige à
considérer, non p l u s la réal isa t ion au moyen de S ^ , mais celle au
moyen de Si -h S^. Si l'on veut, ne (a i re i n t e rven i r que la réalisation au
moyen de S^ de masse nul le ou, plus exactement, de masse inf in iment
petite, il faut réaliser la l iaison de S 4- S, au moyen d'un système S^
de masse inf in iment petite par rapport à celles des corps qui com-
posent S + Si ; comme celles de Si sont in f in iment petites du premier
ordre, il faudra supposer celles de S^ inf in iment petites du second
ordre. Si l'on suppose £ en facteur dans la force vive et l 'énergie
d'accélération de S^ il f aud ra supposer £2 en facteur dans les fonc-
tions analogues relatives à S^. Donc :

Quand on dit quune liaison du. système S, réalisée cinématiquement
par le système S,, est réalisée dynamiquement par ce système S^ de mcisse
nulle, on suppose essentiellement que la masse de S^ est infiniment petite
du premier ordre et que la liaison de S -+- S, est directe ou que cette liai-
son, notant paîî directe^ est réalisée par des liaisons directes au moyen
d un nouveau système auxiliaire de masse infiniment petite du second
ordre.

17. L'étude des l ia isons et de leurs réal isat ions conduit à définir
diverses sortes de mouvements des systèmes matériels.

M. Appell a montré que, du pr incipe des travaux virtuels, on pouvait
déduire un principe de minimum d'une forme quadratique des q\
principe qui pouvait s'appliquer directement aux liaisons non
linéaires. Nous l 'appellerons « principe de M. Appell ». Il conduit à
des équations qui, lorsqu'on donne les r/° et y'0 du système, définissent
complètement les q en fonc t i on du temps, c'est-à-dire un mouvement
cinématique du système. C'est ce mouvement que nous appellerons
toujours « le mouvement abstrait du systèmes, pour rappeler qu'il est
obtenu par l'application d'un principe abstrait à des liaisons considé-
rées sous la forme abstraite. La notion dynamique de mouvement,
c'est-à-dire la notion physique de mouvement d'un système soumis à
des forces et à des liaisons, est inséparable de l'idée de réalisation des
liaisons. Quand la liaison est directe, on a la not ion physique de force
de l iaison et de liaison sans frottement d'où l'on déduit le principe des
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travaux vir tuels , celui de M. Appell et les équa t i ons du mouvement ,
lesquelles coïncident avec celles du mouvemen t abstrait .

Quand la liaison n'est pas réalisable di rectement , nous ne pouvons
concevoir, au point de vue physique, que les mouvements obtenus par
des réalisations linéaires au moyen de l iaisons directes. Pour le sys-
tème total, nous avons la notion de mouvement physique, c'est son
mouvement abstrait et il donne, pour le système proposé, un mouve-
ment que nous appellerons par opposition « mouvement concret »,

Si la réalisation l i n é a i r e par S^ n'a pas l ien au moyen de l iaisons
directes, on fera, sur ces l ia isons, l'hypothèse de la fin du paragraphe
précédent et nous aurons des mouvements qu i seront encore des mou-
vement concrets.

Il y aurait encore à déf in i r u n e troisième sorte de mouvements, mais
leur dé f in i t i on , ho pouvant que résulter de l 'é tude des mouvements
concrets, ne sera donnée qu'ulfcériein*ement.

IS. Considérons une liaison l inéai re on non

Ûi == o, .. ,,

(8) ^=0, .. . ; e,=o,

réalisée linéairement par

Oi-ro, ...; Çi(^/^ 0=0, , . , , *
d e ] d^^

(^ T^01 - • • ; el"-:01 -; 'tt'~^ -;

^^^/^/^Q^o.

Si celle-ci n'est pas une liaison d i redey on la réalisera au moyen de
liaisons directes par la nouvelle1 réalisation

0i. = o, , . . ; 91 -= o, . . . ; ^î ( //, //, /', / ) -:: o,^ ̂  u, , . . , (^i ,,.̂  u, . . . , ^i \'/i 1^ ' t < ) •-•-- ̂  • - ' •'

d0^ ,. ^/^i ,
•^ = 0, ... ; fe)i = 0, . . . ; " ,— :::= 0, . . . , <I»i -:r:: 0, . . . ;

( 1 0 )

^1 =^ o, . . . ; W ^ q ^ i ^ p . p ' , î\ r ' , t ) ==:o, . . . ;

cette réalisation étant parfaite, les relations indépendantes des / / se



SUR LES LIAISONS ET LRS MOUVEMENTS DES SYSTÈMES MATÉRIELS. 33^

réduiront à celles de la liaison de S + S,, de sorte que les relations TC,
indépendantes des p\ r\ se réduiront aux relations TT, indépendantes
des/?', fournies par la réal isa t ion S -4- S,.

Le système S 4- S, 4- Sa, soumis à des liaisons directes, prend un
mouvement réel qu i est son mouvement abstrait. Pour former ses
équations, formons la fonction <fR. de M. Appell.

Soit B(y, ^y q\ t) cette fonct ion pour le système S, calculée comme
si les paramètres q étaient indépendants.

La fonction analogue de S, se réduit, puisqu' i l n'y a pas de forces
données agissant sur ce système, à l'énergie d'accélération de Si , donc
est de la forme

^ { , ( p , p ' , p " , t ) ,

R^ dépendant de la constitution interne de S,.
De même, la fonction analogue de Sy sera de la forme

Ê^^r,^,^).
On aura donc

A -r R(y, q 1 , ̂ , /) + ̂ ,(p,p',p\ ̂  + ̂ M/-, r', r\ t ) .

Résolvons les dérivées des équations (10) par rapport aux q\ p " , r " ;
les équations

r/4^ _:o, . . - ; ^=0," ' d t ^

sont les seules à contenir les r ' et sont distinctes par rapport à ces
variables^ leurs dérivées seront les seules à contenir les r" et seront
distinctes, on pourra donc en tirer un certain nombre de r" en fonction
des autres.

Les équat ions
^, .,., ,,,,-.o. ...

se décomposent en deux groupes

^(^^/^ ̂ -cs • - • ' • >
.îli(y,//,/?,^/, 1)^0, . . .,

le second étant distinct par rapport aux p ' donnera des équations dis-
tinctes par rapport aux//^ résolubles par rapport à un certain nombre

Ànn. Éff. Nerm., (3), XXÏX. — AOCT 19^. 43
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de ces /A Enfin le groupe

^1^0, ...; 0^0, ...; 7T^=0,
a/

donnera des équations résolubles par rapport à desç".
Finalement, les équations (lo) pourront se résoudre sous la forme

y;^^,//,^;?,//^), ...;
p\ = ̂  (/y, f f ' , ff\p, //, //, t ) , . . . ;

/•/; — v, (^ </, r/; p, //, // / /; r, /•', r\ t),

les y", ^y r " f î^urant dans les seconds membres étant indépendants.
En substituant ces expressions, la fonction X deviendra

^^W{q^,cf^p,p^t)
+£Î^(^ q ' . q ' ^ P . P ' . P 1 ' . n -^ ^^(9. //'. q ^ P . P ' . P ' ^ ̂  r ' , r\ Q.

Elle ne contient plus que des dérivées secondes indépendantes; on
obtiendra donc son min imum en annu lan t ses dérivées partielles, ce
qui conduit aux trois groupes (Inéquat ions

àW <m\ , ^H:. «»«. 1 tî .. ^—i»;- .*.L.« f f* ww.^-" • • i t\ *
à^ '}'1'"Ê^ / / ' l h£ <hf^" "

M\ , ̂
£ ,.̂ ,«.,»J- «,L» SS"1» .M-,-,,.- • - ^1 •„ . ' , 1 \ c» "'.,""',." „.-„-.-.. \/ * * . . ,,

^/// ^///

.•^-.., ....
Les deux premiers groupes peuvent s'écrire

àW W, ,^R...„ i c. * L» e* '-' 1 /-i •.»--»--. -,.̂  ç, «,»_»»»..„. «.̂ . ^ ««..«— ,̂, ^_ .0 * , . ,
<7^/ ^r/" <)ff

àH\ (U^«.«««. " u, <? " "—-1- /-i .-,̂ .. «̂ ,.., ^ .«»,̂ «»,y ^^^^ ( ^^ < , , ,
r^ ^/^

et, lorsque £ tend v^rs %éro, tendent vers les équations limites

/ , àW(u) ^.-o, ..,

/ , ()\\'
02)1 -d7'll•l:-o- •-
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qui ne contiennent plus les inconnues r et suffisent pour déterminer
les q etp indépendants , quand on se donne les valeurs initiales des y,
p , p\ p ' correspondants.

Les équations ( ï i ) et (12) sont donc les équations du mouvement
concret, obtenu au moyen de la réalisation dynamique considérée.

On peut mettre ces équations sous une forme plus symétrique.
Désignons par a'1 et ff les cf et p " dépendants, par a" et ^ff les p "

et q" indépendants et considérons les équations du second ordre

f/^i <;/Ôi <Ar, dïl, __
"^-==0, ...; ^-^0, ...; ^———0. • • • ; -^--^ " ^

qui sont l inéaires par rapport aux a\ b\ a"', ^ et résolubles par rap-
port aux a^, /A Si, entre elles, nous éliminons les a", nous obtenons
les équations linéaires, d'où nous tirons lésion fonction des a" et p",
expressions que nous devons parler dans Ri , dont nous devrons
ensuite, pour former tes équations (12), annuler les dérivées par rap-
port aux ̂ \ ]Nous exprimons ainsi que la fonction Ri est minirna, en
vertu de ces relat ions indépendantes des a", lesquelles sont de la
forme

n .... ̂  , i, ( d î ^ . ̂  .^ ^o.î^ ,„, ̂  ̂  g. ̂ .̂,., .. . ^ ̂ .., .. . ^ ^, .. .^ _ o,

an. ,, /"^o, d%, ^t \ _Iî,= ̂  + ,î  ( .̂ , ... ; ̂  ,. . ; ̂ ., ... j _ o;

. - ,., , , , . . ,. / * « d'^Q d@ dTT . ,»p . ,les I' é tan t des combinaisons linéaires des -r-5 -r-î -j- a coetncients
indépendants des dérivées secondes. On pourra, sans résoudre ces
équations, écrire le min imum de lii en introduisant des multiplicateurs,
ce qu i donnera

(mï —v^J^l
()p\ ""^ àp\'

c'est-à-dire, puisque hs p " ne figurent pas dans les F,

^El v^^l!!
^^^àp^

En raisonnant d'une façon, analogue, on voit que les équations (i i)
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expriment que R est minirna pour les q\ vérifiant les relations indé-
pendantes des p\ c'est-à-dire les équations

dt2 -^
d%^
dt

^T

dt

On pourra donc, au moyen de multiplicateurs, les écrire

àR „ àB àQi l «•1 -> \f V », \./ \:f.— = 2Â -3— •J^ lu -——
àq^ àq^ * àq\

^ôn

ôcyT'»

de sorte que les équations complètes du mouvement concret sont

( i3)

e,==
ê,=

dR
^ —

r)Ri
àp\ ̂

0,

0,

2À

ïî

()0
«««««.«««̂ i. «,L

Ôf/r
()n
ûp^

• f
* '>
- ïp

9,==
<!>,==

()(")
^+

0,

0,

„ ()7t^y .

^/l

H sera utile, dans la suite, de comparer ces équations à celles du
mouvement abstrait; on obtient ces dernières en écrivant le min imum
de Rpour les q" vérifiant les équations

^0,

^%

,̂ 1
-..̂

ce qui donne le système

04)
e
^
/̂;

1 — u,

=2a ^1
^i ^(3 ^

^t

19. Supposons que le système S soit soumis à une liaison finie ou
linéaire et que, au moyen du système S,, on ait fait une réalisation
linéaire^ar/a^.

Les équations TC n'existent pas et les équations ('13) peuvent se répar-
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tir en deux groupes

(Q)

(P)

^=0, ...;

©,:=(), ...;

^K ^ à9 .. àQ
—T =r 2À -— ̂  Zy. ——•
^/i ^/i ^i

(pi-^.o, ...;
<J[>1-=Ô, ...,-

^R,i _ .,. 1̂1
J^——^ " • • •

Dans les équations du groupe (Q) ne figurent que les inconnues q,
À, pi, et ces équations suffisent à les déterminer. Les q étant connus,
les équations du groupe (P) déterminent alors les inconnues p et e.

Les inconnues (Q) sont donc déterminées d'une façon indépendante
par des équat ions qui ne dépendent pas de la réalisation parfaite con-
sidérée et qui coïncident avec celles du mouvement abstrait. Nous
retrouvons ainsi la propriété indiquée dans l 'introduction :

Toutes le^ réalisations linéaires par faitea cF une même liaison linéaire
donnerU un seul et même mouvement concret correspondant à des valeurs
initiales données dea q et q ' . Ce mouvement coïncide avec le mouvement
abstrait.

20. Considérons main tenant une réalisation linéaire non parfaite
d'une liaison l inéaire ou non l inéa i re .

Les équations ( ï3) du mouvement concret ne peuvent plus se
grouper comme dans le cas précédent, lilles constituent un système
aux inconnues simultanées y, p .

Pour déterminer une solut ion, il faudra se donner bsq^ p\c/\ p ' 0 ,
satisfaisant aux équations

0i=o, . . ,; 91 =o, ...;

,̂ ,.. »,=„. ... ^=0, .... *,-, ....

Donnons-noiis 110 système de valeurs des q\ q^ satisfaisant aux
éq nation s

:̂::::o, ...;
d^ / ,
w^°- t- 8 Î=0- *-
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de la liaison proposée ; les /?° et //° devront satisfaire aux équat ions
91 ̂ o, . . . ;

^-0, . ..., .»,=,„ . . . .

qui peuvent se mettre sous la forme
Cpl •=0, ...; TTi^O, ...;

11 -̂0,

où les équat ions de la première li^'ne ne con t iennent pas les // et sont
distinctes par rapport aux/?, tandis que colles de la seconde l i sneson t
distinctes par rapport aux //. Le nombre max imum d 'équat ions de
chacun de ces groupes est donc celui des paramètres/?. En général, ce
maximum n'est pas a t te in t et, les équat ions considérées ne détermi-
nan t pas tous les /)°, //% il en reste un certain nombre qiion peut
prendre arbitrairement, donc :

En général, une réalisation linéaire^ bien déterminée einématiquement
et dynamiquement, dorme une infinité de rnouçementff concrefs correspon-
dant aux mêmes conditions initiale (q^, y'0) du. ay sterne étudié.

Supposons un mouvement concret déterminé par un système i n i t i a l
q\ p\ q'\ //() ; il est déterminé par les équations (i3) dans la forma-
tion desquelles intervient la fonction R,,. Si l'on change la consti tut ion
interne du système aux i l i a i r e S,, la fonc t ion R, change ot, par consé-
quent, aussi le mouvement concret obtenu, donc :

Une réalisation linéaire qui nesi définie quau. point de vue cinématique
donne^ pour un même système initial (y\ /?% y'0, //°), des •rnûwements
concrets variables wec ta constitution muléneUe du système auxi-
liaire Si.

Nous retrouvons ainsi , sous leur .forme générale, les propriétés
signalées dans. l 'Introduction, à propos d'exemples particuliers.

2i. Considérons une réalisation linéaire de la classe a = o f§ i ' î ) ,
Elle est de la forme

Qz =-. o, ... ;
dQ, _
-jj- — o, . . . ; Ci — o, . . , ; ^ ( q, /, p , f) =: o,
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le nombre total des équations de la seconde ligne étant celui des y, et
supposons qu'on prenne pour les p les coordonnées d'un système holo-
nome, en vertu de liaisons finies indépendantes du temps.

Les équations II n'existent pas ; les équations du mouvement con-
cret peuvent se répartir en deux groupes

(Q)

01 ==0, . . . ,

(^i=r o, ... ; TTi == 0,

à\\ ^ àÔ y (}^ v àr.
——— =^1——,—— -+-2<^———- -+- À V — — — 1

àq[ ()qi ' àq\ ôq,
à\\^

( p \ ' .^O, . . . .1 / àp,

Le nombre des inconnues À, [M, v étant précisément celui des y, et
ces inconnues ne f igurant que dans les équations de la dernière ligne
do groupe (Q), celles-ci ne servent qu'à les déterminer. Si donc ors
les suppr ime, on obt ient , pour déterminer les inconnues y, p , les deux
groupes

j ^r::::o,
(Q ) ( ê,^o, l>il ..., 71:1-0, ...;

^Hi
(?) ^ .̂,-.0, ....

Nous avons ainsi des mouvements concrets particuliers, que, pour
rappeler leur origine (a = o), nous appellerons les mouvements Mo et
qu i possèdent les propriétés remarquables suivantes :

Les rnotwements Mo y fournis par une même réalisation S\. (a === o), sont
indépendant des forces qui agissent sur le système^. En effet, ces forces
ne figurent pas dans le système (Q), (P).

Dans un mouvement Mo, le système auxiliaire S, se meut comme s il
était isolé. En edet, les équations (P)- ne contiennent que les incon-
nues p , suffisent à les déterminer par les valeurs initiales p\ p " qui
restent arbitraires et sont précisément les équations du mouvement
de S,,-isolé et sans forces données.

Considérons, en particulier, le mouvement Mo correspondant aux
conditions initiales

/^-^•^.^o,
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les/?0 étant choisis arbi t ra i rement ; le système auxiliaire S^ se meut
comme s^l était isolé, n'est soumis à aucune force, et ses liaisons sont
indépendantes du temps; puisqu'il est au repos in i t i a l , i l reste en
équilibre, de sorte que les p sont constants. Nous obtenons ainsi des
mowements Mo particuliers pour lesquels le système auxiliaire est en équi-
libre ; pour abréger, nous les représenterons par M<°.

Les équations des mouvements concrets M^ sont
0,1=0, ...,

Ol =: 0, . . . , TTi •= 0, . . . ,

dans lesquelles on doit considérer les p comme des constantes arbi-
traires.

22. Donnons-nous arbitrairement, au point de vue cinémal ique, un
mouvement de S compatible avec ses liaisons^ c'est-à-dire des
fonctions

Q5) q^f^t), ..., qn^fn(.i).

satisfaisant aux équations

de la liaison de ce système.
Choisissons ensuite arbitrairement des fonctions

^i(/hq1^},

formant avec les "7" et les 0 un système de1/^ fonctions distinctes par
rapport aux q ' ; si, dans ces fonctions ^7 nous substituons les expres-
sions (i5) des y, nous obtenons des tondions d e ^

^i(0,
Posons

7T,=^(^^/ 1 ) — ^ ( ^ ) - / ? i ,

et considérons la réalisation <^(a ̂  0) donnée par les équations

(16) j ^=0,

( ©1=0 , ,.., 7ri-=o, .^
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puis cherchons le mouvement M^ qui correspond aux valeurs initiales
^=^=...=0; <7;==/^), ..., ^==/;(^),

II faudra, dans les équations (16), annuler tous les p , ce qui don-
nera le système

0,==o,
©1=0, ...; ^\—-^=o,

et l'intégrer avec les conditions initiales
^-=/l(^), ..., ^°==/l(^

Mais les fonctions (i5) satisfont à ces équations et à ces conditions
initiales, de sorte que le mouvement M^ cherché est précisément le
mouvement (x 5).

Ainsi :
Le système S étant soumis à des forces données et M étant un mouve-

ment de S arbitrairement choisie mais compatible avec ses liaisonsy on peut
toujours trouver une réalisation fournissant M comme mouvement con-
cret de S ;

et, ce qui est une autre manière d'énoncer la même propriété :
&Y, pour un système soumis à des forces données', on considère tous les

mouvements concrets fournis par toutes les réalisations linéaires imagi-
nables de ses liaisons^ on obtient tous les mouvements cinématiquement
compatibles avec ces liaisons.

Ce qui montre que les mouvements concrets sont, en définitive, des
mouvements complètement arbitraires, sauf la condition de respecter
les liaisons, et cette propriété est la généralisation complète de
remarques faites dans l'Introduction.

24. Tout mouvement abstrait du système S sous l'action des forces •§
est un mouvement cinématiquement compatible avec les liaisons ; on
pourra donc, d'après ce que nous venons de démontrer, trouver,
pour S soumis à ces forces, une réalisation donnant ce mouvement
comme mouvement concret, c'est-à-dire réalisant mécaniquement ce
mouvement abstrait,

Si, pour le même système de forces, on change les conditions ini-
Ànn. É€. Nwm^ (à ) , XXïX. — Aoiw T 0 ï 2 . 44
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tiales, la réalisation à employer pour réaliser mécaniquernent le nou-
veau mouvement abstrait ne sera plus la même a priori. On peut
cependant s'arranger de façon qu'il en soit ainsi.

Le système ^ des forces données étant fixé, les mouvements
abstraits sont fournis par les équations

O^o, ...,
01=0, . . . ,

àR ^ àO ^ ÔB ! .——=.Za-—+^p-—.,
<Vi < î àq\

qui admettent des intégrales premières
^ ^ q , c { ' , Q=:const.,

formant avec les fonctions -7.- et © un système de /z fonctions distinctes
des n quantités q ' .

Les équations générales des mouvement abstraits peuvent s'écrire
Oi ̂  o, ...,

9i = o, ... ; W'i == coosh,

et ce sont précisément les équations des'mouv(unenf,sMi[, don nés par
la réalisation ^l (a==o) ayant pour équations

^=o,
. 9 i=o, . . . ; ^ i—^i- ïo , . . . ^

donc :
Pour un système soumis à des forces données^ on peut toujours trouver

une réaliscilion linéaire des liaisons réalisant mécaniquement, comme
mouvements concrets particuliers, tous les mouvements abstraits de ce
système.

Si l'on change le système S des forces, les intégrales V sont chan-
gées,et, pour réaliser les nouveaux mouvements abstraits, i l faudra
changer la réalisation linéaire.

25. Les théorèmes précédents montrent des possibilités et mènent
tout naturellement à se poser la question suivante, qui va nous con-
duire à une impossibilité :

Existe-'t-il une réalisation linéaire des liaisons du système S telle que^
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quelque soit le système § de forces^ les mouvements abstraits produits par
ces farces ^ se retrouvent tous parmi les mouvements concrets produits par
ces mêmes forces ?

Nous commencerons par remarquer que tout mouvement de S arbi-
trairement donné, au point de vue cinématique et compatible avec les
liaisons, peut être obtenu comme mouvement abstrait du système S
sous l 'action d'un système^ de forces convenablement choisi. Cette
propriété est classique pour le cas du point m-atériel et elle s'étend
immédiatement à un système de points matériels, en écrivant le mou-
vement abstrait au moyen des coordonnées rectilignes x, y, s des
points. Si l'on se donne , a priori, le mouvement satisfaisant aux liaisons,
les équations du mouvement abstrait deviennent n équations linéaires
entre les 3n composantes des forces et les multiplicateurs, de sorte
qu'on peut se donner arbitrairement un certain n.ornbre de ces quan-
tités et en déduire les autres en fonction du temps.

Si. un mouvement abstrait est obtenu comme mouvement concret, il
vérille simultanément les deux systèmes

(A)

(C)

(m
Ôr/\ -

Qt
^

à\\
^"

01=
0,=

„ àO
— > /y" ,-^ (A. ««»»-". .

^/l

:= 0,

=0,

^ .̂
à(h
f^l
^P'i

o, ..., ,
0, ...,

V A (m
+^^7 "-

..,; 9i==o,

... ; <l»i = o,
• ^ M ^ an:""•l"" Mi u, -""— -4"- M "y -.—T

àq\ ^î\

^^ÈL ....
^^^àp^ ' " ' î

d'où, en désignant par X' les À — a et par [tJ les ;x — a, le système

9t==o,
<3E>î -^ o, ... ;

„./ àQ y » de ^ an^^i 4-. ̂ p! ^—. ̂  ^—r = <^
àq\ ^/t à<l^

^Hi ^., ()rt——„ r̂.: Mi c "-,—•— y
àp[ àp\

' • • ?

- • • 1
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dans lequel ne figure plus la fonction R et qui, par conséquent, est
indépendant du système S de forces qui agit sur le système S.

Si tous les mouvements abstraits produits par tous les systèmes S
sont des mouvements concrets, ils vérifient ce système (D), de sorte
que, d'après la remarque du début, le système (D) doit être vérifié
quels que soient les q satisfaisant aux équations de liaison 0 et ©, en
entendant par là que, quel que soit le système de fonctions q satis-
faisant aux équations 6 et ©, on peut trouver un système de fonctions
p , À, p., v, ̂  tel que Ïe système différentiel (D) soit vérifié par lesy,p,
À. v,^ . Le système partiel

(lY)

( cpi = o,
) <I>1 =0,

lËh-^^Lf àp\ —^p\'
satisfait, ci fortiori, à cette condi t ion et réciproquement, si, quels que
soient les q satisfaisant aux liaisons, on peut trouver les p , Ç, satis-
faisant aux équations (Ï)'), il suffira de prendre les A', p,', v, tous nuls,
pour avoir un système /?, Ç, À', ^, v, vérifiant le système (î)').

Les équations
yi ==o, ...;

<3^=:o,

du système (D') entraînent les équations
<^Çl
^!=:o, ...

et les équations
^=., ... 0,=o, . . .

peuvent se mettre sous la forme
71:^ = 0, ... ; HI ":":: 0, ... ;

de sorte que le système (0') peut s'écrire sous la forme
( 91=0, . . . ;
^ Tii -== o, , . . ;

(n^ 11̂  o, .
I ̂  s^
1 àp——^àpr
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Si, pour les q satisfaisant à la liaison 0, ©, ce système aux p , \ est
compatible, il en sera, a fortiori, de même du système

(IV)

7Ti-=0,

n\==o,
^Ri ^., (M
"T^^Tàp".

de sorte que, de ce système (IY), on ne pourra, par élimination
des/?, i;, tirer aucune équation d'ordre quelconque qui ne soit consé-
quence algébrique des équations 0, © et de celles qu'on peut en
déduire par dérivation.

D'après la déf ini t ion même de la forme canonique d/une liaison 0, @,
ses équations f in ies et du premier ordre peuven t se résoudre de la
façon suivante :

r/i=/i(/y/,..i, . . ., q^ ^ ) , . . ., <y/=//(^M? • ^ q^ Qî

q\ = Fi ( (]i.^ i , .. ., ffn ; </'j 4. i ^ " • • 7 q'n. ; ^ )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (,/^);

//y = Fy(<7/..l-Ï^ • • ^ fin^/'j^^ • - "> ̂ ; 0

ses équations du second ordre seront les dérivées de celles du premier,
donc seront résolues par rapport à < / ? • • • » < ? / ; ses équations du troi-
sième ordre seront résolues par rapport à (f\, ...,^J, etc., et il en
résulte qu 'une équation de la forme

(X) X(^+i, -..^;<7ym • - •^ Î^+P " ' ̂ /^ ' ' ' î ̂  ••'^T^)^0

ne pourra jamais être une conséquence des équations 0, ©.
En vertu de ces équations 0, ©, les équations TC sont de la forme

TTi ( <y/--H. • • • î Ç/t ; ̂ +1 ^ • • • ̂ n ÎP ; c ) =' °î • • • •

Ces équations sont distinctes par rapport aux p , sans quoi il en
résulterait une relation du premier ordre de la forme (^), non consé-
quence de la liaison 0, ©, ce qui serait contraire à la définition de la
réalisation. Ces équations sont d'ailleurs distinctes par rapport aux
? / n y - -»y^ puisqu'elles doivent former avec les équat ions du premier
ordre — et © un système d is t inc t par rapport aux q ' .
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rii ==o, . . . ;
^ __ y.àîl_

àp\ ^ ^ à p ' ^

sont les équat ions du mouvement abstrait du système S < , sans forces,
et soumis à la liaison exprimée par le système

II,=0, . . . , '

dans lequel on considère les q comme des fonctions données.
Si, dans le second groupe, on é l imine les ^, on a des équations du

second ordre qu i , avec les dérivées des équations II, distinctes par
rapport aux p ' , donnen t les expressions de tous les ff en fonction
des p et de certainsjr/. Comme les fonc t ions II ne cont iennent que des
y et des y ' , les équa t ions du second groupe ne pourront contenir que
les y et les y', tandis que les dérivées des équat ions II pourront con-
tenir des cf. Le système (IF) se mettra donc sous forme résolue, en
tenan t compte des équations 0, © ;

^1 ( y/4-..l? ... ; <7/.H , . . . ; Ri, . , . ; /4.H ^ . • . ; ̂ )i

pi, == ^(^-n . • • ? y / m • • - ^ P ^ -^P'f^^ - - ; ^ ) ;
/;^=Q^(y^i, . ..;^

(ir)
^M(<7/4-i. . . •; ̂ n • • • î y^p • - - î^n - • -ïP'/^^ * . • î ^5

P\ ̂ ^i (^/..-Hî • • •^//4-n - < -; ̂ n . -;Piî . • . î^+u - .; ^)

et, plus généralement, il donnera les expressions des dérivées
d'ordre ^ de tous les paramètres^ en fonction de

y/+i, ^/+n • - ? ^ïp —; p^ •-; ,AM^ - • • ' ? t'

Considérons'les équalions TC et dérivons-les successivement jusqu'à
l'ordre ^. Nous obtiendrons ainsi des groupes successifs d'équations
contenant les q1 et p , puis les ^ et p ' , puis les ̂  et p\ etc., et enfin
les ^"hf) et les/^. Kemplaçons les dérivées premières, secondes, etc.,
des p par les expressions tirées du système (IT), nous obt iendrons
ainsi des groupes successifs ayant un nombre fixe d'équations, celui
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des équations TI:, et formés de relations entre les quant i tés suivantes :
Pour

G(| ....... ///^i, ... ; ( j ' j n , . . . ; /J> i , ... ;

Ci....... y/.^i, ... ; y^-n, ... ; yj+i^ ... ; /-^i, ... ; /^,i, . .. ;
C'a . . . . . . <7/+n * • • î yy+i ï ... ; çj+i, • . . ; y^-n, . . . ; /^t, . . . ; ///^i, . ... ;

G^.. . . . . . y^ ...; y'/,..!. • • •; - ' • ; ^ÏÏ^ - . • ; P i , •••;74|-i. • • • , ' '

les équations d'un quelconque de ces groupes étant distinctes par
rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé des y qui y figurent. Cela
résulte de ce que, à partir de G^ les équations dérivées des
équations TC sont linéaires par rapport aux dérivées de l'ordre le plus
élevé, et les coefficients de ces inconnues sont toujours les mêmes, ce
sont des dérivées partielles des fonctions TT, c^est-à-dire des fonctions
des y, des q ' et des p ; ils ne sont pas modif iés par les subst i tut ions
considérées qui. ne portent que sur les //, p\ ... et, d'autre part, ces
substitutions n'introduisent, dans les autres termes, que des dérivées
des y, d'ordre intér ieur au moins d'une uni té , de sorte que, finalement,
elles n'altèrent pas la possibilité de résolution.

Entre les équations Go on ne peut é l iminer l,es1^, d'après ce qui a
déjà été dit ,

Si, entre les équations G'o, G^ , on peut él iminer lespi, ...,/4^, ...
on obtient au moins 'une équation qui ne pourra pas être indépendante
des y^.,, ,.,. En efÏet, si. l'on part des équations rc résolues par rapport
à des y',1 on a des équations G,, résolues par rapport à des (f ; si l'on
porte alors dans le groupe G, les valeurs des ̂ t irées de Go, on a à
éliminer, entre des équations résolues par rapport à des (f, un certain
nombre d ' inconnues/>,/ / , ce qui donne forcément1 des équations con-
tenant ces (f. On obtiendra donc entre les y une relation de la forme ̂ ,
laquelle, contenant effectivement des y - , , . . . 7 ne pourra être une
identité.

Supposons donc qu'entre Go, G, on' ne puisse éliminer les p^ ....
P/ f .H»- . . . Prenons alors les équations Gy, G^, Gy qui contiennent les
mêmes p et //. Si l'on peut les éliminer, un raisonnement analogue
montrera qu'on aura au moins une relation "^ contenant effectivement
des quantités y . , ..., donc qui r^est pas une identité*
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En général, si, entre les équations Go, G, , ..., G^.,, on ne peut éli-
miner ̂ pifp^^ • • • ? ^ qu'on puisse les éliminer entre les équations
&o» G-i, ..., Go, on aura au moins une relation de la forme (yj con-
tenant effectivement des dérivées y^j4,1 ',..., donc ne se réduisant pas à
une identité.

D'ailleurs, si s est le nombre des équations rr, le nombre total des
équations Go, Go ..., G^ est

(^+i).ç,

il croît indéfiniment avec .y, donc arrive à un certain moment à être
supérieur au nombre des p^ .^,p^^ ..-, lequel reste fixe. Il arrivera
donc forcément un moment où l 'élimination desj^,, . . , /4-n? • • * sera

possible et, par conséquent, à un certain moment on sera conduit à
une relat ion (^) qui ne sera pas une ident i té . Nous avons donc
démontré ainsi que le système (lY) entraîne des relations entre les y
qui ne sont pas des conséquences de la liaison proposée 0, 0.

Il est à remarquer, c'est la démonstrat ion précédente elle-même
qui le met en évidence, que ces relations (yj, dont l'existence démontre
l'impossibilité en question, sont fournies par les équations TG. Elles
n'existent pas s'il n'y a pas d'équations TT, c'est-à-dire si la relation
linéaire est parfaite, ety effectivement, nous avons vu alors que les
mouvements concrets n'étaient que les mouvements abstraits*

Nous pouvons donc énoncer en toute rigueur la propriété :
Las séides réalisations linéaires donnant, pour des forces quelconques^

la réalisation mécanique des mouvements abstraits comme mouvements
concrets particuliers sont les réalisations linéaires parfaites des liaisons
linéaires et alors on n'a, comme mowernerils concrets, c/ue les mouvements
abstraits d'où, en vertu de l'impossibilité des réalisations linéaires
parfaites pour une liaison non linéaire, ce corollaire :

Une liaison non linéaire ne possède aucune réalisation linéaire donnante
pour des forces quelconques^ la réalisation mécanique des mouwnents
abstraits comme mouvements concrets particuliers.

Si l'on se reporte à ce qui a été dit antérieurement (§ 10)y il en
résulte que la réalisation mécanique des mouvements abstraits d'un
système à liaisons non linéaires n'existe pas.
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26. Etudions maintenant les réalisations linéaires à tendance par-
faite.

Les équations du mouvement concret, qu'on peut écrire :

(G)

9, == o,
dO,
^=0, ...;

à{\.
ôq\

©, == 0,

-^ <̂^/1
àRf ^
àp\ ^

... y

• • • f

û@

~^^1\

<m
~ ^àp\

TTl —: 0,

„ âTT-h 2^——
i)q\

Iî,=o,

cont iennent alors les constantes arbitraires^ qui entrent dans les fonc-
tions ç, TC, IL Lorsque le système (a) tend d'une façon quelconque
vers le système s ingul ier (^°), les équations TT deviennent des iden-
tités, les fonctions -y- deviennent identiquement nulles et les équations
du mouvement concret se réduisent , à la limite, a

dO,
<"), =: o,

91=0,

ô\{ ., <)^
^Â 4-" ^[J.(h/[ ""^ or/

()U, ^ v̂, an. , ^ .̂^——s^

^A

qui peuvent se répartir en deux groupes :

/ ^:=o,
^h „... . . „

(Q)

(P)

( ï t "
^R ^^

::::=2À
^^ï " ^Yi

yi-:o,

!!,^o,

^Hi _ ^, 6 [̂
^f '""""^^î'

^ (̂M)
4- Àa"—-^

<^/i

Le premier groupe est bien v i s ib lement celui, des équations dumou"
vement al^strai t , mais pour pouvoir en conclure 'que les'mouvements
concrets tendent vers les mouvements abstraits, celle remarque est

Ann, É€. Nof'rn., (3 ) , XXIX, — A<m- ipia. 4-5
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insuffisante et il fau t faire appel à toutes les conditions qui entrent
dans la défini t ion d 'une réalisation à tendance parfaite.

Pour présenter clairement la démonstration rigoureuse, nous com-
mencerons par établir le lemme su ivan t :

Si le système cV équations linéaires

A; Xi -h . . . 4- A[ ^i 4" Bi rr: 0

07)
A) ̂ i -h... 4" AJ ..T/ 4- By =

( G ; x, -h... -h Cl .-r/ 4" D i "h A ^ YÎ 4-... 4- A^yy ̂  o
( 1 8 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( C^i 4- - . 4- (̂  ̂ / 4- 1 ), 4" A {Ji -h . . . 4- A^ yy -- 0

aux inconnus x^ . * , ^ x^ y^ ...,y^ salis/au auûc conditions suivantes :

j0 j6«y coefficients A y B, C, 1) .yo/^/ (les f onctions des variables z^ ,».,
c^ d'un paramètre (.x e/ ,yr>/'̂  régulières au point ̂ , ,.., (x0 ;

2° jPo^r [x == (A0, tous les coefficients A et B s'annulent identiquement ;
3° Le déterminant A, formé ayec les coefficients C^ n'é^ /^a.y nul au

pointa, ,.., [j.0;
410 £^ supprimant le facteur (x—^a0 r/a//^ toutes les équations (17)? fe

système proposé tend, pour y. ̂  (x0^ ^^r\y un système limite

a î .̂ 4 4-. . . 4" ^\ îCi -4-" pi "-1::* c»
(19)

(20)

'cj ̂ i -4-. . * 4- a1. ̂
\ o ,
aj ̂ i 4- . . . 4- ^ Xi 4- Py r= r>,

.0,(C;)^rl^...4-(€00^4<(I)l)ft^

(Gn^z^+.^+t^y^-r^^.D^^^o,

qui est compatible au point ^y ..., c'est-à-dire dont, par suite de l'hypo-
thèse sur A, les j premières équations sont des conséquences des i
dernières.

Dans ces conditions ^ les inconnues x Urées du système (x7), (ï3) -w^
des fonctions de z^ ..., |x, régulières en ^p ...^ (x01 ^ai;*, pour [j. ̂  (x°, ̂
réduisent à des/onctions de s^ .«, régulières en z\^ ..^ et données par
le système (20).
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Faisons le changement d ' inconnues

Xi := C ; x, +... 4- Cl x, + I) i,
( -21)

X,^C;.ri4-...4-"C^4-D/.

D'après l'hypothèse sur A, les x seront des fonctions linéaires des X
à coefficients fonctions de z^ ..., [j. régulières en -s^, ..., p-% et le
système proposé deviendra

^>\ Xi +... 4" .n x, -+- ̂ , =: o,
(^)

cil,} X i 4".. . 4- ̂ ' X, + •\^j "= o ;
X^+Aîy,+. . -+A}7^-=o,

W
X/4-Alyi4-. . .4-A)yy=o.

Les ^> 'sont des fonc t ions l inéaires et homogènes des A à coefficients
réguliers en ^y . , . y [x0, ce sont donc dos fonct ions régulières en
^p . . .y [j.0 et s ' annniani iden t iquement pour ;j.==p-°. Il en est de
même pour les coefficients 'ifb. Si, dans les équations (22), on sup-
prime le facteur ( x — p 0 , puis qu'on y fasse ;x = p^ on obtiendra
évidemment les équations transformées des équations (19) par le
changement de variables (21) où l'on fait (x==^° , et ces équations
doivent être des conséquences des équat ions transformées des équa-
tions (^o), c^est-à-dire des équations

Xi:^o, X/

obtenues en faisant ^ = ;x0 dans les équations (23). Il en résulte
que, après suppression du facteur p — ^<), les coefficients ^> doivent
encore s^annuler ident iquement pour (x==p-°, ce qui exige, puisque
les ad) sont des fonctions analytiques régulières, que les i(l> contiennent
((x — p,0)2 en facteur.

Considérons alors les équations aux y, obtenues par l 'élimination
immédia te des inconnues X entre les équations (22) et (23),

(24)
( (.a.; A ; -h . . . "4- .M AO /i 4".. . + ("M A) 4"... 4- A»! Aj)j7— 'Ul»! == ô,
/ . . . . , . , . . . . . . . . . * * . . . » . . . . . . . . . » . . . . . . < • • . • • • • • * • • * - • ' - • • * " î
I (4..) Ai 4-".. . 4-.̂ } A^ )jî 4"... 4- (XJ A}+. - -h ̂  Aj)y^- 1(^=0,
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Comme tous les JL et A c o n t i e n n e n t [M -— [x° en facteur , on voit que
ces équations contiennent (jj. — ^0)2 en facteur. Si nous faisons sur
ces équations V hypothèse essentielle qu^cfprês açoir supprimé ce facteur
((J. -"- ^°)2, le déterminant CD des inconnues y\ dans ces équations^ nesf.
pas nul pour z\, ...^°, nous en concluons, par l 'applicat ion de la règle
de Cramer, que les inconnues y sont des fonctions ana ly t iques de
z^ ..., ^, régulières en ^, ..., ;x°.

Il résulte alors immédia tement (les équations (23) que les
inconnues X sont des fonctions régulières en -s^, * . . , ;j.° et s ' annulent
identiquement pour ^= [j-°. "Enfin, des formules (21) du changement
d'inconnues résulte que les x sont aussi des fonctions régulières
en ^, ..., y\ et que les fonctions z.^ ..., régulières en z^ ..., aux-
quelles elles se réduisent pour ;x == (x% satisfont aux équations (21)
où Pon fait [ji^=[x°, c'est-à-dire, en vertu de la propriété démontrée
des X, aux équations (-20) q u i y d 'a i l leurs , les dé te rminen t complète-
ment.

Ayant démontré rigoureusement celle propriété pré l iminai re ,
revenons aux équations du mouvement concret.

Nous pouvons dire que nous obtenons tous les mouvements
concrets par l ' intégration du système

(G')

dîQ^ _ ^t ^ l̂'Ii
T/F '•" 01 < -; ^F == <)1 ' • • ; 7/T m oî " • ; ^TiT ^ oî • ";

àR .,„ ()0 ^ ô^ ^ <)n
—•y :;--=" Z À -^— --h 2/a "•.•— "t- Zv —-T-.» • • ' ;
^'7; ^'71 <Vi <^/i

^ ^. rfU^ ̂ ^^ ...;

qui, ne contient que des équations linéaires par rapport aux y^j^y ^5
p, v, ^ en nombre égal à celui, de ces quantités, en imposant aux valeurs
initiales <y°, q'\p\ //° les conditions

^ l 0i=o, ...; 91^0, ...;
( ^ ) »^!.^o^ _ ^ 0 ^ = 0 , , . . ; TTi^O, . , . ; H, :":::: 0,

Le système (7, considéré comme système d'équations finies et
linéaires entre les ()\ p^ \ (x, v, ^ peut se décomposer en deux.
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Le premier

cl^O, d0, d^

(<7)
^ .„.,-„., ..., ^ -,.-,., ..., . ^

àï\ .,. 00 ^ àQ ^ an
—- > / ____ i y ,, ____ i > •»j ____--,—-- ,—... ^ fi. ~-\-' ^ u. . r"-*-'" t / '

à(]\ ()qi l àq\ ()r/\

ne contient que les inconnues ff', X, [j-, v et les détermine. Les incon-
nues//^ £ sont ensuite fournies par le système

(en
dïl, _
^-^.o,

àR, ^.^
àp'[^^àp\'-

Supposons la r(kalisa(ion à tendance pa r f a i t e pour (a°). Toutes les
équations (C^) et ((7) auron t des coefficients qui seront supposés
fonct ions analyt iques de /, des y, des y', desp, des p ' et des a régu-
liers pour un système de valeurs ^°, y% y'0, p\ //°, a0,

Faisons dépendre les a d'un paramètre y. par des formules

^=/i(^), ^=/s(^), ...,

les fonctions/étant les fonctions analytiques de [x, régulières pour ^
et se réduisant, pour cette valeur de ̂  respectivement aux a0. Les
coefficients des équation^ ((7) et (G") deviendront des fonctions
analytiques des t, </, q\f>, p ' et [̂  régulières en t\ q\ q ' ^ p ^ p ' ^ et le

0
r"

système ((7) sera de la forme étudiée dans le lemme. En effet, les
inconnues œ seront ici les (f, ^, (x et les inconnues y seront les v ;
Les équations (17) seront

/:/TCi
^0,

et les équations (18), toutes les autres équations du système ((7). Si
l'on néglige les i n f i n i m e n t petits Sa du premier ordre^ les équations
^ deviennent des identités, donc tous leurs coefficients s'annulentdt
avec ( x — (.A°. Si l'on ne néglige que les inf iniment petits du second,
ordre, c'est-à-dire si. l'on néglige ([j.—^)\ elles tendent, par
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suppression du facteur (;j. — p.0), vers des équations l imitées , qui sont
, . i , i , ,. (PO , (M . n . ,toujours des conséquences des équat ions -7^ et - .^ qui f o n t partie du
groupe (18) des équations ((7). Nous pouvons donc appliquer riçou-
reusement le Icmrne en remarquant que la condi t ion complémentaire
essentielle in t rodui te ne concerne que les coefficients A et C des
inconnues dans les équations, coefficients qu i ne dépendent pas des
forces agissant sur le système, puisque ces forces ne s'introduisent
dans R que par une (onction l inéaire des (f. En outre, le détermi-
nan t (fâ, formé directement, sans suppression de facteurs et en laissant
les paramètres a, a tous ses éléments débutant par des termes du
second ordre; son développement commencera par des termes d'ordre
aye t l'on peut supposer la réalisation choisie de façon que l 'ensemble
de ces termes d'ordre 2/ ne poisse s 'annuler ident iquement , comme
conséquence de simples relations entre les^, et en particulier pour
les a fonctions d ' u n paramètre ;x, Le dé te rminan t , réduit comme i l a
été dit, ne sera pas nul iden t iquement pour (x0.

Nous pouvons donc conclure 'du lemme que les équations (C^)
résolues donneront des expressions

f/'[— Qi(<7,(/,p,//,^), ...;
"Ai •= Li (y,./, p, //, t, p. ), ... ;
^t^MiC^//,^//, t,y..), ...;

les fonct ions Q, L, M étant des fonctions analytiques des variables
(^ g\pfp\ l, ^ régulières en y0, y^/^.j/0,^ ̂ \ et que les fonctions
analytiques des q, y ' , p , //, t, auxquelles elles se réduisent pour
(x == ^°, vérifient le système

(A^

< î _ d^
^/r "' cs " " ; "TT ̂  os

r)H „. àO „ û^
-p-y rr-^ Zf A ——- *"(•- 2< u. —-,- ?
Ôq[ (h/i l ()r/\

qui suffit pour les déterminer.
•Les q " étant ainsi déterminés, les équations C^dôTïnentpcmr les^, Ç

des expressions linéaires aux ( j " à coefficients réguliers en <y°, y\
p\ f/\ l^ p.0. En y remplaçant les cf par les Q, on obtiendra des
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fonctions régulières qui, pour ^ = (x°, seront des fonctions régulières
des y , y'?p? P\ t données par

^(11)"

(.V)
àt ^ , • " '

àH, ^ v , < ) ( l ï ) °^ ,̂.̂ , ...,

les (11)° désignant ce (lue deviennent les II quand (a) lend vers (a0).
Considérons, enfin, le système de condi t ions in i t ia les (G()).
Si l 'on l ient compte des équations de la l ia ison proposée, les équa-

tions -n; commenceront par des termes du second ordre, formés avec
les Sa. En in t roduisant le paramètre p-, elles contiendront (^- — p.0)2

en facteur. Après sa suppression, les conditions (Co) prendront une
forme ne présentant aucune singulari té pour p,=p-°. Les constantes
initiales se partageront en deux groupes1 : les constantes indépen-
dantes et les constantes dépendantes, donnant aux premières un
système fixe de valeurs arbitrairement choisi, les secondes seront des
fonctions analytiques de [-x, régulières pour p°.

Si l'on intègre, avec ces condi t ions initiales, le système

f/\— Qi(<7, r/,p, //, /,^), . . .;
/^r": Pi(^,y',/^//, /,^), . . .,

on aura, d'après un théorème classique, des fonctions y et y de / e t
de [x, qui seront analytiques et régulières au voisinage de t\ p.0. On a
ainsi un mouvement concret dépendant de ^ et, quand [A tend vers p-0,
ce mouvement tend vers un mouvement limite, qui satisfait aux équa-
tions

^ :•;:::: Qi(^^ //,;/, t, ̂ 0), ...;
?'[-:: P^,//,/^//,^0), . . . ;

c'est-à-dire au système (A') (A^). M.ais, d'une part, le système (A')
ne contient pas les inconnues p et, d'autre party les valeurs initiales
satisfont constamment, donc aussi pour ;x == ^°, aux équations

0,=o, ...;
d(J^ /.—."=; o, . . - ; ei-^o, .. . .
cil
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qui font partie de (Co)? sont indépendantes de ^ et ne cont iennent
que les y.

Les fonctions ©, ayant leurs dérivées premières ident iquement
nulles et étant nulles à l ' instant in i t i a l , sont ident iquement nulles. Les
fonctions @, ayant leurs dérivées seconde, ident iquement nulles et
s'annulant, ainsi que leurs dérivées premières, à l ' ins tant i n i t i a l , sont
aussi identiquement nulles, déserte que le mouvement l i m i le satisfait
aux conditions

01=0, ...;

QI"=O, . . . ;
OR .,. (}0 ^ W_^^_^, •—.- > / „ „ [„ >, i f ...,.„,.„,_< .,.—-"-•—• -,-«» ^4 1\ -.. "-1" ' ^1 IJ. • • • , J

()(/[ Ôf/i àq\

qui caractérisent les mouvements abstraits. Donc :
Siy partant d'un sysuîrna de valeurs des a e£ d^un système (/uelconffue

de valeurs des com'icifUe.ff initiales indépendantes) on laùse fixe ces valeurs
initiales et (/u'on fasse tendre les a suivant une certaine loi vers les a°, le
mouvement concret correspondant tend vers un rnotwemeni abstrait. Le
mouvement absiraù limite obtenu dépend de la loi suivant laquelle (a)
tend vers (a°).

Ce qu'on peut encore énoncer sous la forme :
Quand (a) tend vers (<^°), tous les mouvements concrets tendent vers

des mouvements abstraits,

Etant sûr, à la l imi te , de n'avoir que des mouvements abstraits, i l
est naturel de se demander si l'on peut ainsi obtenir , comme limites
de mouvements concrets, tous les mouvements abstraits.

Le mouvement abstrait obtenu est celui qu i est déterminé par les
valeurs initiales y°, (/\ taisant partie du système initial l imi t e y\ y ' ^
/^,//0, et ceux-ci sont déterminés par les équations (G^) oh les —"
sont des paramètres arbitraires. Pour obtenir tous les mouvements
abstraits, c'est-à-dire tous les systèmes de //(,, (f[ sat isfaisant aux
équations 0, — et 0, il faut donc qu'entre les équat ions (9)% Py

f\
et(..ll)° l'on ne puisse él iminer les p j p ^ °^ et obtenir des équations



SUR LES LIAJSONS ET LES MOUVEMENTS DES SYSTÈMES MATÉRIELS. 361

non conséquences de la liaison proposée. Si l 'on y remplace les q, q '
dépendants, tirés de la liaison, ces équations ne contiendront plus
que les y, q ' indépendants, et il suffira alors que Pélimination des
p^ p1 Î^L soit impossible; celle des // 'est toute faite, il suffira donc

ôaqu'on ne puisse pas éliminer lesp et -^— entre les équations (y)0 e tP^.
Comme les (y)0 sont indépendants par rapport aux/?, la possibilité de
l 'é l iminat ion exi^e qu'on puisse d'abord é l iminer les —- entre les
équations I:\. Comme on peut former arbitrairement ces fonctions I\,
on n'aura qu'à, in t rodui re un nombre suffisant de paramètres a pour
obtenir une réalisation a t endance parfaite, fournissant tous les mou-
vements abstraits. Nous arrivons ainsi, à la propriété complète :

Tout système^ à /taisons linéaires ou non linéaires du premier ordre,
possède des réalisations linéaires à tendance parfaite ;

Les mouvements concrets produits par des forces S et une réalisation à
tendance, parfaite tendent tous vers des mouvements limites ;

Ces mouvemenis concret}! limites sont tous des mouvements abstraits
produits par les mêmes forces rf, mais on n obtient pas forcément ainsi
tous les mouvements abstraits ;

Tout système y à liaisons linéaires ou non linéaires du premier ordre\
possède des réalisations linéaires à tendance par'faite^ fournissante quelles
f/ue soient les forces rf' et comme mowernents concrets limites^ la réali'
sallon mécanique de tous ses mouvements abstraits.

27. Un système est en équilibre abstrait dans une posit ion (f^ y^ ...,
sous l'action des forces §, si les équations du mouvement abs t ra i t»
intégrées avec les condi t ions initiales

Vï, ^ ...;
^=^^.,.-=:o,

donnent , pour les y, des fonctions qui se réduisent à d.es constantes,
c'est-à-dire si ces équations sont vérifiées en y faisant

//^"=</^ ,7â=^, ...,
(^6) . ^=r/,=:...=:o,

^=^...==0. ^ -
Ânn, Êc. A'orw», (3), XXÏX. — AOUT 1912 . 46
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Un système, dont les liaisons sont réalisées, est en équilibre concret
sous l'action 'des forces ^ si les équations du mouvem.ent concret
sont vérifiées par un système de fonctions y, /^ les fondions q étant
des constantes; i l faut donc que ces équations, où l 'on in t rodui t les
hypothèses (26), soient cornpatibles par rapport aux inconnues^.

Si la réalisation est parfaite, les <y du mouvemen t concret é tant
donnés par les équat ions du mouvement abstrai t , l 'équil ibre concret
coïncide avec Pôquil ibre abs t ra i t .

Si la, réalisation n'est pas parfaite, la coïncidence n'existe plus et
l'on peut avoir des positions d 'équil ibre variables avec la const i tut ion
i n t e r n e du système aux i l i a i re de masse nul le .

Si la réalisation est, a t endance parfaite pour (a0) et si y^, y!;, ....
est u n e position d 'équi l ibre abstrait., t.ous les mouvements concrets,
dont les valeurs in i t i a l e s t endent vers un système dont les y sont, les (f
et dont , les q ' sont nu l s , tendent eux-mêmes vers des mouvements
dans lesquels les y restent constants^ c'est-à-dire vers des mouvement s
i n f i n i m e n t peti ts autour ou i n f i n i m e n t lents au voisinage de la posit ion
d 'équi l ibre parfai t-

Supposons que la réal isat ion l i n é a i r e a tendance parfai te x^) d o n n e »
pour les forces ̂  et q u e l s (( l ie soient I r s ^ y une position d ' équ i l ib re
concret

<7i-"^/i(a), (/ î—j\ (<(), ....

Cet équ i l ib re concret est un m.ouyemoni concret déf in i par un
système de valeurs ini t iales des y, /^ y\ //, valeurs i n i t i a l e s fonc t ions
des a, vérifiant toujours le système ((,1°) et parmi lesquelles cel les des
q sont les/(a) et celles des r/ sont'1 nul les .

Faisons alors tendre les a vers les a0', en les faisant dépendre d'un
paramètre* Ces valeurs initiales tendront, d 'une façon continue, vers
des valeur limites, donc le mouvement concret tendra vers un mou-
vement abstrait l imite, Mais le mouvement concret étant toujours, pour
les y, un mouvement nul , sera encore un mouvement nu l pour les q à
la l imi te ; on arrivera donc à un mouvement abstrait nul , déterminé
par les l imites des /e t par les y' nu l s , c'est-à-dire a une position
d'équilibre abstrait, déf in ie parles limites des fonctions/1. Donc :

AÏ, pour un système S de forces^ une réalisation linéaire à tendance
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parfaite S\.[a} donne^ quels que soient les a, une position (TèquilÏbre
concret

(Ec) ^/,==/i(r/), q^—.f^a\

le système possède forcément, pour le fi forces S, des positions (E^) d'équi-
libre abstrait. Si les positions (E^) sonl isolées, les fonctions f sont
continues pour (a°) et la position (E(;) tend^ d'une façon continue^ vers
une position (E^).

Si les positions (E^) forment une suite continue (e/), la position (Ec)
peut tendre, d'une façon continue^ vers une des positions Çc^) ou devenir
indéterminée sur ( C^)^ les fonctions f n étant plus alors toutes continues
pour (a° ) .

28. La not ion de mouvement d 'un système est inséparable de l 'idée
de réalisation directe des l iaisons; c'est seulement dans ce cas que
nous pouvons avoir la no t i on de forces de l ia isons d'où l'on fai t
dériver celle de l ia ison sans frottement, puis le principe des travaux
virtuels,

Si les l ia isons du système ne peuvent pas êire réalisées directement,
nous ne pouvons plus concevoir le mouvement qu'au moyen de réali-
sations indirectes par des l ia i sons directes. La seule conception méca-
nique que n o u s ayons alors est celle des mouvements concrets et,
mall ieureusemenfc, comme nous l'avons démontré, ces mouvements
portent à tel point l 'empreinte de l 'a rbi t ra i re qui figure dans les inter-
médiaires de réa l i sa t ion , qu'ils sont, en réal i té , c inémat iquenient
arbitraires ; pour une l i a i s o n ana ly t ique donnée, -tous les systèmes i de
forces d o n n e n t les mêmes mouvements concrets. Nous cessons donc
d'avoir la not ion de mouvement , sous l'action de forces données, d 'un
système soumis à la l ia ison considérée sous sa forme abstraite, c'est-
à-dire ana ly t ique , indépendamment de toute idée de réalisation. La
not ion d 'un tel mouvement, idéale que nous appellerons le mowement
par fait du système, ne pouvant plus être atteinte directement, ne peut
s'acquérir que par des généralisations successives. Les recherches
exposées dans ce Mémoire permettent aisément de faire ces générali-
sations au po in t de vue mécanique.

Considérons d'abord le cas d 'une ^ liaison f inie ou linéaire réalisable
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directement. Nous avons alors la notion directe de mouvements parfai ts ,
et ces mouvements peuvent se définir de trois façons :

i° Comme mouvements fournis par la réalisation directe;
2° Comme mouvements concrets fournis par les réalisations linéaires

parfaites ;
3° Comme mouvements concrets limites fournis par les réalisations

linéaires à tendance par faite ;

l ' ident i té des t rois déf in i t ions résul tant de ce que toutes trois
conduisent aux mouvements abstraits qui, dans le ra i sonnement
actuel, ne sont considérés que comme des intermédiaires analytiques
et n'ayant aucune signif icat ion dynamique .

Considérons ensuite une liaison l inéai re non réalisable directement.
Cette l iaison possède des réal isat ions par fa i tes et des réalisations à
tendance parfaite, donnan t les mêmes propriétés dyna~mù]ues(\ue dans le
cas précédent.

Nous avons un ensemble de propriétés dynamiques q u i ne changent
pas, q u a n d on passe du premier au second cas; ces propriétés défi-
n i ssen t les mouvement s qui, dans le premier cas, co ïnc iden t avec les
mouvements parfaits dont on a la. no t i on directe; il est donc nature)
de considérer, par dé f in i t i on , ces mouvements comme é tant les mou-
vements parfaits dans le second cas, c'est-à-dire de poser comme
défini t ions valables dans les deux cas :

i° Les mouvements parfaits d'un système à liaisons linéaires sont les
mouvements concrets, fournis par les réalisations linéaires parfaites ;

2° Les mouvemenU parfaits d'un système à liaisons linécdres sont les
mouvements concrets limites, fournis par les réalisations linéaires à '
tendance parfaite;

l ' identité (les deux définit ions, dans le cas général des l iaisons
linéaires, résultant de ce qu'elles conduisent toutes deux aux mouve-
ments abstraits.

Prenons, en dernier lieu, le cas (Fune liaison non linéaire; les réali-
sations parfaites n'existent plus, mais la liaison possède des réalisa-
tions à tendance parfaite, donnant les mêmes propriétés dynamiques que
dans1 le cas des liaisons linéaires. Nous avons donc, au moyen de ces
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réalisations à tendance parfaite, un ensemble' de propriétés dyna-
miques qui ne changent pas quand on passe des liaisons linéaires aux
liaisons non linéaires. Pour les premières, les mouvements qu'elles "
donnent coïncident avec les mouvements parfaits, définis précé-
demment ; donc il, est naturel de considérer, par défini t ion, ces mou-
vements comme étant les mouvements parfaits dans le cas des liaisons
non l inéaires , c'est-à-dire d'adopter la définition mécanique générale :

Par (léfinùion^ les mouçements parfaits d'un système soumis à une
liaison analytique finie, ou linéaire ou non linéaire du premier ordre,
sont les mouvements concrets limites^ fournis par les réalisations linéaires
à tendance parfaite,

Nous avons trouvé les équations générales du mouvement parfai t
ainsi d é f i n i ; ce sont celles du mouvement abstrait; ces dernières sont,
d'ailleurs, comme on le voit immédiatement^ les équations du
m i n i r n u m de ,11 pour les q\ satisfaisant aux, équations déduites de la
liaison, d'où cette propriété :

Les mouvements parfaite d'un système à liaisons finies^ ou linéaires ou
non linéaires du premier ordre^ satisfont au principe gênerai de
M. Appel/ (principe du minimum de la fonction !{}.

Do sorte que ce principe général se trouve démontré et permet, par
son appl icat ion, de f o r m e r rapidement, dans le cas tout à fait général,
tes équations du mouvement parfa i t , équat ions que le pr incipe des
travaux virtuels ne fournissait que dans le cas des liaisons linéaires.

L'idée directrice, q u i condu i t aux généralisations successives précé-
dentes, à la déf ini t ion mécanique générale des mouvements parfaits et
justifie la marche, adoptée, est la suivante :

Puisqu' i l s'agit d'arriver à la not ion générale de mouvement d 'un
système indépendamment de toute idée de réalisation de ses liaisons
et que, d'autre part, nous ne possédons que la notion de mouvement
concret an moyen des liaisons réalisées, nous devons chercher s'il
n'existe pas, soit des, mouvements concrets, soit des mouvements
concrets "limites ne contenant plus trace de la réalisation qui les a
fournis, c'est-à-dire de la constitution cinématique et matérielle du
système auxiliaire réalisant. ^ , , . .
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Si nous trouvons de tels mouvements, ils seront indépendants de
toute idée de réalisation des l iaisons, et, ils correspondront bien à
l'idée de mouvement parlait .

Nous avons trouvé un procédé général, au moyen des réalisations à
tendance parfaite, pour obtenir de tels mouvements; dans des cas
particuliers, nous avons trouvé, soit un autre, soit deux autres pro-
cédés, mais, quand il existe plusieurs procédés (réalisations parfaites,
réalisations directes), tous ces procédés sont concordants, ils donnent
les mêmes mouvements. Nous arr ivons donc a i n s i à une dé f in i t i on
na tu re l l e et n ' i m p l i q u a n t aucune indé termina t ion ni contradiction. Il
est d 'ai l leurs à remarquer que la déf ini t ion est complète, parce que
l'idée de mouvement , indépendamment de toute idée de réal isa t ion,
implique forcément, l ' idée qu ' i l existe un, et un seul, tel mouvement
correspondant à un système de valeurs i n i t i a l e s q\ y'0, sa t isfaisant
aux équations de la l i a i son , et que, parmi les mouvenumts que nous
avons définis , il y en a u n , et u n seul, ayan t ces valeurs in i t ia les , i l
ne peut donc y en avoir d 'autre , de sorte que :

De (fwkfM façon qu'on arrive à la notion dynamic/nc de rnowernent
parfaite on retrouçe U)u.jowff les mowemenis parfaits donnée par la
définition rnécanùjue générale précédente,

II est intéressant d'opposer, à celte notion mécanique du mouvement
parfait, la notion analyt ique a laquel le on étai t a r r ivé an tér ieurement .

La notion existe d'elle-ménn*, pour un système a l ia isons réalisées
directement., et l'on démontre que les mouvements parfaits sat isfont
au principe des travaux virtuels.

Ce principe, indépendamment de ' t ou t e s i^nif îcat ion dynamique,
peut analylùjuernern, s 'appliquer à une liaison l inéaire quelconque ,
déf in ie analytiquement, et donne des équa t ions dé te rminant , d 'une
façon univoque, les q par les valeurs in i t i a les y0, r/°. Ces y, fonc t ions
de l, peuvent être considérés comme définissant , au po in t de vue
cinématique, un mouvement du système et, comme ce mouvement,
donné par la seule défini t ion analytique de la liaison, coïncide avec le
mouvement par fa i t , quand la liaison linéaire est réalisable directement,
on le prend comme dé f in i t i on du mouvement parfait, quand la liaison
n'est pas réalisable directement, ce qui revient à dire :
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Par définition^ on appelle mouvements d'un système soumis à une
liaison non réalisée [es mouvements obtenus par l'application du prin-
cipe des travaux virtuels à la liaison définie analytiquement.

Ces mouvements satisfont donc, par déf in i t ion , au principe des
travaux virtuels , et l 'on en dédui t qu'ils satisfont au pr inc ipe de
M. Appell . Ce pr incipe, à son tour et comme l'a montré M. Appell,
peut analy t iquement s'appliquer a u n e liaison non linéaire quelconque,
définie ana ly t iquement , et donne des équations faisant, à des valeurs
initiales r/°, y'0, correspondre, d 'une façon univoque, des fonctions q
d e / déf in i s san t , au po in t de vue cinématique, un mouvement coïn-
cidant , quand la l iaison est l inéaire, avec le mouvement parfait déjà
défini d.ans ce cas. On le prend comme défini t ion, du mouvement par-
fait. Ériger en p r inc ipe général le principe du min imum de la fonc-
tion R, c'est-à-dire en taire un postulat, c'est, en réalité, poser la
définit ion s u i v a n t e :

Par définition^ on appelle mouvements d'un système soumis à une
liaison linéaire ou non linéaire non réalisée les mouvements obtenus par
l'application du principe du minimum de la, fonction B à la liaison
définie analytiquement.

Cette notion ana ly t ique a-t-elle un sens au po in t de vue mécanique?
On part d 'un pr inc ipe Ï possédant les deux propriétés fondamentales
suivantes :

i° Le pr inc ipe ^ s 'appl ique analytiquement à toute liaison du
premier ordre et détermine, pour chaque système § de forces et
chaque système de valeurs initales y°, y'0, un, et un seul, système
de fonctions </ de la variable t\

2° Le principe Ï se rédui t , dans le cas d 'une liaison linéaire
directe, au, principe des travaux virtuels qui, dans ce cas, fourn i t le
mouvement parfai t .

Ïl est fort probable que le pr incipe général de M. Appell n'est pas
le seul à remplir ces deux conditions, et qu'on peut trouver d'autres
principes y satisfaisant, et donnant d'autres mouvements qu'on
pourrait, au même titre que ceux de M- Appell, considérer comme
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les mouvements parfaits du système. Ces principes ne pourraient pas
donner les mêmes mouvements, sans quoi i l s seraient des principes
équivalents et, d'autre part, comme il a déjà été dit, puisqu' i l ne peut
y avoir qu'un seul mouvement par fa i t correspondant a un système
initial donné y0, q ' 0 , il ne reste que deux hypothèses ; ou bien aucun
de ces principes ne donne les ntouvements corresponda.nts à une
notion mécanique quelconque de mouvement parfa i t , ou, b ien i l n'y en a
qu 'un seul, en ne comptant pas comme distincîs les principes équi-
valents,

Nous voyons donc que les principes généraux (pr incipes des
travaux virtuels, quand la l i a i son linéaire n'est pas réalisée direc-
tement, principe général de M. Appell) q u i ne sont que des principes
analytiques, n 'ont, par eux-mêmes, aucune s ign i f ica t ion m é c a n i q u e
et ne peuvent, par leur nature même, conduire à a u c u n e notion méca-
nique, et c'est pour cette raison que, dans le cours de ce Mémoire,
nous avons appelé rnowernents abstraite les inouvements q u ' i l s four -
nissent, en sous-enlendant toujours qu'il s'agissait des mouvements
abstraits donnés parle pr inc ipe de M. Appel l , puisque les mouvements
abstraits, donnés par d'autres p r inc ipes généraux .hypothétiques et
non équivalents, ne seraient pas les mêmes.

Puisque ces principes généraux, ne peuvent donner la not ion méca-
nique de mouvements parfaits, il faut essayerd'arriver d i rec tement à
cette not ion et, ce résultat obtenu, de trouver des ensembles caracté-
ristiques de propriétés de ces mouvements ; un tel ensemble consti-
tuera un principe général qui. donnera sûrement les mouvements
parfa i t s et rien qu'eux, mais qui ne sera plus un postula t ; i l consti-
tuera un théorème rigoureusement démont ré»

Si l'on peut arriver à la not ion mécanique générale de mouvement
parfait, c'est-à-dire à celte not ion pour toute liaison du premier ordre
linéaire ou non l inéaire, on 'pourra donc former un principe général
applicable à toute l ia ison du premier ordre, de sorte que, parmi tous
les principes généraux analytiques, soit existants, soit hypothétiques,
il y en aura un, et un seul, qui sera exact, c'est-à-dire dont les mou-
vements abstraits seront les mouvements parfaits, et rien qu'eux;
tandis que tous les autres seront faux, en ce sens que leurs mouve-
ments abstraits ne coïncideront passons avec des mouvements parfai ts .
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1/étude des réal isat ions nous a conduit à la no t ion générale de
mouvement parfai t et nous devons, si possible, chercher le principe
général vrai ou, du moins, puisque nous sommes dans l ' ignorance
des pr inc ipes hypothétiques, si, parmi, les principes existants, nous ne
trouverions pas ce principe exact.

La réponse est immédiate et a déjà, été donnée plus haut ; nous
.avons montré que les mouvemen t s parfa i ts satisfaisaient au principe
de M. Appell, de sorte que :

Dans le cas (V une liaison-finie ou linéaire^ réalisée directement^ on
démontre le principe des travaux 'virtuels. Parmi tous les principes
analytic/ues généraux^ c'est-à-dire s'appliquant à toute liaison linéaire
ou non linéaire^ et distincts^ c'est-à-dire ne donnant pas les mêmes
mowenie'nts abstra,its^ yuon pourrait en déduire par des génércdisations
diverses^ le principe vrai^ (^est-à-dire dont les rîzowements abstraits sont
tous les mouvements parfaits du système^ et rien queu.x'^ est le. principe
général de M. Appelle principe du minimum de la fonction R.
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