HENRI VILLAT

Sur le mouvement discontinu d’un fluide dans un canal
renfermant un obstacle

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 29 (1912), p. 127-197
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1912_3 29 127 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1912, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http//www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1912_3_29__127_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LE

MOUVEMENT DISCONTINU D'UN FLUIDE

CANAL RENFERMANT UN OBSTACLE;

Par M. Hesmt VILLAT.

Introduction.

N

Il est superllu d’indiquer Pintérét qui s’attache a Pétude du mou-
vement permanent discontinu des {Tuides, considéré comme on le fait
depuis les travaux d’Helmholtz. On sait que les méthodes pour aborder
cette étude ont ¢(é récemment perfectionnées par MM. T. Levi-Civita
et M. Brillouin; elles ont fart depuis objet de nombreux et impor-
tants travaux, entre lesquels il'convient de citer ceux de MM. U. Cisotti,
G. Golonnetti, T. Boggio (*).

Le présent Mémoire (*) a pour but la détermination du mouvement
plan discontinu le plus général que peat prendre un fluide dans un
canal donné, contenant un obstacle donné. Ce probleme a déja été
traité par M. U. Cisotti [Swl moto di un solido in un canale (Rendi-
conti del Circ. di Palermo, 19og)|, dans le cas particulier d'un canal
rectiligne contenant un obstacle symétrique par rapport & I'axe de ce
canal; le mouvement est alors aussi symeétrique. Aux élégantes for-
mules de M. Cisotti, il sulfit d’adjoindre une formule générale que

:9

jai indiquée (Comptes rendus, . CLIL, 6 [éyrier 1911, p. 306) (),

(1) Cf. les Rendiconti del Cire. di Palermo, 1909 ct suiv., et les At della Reale
Adceademia dei Linced, id.

(?) Dont la rédaction et le dépdl remontent a janvier 1grr.

(3) Les développements relalifs & c¢e sujet sonl contenus dans un Mémoire inséré au
Bulletin de la Société mathématique, 1912, fase. 3.
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pour obtenir dans le cas symétrique la solution du probléme pour un
obstacle, dont I'allure est donnée a I'avance. Je me suis proposé ici
de résoudre complétement le cas général, ce qui fait lobjet de la pre-
micre Partie, ot sont établies les formules nécessaires, ramenant &
des quadratures la détermination totale du mouvement. A une forme
générale de P'obstacle et des parois du canal, supposée connue, corres-
pondent pour les deux fonctions arbitraires, dont dépendent les équa-
tions, des propriétés qui les caractérisent qualitativement. La mise en
marche de cette théorie s’effectue comme dans les diverses questions
d’hydrodynamique basées sur les méthodes introduites par Kirchhofl et
Helmholtz et Levi-Civita. Elle présente done des analogies inévitables
avec celle que jai employée dans mon Mémoire Sur la résistance des
Jluides (Annales de [ Ecole Normale, 1g11).

La seconde Partie de ce travail est relative plus spécialement aux
mouvements doués de symétrie par rapport & 'axe du canal, dont la
forme reste quelconque (mais symétrique). On y ¢tablit quelques
ensembles de formules qui s’appliquent i de tels mouvements.

A part les obstacles rectilignes ou formés de segments rectilignes,
je me suis borné i indiquer sommairement un exemple d’obstacle
courbe. Des exemples variés trouveront plus naturellement leur place
dans un prochain travail.

Le Mémoire actuel est le développement partiel d’une Note publice
aux Comptes rendus de U Académic des Sciences, le G féyrier 1911,
t. CLIL, p. 303.

PREMIERE PARTIE.

CAS GENERAL. EQUATIONS GENERALES.

Considérons un fluide plan, dontla densité sera prise pour unité; et
supposons que ce {luide soit limité par deux parois fixes quelconques
indéfinies, constituant un canal, entre les parois duquel le {luide
s’¢coule. En outre, nous supposons que dans ce canal soit immergé
un obstacle fixe. Inaginons qu’on ait atteint un état permanent irro-
tationnel, avec sillage étendu i infini & larricre de 'obstacle et
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faisant corps avec lui. Nous admettons, pour simplifier la notation,
qu'a I'infini, du coté du sillage, la vitesse du fluide qui coule soit
égale & 1 (de ce qui suivra résultera que, si elle est égale & 1 sur I'un
des bords du sillage, elle a la méme valeur sur 'autre). En avant
de I'obstacle, la vitesse du fluide & I'infini sera désignée par V..

Soit O le point du profil de P'obstacle, o le courant se divise pour
venir entourer celui-ci. Ce point O (prouc), qui pourra étre un point
anguleux, sera pris comme origine des coordonnées, l'axe des
ayant unc direction qu’on peut prendre quelconque, et 'axe des y lui
étant perpendiculaire.

La portion & du fluide en mouvement sera séparée du solide et du
sillage par une ligne L formée : d’une partie , + o5, du profil de
I'obstacle et de deux lignes de discontinuité (lignes libres) A, et A,.
Sur chacune de ces portions, nous admettrons I'existence d’une tan-
gente partout continue, sauf peut-¢tre en O; et sur la paroi (sauf tou-
jours en O), le rayon de courbure varicra continuement; on fera les
mémes hypothéses sur les parois ., et (1, du canal.

En désignant par «, ¢ les projections, sur les axes, de la vitesse

Fig. ».

3
(Flgn 27 !

d’une molécule fluide, il résulte particuliérement, de ce qui précéde,
qu’a infini on a (voir la figure), a droite,
w=cosl, ] t=cosl]
¢ ==s8inf, ¢ = sinf
selon qu’on se place entre A, et ,, ou entre 2, et 1, ; et, i gauche,
w=V_ cosb,,
v =V _ sinf,,

Ann, Fe. Norm., (3), XXIX, — Mars 1g12. 17
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0,,0,0, désignant les angles que font avec Ox les directions asymp-
totiques des parois ., (en aval), p, (en aval) et des mémes parois en
amont. Le cas, ¢videmment le plus intéressant pour la pratique, est
celui ot les deux premiéres de ces directions coincident; on peutalors
supposer 0, =0, = o.

Cela étant, le filet fluide, qui tombe sur le corps solide en O, s’y
arréte momentanément, puis se divise en deux, suivant les lignes
@, + A, et @y + Ay, qui sont des lignes de courant. Les autres filets
ne subissent pas d’arrét. Par suite, la vitesse V dans le fluide est par-
tout positive, sauf en O, ot clle est nulle (et aux points des parois du
canal, ou 'orientation de la paroi changerait brusquement de sens, —
points ou la'vitesse s’annulerait ¢galement si la paroi ne présente pas
en ce point vers le fluide un angle saillant).

Désignons par ¢ et ¢ le potenticl et la fonction de courant, lesquels
donnent lieu aux relations

o0, _e 0y
dx  dy )y Jdx

Comme o et Y ne sont définis qu'a une constante pros, nous choi-
sirons ces constanles de sorte qu'on ait g=o0 ¢t ¢==0 au point O.
Alors ¢ sera nul tout le long de la ligne L=, -+~ A, 4+ @, + A, qui est
une ligne de courant. Pour une raison analogue, J sera constant le
long de chacune des deux parois @, ¢t p,, qui sont visiblement aussi
des lignes de courant.

On sait maintenant que la pression hydrodynamique p est déter-
minée en chaque point par I'équation

1
(0 V2 ::—;V’-i—consl..

Dans le sillage, la pression est constante; soit p, sa valeur; cela ne
détermine pas de suite la valeur de la constante de I’équation précé-
dente, valable dans ., & cause de la discontinuité des vitesses en tra-
versant A, et A,. Mais, le long de ces dernitres lignes, 'égalité des
pressions sur les deux cotés (égalité nécessaire pour Pexistence de
I’état permanent) nous donne

1
Pr==— V2. const.
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La vitesse est donc constante dans b le long des lignes libres et,
par suite, égale & 1, qui est sa valeur & P'infini sur ces lignes. (Obser-
vons ici que si la valeur 1 de la vitesse n’avait ¢té supposée que d'un
coté du sillage, par exemple & linfini entre A, et ., la considé-
ration de A, aurait comme ci-dessus déterminé la constante de I’équa-
tion (1), et la constante de la pression p, dans le sillage aurait indiqué
I'égalité V=1 a Uinfini entre A, ct p,.)

De ce qui précede résulte qu’on a, pour I'équation (1) qui convient
dans o,

I
const=—=— —+ py,
2

et, par suite, la pression dans ce domaine est

(2) p=pi+ - (1—=V?)
Ceci étant, posons
sT=x ALy,
(3) W — e,
: JS=9 =i
On a évidemment
df
(/4) -(‘[:: el § 653

w et / sont deux fonctions analytiques de z; régulieres dans le
champ o ; toutelois, les formules

do= wdz+ ¢dy,

(5) b —
| d)=—vdz+udy

montrent que / est infini pour s infini (dans le champ &), tandis
que w reste fini.
Domaine du plan /f correspondant au champ ob.
A la ligne L correspondent pour f des valeurs réelles. Quand on

parcourt @, + A, ou @,~ A, en partant du point O, /part de zéro et
croit constamment jusqu’a Uinfini : en effet, s désignant I'arc d’une de



132 . VILLAT.

ces lignes, compté positivement dans le sens du courant, on a de suille

dr  u dy 4

ds A ds — V
et z  do d
d
do _ Jdo 9 ay

ds — dx ds = dy ds V>o.

Donc ¢ part de zéro et croit; il croit indéfiniment, d’aprés (5).

A la paroi fixe p, correspond une valeur fixe ¢, de {, comme on
I’a déja dit; cette valeur ¢, est positive, comme cela résulte immédia-
tement de (5) (u étant égal & 1, ety allant en croissant, lorsqu’on se
déplace pour aller de A, & p., en suivant une ordonnée placée trés loin
a droite).

De méme, a la paroi {ixe ., correspond une valeur fixe — ¢, de {,
et cette valeur sera négative, c¢’est-a-dire que J, sera positif.

De la nous concluons le champ « du plan /, correspondant au

Fig. 2.
+ (Flanf)
) hA)
Lqyy) S )
0] Gy S Frp)
) -4z

champ & : ce champ w est limité par les deux droites § =1, et
¢ = — ., et par la coupure le long de I'axe Oo. Nous appellerons /,
et f, les valeurs de ¢ qui correspondent aux deux points P, et P, ol
les lignes libres se détachent de I'obstacle. [Y a-t-il besoin de dire
que les deux droites ¢ = {, et { = — ¢, conviennent en entier, car
’équation (5) montre que sile point z décrit (), par exemple, ¢ varie
de — oo & +o0.]

Il résulte maintenant, d’un raisonnement classique, que I'équation

S=J(5)

effectue la représentation conforme de I'aire & sur le domaine w.
Nous avons donc le droit de considérer maintenant = comme une fone-
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tion de /, réguliére et finie dans le domaine w, sauf pour /infini, qui
correspond & 5 infini.

La fonction s (f) et son logarithme — iQ.

La fonction w, qui était une fonction de zréguliére dansle champ &,
devient, d’aprés ce qui précede, une fonction de f, finie et continue
dans le champ w. En observant que [« | =V, ¢t en posant

(6) = ¢ iQ,

et en convenant que £ soit nul pour |w|= 1, on a de suite les résul-
tats suivants : pour / réel et supéricur & £, ou f, (suivant le bord de
la coupure que I'on considére), on a|w|= 1, et par conséquent  est
réel; pour =19, ou — ,, la vitesse est tangente & la paroi corres-
pondante; dans le cas d’un canal rectiligne, ¢ serait nul, la vitesse
étant horizontale, w serait donc réel, et Q imaginaire pure.

Dans ces conditions, Q sera une fonction uniforme de f, réguliére
dans tout le champ w, exception faite du point f= o, pour lequel
ona Q= + oo, & devant étre nul.

Nous allons maintenant, au moyen de changements de variables
appropriés, remplacer le champ « par un domaine intérieur 4 une
certaine demi-couronne circulaire dans le plan d’une certaine
variable z, la représentation (conforme) du plan f sur le plan s étant
faite de telle maniére que les lignes libres correspondent dans le
plan z aux bords de la demi-couronne situés sur 'axe réel.

Introduction d'une variable auxiliaire ¢.
Effectuons tout d’abord la représentation conforme de I'aire w sur
un demi-plan. A cet effet, posons
(7) S=—Alog(t—a)— Blog(t—0)+ D + iDy,
A,B,D,D,,a, b étant des constantes réelles, dont les deux premiéres
soient positives. Cette relation ¢quivaut a

A (A +B)t—(Ab-+Ba)
(8) df:—-(t‘i . >m::_L(A*‘(?_’_‘a)é}_{:b*")“”)sz.

17} (— 0
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Nous supposerons que les déterminations choisies des logarithmes
soient celles dont la partie imaginaire est nulle pour ¢ réel et plus
grand que a et b, respectivement.

Ceci posé, faisons décrire & ¢, I'axe réel de son plan, et posons

L —a=rev, t—b=ry e,

e et ¢, étant nuls lorsque ¢ est supérieur & a ou b, comme on vient de

le dire. Posons encore
_Ab+Ba
(9) . “TTAED

(¢ est évidemment entre « et b). Les résultats suivants apparaissent
alors d’eux-mémes :
St ¢ceroitde — o @, on a

S=—A(logr+im)—B(logr,-+i{w) -+ D +iD,,

la partie réelle varie de —o a4 + o, le coefficient de 7 est
D, — n(A + B) (car e et g, sont tous deux égaux A ).
Si¢eroit de ad e, on a

f=—Alogr—B(logr -+ i) -+ D -+ iy,

la partie réelle de f décroit de + 4 un certain minimum, le coef-
ficient de zest D, — =B (care == o, et ¢, = ).

Si¢croit de ¢ 4 b, le coefficient de 7 reste le méme, mais la partie
réelle croit depuis le minimum ci-dessus jusqu’a + .

Si ¢ croit de b & 4+ =, on aura

S=—Alogr —Blogr;+D +iD,,

la partie réelle décroitra de + o & — o, le coefflicient de 7 sera D,
(e et g, sont nuls).

De la résulte que le contour décrit par le point # dans son plan,
lorsque ¢ parcourt 'axe réel, coincide avee le contour du domaine
du paragraphe précédent, si l’on pose tout d’abord

Di— (A 4 B) =— sy,
(r0) Dy—7B=o,
D=4y






