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A N N A L E S
SCÏENWIQUES

L'ÉCOLE NOHMALE SUPÉRIEURE.

SUR D 1 Î S

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE
1)0,\T

l/INTÉGHALE GÉNÉRALE EST UNIFOHME
ET H Ï Î K U N E

CLASSE D'EQUATIONS NOUVELLES iïORDRE SUPÉÏUEUB
00 NT

L'INTÉGRALE GÉNÉRALE A ^ES POINTS ClUTÏQUES FIXES.

PAU M. IL (xABNIER.

INTRODUCTION.

1, L'intégration des équations (liflerentielles à une ou plusieurs
variables est le problème principal de» l'Analyse; sa solution doit donc
être regardée comme la voie la plus naturel le pour la déf in i t ion des
fonctions. Ace point de vue, les équations diffôrentielles ordinaires
qu'il fau t d'abord étudier Kont celles dont l ' intégrale générale est uni-
fbrmey ou a ses points critiques indépendantg de^ constantes d'inté-
gration ; en d'autres termes, ce sont les équations telles que le domaine
d'uniformité de leurs intégrales peut être fixé a priori: aussi bien, ha
progrès effectués dans la représentation des fonct ions uniformes per-
mettent de considérer ces équations comme intégrées au sens moderne
du mot.

Ânn, Éc, i\'orm^ (3), XXÏX* — jÀîmitt 19 tî. l



H. GARNIKR.

Dans la recherche des équations différentielles à points critiques
fixes le cas le plus simple est celui des équations algébriques du pre-
mier ordre; il résulte de travaux de M. Poincareque si une telle équa-
tion a ses points critiques fixes, son intégrale est réductible aux trans-
cendantes classiques. ,

Lorsqu'on passe aux équations algébriques du second ordre, on voit.
surgir de profondes difficultés qui ont arrêté longtemps les géomètres
et ont été surmontées pour la première ibis par M. Painlevé^ Sa mé-
thode, dontics calculs ont été complètement explicités parM. («anthitir,
aboutit à cette conclusion :

Lorsque l ' intégrale générale d ' une équat ion

(i) y "--=H( .y', y, .-/-•)

(oùR est rationnel en y , algébrique en y, analytique en ;«) îi ses
points critiques fixes, ou bien elle se réduit à une combinaison de
fonctions classiques (définies par des quadratures ou de» équation»
linéaires), ou bien elle se ramène algébriqiiciittcnt à l'untî des sui-
vantes :

I y == 6 y2 •+- x,
II y"-= 2 y» 4-a;,}'-4- a,

,^2 ^f /v-vî -4-. (^ ^

1" /'-y-^^+^y'

IY y1'-^ 3— -h - y3 -4- 4^j2 "+- ^ (^2 """" ̂ y "+" ""?

/ i . \ y/ /y _ i \^ f Q \ y y ,. y ( y *4- î )
V y// == ( -L + ——— )^—3L + ̂  11, l a r -4- ^ 4.- ̂  4" à L^^^ ,/ • V'2y y — i / ^ ^ \ j7 '̂ y"1 -"1"1

Vi y^L(±^^__^^——\^^(L^^^^^^^Tl •/ 2 <.r y -1 .y — ̂ y t / \^ ^ — i ^ "..- j/
^ yiizzllSl^l L^Ë5^ y^-1) .i^lf.-'.)^
"h x\x^^ 1, j3 '(y-î)2 ^ (J-^)\

(où a, p, -y, $ désignent des constantes),
• Toutes les équations rencontrées depuis les origines du Calcul inté-
gral pouvaient être réduites à des combinaisons d 'équat iona linéaires
ou de quadratures, et c'est cette réduction même qui permettait d'étïi-
dier les propriétés des intégrales. Or, pour les équationn .1̂  » . » 'VI fine
telle réduction est impossible,, au moins, pour des valeurs arbitraires1



SUR DES ÉQUATIONS DÎFrÉRENTïELLKS M TROISIÈME OBDHE, KTC* •3

de a, p, y, à : M. Painlevé a établi qu'elles sont irréductibles au, sens
le plus rigoureux du mot, celui de M. Drach. Néanmoins , en s'ap-
puyant sur les théorèmes généraux de la théorie des f o n c t i o n s , M, Pain-
levé est parvenu à montrer que l 'intégrale y(-'^) de chacune de ces
équations est méromorphe en Uyut point x ( sauf^ — ̂  pour î, Ïi,JV;
x = o et co, pour 1.1.1 et V, et x == o, î et oc pour VI).

Les résultats obtenus par M'. Painlevé dans le cas du second ordre
ouvraient ainsi un domaine ent ièrement nouveau à la. recherche : ils
permettaient d'aborder l 'étude des équations du troisième ordre et
d'ordre supérieur dont les intégrales ont leurs points critiques fixes.
C'est cette étude que je me suis proposée en me plaçant successive-
ment, à deux points de vue bien différents, comme je vais l'exposer,

2. Une première voie s'ouvrait imméd ia t emen t : i l s'agissait
d'étendre aux équations du troisième ordre
(2 ) j^îny,^^^)

(où R est rat ionnel en y " y y', algébrique en y, analytique en x) la
méthode môme suivie par M. Painlevé dans le cas du, second ordre.
Appliquée aux équations (2), celte méthode nécessite.la détermination
préalable de tous les cas où l'équation

(3) y ' " ^ (ï - ̂ ^ Ç + h {y, ̂  f y' 4- cl^)./3

a son intégrale générale un i fo rme en x. \ Dans l 'équation précédente,
n désigne un entier, f i n i ou non, mais différent de o et — î ; A(j, s)
et c ( y , z ) sont des fonct ions rationnelles de deux variables liées par
une relation algébrique /(y? s) = o de genre ny; enfin s(^) doit avoir
aussi ses points cri t iques fixes.) M. Painlevé ( < ) s'était borné à
indiquer le résultat : lorsque l'intégrale générale d'une équation ,(3)
est uniforme, ou c'est une fonction automorphoy et alors tïï peut être
quelconque, ou c'est une combinaison de dégénérescences de telles
fonctions, et alors ^ ne peut dépasser l'unité. Lorsque les coeffi-
cients b(y) et ^(y) sont rationnels, rémimération explicite des

C i ) Bail. Soc. math., L XXVÏU, 1900, ?, ^7,



^ , 11. GABNIEH.
1 équations (3) dont l'intégrale générale est uniforme avait été ellectuée
par M. Chazy(1 ) et par nous ( î i), mais il restait à traiter le cas où irr est
quelconque.

Dans la première1'Partie de ce travail je donne une méthode très
simple pour résoudre la question quelle que soit la valeur de m, y coin-
pris CTT== o (3) ; elle n'emprunte à la théorie des fonctions algébriques
d'une variable que ses propositions les plus élémentaires et l imi te
aisément le genre dans le cas général (^ — 2) ( / (). Ce point est essen-
tiel dans la théorie des équations (2), car on en déduit immédiatement
cette proposition énoncée également par M, Painlevé : lorsque 1/inté-
grale générale d 'une équation (2) h cocfïicionts algébriques en y a
ses points critiques lixcs, le genre do la relat ion algébrique est néces-
sairement o ou î , à moins que l ' intégrale ne possède des ensemhica
parfaits de points 'singuliers. Celte proposition mont re ([l ie si l'on
cherche à exprimer les coordonnées y y z d'un po in t d 'uno courbe dgé"
brique de genre supérieur à i par des fonct ions de ^ satJHiamuit à
une équation (2) à points critiques fixes, les plus4 simples qu^m
puisse, employer à cet ell'et sont les (onct ions uiî(omorpheî4; c^i
là une conséquence analogue Si .celle d^un théorème célèbre de
M.Picard ( â) .

Legenre rayant été l imi té (ponr/i^; — 2), il devient (acila d'étiiî-
ïnérer tousies cas 'où l'équation .(3) a son intégrale uni forme et de
condenser cette énumération dans un énoncé précis.

La discussion des équations (3) une (bis terminée, on peut aborder
l'étude des équations (2) ; c'est ainsi que M. Ghazy (^a f a i t connaître
des cas très étendus où .les équations (2) ont. leurs points critiques
fixes.

Dans lasuite de ce Mémoire j'ai abandonné cette voie, et m'appuyant

( 1) Comptes rendue t. 14?>, 1907, p. 3o5.
( 2 ) Ihid., p. 3o8.
( 3 ) Comptes rendus, L 147, 1908, p. () ï">.
( ^ ) î } . esrà remarquer que.les circonstances où remploi do la méllloïk* <ie M. Pamiwô

est nécessaire ne se présentent que rarement ( ï^ Partie, n^ 3, ^, 10).
( s) Àcta math., t. Xî, 1888; il sendt nUéresaant d(î retrouver la propoHhjcm du lexfc^

comme application dn tîléorèmc (le M, Pienrd : il guiïirait ( )oui- cola, d'élnbîir quo rimé-
-Ngrale de (^) possède au moins une Bin^lantô essentiollo isolée, { )our n ^— ^.

( r ) ) Thèse, Upsala, 1910. f
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sur une propriété bien remarquable de l/équation VI , je me suis pro-
posé de former des équations plus générales que VI, el dont les inté-
grales aient leurs points critiques fixes.

3* Au moment où les calculs de M. Garnbier conduisa ien t à l 'équa-
tion VI, M. Richard Fuchs(1) la rencontrait dans des recherches com-
plètement différentes, provoquées par les travaux de 1ML Schlesinger
sur les groupes des équations linéaires Çvair n0 7). Considérons une
équation linéaire (E,), à coefficients rationnels, réguliers, possé-
dant quatre points essentiellement singuliers, o, l y t, co et un point
apparemment singulier X, soit

i r^y _ a b c 3
( l ) y T/^ = ̂  + (̂ ^77 + (X— t^"^' I^F^Tf

a 6 y o
^» _ „..(„. -^— -h- ——• ̂  —zj ;

proposons-nous de choisir pour À une fonction de i (e l le que le groupe
de (E i ) soit i ndépendan t de / : on est amené à se poser une te l le ques-
tion lorsqlfon cherche à résoudre le problème de Riemann relat if à
(E, ), c'est-à-dire a choisir a, b^ c, a, p, y, à, X de telle sorte que (E^, )
admette un groupe d o n n é ( indépendamment des points essentielle"
menfc 's ingul iers) . M. Richard Fuchs arrive ainsi à, ce résultat remar-
quable : a, p, y, S s'expriment ra t ionne l lement en fonction de À et
—? À vérifiant une équation iden t ique à VI.
Cl ft

II était naturel de rechercher si cette propriété ne s'étendait pas aux
équations linéaires du second, ordre (E^), p lus générales que (E<) , pos-
sédant ^-+-3 points essent ie l lement singuliers et n points apparem-
ment singuliers. Toutefois, la formation du système dif férent ie l vérif ié
par les points apparemment singuliers, déjà longue dans le cas étudié
parM. Richard Fnchs (/z== i ), paraissait très laborieuse dans le cas
général. Aussi j'ai cherché toutd/abord à étudier des dégénérescences
du problème précédent- Précisons ce qa7!! faut entendre par là.

Les travaux de L. Fuchs ont montré que pour que le groupe d'une

( 1 ) Comptes rendu!;, t. l'Ai, ï9o5, p. 555; Matli, Ànn., t. LXIH, igof'»1, p. 3o».
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équation linéaire (E) du second ordre, à coefficients ra t ionnels en ,r,
soit indépendant des paramètres t,,..., ^/, contenus dans ( K ) ^ i l t an t
et il suffît qu'on puisse adjoindre à (E) un système de n équat ions

(4) %=^»'Ê

(A, et B, rationnels en x), fo rmant avec (E) un système complètement
intég'rable. D'autre part, M. Painlevé( 1 } a montré que Féquation V(
reproduit par dégénérescence chacune des équat ions V ^ . . ̂  L Le rap-
prochement de ces résultats pe rmet t a i t de conclure à l'existence d 'une
équation linéaire (E'), a coeff ic ients r a t i o n n e l s en .z'(mais non plus
nécessairement réguliers), a n a l y t i q u e s eu /, pou rvue d 'un po in t î ippa-
remment s in^ul ierÀ, et l e l l eque la condi t ion d ' in tép 'ab i l i lédu système
formé par(E') et une équation (4) (a coefficients r a l i o n n e l s en .r) si»
traduisît précisément par une équat ion I : \" == O'/^ "4" f, Elleclivement.^
une telle équation (l?) est facile à former, et j'ai été a ins i condui t à
me proposer dans la seconde Partie de ce Mémoire le problème mil-
vant (a) : Soit

une équation1 linéaire possédant ^ points apparemment singuliers
À, , . . . , ^v; choisir pour a^..., a ^ À i , , . . , Ày des fonctioriB de n para-
mètres ^ , . . . , ^ 'telles qu'il existe des équations (4) (à coefficients
rationnels en ^), formant avec (5) un système complètement inté-
grable.

Je démontre d'abord que si le nombre des points essentiellement
singuliers est supérieur au nombre v dos points apparemment singu-
liers, on peut to ujours trouver NS v fonction s T^.. . , T^ des paramètres
^ , . . . , ^ , telles que les coefficients à e ( S ' ) dépendent seulement de
1,,,..., T^; A i , . . . , Xv vérifient par rapport à l'un des paramètre^ goît

( 1 ) Comptes rendus, t. 143, 1906, p. i n,4-ï ï 16,
( 2 ) Comptes renlus, t. 148, 1909, p. ï3o8-
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ï\, des équations différentielles ordinaires; considérées comme (onc-
tions de 1\ les combinaisons symétriques de ̂ , .. -, 7^ ne sauraient avoir
leurs points critiques fixes que si le degré m du polynôme X^A^
est au plus égal à 4- J<" montrerai ul tér ieurement l 'importance de ce
résultat.

Dans le cas n = ï , w ^ 4 ? 1̂  équations différentielles précédentes
se réduisent à 1 ou II et l'équation (5) n'est autre que l'équation (E')
dont il a été question plus haut.

Pour n = 2 et m^4( 1 ) o^ ^oit s'introduire le système aux dérivées
partielles suivant :

(2)

àx à P
"^^^T'
(^ _ ^ <^ ^ <?y . as _ P , <)P
àt ^7 <^ ' rf^ ' a u *' ' -s ' r^y '
(h_ _ àV_
àt àx?

avec

P == c^^7(/r2^ y ^ — ^ t ) 4- ^^^(.^-(-Sj2—4^)+ c^,ry 4" r;i.y,

(6) 1 .r == \ — Àa, 7 = )4 + \, z == pi 4" pa,
^ = = ^ , //. ==: ^3, 6*i, c^i c;t, €4., constantes arbitraires.

Pour m^ 2, l ' intégration de (S) est immédiate ; pour m === 3 ((^ =^o)
et / /%==4,(c4^ o), elle est beaucoup plus cachée. Je montre que les
fonctions x\ y, s de iÇ s'expriment pour w===3 (et 4) à l'aide des
transcendantes 1 (et II) et sont méromorphes en t. Pour m = = 4 ? on ^
ainsi

2V /^^=^r^\/^

T désignant une fonction méromorphe irréductible et "V une fonct ion
donnée par l'intégration d'une équation deRiccatià coefficients ration-
nels en \/Ï . L'étude de V(^) dans le voisinage d'un de ses points sin-
guliers^ suivant les méthodes classiques^ montre seulement que V (et

( l ) Cf. Cûrnpteff rendus^ L U9, n^ot), p. 23.
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par suite y) a an plus deux branches; pour déceler r 'uni formi té dey
il faut faire appel aune relation V, V^ == 2 vérifiée par les deux branches
V< et ¥3 de V et établie à l'aide de V'intégration d'une équation
différentielle.J'ignore si un tel procédé a déjà été employé dans
ce but.

Il est bien remarquable qu'w partant uniquement des équations (S)
[sans connaitre l'expression (6) de P|, on sou conduit à retrouwr les
équations î. et II découvertes par M. Painlevé : d 'une façon précise^
cherchons à choisir pour? une fonction de x, y , (^ a telle que (S) soît
complètement intégrable; je démontre < { n e P a nécessairement hî
forme (6) et r in lé^ra l ion du système (E) i î i n s i d é f i n i nous ramène,
comme nous venons de le voir, a u x équa t ions t et I I .

Le système (£) possède e n f i n des dégénérescences dont les i n t é -
grales s'expriment par les fonct ions elliptiques et satisfont, h des rela-
tions élégantes; les surfaces intégrales correspondantes sont ellip-
tiques .et de genre î ; leur étude termine h seconde Partie.

4. Dans ' la troisième Partie de ce travail j'ai abordé enfin Fétyde
des équations linéaires

(Ë ) : l-^!Z=.^±î. ̂  ^±2— i, _£^tl_.
y d^ ' ^ ( x — ï Y ' ' x { s e — ï )

1 1 ' 11 ! +y [-—— + —-—^^^
^ [ (^ — ti Y ' w{ .y — î ) (^ — ̂  )J1

: ^ r——i—_ Py 1z< L4 (^ - ̂  )2^ j(^rrT^^T^

qui généralisent (E0^n°3), et dans lesquelles A , , . . , , À, sont n points
apparemment singuliers. A Faide de propriétés élémentaires des fonc-
tions rationnelles de x j^ai établi ( ! i ) que, pour que le groupe de OU
soit indépendant de /,, . . , , /„ les coefficients a,, /^ ^ doivent
s'exprimer rationnellement en fonction de ̂  ..., 4, X^ ,, ;, X^ ^ dea
dérivées premières des À, par rapport à r-un des ̂ ! les Xy vérifiant le

( I ) Comptes rendue t. Kîl, 1910, p, ^06.
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système suivant (' ) (qui comprend pour n == i l'équation VI) :
' ( t, ) ( t.— ̂  ) <n.j 9' ( t,,)(t/,—^) à^ _ t j - L k yO,)

(/«) ^(<< ) àti ' \ l ( t , , ) àt,, ~ ( À y — < , ) a / — a , ) 4 / ( ? , / )

i ry'(À,) 'y Oj) ~\ c à\jY [ v " ( t , ) ^(^)1 ^//p ^ ^ -1 r^^ 'y'0^ 1 ̂ w- r-î^d. _ ±itdi ̂
^ » •' ;̂2 - 2 L ? ( Ây •) ~ 3 ̂ ' ( ?., ) J \, ,̂ ; " L 2 ? ' ( < / ) 'H ̂  ) J Ôt,

1 V^ yP^V^/'X^-- tiY- f^Y
"+" a ̂  y ( ^ , ) ^ ' (Ày ) (Ây -^ ) î (X / -À / ) ^ à t i )

1=1

^ »/—», ia, iA/ yit,) »(),;)2 - - ^ ^ - . . . - - ---^--^ . - ^-^- ^ ..--,-,— .̂ g.
O/- ^) (À/ -À, ) ̂  ̂  ^ / 2 (^ ) (^ /—^) t 2 ̂ v)

/•a 1

yi-+ 3 . n-(-2 /•»,__ / o ^ _ / ,.,/ / .1. \ v^xl^^ , 3 \ , ̂ y^w^ ^ , ^(^).^V ( . _i jl^ -4 vy'(^} __^, ?'(^-) ^^^+ 4; "^"Z, ^(^.) ^^^^^(^.) }, -,^.
/ f = l /(•=1

x ^^"4 4; ^ 2^ ^(4) ^——^+^.) Ày-
LÂ-=I /<-=1

[cp(.r) =: .r(.^ - ï(,r ~ /, ).. .{x - ̂ ); ^(.y) = (^ - ÀQ. .. (.r - }.„)].

rai démontré que ce système est complètement in té^ râblé et repro-
duit par dégénérescence un système hyperel l ipt ique jacobien de
ûçenre n. Les combinaisons symétriques élémentaires o"^ ..., o"^ de
À, , . . . , X/^ considérées comme fonct ions de ^ par exemple, ont Ï.KUHS
POtNTS CIUTIQIIES FTXES (/^ == ^, .. ., ^/, 0, :I; , co) ; elles SOÏlt MEl îOMOIVPÏÏES

en tout p o i n t ^, les points précédents exceptés. C'est en rn^ insp i ran t
de la méthode suivie (2) par M. Painlevé pour démontrer l ' un i fo rmi té
de l ' intégrale de I1, que j'ai obtenu ce résultat.

Dés qu'on passe de l 'équat ion (Fi ) ou VI aux équations (F^) on
rencontre de sérieuses difficultés dans l 'extension de cette méthode ;
une fois la démonstration obtenue pour n === 2y elle s'étend sans peine
dans le cas général ( : t).

J'ai démontré, en outre, que lorsque les constantes c^ . ..,(^^ sont
choisies au hasard, o", ..., o-^ sont des FOIS cm ON s ESSENTIELLEMENT rnA^s-
CENDANTES DES 2/À CONSTANTES :l)',IÎSTE(xnATION, LC Système (f^ Vn) Consti tue

( î ^ 1/indice placé à la droilû du si^iifô 2 sigrufîora que la leUre de sommalîoîi j)enfc
prendre fcouLes les valeurs corni)rises entro les limites donnéea, naiif celle de L'indice.

( 2 ) Bail. Soc. math., t. XXVI.U1, 1900, p. ^"^B.1
(3) ïl est à rernartiuer que dans la ^6néralis>a lion de tout résultat acquis pour l 'équation

Ei (ou Pi), l'étape la pkis difficile à franchir est la |>remière; une foi^ la généralisation
obtenue pour n == 9-, elle s'étend Hans peine an, cas général*

^/^. Éc. Norm.y (3), XX.fX. — JÀNVIKB i^ïa. '--i



10 n. GARÎSÏEH.

ainsi le premier exemple explicitement œmm (l 'un système d idénmihl
d'ordre arbitrairement élevé dontTintégra le a ses points critiques
fixes et contient sous forme transcendante toutes les constantes d ' in té -
gration, de quelque manière qu'on les choisisse ( < ) .

5. La proposition précédente peut être en défaut pour des valeurs
exceptionnelles de c,, ..., c^. Effec t ivement , je montre ( a) que lors-
qu' i l exisie entre ces constantes une re la t ion telle que (E//) ( "}
admcile u n e nUe^'raIc dont la dérivée logari thmique est rat ionnelle ,
le système ( / „ , Vn} admet loules les solutions d 'un système ( g ^ )
d/ordrc n. Prenons pour f V m c f i o n s i n c o n n u e s o^, . , . y cr^; le sysf'éîiw
(S^) ainsi formé ^'énéraliso Fequa t ion de Biccati q u ' i l reprodui t |H)Ur
n == i ( < î ) ; on l ' i n f é ^ r t i en i)osan(. o"v .̂= O ^ O ^ ' * . IA^ 0^ satisfont. A un sys-
tème linéaire d^ordre n -h i ; te système (S//^) vér i f ié pair O,,, 'coïncide
pour n == 2 avec un sysf.cmc rencontré par M- Appel) et M. Picard et
intégré par la Ion cl: ion hypergéoïn é t r iqué d<* deux variable^
Fi (a, ^, P ^ Y ; ^y)" K111 général, 0^ consirléré coinïnc1* fonct ion de ^
est une fonction hypetgéoïnétriqiH* d'ordre sui)érieiïf% suivant hi locu-
tion de Pochliammer.
^ ^ I^ai.retrotXTé'-ces résultats par une1 méthode fondéo unùfwment mr
la notion de^groupe^ et m faisant pas intervenir le§ gystètïiie^ diffé-
rentiels complètement intégrables. Cette seconde méthode prémitc
l'intérêt d'expriroer les coefficîenits de:(E^)en fonction descoeffieietïts
de'substitution s du groupe "de (E^);. au .point de vue adopté .tout à
l'heure, elle exprime les'constantes d'intégration de réquation l inéaire
hypergéométrique à l'aide des coefficients des subs t i tu t ions et donne
ains i , la solution du problème de Riemann relatif à (15^), (7est encore
par cette voie que j'ai pu démontrer le théorème suivant qui teroihN1

ce travail ;

(Q A vrai dire, on pourrait former, en généralisant, par exemple, une équation étudiée
par M. Picard {Journ. deLiouyUle, 4e série, t V, i83(), p. ^8«'k»o), des équîUîon^î^mîre n
dont les intégrales générales contiendraieni soug ,fbrmô ossentiellemeni Iwmwmùwîiiî
les /z constantes dintégration. Mais eôâ équations Heraiont réduelibîoH nu HfïM rîft M. Dra^tr
tandis que le système (fn, ¥ „ ) est irréductible (an gens de M. Draeli), ainsi «ït(î b b
montrerai prochainement.

( 2 ) Comptes rendus, t. 1^°, H ) » ^ j), 755.
(3) J'appellerai (E^) uno loîltô équation-
(^ Dans ce cas, le problème aetuel avait été traité par M, «ietjard Fiîeh» (Math. Àmï^

t. LXIIf^ p. 3i7-3ao).
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Pour que le rapport des valeurs de l'intégrale

( x^1'^ (.r - i)-2^^ - t,Y-^. ..{x- t^'^a! - ̂ ,). . . (,r - À,) dx,

prise le long de deux de ses cycles soit indépendant de t^ ..., /„, il
faut et il suffit que ~K^ ..., À,/ vérifient un système ( g'n\

Cet énoncé complète (et généralise) un résultat antérieur de
M. R. Fuclis.

6. L'étude approfondie du système Çfu, F^) appelle de nouvelles
recherches ; de nombreux problèmes se présentent. On peut se pro-
poser ainsi la représentation ( i ) de o-i, . . . , o^ par des q u o t i e n t s de
fonc t ions partout holomorphes par rapport à t^ par exemple, sauf en
^ ==^, . - . , /^, o, i, oo, représentation qui généraliserait celle des
dégénérescences hyperelliptiques par les fonct ions ©et celle des fonc-
tions o^, ..., o^ du numéro 5 par les fonc t ions hypergéométriques ;
ou, peut étudier cette représentation dans le domaine des points sin-
guliers, rechercher la distribution des poin ts cri t iques qui permutent
X ^ , ..., \^, énumérer les dégénérescences de (/„, F,,) jouant par rap-
port à ce système le même rôle que les équat ions V, ..., 1 par rapport
à VI, ou que l 'équation de Bessel par rapport à l 'équation hypergéo-
métr ique de Gauss. On peut aussi, chercher à rattacher le système
(.A? F^) aux équations (o-) formées par M. Schlesinger. Rappelons que
M'. Schlesinger ( 2 ) est parti de systèmes l inéaires dont les coefficients
sont rat ionnels et possèdent des pôles du premier ordre ; le groupe du
système une fois fixé, les résidus correspondant à ces pôles consi-
dérés comme fonct ions des pôles sat isfont à des relations d i f fé ren t ie l l es
très élégantes qu i sont (dans le cas où le système l inéaire est du
second, ordre et avec nos nota t ions) d'ordre [\Ç'n -f~ 2), mais admet tent
des intégrales premières algébriques.

7. On aura pu déjà pressentir la connexité des recherches relatives
au système ( f ^ F ^ ) avec celles qu i ont pour but la solut ion du pro-
blème de 'Riemann pour les équations l inéaires d'ordre 2. Résolu par
Riemann pour l 'équation de (xauss, par M,1 Poincaré dans le cas des

( 1 ) Les équations (c r ) do M. Schlesin^er (voir plus loin) joueronfc un rôle important
dans celte question, que je traiterai dans un Mérnoiro ultérieur.

( 2 ) Atti ciel IF Cong"r. intern, dal M.alcrn^ t. H, p. 64. Roma, 1909. — Vorlefuingen
ûber lineare DifferGntiaIfflwîhunge/ï, p. 3o5-3oH. Leipzig et Berlin, 1908.
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groupes fuchsiens et kleinéens, par M, H H b e r t e t M . Plemelj dans l e » cas
des équations d'ordre 2 et n, à l'aide de la théorie dos équa t ions fone"
tionnelles, le problème de l'existence d'une équation l inéa i re répon-
dant à un groupe donné a été abordé par M. Schlesînger à l 'aide de la
théorie des fonctions analytiques. En admet tant que le problème pos-
sède toujours une solut ion, on pourrait démont re r que l ' inlégrale
du système (/,/, F,,) a ses points critiques fixes ; a ins i procède
M. Schleyinger pour les équat ions (cr) (n0 7). Mais la solut ion qu ' i l a
donnée du problème de Biemann comprend deux parties» dont. la
seconde n'est pas à. l'abri de sérieuses objections concernant Hn-
version des fondions ent ières; M. Scblesin^er n 'en a pas moins le
mérite d'avoir, dans le cas général, 'posé le premier celle quest ion
difficile sur son véritable terrain.

Peut-être, (rail leurs/une théorie fondée sur la seule no t ion de groupe
suffira-t-elle à tr iompher de ces difficultés ; j ' a i i n d i q u é tout î i Dieure
qu'il existe déjà une solution de celte nature dans le cas où réquîï t ion
(E^) possède une intégrale dont la dérivée logar i thmique e^t ration-
nelle. Pourtant, il paraît plus probable qil'hrverBement, la ^ohîtimi du
problème1 de Biemann résultera de l'étude directe de^ équation» difle-
rentielles telles, que (j^, F^) attachées aux systèmes linéaires A w
point de vue, il n'est pas douteux que les équations (cr) de1 M.. Sehie"
singer ne doivent jouer un rôle important*

Je ne veux pas terminer sans exprimer toute ma .reconnaisaaîîee à
M.Appell et à M. Painlevé pour leurs conseils et leur bienveil lant
accueil; qu'il, me'soit permis également de remercier M:. Picard pour
l'intérêt constant qu'il abien voulu témoigner à mes rechercher

PBEMIÈKE PARTIE.

•L La recherche des équations différentielles du troisième ordre
y ^ Ï H y ^ y ^ y ^ )

(R rationnel en y\y, algébrique en y, analytique en x), 'et dont
t'intégrale générale a ses points critiques fixes/' exige,1 comme l'a
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montré M. Painlevé ( < ) , la détermination préalable de tous les cas où
l'équation
( 1 ) y ' " = (\ ̂  ̂ \ Ç ̂  ̂ (y)yy+ c , { y ) y ^

\ / ./

a son intégrale générale uniforme. Dans celte équation (qu'on déduit
de la première en posant x -=:'x^ 4- aX et faisant tendre a vers o),
n représente nn entier positif, négatif ou i n f i n i , mais différent de o et
— i ; b^ (y) et c^ (y) sont des fonctions algébriques de y. Je me pro-
pose, dans cette première Partie, de former explicitement toutes les
équations (i) dont l'intégrale générale est uniforme, et de donner
dans chaque cas cette intégrale; conformément à un résultat énoncé
sans démonstration par M. Painlevé (2) nous ne rencontrerons comme
intégrales que des fonctions autornorphes ou des combinaisons de
leurs dégénérescences.

2. Tout d'abord, on peut exprimer b^ (y) et <^ (y) par des fonctions
rationnelles dey et d'une i r ra t ionnel le ^(y) de telle sorie que s soit^
comme y, uniforme en x. Il suffit, en elfet, de poser y " ^ ^ ' , ,:?, évi-
demment uniforme en x, vérifie une relation algébrique (i) ouj" et y'
jouent le rôle de paramètres; sauf peut-être pour des valeurs excep-
tionnelles de ces paramètres (valeurs qu'il nous est loisible d'exclure),
b^ (y) et c, (y) s 'expriment rat ionnel lement en fonction de y et z, et
notre problème s'énonce ainsi m a i n t e n a n t : déterminer tous les cas où
l 'équation
(2) y'"= ̂  _ ̂  2!î 4. //(y, ̂ y " y ' ^ a(y^.)y'\

dans laquelle h et c sont des fonctions rationnelles des variables y et -s
liées par une relation algébrique
(3) /(y^)=o,

donne pour y et s des fonctions uniformes de x.
Effectuons alors sur la relation (3) une t ransformat ion birationnelle

qui substitue à ' y et z de nouvelles variables Y et Z liées par
F(Y, Z) == o; Y et Z sont uniformes en x et l'on vérifie sans peine que
la transformation remplace l 'équation (2) par une antre, de même

(1) lîull. Soc, math^ t. XXVIIÏ, KJOO, p. ^6. M. Painlové appelle l'équation (i) la
simplifiée do la première y1" == H(j^ .T'^y-i ^)^

( 2 ) îbid., p. ^7; Âcta math., t. XXV, 190-2.
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forme où l'entier n a conservé la môme valeur, et dont les coefli-
eients sont rationnels en Y,Z. On peut donc remplacer la relation (3)
par une autre quelconque de la même classe et supposer» par exemple
que les points critiques y/c de là fonction s (y) 'sont à distance t i u î û et
simples.

3. Remarquons alors que l'équation (2) s'écrit sous la forme d i f Ïc -
rentielle

d\y^d .^L\^yY {dy)^ -+^(j, z) ̂ ydy +a(y, s) dy\
\ "u /

qui ne renferme ni x n i dx\ son intégrat ion équivaut donc à wlifi
d'une équation du premier ordre suivie de deux quadratures . Effîwti"
vement ('), l'expression

d ^ v / d ^ Y ^a-^^j

vérifie une équation de Riccatî, et, en posant
n î d^

/i "4- ï ** cf y '

9 satisfait à une équation linéaire du second ordre m y i en détimitw1

l'équation (2) est remplacée par le système

(e) 1 , ! ! 1 1 ^ ^ —«^hv / , dxw r ?

/•p\ 1 . ^^ 1 1 1 ,/ 1 . dv .. ! / 1 x \ ,(,E) , ^ ^-^.r^^-^+^^y^)^^.

C'est sous cette forme, que nous étudierons l e ' p l u s souvent l'équa-
tion (2).

4. Établissons maintenant une proposition fondamentale : AM voisi-
nage de tout point singulier l'équation (E) esl régulière (au wm de
L. Fuchs).

. Supposons, en effet, que dans le domaine dey=o les eoefticientg
b {y, z) et c (j, z) admettent les dévelop|)ome,nts"suivants :

^'(^ z)^ ^(Bo4" B^^-f- .. 4- B.y.4- . . ) (B,^ o),

c(y^) r= ^(Ca+^y.+»..-hC,y.4^^) (C,^o),

( 1 ) cf. PAL-OEVÉ, y^j/. ,SY^* w^^//., t. xxvm, 1900, p. ^^(L - "'
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ou r et s sont des nombres (rationnels) dont l 'un an moins est essen-
tiellement positif, et où les r, et les s, sont des nombres (rationnels)
positifs, croissant avec i. En remplaçant r par le plus grand des
nombres r et !L on peut supposer s = 2r, quitte à attribuer à l 'un (mais
à l'un seulement) des coefficients 1̂  et Co la valeur o. Montrons que
si r > o l'intégrale de (2) n'est pas uniforme. Pour cela, nous substi-
tuerons au système (e, E) le système suivant :

/^y
"' ^". ê-O-y^-^-'ê-^."-

Effectuons alors la transformation
,^:==aX, y:r=-aY, ^^ra^U,

et le système (4) prendra la forme
^Y -^^U,

/^y(s) ^=(•-„W^».-•••".Ï•••--)"^
^.^(Co+aM^Y^^...)lP.

Appliquons ma in tenan t le lemme fondamental dont se sert. ML Pain-
levé pour rechercher les conditions nécessaires de la fixité des points
critiques d'une équation d i f férent ie l le : les coefficients du dévelop"
pementde(5) suivant les puissances de a doivent être uniformes en X;
or, ce développement donne

Y = Yo -h a'' ( Uo dX 4-... avec" f Uo dX 4-... avec Y(» ̂  o,

... ^Uo^, ^ ^ ^V ^J^IJ ^^J^îja
(6) 7W "" V I ̂  7 i ) Ïî; \ d^ ) + y;^' uo dX ^ yy^ u0'

• Mais il existe une intégrale de (6) de la forme Uo == ̂  la constante k
étant racine de Inéquation

^ ^-J^-i—i-oy^'" Yi^' ^ 1
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Comme BO et Co ne sont pas simultanément nub et que /^ est di f férent ,
de — i, cette équation fournit an moins une valeur pour k f i n i e et non
nulle. Le coefficient de o^dansie développement de Y est alors i log X,
et notre proposition est établie-

5. Soit alorsy == o l'an des points singuliern de (K); remplaçons ^
par a^, y par ay et fa isons tendre oc vers o^). thiisquej^ oesl
régulier, le système (<?, E) devient, à la l imi te

f n

w ^-.-,
(8) </''r Ï î o </c / i \ (îo

^7^/2 y f/'y \ ff /.y3

et doit avoir son intégrale générale un i f orme. Or, remplarons sue^cK»
sivement dans (7) v par l 'une des deux intégrales t^ ^-^y'" <»| ra1- ^y'^ de
(8) (en supposant fs'^ r); l ' u n i f o r m i t é dej(^) e n t r a î î u * t e s c o u d i l i o u ^

(9)

où m etp sont deux entiers1 positifs, négatifs ou i n f î n i g »

; 1 1 6. Démontrons'maintenant la 'proposition suivante :
• Si une équation fondamentale détenmnante de (E) wlmel (law
racines r et s dont la différence s'— r est un'entier ^•(Ïo) il ne fmU
exister de terme logarithmique dans le développement de v( y), saufn /a
plus petite r des deux racines est égale à î 4- ^ (et alors on a a ̂  o, ou
y = = i avec/ i== r , 03, o u y = = = 2 , ^ = : t ) ( 2 ) .

En efïet, l'équation (E) admet une intégrale de la forme

y == Y" l + h,y + . .. ̂  h^y^ 4" h^yv ̂ .. , 4. k{î 4" h\ y 4-. . . ) fi log J
L ! * ! ' 1 ! à

( 1 ) Ici, on pourrait se dispenser do recourir à la méthode do M. Pmrî!<«vé.
( 2 ) II résultera de la suite de celle analyse que I<:.H cas y « t ofc ,7 ̂  '^ '«r* pNiv^ît »<î

présenler* ' ' ' ' 1 1 1 " 1
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en supposant, pour fixer les idées, que y == o ne soit pas un po in t
critique pour -s(j), et en désignant par a une constante arbitraire.

^ r ' 1

Changeons y en ay, et x en a n [ l x\y sera donnée par l 'équation
/ _/Vf_ ^Jl_

^ == ŷ "1 [ i, -h oe h, y +. .. -h ̂  ( Ay 4-- /c 1 ogy ) +. .. ] r< - î-1.

D'après (9), on a
rn ï

n -h « " """• ^'/-?

posons alors
i y •=. ¥'»•

(ce qui exige que m soit fini) et développons Y suivant les puissances
de a. Pour q > o, on a

x
\ Q :=: ——— ?

W

Yi, ..., Y^ seront des polynômes en, oc, mais Y^ renfennera un,
terme en log oc et ne saurait être uniforme. Pour q = o, on aura

,/v -^-
^=(l4-A-logYo)-14 '1 ;

__ i / i _ i \ l("i .i\
changeons alors x en a^1"1 ^/1 '••a /^ (it Yo en '̂ 'a / Yo; l 'équation pré-
cédente devient

// v "" / / "—^^^ï-ha/ ' IogY,,)"-4- ,
Ctn'X?

dont l'intégrale développée suivant les puissances de a est v is ib lement
mult iforme.

Le raisonnement précédent est en défaut pour m ̂  ̂  ou r == ï 4" ^ ;
maisy d'après (9), ce cas ne peut se présenter que si l 'équation

i / i \
f] ==—. -( î -.4- •-"

P\ n )

est vérifiée par trois entiers n ,p , r / y dont l 'un n es td i l Ïe ren t (le — x.
Or il en est ainsi pour p = oOy q =: o (quel que soit /z); ce cas exclu,
le produit des entiers jp et ̂  f inis et non. nuls, doit être au, plus égal
à 2y ce qui fournit les trois1 autres solutions annoncées»1

Ann. Éc. Norm^ (3), XXÎX -"" JÂNVÏKH î ^ ïa . ^
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7. Plaçons-nous ma in tenan t clans le cas général , m ./^; rmh'^ruh*
du système (7), (8) est donnée par la formulo

/"* f/y
(10) 1 1 1 A^"4-B= / -—-——-—^^^^^^^^^ ...^..^.

^--^[^Cj^^'1^11 '11^1]"^

Développons y suivant les puissances de C et expr imons que h*
coefficient de C dans ce développement est uniforme en a?. 11 v ien l .

î \ f rn\ ,..
i 4-~ i — — =' M,

s l 1 ) \ P /
et par symétrie

M et P étant deux nouveaux entiers, finis ou non^ m a ï H dtlÏÏreî îfN de < > y
d'après ce qui précède (et de — ï » comme on •1e verrait abéroent).

On déduit des relations précédentes
m
J

(ii) M,
1 ) 1 ' H "4- în 4" ï

d'où, en éliminant -î
P

( 1 2 )
M + î 3 Ufi— ï -p; 4 ^ • ^TT'

II est bien connu que cette équation n'admet pour l^ensemble
M, P, n 4-1 que cinq solutions distinctes; en permutant: les roi(*H de
M, P et n dans ces solutions, on obtient le Tableau suivant:

(T)

il. ! M.

î '

( 3
2 .J

3 2
5 a

W 2

4
0
/•y

r)

ï^

4
6
00
3
6
4
3
*;>

Les équations (i î) exigent (l'ail leurs que pour n ̂  5^ ^ »oit pair.
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Ces conditions sont suffisantes pour l 'uni lormilé de la solution
y {oc) de (7), (8), car si elles sont remplies , y est déf in ie (pour m ̂  oc)
par les relations
( 13 ) y r= Y^, A. .r + H -== /^-—^^^^ ,

J ( , .+,<:Y-M)^Î

et, d'après les résultats classiques de Briot et Bouquet , Y est une
fonction uniforme (el l ipt ique, e x p o n e n t i e l l e on ra t ionnel le ) de ^l, ou,
dans le cas de n == 5y la racine carrée d 'une f o n c t i o n u n i f o r m e de x;
mais alors la parité de m en t ra ine l ' u n i f o r m i t é de y. Enfin, pour
m = oo, y est définie par l'inversion de l ' in tégra le

(,4) A^B^ /^.———±———;-,
j y^^^iç^vf'^

qui donne poury une fonction u n i f o r m e de .r.
Les résultats précédents .vont nous permettre de démontrer que

le genre vs de la relation (3) ne peut (sauf pour n .= — 2) dépasser
I/unité.

8. A cet effet, cons idérons lu f o n c l i o n r a t i o n n e l l e h ( y , z ) et
expr imons que la somme de rés idus dans ( o u i le p l a n a n a l v l i q u e (y?^)
est nu l l e ; nous d i s t i n g u e r o n s trois cas, s u i v a n t q u e le pôle considéré
est un point o rd ina i re a,, ou u n p o i n t à l ' i n f i n i py , ou un point cri-
t ique Y^,.

Dans le premier cas, le résidu, est r^^s,— i; or, d'après ( c ) ) e ( , ( î i " ) ,
on a,

/ r \ / r // M / \
.ç/ -= î + - î .-.--" "———— "(< ——————————— ————— ;

\ n ) \ nii n 4- i / / / , / / • '

posons (pour n ̂  — 2)

05) 1 ̂ i±Lln^ ...-.-,.. .1.
n -h 9. [ j . , y

^i est égal, d'après (T), à 2, 3, 4, 5, 6, 7 '̂i ̂  ^- l 'on ^ p o n r le résidu
considéré, l'expression

(r+'Vi-.^^^^^^^^^
\, / // \ [ J . î i n . i )

qui, doit être prise égale à o pour n == — 2,
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Avant, d^etudier les autres cas, é l a h l i s s o î i s u n i » fonmil r dmil n o u s
ferons un fréquent usa^e. TninsfoîTnoî is b sysl.ri iK» (r, 10 par lu
substitution

' (8) 1 y=:;cp(Y)-

Pour que Féquation (e) consorvo la ïï ïènie tonne» i l inudra l î l i r ^ « * î ' î
même temps

, .^[^'(Y)]14'^,

et, après ce changement de variables, le Bystènie (^ E) ^'écrit.
/••/Y "̂ .

(^) "i^v-^S('/<r

(E.) ^-[B(V),-^^^

/^ +1 r ̂ w f ï \ ^ " î
+«^[^^^_^^^B(Y)^-C(Y)^^j — ̂  ^ ̂  .B Y ^ _ <; Y )^3 V .̂  ^

en désignant par B(j) et C(y) lea transformés de b ( y , ê ) et ^(7, s)
par la substitution S.

Cela étant, la fonction h(y, s) admet, dans le doiïlaiîw d ' î l î î d<m
a" points à l'infini (^ (supposés distincts, d'après la remarqîle dd rr 2^
un développement de la forme

A^) A^ )

6(y,.)=^-4-^-+....

Faisons la transformation j== Y ) qui changft py en uri poini ri'gtilicr

à distance finie. Le résidu du coefficient de ̂  d;uis (E,) s<-rî»

- A (^ )+ •————; d'après le premier cas, il doit, ôtrc de la iornir

f r + ^V , -———) ;v "A i^'i'J'
par suite, le résidu - A'/', relatif ;, ̂ , a pour cxiïrcssiou

f,-.+,i)f-.-,-^... l,
'„ n / \ V - j ' i i j l

Reste le cas d'un point critique y, (qu,* nous supposerons a f'ori-
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içine). Nous exprirnerons ici que no/i seulement y , mciù' s est u n e
fonct ion uniforme clé ,r. Le po in t critique "^.==0 pouvant être suppose
s imple (n° 2), on peut développer, dans son domaine , Y et Z de la
façon suivante :

( ï 6 )
( y ::,:::., a. Y3 ̂ a. Y3 -4" . . . ,
i z ̂  Y.

D'ailleurs 6 (y, :;) est de la forme
ïX/t) ÏKÂ-)

^^,)^ l^+ i^+B^+.. . .

La 'transformation, (1,6) remplace y/c par un point nou critique Y == o
et, comme Y doit être uniforme, nous sommes encore ramenés au,
premier cas. Le résidu du coefficient de — "yç dans la nouvelle équa-
t ion étant

^ir70 /'+-2^^___,
on doit avoir ( * )

.B.^^f,..,,.i)(,^^_),'
\ >1 I \ [ J - k l ^ k j

Expr imons , main tenant <]ue la, somme des résidus est n u l l e ; i l
v i e n t

2 \ Y^ / '^ \ .̂̂  / ',>. "\ "in /' '.>. \2 \ r ̂  / 'A \ ^ / ',>. \ ^\ i '.:>.4« ~ > (i — —— 4- y — j — -—— i ..,1.- y -,>. —„ —
^-/L^/À p/w/7 ^(y)\ Pv'".// ^(Â^,, ^lh

4.« ~ > î — —— 4- ^ — j „..,„.. -—— i ..,1.- y -,>. — —— ) ^ o,
^-/L^/À p/w/7 ^(y)\ Pv^y/ ^(Â^,, V'h^k

où la première somiïK* est étendue aux v points a,, la seconde aux
o" points [Ïy, la troisième au âpointsy^. Or, l'équation précédente peut
encore s^écrire

^) f,+l)f vf,^__'\/ \ . ^7 ^\ p./^//n / ^ \ ^ f i ^ i ,

f!

^ ( . ^ \ , V /+ V ,̂ . _2.. ),,,, y (, ̂  __ .̂ 3 „.„...,,, ,,,,."^^v ^^v'y Mà\ p'k^/j^ i n j } ^\ ^.m/.,/ ̂  i /;- •:,:; i

( 1 ) (îôttô forinule montre quô loiil {)0ïiii criliquo d© -sf/r) osi nôcessairemont îH>int
singulier do (E).
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et d'après une formule <le Rienianu, o- 2cr est. é^il à °n l l i ^
^désignant le genre de la relation (T). irailleurs, les entiers ;x éhinl
au moins égaux à ̂  chacune des^sommes de Ç: i7} est positive on
nulle; cette relation exige donc soit n— - ̂  ^t ^tn " 2 t l- l l l l ( >y (4 î !

en résulte bien que, saut- dans le 'cas n == - 2, le genre de 0) w
peut dépasser F imité.

9. D'après le niodededérnonsiraf,!on employé, la proposition préré"
dente subsiste même s'il existe des fond ions ra t ionne l les ? ( , ) % î j rt
cr(r ,^) satisfaisaol- à une n; la( , ion de ^onn* i n férié tir à ^ ef. h hi îdr
desquelles ^ et c s'exprirru'î ' il ê ' î l t ion iKdlcnn^ î l .

Donnons n n n applical ion i m p o r h i î i l f * dr rc lh* n i ô i n p ( ? r o ( ) o s i t i ( H î .
Considérons r éqna l ion diî j rois iemp ordro

( 1 8 ) J " ' 1 1 1 1 ' ^(r\ y' r. î, -r;,

où B est ralioniKd, en y'\y\}\ ^ (anaJyiiqnp ^n ^h,r ei s s a î i ' s f î i i ^ î l î t t
à une relation algébrique

( 1 9 ) 1 1 1 : 1 , /(JV5? .r)^o,

analytique en ^y et de genres ponr^ arbit.ntire< Supposons q în* l ' in l i^
•grale .(y, s ) ' de (18) ait ses points { c r i t i q u e s t i x e H ? posan^ î î l o r ^

1 1 ^ .x; === OCQ 4" <xX et développons y et s su ivant ICH puh^lîtccm de a ^ j i o l î î *
a^o^et^ BeTéduiaent à deux fonetions tinifarmes de s^y^ et s,^
vérifiant des équations (2) et1 umibrmisant la <xmrbe /(yo^ s» ; «r^ ) r1 1- ' «^
Or, on vient de voir que le ^enre de la relat ion précédente1 m* pHit
en général dépasser l'unité, et que cette conclusion 1 reste exacte
même si les équations (2) eny^ (et ,^) pouvaient être ratiomiIhécN n
l'aide d'une relation de'genre inférieur à i^ (par exemple si r équ i t t i on
enyo avait ses,coefficients ra t ionnels en y). D'autn» par t» o-n verni ( |Ui*
ponr^ ==== — 2 l 'équation (2) en y^ possède dt^h (^nscinl ï lps par fa i t s dp
points s in^nl iers <|ui. n 'exis tent pas pour /i •=f-- — 2 * Donc, d îu i s IP
premier cas, l ' équat ion ( 1 8 ) possède a fortiori des cHseinhhm i ^ i r f a i l s
de points s ingul iers , et l'on pcu(. énoncer le théoronîc su ivau l .C j :

( l) Ce ttléoroino a eu'» ()til)!in wu-m ûwï^wli''dïwn j î r tr M. Pmîïîm'é (^^'/^ ///^///rw,,
l. XXV, îyo',^ (». 71 ; .
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Lorsque l'intégrale générale de F équation (18) a ses points critiques
fixes ^ le Q.enre de la relation (19) est nécesscurernent a ou ï, à moins que
Vintégrcde ne possède des ensembles par faits dépeints singuliers.

Cela étant, nous allons étudier successivement les trois cas suivants :
n == — 2, TO' === i et îîï === o.

Premier cas, ^ " = - — 2 -

K). On voit immédia tement que b ( y , z) dy est une différentielle de
première espèce attachée à la relation (3), ce qui. suffit à prouver que
h est ident iquement nul si rs est nul. Établissons que ce fa i t est
général. Supposons, à cet effet, que l 'origine soit un point régulier
des fonctions rationnelles b et c, et soit b^ la valeur que prend b en ce
point. L'équation (E) admet une intégrale telle que

,,^y^y2^.__

d'où, pour y, l'équation
€ y ^ y î- ^rM-...,
dx

où le second membre représente une fonction Iiolomorphe pourj === o-
On s'assure immédia tement , en remplaçant x ^\, y par cr1^* eî, ay
respectivement, que^r admel: le développement

-^o^-^.- """"" .2:4- A ~ <) (.r -4 -A)^

I /uniformité dey exige donc que b^ soit n u l , et, ])ar conséquent, la
fonction rat ionnelle b ( y , z ) , nulle en tout point du plan, est identi-
quement nulle. Le système ( e y K) s'écrit alors

<^ ^-^
, . ^P i .<„) , . ^^^(y,.)..

Il s'agit de déterminer c ( y , s " ) de façon que y et s soient des fonc-
t i o n s un i fo rmes do rapport rx? des intégrales de (21). Les condi t ions
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auxquelles doit satisfaire c{y, s) ont été données par N. Pohicaré :
'lorsqu'elles sont remplies, on sait que y ÇeLs) d é f i n i t ^^/<wr//w
automorphe (fuchsienne ou kleinéenne) de ̂

Deuxième cas, r^

' l i . La re la t ion (17) exi^e alors que chacun des ternies î - : i i -^
f iguran t sous les signes S soif . n u l , ce qu i nécessite a ̂  2, ̂  ̂  î , eC
en vertu, do (i5), les entiers M sont tons (^ÎHIX îi î : a u l r e m e n t d i l , le
seul cas du. Tableau (T) ad in iss ih io ()onr ry .-^ î est le dern ie r . Cela
étant, f a f o n c l i o n r a t i o n n e l l e ——-^—//(^r, ^ ' ) est régidin^e dans le
domaine de tout point dn p lan , sauf les points a l ' i n f i n i et les p m n î s
critiques y/f, où son développement commence par des termes é^anx
respectivement îi

» . _ ^ \
"" J L' " ' k <^j.,,.y^ )"

Soit alors ^ 1 1

(M) 1 1 ! ' , 1 // .•:":. j r ( y , 3 ) ^ { y

'l'intégrale de première espèce attachée à ( ' i jetr ' la dérivé(ule r jHir
.rapport à'y [prise en tenant compte de (3)]. D'après ce qvi pîTcNe,
l'expression

1 , 1 ^;_L^(y,,).,.^
n. -h ^ ^^ • / /-

admet un point à l ' inf ini comme zéro d^ordre 2 an moins.» et dans le
domaine d'un point critique 'y^ le premier terme de son dévebppemmît

î
es tK(y-Y^) 2 ; parfont aîllenrs l'expression est régulière. .Elle e^t
donc égale a kr, k désignant une coîîstanf^i q u i pent étrt* nn l l c , et le
coefficient b (y, s " ) est complètement déterminé :

(.3) ,(j,.).^^^^

12. Cherchons ma in tenan t la forme de ^(y^). A. cet cttet, -mm^
l'étudierons, comme b ( y , s ) , dans Ir*1 vol^ina^e dey points ̂  |1^1 y^
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définis plus haut, en appl iquant la proposition suivante, corollaire évi-
dent d'un théorème précédent (n° 6) : si les racines de l ' équa t ion fon -
damentale déterminante} relative- a un point sinp;'uli.er deE, non c r i t ique
pour ^(y), sont o et ï , le coefficient c ( y , z ' } est liolomorplie dans le
voisinage de ce point.

l i e n résulte immédiatement quec(y,,^ est holoniorphe en ( o u t
po in ta^ . Pour l 'étudierdans le domaine d'un po in t à l 'infini j3y où l'on a

n "4- 9 ï A^ ' ('/•/1) r^(2^) b{Y^)^ï—— Î4- ——4- . . . , <?(y^)="—+-^ "+-..., •
\ • / W 7 / ^ „ yi î \J 7 1 y 2 .y,}. 5

nous appliquerons les formules (<?^ E^) relatives à la transforma-
t ion (S) : y==Y"'\ et nous exprimerons que le coefficient de V ne
con t i en t pas de termes en Y"2 et Y'" '1 ; il vient immédiatement

(25) (y^^^^V G^——^A.^.

Supposons enfin qu/on ait dans le domaine de y/^ ==o

, .. ,, , //. + 2 ï W^ . . l')'71'/ W^(26 ) h (y, ,. ) .= —^ ̂  + -f +... ; c (.r, ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ... :

faisons la transformation (16) et appl iquons encore une fois notre
proposit ion ; nous aurons

(^ jy^.^^^ g)a/.,.,.....,_ B^.^7; .g;,,..,, ,,...-„. ^^ , D...,,^- ^^

Les relations précéd.entes déterminent complètement <;(y, s). 1 1 sufdl,
en eiïet, de former l'expression

(,8) ^^.^J^.^^!L^
n. + 'i (//. -h 2 ):î /^

où b' désigne la dérivée; de h par rapport à y, prise en tenant comple
de (3). Substituant à h et c leurs développements ('2/1) et ('26), on
voit, ^ race a. (25) et (27), que l'expression ('28), régulière dans le
domaine de tout point ce/, admet dans le domaine de py et 'y^, des dé-
veloppements commençant par des termes en y'"^ et (y—'y^)1 ' "1. Le
produit par /'^ de l'expression (28) est donc ré^ulier'en tout point du
plan (y?^) et, par suite, se réduit 'à.une co'nst.ante K(n4" i)"'"1. On a

An il. Ec. Norm.,, (3) , XXIX. ••- JANVKKÎI ,ï9'r,î, •I
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ainsi
(29)

n. (;,\iiMï-:îî,

n . , i l i ^ r n
c =. ...-..,.-—» //— ...~,.,-..-.-̂  //'.- h. ^ ^- - /•

/A 4" U (^ -i"- %) " î t •\i•• î

13. Les relations (23) el (2<)) vont nous permelf-re de .wto/^wr un
système^), {'à), au système (e^ E), Poaon^, en cl l^f ,

alogY ^J r(r ,5)r(y,
OU

CSo) ^ ^ y=^HalogY),

en appelant ^(^) la fonction elliptique d(» u- obtenue piir l ' i r iver^ioH «le
(22), et en désignant,par a une confiante (non nu l l e ) que noiî^ lixe-
rons tout à l'heure. En appliquant les Ibrniiîle^ (^ lîg) el en le î î î i î i i t
compte de (28) et de (29), on trouve mm peine qiie y vérifie le ^yg-
terne

.7V t̂l
(3i) 1 ^^v n ,

r/.z?

_ , ^V ^4 -a ï — Â - a r/V(3.) ^^-__^»^

'K + ̂  n±^} ̂  ̂  /. (±±11 :̂1111 .̂,.. fi^iY'11 ,,.^. „
\ n " / f^ \ n / ^ Y* " " 1 ' 1 t

14* Tout revient donc a déterïnyier danHqne lH ea^ la (miction r(^)
définie par (3o), (3i) et (32) est uniforme. Soient V^ V^ d e î î x ^ i î l i é -
grales distJnctes de (32); la fonct ion y sa t isfa isant il la relatbîi

/•/v ^±
^^ (V.+CV^" 1 '

admet le développoinonf su ivant , les puissiuiccs de C

V--Y,,(i4-<:;Yi-i-...;;par suit.c,
^(sîlogY,,) et, Vii'(alosï,,)

sont uniforincs. Or l'cqimtioti (3-2) admet, twjmu--. une intcHralc
V) == y ; émvons r sous lit forme (9; C oit w, n'est plus ricecssiiiwitctit,

/•nfier); nous aurons (;i (HK- coristattU' ju-cs) Ya--.^"' ou r''' sttiv;m! ((ne
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m est fini ou non. Il résulte alors des condi t ions précédentes que
zr.imoL doit être une période co de ^ et que y, est uniforme.

Mais cette dernière condi t ion exige comme plus haut (n° 6) que si.
les racines de l'équation fondamentale déterminante de (32) sont égales
leur valeur commune soit i + f"- Sinon, écrivons-les sous la. forme (9)
(où m etjp sont quelconques); l 'uniformité de Y., entraîne les rela-
tions (n).

Dans le premier cas, il résulte de ( ï4 ) qu'on a

log'Y == ( A/ x + W Y1^4- G1 ou ! logY "= e'^'^' -4- C7,

suivant que n est fini ou non, et Fou a, par suite,

(33) J=^[(A..^t-i-B)rt+l-l-C] ou y:.•=4/[eA•r•+-jllt"h C].

Dans le second cas, la formule (3o) donne . ,

/ i.\ / ^
(34) ./ = ̂ [malo^) == d^^ log f^

JL
en posant l^J^ ; t est défini par les relations ( s 3) (où Y a été rem-
placé par t) et, par suite, est uuiforme en x (ou pour n=5, M ====2,
t est la racine carrée d'une fonction uniforme de x) ; y est donc uni-
forme en x (a. condition que o) soit le double d'une période dans
le cas ^%=5, M ===2). Les relations (33) sont d'ailleurs des dégé-
nérescences évidentes des relations (3.4) ; il suffit de prendre
i:=(A.^ 4-13)^+0 ou (pour n=:cc) t^ 'Ï)e^^+ C, o) = ̂ Sî
(û, période déterminée de f^; [M, entier) et de faire tendre conve-
nablement A et B (ou D) vers o, G vers i, u. vers 1/infi.ni.

En exprimant que les racines r et ^ de l'équation déterminante de
(3^) sont données par (9), on calcule aisément /c et 'K. ety par suite,
b ( y , z ' } et c(y^). On trouve ainsi que y vérifie Inéquation

(35) y'^(.-l^^^îfL±lC--^(M-'^-^)r\ysy'
" \ n/ y' \ n r w \ n J \

[7 lAr^ r " ^iL, . 2n4-^\ , /., n^î\^7tir\n ,,4- j ̂ ^ -^^,4..——(M ————— r^^ M — — — — — — — \y13

\ n ^ r r,r\ n / \ n / \ w y



28 ! ! H* (.AU^lEîi»
[où r" désigne la1 dérivée seconde de r(j%î) par rappori a y» pri>e
en tenant compte de (3)J ; pour ù) —x» rinlé^rale rie (3;V) esl donnée
par l'une des formules (28). Mien n'empêche d'ailleurs de supposer
que la relation (3) est maintenant 'une/relation algébrique yw^w/y^r
de genre i.

D'après sa forme même,'l'équation (33) est invariante par toutes les
traostormations Irrationnelles qui font revenir la courbe (3) sur elle-
même; inversement1, si l'on se propose de trouver toutes les traiisfor"
maHoHsy=='p(Y) ((ui conservent ("3.V), ou est conduit a l'inteHrat.iolï
de l'éqiialion ^l 'Kufer, d'où l'ou coîuî l i i t qu'il n'existe pas d'ailt.re^
Iransformaù'ons jouissant de» la propriété précédenfo. Ou voit ainsi que
l'intégrale de Féquatiou ( ^ r ï l ) eouli îurt algébriquement l'une iirs eou-
stantes arbitraires }ee qui était évideul, d'après 03 ), (3^ ) et ( î 'Î)J; olist^r»
vaut en outre qu'elle ne change pas ni l'ou remplace .r par A.r4-1 H, oiieîii
déduit sans ()eiiie llnlégration directe de ('l^;. Oii peut- dire p»c<m*
que recfualwu (35)^ (uumwrphf^ alîtremeut dit, l'uue1 quelconque d<»
ses intégrales étant connue, oi» •en déduit toutes bs aulr«^$ ce poiril
réBiiltait aysai do la (orme même d(» l'ilitégnite générale,

' . l5< PosonB"noii& mainteîiant le probtèrîît» guivarîl dbîrt !a sofi i t îoî i
ÛOUB sera bientôt utiles Comrnerît faut-il dloimr la rdatimi ( 3) JH»|||-

'que \fi% ̂ efficients de (35) wieni mtimmis-enyî
'/Toutd'ahôrd, rexpres^ion 1 1

n 4- ^ r' ^ TT < / ^ ̂  4- ^ \
——7-—^^ -———-).»U,

rationnelle en y par hypothèse, n'adra que des pAlM sitri()l<is li rcsHios
rationnels. Par suite la fonction ^/...(.sf, dgchridiic (>n y; j f (,„ (.H) ̂
inême de ''

a T C / t\ï ïtt ' f ï î » /^
-T'I*1-———-) r,ly

ce qui exiger.,^, on Al--=^. i),,,s 1. pr.,d..r <^, ?<„„. ,p,.

/<,y, <?) et c(7. ̂  soient rationnds cur. il faîif, (.(. il sufnf.qu'i! (.« s«i(
de même de ̂  et ),;«• ,s,<it<. /.^ fe w,///, „,..... ̂ ./,,,, ̂ ^^^ ̂ ^
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/^//<? R(y). La re l a t ion (3) est. donc l 'une (les s u i v a n t e s :

(36)

f ^ == (y — ̂  ) (y — ^2 ) (.y — ^3 ) (y — ^. )•
) ^^(r-^O^j.-^)^)--^)2,
) ^^(^-a,)^./-^)^^-^)^

[ .̂  ̂  (y - a, )3 (y — ̂  )'•• 0- - fi, Y.

Le second cas exi^e q'iiie - soit ent ier , et, par conséquent, que n soit
éûçal à i, '2 , — 2 ou ce. On a alors M, ==4» ^? I on 2» toutes valeurs admis-
sibles, puisqu'elles figurent dans (ï). De p lus , pour que b ( y ^ z ) et
c(y, z ) soient rationnels en y, i l faut encore, et il suffi t , que /'• soit la
racine carrée d^une fonct ion rationnelle dey; on a donc

avec
r(.y,.^)^5,

^== (y — ai ) (.y — ^3) (y "- ̂ ) (y — '̂..).

Troisième cas, w .= o.

16. On peut alors (n0 2) supposer y et z exprimôs ra . t ionno l lement
en fonction d'une seule var iable Y, de tel le sorte que» Y soit ra t ionnel le
en y e t^ , et, par suite, u n i f o r m e en x. 11 est donc lois ible de supposer
que b et c sont ra t ionnels en y seule, ce qui va nous permettre de rame»
ner le cas ^ ==o au précédente vrs^ ï , dans l'hypothèse n "^ x , 2, 3, 5
et ce.

Revenons en ellet à l 'équation (.1:7); nous aurons , par hypothèse,
a== i , â = = o , et tous les p-/ sont égaux à 2; en remplaçant au besoiny
par (y •— A)""1 ,^ on peut, toujours prendre pour l ' en t ie rmcorrespondant
au point à l ' i n f i n i la valeur — ï ; par suite les ent iers m^ correspondant
aux points singuliers a; à distance f in ie vé r i f i en t l 'équation

2 ,.-_) .̂fni ]

Nous retrouvons ainsi, l 'équation qui Joue le rôle fondamental dans
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le travail de Briol et, Bouquet sur les équations dilrémiiidirs
fly
7l\ 1 " 1 "'

(87) , , 1 s^-^IK/)

(ï\ rationnel eny), dont l'intégrale générale es), mufonm\ A Imite
fonction R(y) correspond pour ^(y^expre^îon

' 1 / / , 4 " % 11'
^.y)^—— ^(f

D'ailleurs, tonte relation (37) e^t une <leH équa t ions (3^) mi s'en dé-
duit par une dégénérescence réanUant de la coïncidence de p l u ^ i m i r »
des^(1) .

Dém.ontrons .maintenant que la fonction s\y(^)i de/ffw pw (37),
doit être, comme y , uniforme en ^ En ef îe t» ICH Hi»nlH ( î o i î î l H ^ en
lesquels l 'uniformité de y n'entraîne pas néceBsaireïnelîl, eelle (le î,
sont les points <x î==Ç pour lesquels on ay=o^^ Or» dann le daîmiiiw
de ^, l'inversion de l'intégrale

x—t,
fly

i^± f i r
^/) '^^(y-^^+tj-^^^-Kj-

(où $ et ^désignent deux fonctions holomorphe» et non nui tée pmir
1

y==a^) donne manifes'teînent pour (y — a/)^ , e(, j^ar nitil.e, jx.H.îr 5^
une fonction de x uniforme dans le domaine de S.

On peut donc dans le ca^ actuel considérer réqualion ( 2 ) wmme
attachée à une relation (3) de ^enre x (dégénérée ou noii)^ lellê f/w la
variable de rationalité s ne figure pas dans (2) (cf. le début du n^ I))*
Par suite l 'équation (2) est une de celles qui onf éié formées au îi^ iû,
ou s'en déduit par une dégénérescence résu l tan t , de la coïy»dde3?u*e de
plusieurs des a, === a,. Dansée dernier cas, Finlé^ralo eM définie par

. l'une des relations:
1 0 y ̂  ̂  [(A^ 4- B)^ + C] oiî f — ^yï^îî-iiii[- l:;:j,

(1 ) /^^ pour l'inlégniiion <ICH équaiionHj' ;̂  5, (»ù .s wl (inut^ imr lino fie» rdnlbn» (W),
J. DOLBNKA, Ànn. Éc. Nor/n.y y nério, t. XV, ïHoH, |h '^9*!-^^^
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où 'sp désigne maintenant une fonction du type exponentiel ou ral ion-
nel, vérifiant une équation de Briot et Bouquet;

.y==^(^lo^)=:R(^
avec

f ^i i
A x 4- B == —————^ :» ( ^ = 4, a. ̂ , — ,̂

^ (I+G^^Î ( M ̂ 4, 3, 9 , 1 ,

la fonction '̂  devant avoir au moins une période oj> (et une seulement),
y est algébrique et, par suite, rat ionnel le en t et d'ordre arbitraire.

17. Il nous reste à étudier les cas n= ï , 2, 3, 5,co, les seuls qui
puissent fourn i r des équations nouvelles. Moyennant u n e transfornia"
tion homographique effectuée sur y on peut toujours supposer qu'au
point y=co, on a a === 2, m === ï (nous dirons que y == co est un po in t
ordinaire')^ l 'équation ('.17) s'écrit alors

2(,-^)-_,.,
/'=!

en posant y^=: p^w/; ainsi, y/ est infini, ou, divisible par 2, 3, /i, .;t>, (), 7 ;
y^- ne pouvant être ë^alà ï, l'équation (38) n'admet qu'un nombre
limité de solutions. Le maximum de v est 6, puisque le minimum de
ï — — est rr ; on peut donc prendre v -"= 6, 5, l\, 3, 2, ce qui, fournit pour
les q, le Tableau suivant :

3 3 3 3 3 3 3 7 42
3 3 3 3 6 3 8 '4
3 3 3 4 4 3 9 I8

3 3 3 w 3 io i5
3 3 4 l IÀ 3 ï 2 r 9.
3 3 6 6 4 4 ^
3 4 4. 6 4 ^ ÎM>
4 4 4 4 4 6 i?î
3 3 -6 4 3 8
3 4 -^ 5 5 î o

, 3 5 "3o (> 6 6
3 6 0) • q -r/

Ce Tableau donne immédiatement les racines / • / e t ^ de l ' équa t ion
fondamentale déterminante relative à a ^ , et par cela même détermine



'.»,, I!. ( . A l i M K I i .

//(y); quant » c ( Y ) , il est, ('ulim-iiicnf dfliiii par I;» < 'um>!> iss ;»n< ' i> . 1 . -
r . \-t ,s-,,ainsiqu(4>ai-lai>roi»<)si( ioi i . lu! i iun(--r<)(î. l)oi iu())>s>u>.-xpiu(*l<'. lH
^enre des calculs auxquels couduil la (i.-lmuination < ! < • /<r) < • ( ^r).

1.8. Soit n= i. avec v —3, <y, - 3, </» • • (). y;» • x '» //» ; - ; < > x 1^ '
' ;j., == 3, m, = ï, (Fou /-, == o,, .f, -- -A ; y» == <» <1<>" »<• s0'! a. 'L //^ • ̂
^==i,.s,==u,soit^=6,Wî- t . r3==o,^^'i, soii E^ -.///,== '5,

r,==4, ra==|- Enfin, pour ^=», on doit. (n-fixlrc a, x,, (l'in!
' ô 1 «•/

r-^(I"•^)î ^-^(1^4?)t

En exprimant que l'équation (K) posHèd^ mu* iîîiégnih,1 l ï o $ o î î i ( » r ! ? l î c
efc appartenant à rcxposant o daîis le (loimmw de j ^a,, «iï (iwm*
aisément la condition

pâ^p3:^:4
(où pa et p:î désignent respectivement r^ ou ^ et rg on ^}, q i î i i l ' f H ï î n *

/ y î = ± î , ±2, ±3, AH <ît ^1

la dernière solution est inacceptable, car elle donnerait lin poiî î i lop"
rithmiqne en ̂  avec r^^iy ^ ̂  2. On obtient a i î i^ i :

^ Y ) "- ^ "̂13"̂ " j^^ ^ ^ ^ ^^ »

— _A-_ --_A^_. ^ t <ï w h ï"l':""lA'-^r.:lt/.<'(y) — (jrr^y 4" (j .̂  a;, î2 "4"" ̂ :̂ j(y :̂̂ y^^

le point y === as étant ordinaire (n° -17), on a
/ = ( A — /,• ~ 8) ̂  -h ( h — A ~ 4 )^r+ (^ — ^) ̂

avec
« ao 20
II "=: a 0 0 — — ?

9 9
. , ! ,, 3^ 3^k!:::::: J (,> 6 '—. .".- *

9 9

{9. indiquons sur l ' exemple précédent comment ^efÏectuc l 'hi té"
^ration des équations ainsi formées. D'après les valeurs de À et 1^ il v1

a cinq cas possibles; dans les t-rois premierHy l 'intégrale ^ ( y ) de (E)
est iïn polynôme du troisième et du qua t r i ème degré ciî j'y <*t par suites
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y, définie par la relat ion ( — ) •==- c, est une fonction e l l i p t i q u e de-.z".
\ CIti.Ï.! /

Pour intégrer dans le qua t r i ème cas, fa isons u n e t ransformat ion (S)
avec

Zn î —Y 3
y — a, """

L'équation (E^) n'aura pas de. points s ingul iers logarit luniques ; aux troisi
points Y^f^—al\ ' les racines des équations dé te rminantes seront1 ! \ a i — a 2 / " ' 11

o et '2 ; pour le point Y == o, ce seront i et 3 ; enf in le p o i n t Y === oc sera
ordinaire. L'intégrale de (E.y) sera donc un polynôme du quatr ième
de^'ré en Y, et par suite, y s'exprimera comme fonc t ion ra t ionnel le , à
coefficients numér iques , d 'une fonction e l l ip t ique du second ordre
de x. La même conclusion s 'applique au c inqu ième cas.

20. En procédant a ins i , on obt ient des équations qui ren t ren t dans
la forme (35) ou sont d 'un type nouveau. Pour énumérer ces dernières
je me bornerai à donner dans chaque cas le Tableau

des racines des équations fondamentales déterminantes r^ s^ relatives
à chaque poin t s ingul ier a^; le po in t y -=co sera toujours un poin t
ord ina i re ; au t rement dit, on aura pour ( r ^ , s ^ ) les valeurs ( — 77? —-)
si n = 3, ( •— 3, — 2) si n == 2, ( — /i, — 3) si n == i, et il n'y aura pas
de logarithme dans le développement de l ' in tégrale générale. 11. faudra
ajouter à ces équations toutes celles qui, s'en déduisent par une trans-
formation (S) : ( y — a/)"'1 === Y.

20. Les cas /z=== coet n == 5 u ' in t roduisentaucune équation nouvelle;
on doit prendrey en effet, M, == 2 et l'on retrouve a ins i des dégénéres-
cences de l 'équation (3î) obtenues en taisant pour n^~ ce :

/ 1 (J '5) ̂  (7^17-̂ 7 )̂ ol1 o/-" } ( r-a2} '
a /n TÎ i ^ ni 7i l

f,) •=: ———————.—————————- 0 11 —————— •»
/ , ' / J Cîl —— ^2

, (^i —a,,)^ (a,—a;,)2

A un. Ec. Not'in., (3), XXIX. — JANVIKU 1 9 1 ; ? , J
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et pour n =5 : /<y, 5;)— (y-a , ) 1 1 1 ( y — a^)1' ^ avec (o . /|WT:/("%, —a^r1 ;
dans ces fornmiesaïnnnc dans les suivantes m repiTseHie un entier
arbitraire.

2L Le cas n = 3 introduit encore une dé^énéreseenee de ( 3^} :
ï y. m-ni

^^'^^^z^j^Tzr^y ^:::= ;̂ î; ( w (mt.u*!" îirmînurc),

et.dorine deux équations nouvelles1 :

[']

.1- » .1
Intégration : Y =•= (y — aa) 2 {y — a» ) ^ r an i<*nB l'^l 1» (1 î | dolîl l ' i n -

tégrale est donnée par
y^: (j-- a^[\(y - a,)â+1^(7 - ̂ y.

22. Tableaux des équations nowelIcH pour n — 2, :

Kl
0 0 0 0

a a a a l>1

[4]
0 0 0

2 2 3 w
3 3 3 /

[8l 4 4 ÎV
(2 ) 5 5 3

T 7 7 I ̂  —4 '1 2 \ /7l

| 0 0 t

( 1 ^ 2 2

^)
! \

Intégration : [x], [4J, [^ :y^=: fAP,+ Bl^;21 (P, ^t P^ polyriomM
en y de degrés 3 et 2),

( 1 ) Cette équaiion a élo éli^liée sons une autre Ibmu* tmv Uîïhîlwn ( ̂ •M M^////. t î î î
i883-i884, p. 347 ei p, 379). ' ' '1 " ' 1 lt ' i

{ î } Lorsque w est multiple df* 3, coltfô éqîiîUioît ^l idcnlîqii<:" « edît. <;îu dièir^
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La transformation Y = (y — v.^ (y — a,) -' ramène [2] à f i ] , [3]
a C2]' [^1 a L'îL [?] a 1̂ 1' et î1"1 [8] a l'équation

3 /
i("

1

W.

ï
m,
ir \ 3 / i \

— - i+ —- I-h
2 \. m?n/ 2 \ w/

JL
du type (35) dégénéré. La transformation Y == (y-— o^)3 (y — aa)
ramène [9] à [i] et [10] à [3].

23. Tableaux pour n = i.

""$

[i]

Dô]

[ao]

[^4]

0 0 0 0 0 0 ( o o o o o ( o o o ô ï
2 2 î 3 2 2 2 ( s a a 2 3 ' ( a û s a s s

T 1 0 0 0

" 1 3 3 . . , ^i: : : : w{: :. :,;
2 2 ' '

[7]

[10]

[i3]

( 0 0 I

i. . 4 [ 17 :1

4 5
3 3 ° , ,

5 7 r2IJ

3 1 2

( 0 1 1
[35')

à 2 3 L -'

I ï 0 0

£ 5 3 ,, [8] •
2 2 " "

0 0 I t ( 0 0 I I
f'Ill' I 3 1

2 2 2 2 '- -1 ( 2 3 3 2

'\
1 ' ° 3
3 3 -> ^"1
- - 2 -a a 3

0 0 2
., ï 8 Ja a 3

4 4 0
3 3 ) ( ô o o
, o 0-] , o , K5 b ( 2 5 4
3 3 2

3 3— „ o
2 2

[-26")

2 9 .
4 4

ï, 2 0 0

3 3 2 2 [(^
% 2

I I 0 0

3 3 , |:i5.
— - a 3
2 2

ï 3 o

i ^ , [Ï9]
2 2

3 3 0

S 4 [^7]
3 3 a

4 4
i i ° °0 0

5 5
i-t ri

3 3 •' •'

0 0 0 0

2 2 3 3

I ï 0 I

' 3 3
— — ^ 9,
2 2

I 2 0

3 5
- - 2
2 a

0 0 1

2 2 3

2 I 0

3 5
-«. - %
2 2



InU^raiwn. [i|, ( • > | . p|. ( " ) ) . |(;|, [ « > ( , [ t i(. | i"|, | ) f> j , ( ( 7). |y ' î j ,
|a3| , |2 / ( | , |3K| , | -5 î ) | . j / |<) | . | / ( , | :

y " 1 APr+m'; .
(l\ etPg polynômes (m y de (Icgt't'*» /( cl T).•' ) j

La transformation Y""1 ;=• À 4- (y - a.,)'-* (;»• -• a, )"1 ' '1 (A îtrimî'iurf)
ramène (4] k[i\, ̂ \ ii \'i\, \S\ a ['q, (t 'q à ({/l, |i4| à |ia.(.(i,'.| » j i«»(,
[18] à [i6|, [19] à (17!, 13o1 à |3(»1, (3» 1 à ̂ l. j ' îaj fa J3HJ. (:M| i, | î<,(.
[34] à 14o]. [35] à (4 ï] et [29! à

[j,-i) .(,_r\
1 \ M/ \ M,/

(J,+±) J,-,-!'')! \. m ) \ m/

du type (35) (n° 14).
La transformation Y-' ̂  h. 4- (y - - a,) ^ (-y %, ̂  mnpnc j()j ii J i j

[20) à [6j, [ai] a (,5j, [26) ;> (•i|, ( • 5 ( , j ;, j3H j <,( j '^j „ ̂
Enfin la transfbrinafion Y ..--• (y - %,;i (y ... ̂  y- '< ).;(ni,>i,(, j y-, j y j y^

24. Les Tableaux prc<;c<lcii(s, joilils ;i )'c({ii;i(.i(>M r'î'»;, fuHrni^cnl

r^ ncue 6q,,;>iio,, csi, i,i(,,i.i,i,,,, y iï.,,,;iiia,, .)„ ,|,,,|,,, /,,;„,„ i,, ,,,„ ̂  i.,,.,,.,,, p ,
w (loit él ,reinnlt , i() le de ^. t " 1. .» l»



SUR. DES ÉQUATlOîNS DIFFÉRENTÏELÎ.ES DU TROISIÈME ORDRE, ETC. 3^

la détermination explicite de loutes les équations (i) à coefficients
rat ionnels en y; en se plaçant au point de vue du numéro 2, on peut
condenser tous les résultats de cette analyse dans l'énoncé suivant :

Lorsque l ' intégrale d 'une équat ion (2) est un i fo rme ,
On bien n ==•— 2; alors le genre vs de la relat ion (3) peut être quel-

conque et l ' intégrale est une fonction fuchsienne (ou kleinéenne) .
Dans ce cas, l ' équat ion (2) est de la forme y " == - -2—. 4- c(y, z} y'3,

^ y

le coefficient cÇy, z ) satisfaisant aux condi t ions formées par M. Poin-
caré [par suite, il est impossible de ramener pour n == — 2 les équa-
tions (2 )0 un type unique |.

Ou bien n ̂ =— 2 ; alors ̂  ne peut dépasser l 'uni té .
Pour 0= f , on a y ====<? (-^-lot;^)» y étant u n e fonction elliptique,

œ une de ses périodes, t une fonction dé f in i e par l 'inversion de l'inté-
grale

AA- -4- B : dt

J o+c^y^

(n == r , M. ••==1, 2, 3, 4 ; n ̂  2, M == T , 2, 3 ; n == 3, 5, oo, ' M; == i, 2 ;
n (luelconque, M •-= :r; pour n === 5, M, == 2, -) est une |)ériode); ou^y est
dégénérescence d'une te l le fonct ion.

Dans ce cas l'équation (2) esl de Ici forme (35).
Pour r^ == o, l'intégrale a l 'une des formes précédentes (dégénérées

ou non) , ou elle s'exprime par l 'une des formules suivantes (après
une t ransformat ion b i ra t ionne l i e préalable) :
(89) ^ j^ -3 (j- aQ2 [A.(j - a,)2 4- B(j - a,)2]3,

(4.o) ^^(AP.+HÎV)2,
(40 y^AP^+BP,)

(P/, polynonu1 eny de degré t ) .
Dans ce dernier cas il existe^ pour chaque valeur de n, une équa-

tion (2) y ui reproduit par dégénérescence ioutea les autres équations de
ce dernier type correspondant à cette valeur de n.

Pour justifier les 'dernières lignes de l'énonce précédent, dans le cas
de n = i, par exemple, il faut ramener 1 à un type un ique les équations
M? [2.]» IA1» I^L - • * » l^oj? l 4 î ) î ^n apparence très différentes , rencon-
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trées au numéro 23, Mais la répons est h n i H e d h i t e : Formons réqua"
tion,(E) la plus générale dont Finté^raleest un polynôme an q u a t r i è m e
degré en y; elle s'écrit

, 1 d^ i '"(W dy yw 1 ^^^^^^ .Fr^^<>.
où

I11» == y6 -h- 2 mj® 4- ( 3 /i — h ) y^ 4- ^ ( a/^ — k ) j8

4- {hn — /cm — S^j^-h ï\hp •*—- fnl}y ^ /^p — //t
et

Q ^ïâyM- jfS/^j^-h 6(^ — ^ÎJ^ -1"8 BÂ'y •+ ^{fifi — Â - w ) »

et admet les deux intégrales
('i "= y^ 4- ^ y2 4- h y + / ci ^ -:. ̂ -î ,4.-,,, //^ ̂  ̂  ^ y , ̂  p^

Lorsque À, Ay /, m, n, p sont, arbitraire^ on obtient a î n ^ i l^éqî j ta l idî î
(E) du type [i] du n0 23, avec i^ix points apparen-unent mïgiîlîer^
simples. Il, suffit de donner à ces constant d(^ valf'ur^ l^fù^ yw / ' ^ / w ^
lion P === o admette des racine$ égalas pour reinniw louiez l^fî émmtttïny
[aj, ..., [4,0] énumérées plusî haut. Exprirnoiim par ex(*ïiî()l(* ( j i î e y ^ < 1 »
est racin e de P == o ; n eus an ro n H 1 e s de u x w n d i t. i on H hp — ml.^ o ̂  Ap ' fit
qui entraînent soit À^ — Aw = o, soi i^ ; :=o^s/ ; un retrouve a ins i
M et [3].

Une conclusion analogue rapplique pour n^2; touteH I C N équii-
tions (i) à coefficients rat ionnels ne rentrant pas pour /i ^2 d a î i H J ( *
type (35), équivalent a un système ( e , E), où (K) a la forme ^yavee

P == j^ 4- a //^y3 4" ( 3 // •iil- h )^ — ^ Â^- -...-h À// — Aw,
Q ^ôy^-h 6my — 'î/).

Ace point de vue, on doit considérer im équations r'^^ ^y
l1 K . ' y

y"== o comme des dégcncrcsccnces de 1 1 j, ce qui dp priinc îi(M»f<'l }»(H».
vait sembler paradoxal. Afa;,? c'csi. l'ëquai.wn 1 1 1 <)ui jouera 1<- rntr <"fs<sn-
tieldans l'application des équations (i) à la déicrmitmtion dcx éqwuiwi
différentielles du troisième ordre dont t'intégrale a SKS pointa wtiwcs
fixes ()).

^)Co,np^ rendue l. :M,7, K,o8, p. ̂ . Ç^. eu p;>rl,,,it. <|c lÏ..i,,«|,<,i, ( i j <,,„.
M._Lhaxy^ilormoune rî(i,,alion <lifrénml,j,«l[,, ,1,, lr<,is«.i,i<- ordre, <l»ml rhu^ri.h. » L.̂
I^nts muqu^ fixes et qui reproduit, les Apintion.s V(. V. ..„ („„• <U^rwm^
{jT/tese cileo plus hittil, p. 5(-(i^.
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23. // existe d'ailleurs des transformations qui ramènent les équa-
tions nouvelles introduites pour n == 3 et 2, à celle qui correspond à
n==ï. Prenons, par exemple, l 'équation (4o) ( ^ = = 2 ) ; il y a une
transformat ion
(43) y ::.:-:/( A, B;Y)

( f\ algébrique en A, B, Y ) telle que Y vérifie une équat ion
Y^ = A.Y3 -h B/Y, de la forme (4 ï ) ; les quant i tés A,, B,, algébriques
en A, B, s 'expriment ra t ionnel lement en Y, Y', Y". Il suffît alors d'éli-
miner A e t B entre (43) et les deux équat ions donnan t A, e t B ^ pour
former u n e relation algébrique
W) FO^y.Y^o

entre les intégrales y et Y de deux re la t ions (i) pour lesquelles ou a
respectivement n = = 2 e t ï . D'ai l leurs , la transformation précédente
c o n t i e n t nécessairement l 'une au moins des quantités Y7., Y^, sinon
elle se réduirai t à u n e t ransformat ion ('S ) qui laisse n invar ian t .

En généra l , la re la t ion (43) n'est pas ra t ionnel le en y et sa forma-
t i o n exige de labor ieux calculs. Je me bornerai, donc a. un exemple. La
t ransformat ion

y ::::-: Y/
change l'équation

^y/
Y^—^— (/^i)

en la su ivanle :
y^ - y " y'v^2—4.. .LJL (/ ,=r2);
2 y 1 y

la t ransformation Y === ̂ r change la seconde de ces équations en la
première.

DEUXIÈME PARTIE.

1. Considérons une équation l inéaire irréductible du second ordre :

(0 g-/^),r-



4<» H - < ;AJ^ Î Î ' ; Î Î .

où /^ est uni* (onction ration.fwld' d^ ^ p(w^(/anl uf-i ^nil /nn'/ii. ^vAr/^/r/*"
lerneni sin^utler^ soit «r ;ï- x ( irré^ulier nu sens de IL Ihirhh1); ou 51
ainsi

VS / V^ t iî O/
;;=^ a/^^+J 1 —...-1..-—,-.— .^^^^L^.1 ÀÀ tl 'À |j.r— À j ) 3 .r — / , ,

i
/( . r—^) 3 ' .r

A i , À^ ..., \ étani des points ap^urermïHml Biîi^îi l i i*!^» ei m, v dmx
entiers donnés une fois poiir toutou Noir^ 11011^ propo?4<»roî t^ d m î ^
cett-e seconde Parlie de choisir pour a^ A^ p^ deg lonct ion^ N n î i l v l i < ( i î ^ s
de ^ paramètres^ , . . . , ^ (les plus générales j)ossibies4), de te l le ^or te
qu'on puisse adjoindre à (i) n é^lualions

(-) Ir^/''4-"'^ (/——.../ ').
à coef'ticientM rationnels (.•11 ,'r, analy(.i<ju<ts ( ' 1 1 /,,.... t,, (•( l'urtns(n) ;ivrr
(i) un systcriie coiriplètcnictit iiil.c^riililc.

"Nous ne limiterons pas le nombre //.; mms moiitn'roii.s. <-n cii'cf.
qu'on peut toujours choiKir N^v) iomîtious T,,....^ (le / , , . , . , /^
distinctes et telles que le» cociïicicnb ( 1 ( « f i) <l(.|»(îii(lcn( scuIctiH.i't'i
( . le ï^ , . . . ,T^c tq^^ 'enout l > elosys | ( . tn<î ( -2) se mluisc i» N r<ju;iU<»Hs

()y /) 'y
en 5Ï;' " ' ' JTs (lont lcs c^'fKîitînts (lépcti(j<;nt sfititcmcnt. (ic 1'...... i\.

2. Pour tout choix des fonctions/;, A/, B, ri^oitdsHii ;uix <-mi(li(i.»,,s
précédentes, l'intégrale générale y ( . v ) du svs(..-.nic (»;, r-< ) s<.n» un..
fonction linéaire et, honiogène de deux constanK^ iu-f>i(i,>h'<'s. Soici,)
enefïet,y, et, y, deux intégraies particiilif.res doni, le i,,i.iH,f( dé{H.n.)
etîectiveinentdea?. On aura

y < ; i y i - i - < ; , ^ r 2 .

C. etC, pouvant dépendre de .„.., /,, M,is p,m,,,,e,y,,, ,, ,-,,,,(,„„
le système (i), (2;, on a • •

^i <)t\,.^j.-i.,.^^^ ,„;

'•t n n-.sulte de notre hypothèse snry. <.f.j, <p,<. <;, ,( <;„ „„„.,;.„„ ,,„„.
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tantes absolues; on peu t en disposer pour que r et ̂  prennent des
valeurs initiales arbitraires pour x = ̂ ^ i^ •== /^ . . . , tn= ̂ .

3. Écrivons m a i n t e n a n t les condi t ions d ' infcégrabil i té du système
( i), (2). Exprimons d'abord que ̂ -^- ̂  •^j^; i l viendra en vertu de
l ' i r réduct ibi l i té de (i) :

<)A, .. ^A/, ^ f)A/, ^ ( )A /
(o) ^+B-^-~-^+^^

( ? , />• = = 1 , 3 , . . . , /»).
,,, ^B/ , ,. (?B/, rfB/, ,. <-»B/( 4 ) ^+B,^=.^+B,^

Écrivons maintenant que —j^= ,9"^^-; nousauron,s

'»> ^-^-lê6-^ "=•.••••••-'.
^B/ <)À/

(6) ^^+^^:=o

Réci,|)roquement, si les condit ions (3), (4), C^)» C^) ^}^' .remplies,
le système ( i ) , (2) est complètement intégrable; en effet, on voit aisé-
ment que le résultat obtenu par diderent ia t ions successives pour une
dérivée d'ordre quelconque de j ( x , ^ , , . . . , ///) est indépendant de
l'ordre adopté dans les dillerentiations, à condit ion qu'on a i t :

<^y 'à\r ^y ._ <^y __ ^j^r ,„.„ <y\r
ôl/àt/e ::~ àtl.àti' ~(H/()^ " à^ôti' ôiiôf./.ô^ " " " " ôtf.àliàx

Les deux premières conditions sont vérifiées par hypothèse et la
seconde résulte de (3), (4), (5) comme on le vérifie faci lement.

L'élimination de A/ entre (5) et (6) montre alors que B/ doit être
une solution de l'équation

^ ^_/,/A-^H,+A-.o (/:=..,.,..„.)./ ôx6 l à^ ()x ( ) t f

Une fois connue une solution B , , . . . , B/, du système (4), (7) ( 1 )» on

( 1 ) On verrait aisément, que do toule Holution B'}, . . . 5 l̂ i, ( {u^sysîènie ' (4 )? (.7) oi1 pG^t
Afin, Éc. Nonji., (3 ) y XXIX.— .ÎANVUitt 1 9 1 2 . ^



4,2 r». ( an i s îKs i .
aura, d'après ((1))1,

v-;,^:..v.
les fonctions A^ ne dépendant que de ^ 5 . , . i //^ Mais d'après ( / Y ) on n

r)A? ,,„ <)A^.̂ ,,„,,„ «^ ^

on peut donc écrire

A'-4^

en désignant par A une fonction dea paramètres ^i, . . . ^ ^ { j i î ' i i <^t,.
toujours loisible do supposer égale à i ; il sull'if^ pour cela» d^ ftiire la
substitution ,y[Ay; la nonvelle fonct ion y vérifie encori* ( i ) et ^ati^-
fait aux équations

()y /. î ^A \ .. fîy^=(A/-^^J.y-,.H,^.

Nous pourrons donc prendre
. t ^B/A,.;::«^^,.

^ 4. Cherchons maintenant la, forme de la (onction râtbiîîîelJe 1$^ (^).
Etudions-la d'abord dans le voisinage de ^ ̂  50, Soit

B/r= fnx^-^' h^^'r^^ 1. ., (r />o)?

les termes de degré le plus élevé dans (7) seront

— ( /j /•/ «r ^ w ) l i i x^ m-ii'i•l (* i, ^am a1 ̂
àt, ' l l '

ce qui exige en général r,== î , et l/on a par nuile
H/—: h^^ /n ..-h (^

où C/(^') est une .fonction rationnelle mille pour ;r ,̂: x.

déduire une infinité d'mUrcs lïî.u' les formules ------̂ *

Bl :-3 B î î - - B// -1 1 : = ^^-î. Iî^ ̂  B;; l- l ll• l••• %jï -4- ^ ̂ ^j, .1. YJJ,
oû^ efc.7, sontdeox soîulionH du Nysicme r ï j et f 'o î Hm^mt à 1 1 9 , ._ N^ M ̂
a, p, Y soûl des ionelions arhitrairoH do ^^ ' 1 ' 1" 1 ' i l i 1^11



SUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU Ti'lOÎSÏÈME 01U)HE, ETC. f^î

Montrons quon peut supposer h^=o=h^ et par suite 'B^=:(^,
moyennant une transformation linéaire effectuée sur x, A , , . . . , " ^ .
Tout d'abord, on a d'après (4) :

àJ^^àf^
àt,, """ ôti '

àh\ . ., , àh','—\-li',,h,.î- + M hi " h -àt

Nous pouvons donc poser :

àt-,

h-1-^ '•• /-;-7^f àti

y et g étant deux fonctions des paramètres i^ ..., t,^ Faisons alors la
substitution
(8)

x — y

f
^ et À/ ^i-ff

f
(/:=::), 2, . . .,^),

l'équation ( i) admettra toujours x= ̂  comme point apparemment
singulier et les équations (2) s'écriront% -...,:-/.
or, d'après les valeurs de Z^e t /^ en fonction de /'et^, le coeflicient
de—^ dans cette dernière relation est nu l pour ;^==co.

Cela étant, la fonction B/(^) ne saurait admet t re , d'après (7),
d'autres pôles que les points x='Xj. Soit alors dans le domaine
de Ay

B/-: A^--- (// '>0),

le ternie d'ordre le pliis élcvc dans (7) sera
_ ( l ' / ' l - l } ( l u ) + l ' ) { l ' / l - ^ y > } ^

(,y._/.^"-.-3

On a donc //' == i, e( par suite

<•.'> "--î <r:::J,a, .,/^.
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5. La solution de notre problème s'en déduit iminédiîitemeîrl pour

v ̂  o : d^prèa (9), on aura B .̂= o, et d^iprrs (7;, ̂  ^•1. o: les rodtl-

dents a^ 1 * ^ , a^ de p(;r) âoîit donc indé/nw/anu (/^ /^r^y/^//r^
f^ .•.,^(; i)-

6. Ce cas banal écarté, substituoîiH ti*H expressi(Nîî4 ( < ) ) « i i i ï i ^ i^^
équations (4)î il viendra ( 2 )

(•«' '̂-'̂ ='1 '̂=^" . - ' . . . • • . . • • . " . / • • . . . . "
/ . ( ^ j ^•/ ^^7 \ /^../ , ^11/ ^^ \'•" «.^-l^7-'"^1^-, ^-

En subst i tuant le^ înêîïies oxprosnions dan^ (7) (»! < * î î î » i î î î < î l « i î î î 1^
coetïtcient de {x — Ày}"~% oîi obt ient

V
/ » ^}./ V '̂ ^/7
(„) ^+.,^^1,.^^ - . ,

l::.-. ï

Ces relations en t ra înent ( 11 ) coiriïiie (îan^éqlîtmee.
En tenant compte de ( la) et des relaiionH

c3) pj-i^^--^"^^'--^^^:,o1 /.^î 1 1 1 " 1 1

qui expriment que le point x ̂  Ày est aj ' f i . ïaremrneni, s i ngu l i e r Mînr
(x ) , on vérifie ninnédialeinentquele coe(ÎH*ient de ( ^ — '/^ )""la < * H ( r i i î i *
II vient d'ailleurs en a n n u l a n t le résidu en À/ :

(,/,> ^,^,,^-.,.
/ : . . - {

( 1 ) C'est un c;is {^ïrîiculîer d(» !u proposilkm quî ^cru (î^inoîttrét1* a(i îî" 7-
t'2,) ^//*, nilytivemcîiU ù la noUtlîmî îidoj^.éo, If» noio f 2 ) ^^ ! ^ page ^,
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où'^P^ désigne la dérivée partielle, par rapport à À/, du second membre
./"

de (i3) [7 ayant été remplacé par l dans (i3)].
Enfin , 'en exprimant que le premier membre de (7) est nul pour

x = co, on obtient par un calcul facile ( ' ) :

( i5)

àa,n.àa,n
àh, ~

/// — n—'i ')

(î:=i, 2, . . ., n),
()f,

2 S^ ̂  ̂ ^k^^J (h =0, 1 , . . ., ̂ — 2).

7. Nous pouvons établir maintenant, comme nous l'avions annoncé
précédemment (n° 1), que les coefficients de p ( x ) dépendent seule-
ment (pour / / > v ) de v fonctions (au plus) de i^ . . . , / „ et que les
équations (2) se réduisent à v (au plus). Les équations ( 1:2) et ( i4)
montrent/en effet, que pour n > v le déterminant (bnclkmnel de
A , , . . . , \, p; par rapport à v + ï quelconques des paramétres, soient
/ i , ... 5 ,̂,.̂  a pour valeur

I)(}.i,/,2, . . . , / ^p . / ) / ,y /4î
] ) ( / ! , /^ . . ., /,„ /v.,.i)

' X

il est donc identiquement nul. D'

i î
2 p i .. -î , ^

/.l — /.^ / • î — /•v

^————^ . . . ->. 0^
7.,—Ai À^-Â,
< ) ( p î ) <)(p|) ^ <^pi}

<f/.y ^Ay àLj

a^ v.^ .. . o^ o
a.̂  a^2 . . . cqv o

... • < • °

avi c<^2 " " * ty'^ ° ^
^V+l",l ^V-i'l,^ * • • ^^-H,^ 0

après ( 1 2 ) et (î5), il en est

0

0

0

0

f

denicme

r 1 } Les équations ( ro ) , ( i - ^ ) , ( i 3 ) , ( ï 4 ) , ( i ^ ) lorment nn système complètement
inle^rable ; de plus, il est faci le de vérifier que les équations ( i / ï ) se déduisent de ( t ' ï )
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des déterminants fonctionnels de A , , ..., A^ a; par rapport ;i v - l 1 1 1 1 1 1
quelconques des paramètres. Supposons alors qmm sache t r o u v e r
N ($v) fonctions ï^ == ç^(^ , . . , ^) (l ^; i . — , N; iudéf^mfïini^. H
telles que'\,, p/ et r^ s'expriment à l'aKic* <1<1 T^ ^./1\ s^u l^n»^»!»
Le déterminant fonctionnel dea 1̂  par rapiuïri . à v ( j t î o i r c H i q u p s ,
^, ..., ^ des'paramètres possède m moins un xrHnmir d'ordn* N ( : , v )
différent du zéro, tandis que tous les mi rieurs d'ordres gî ipérhmrs
(pour N <^v) sont ident iquement nuls.

Mais 'ce déterminant est égal au produit

ï î

^ ^-^ • • • ,7::-/,

l,-i[ /:-,-:-i; • • • •^
ir .

y^ï ^îï . - < ^17 !

^î ^îî - • ^

^v{ «^ . . . ^

Le premier.de ces facteurs CHt d iderent de zéro <*« géîîénii { 1 h Ou
démontre alors aisément (lue 11iypothè^e précédente exi^e ( ^ l ^ ^^ }
que tous les mineurs d'ordre 'N 4" î ̂  seco/id. d^fcmuMtni ^wnî idt^ili»
cfuement nuls.

Cela étant, soient t^ . . . , / ^ N des paramètres donnén par rapport
auxquels les équations T^=ç,(^ ..,, /^) soient ré^oîii l i le^, et Hoî t
T^< un autre quelconque de ces paramètres. On aura d'après ( ï a )

par difÏerûntiaiîon. à l'aidô do (12) ôl r i 5 ; , dans îlîypoilièBe <nî le déi^rîî l irKïîî l

^i-.^'g Âr..,.,./^

^x ^2 '^ >rT

Xv.Àt /;::1, ' ' ^v |

et différent do zéro. Celle circonalance (M conijïîôlûm^n1»!- îmolo^uo î » cd!(* qui N« în-^NCtit.^
en dyiinmique lorsqu'on cherche à fléduiro drs l'bl^ndc dm fcm^îg vive» Ï^qtî^loîî'rlîlî'é'-
rcntielle ^'•^f(x) du inouvometU reûlili^ne d'un point

( 1 ) S'il n'en était pas oinsi, ot» remi»tac(*raîi le d^leî'mîmml foîK'st.Kîîtî leî de ).̂  ,.,, ̂  |»itr
celui do Xi, ..., AV..-.!, py, par exemple.
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(où, dans le premier des Tableaux rectangulaires précédents, j—TT
doit être remplacé par ap^ p o u r N = = v ) . Or le produit des Tableaux
est nul : c'est évident pour N =--- v etpour N < v, c'est une conséquence
de ce qui précède; d^autre part, on a ^rjp" "" ' 7^ o : s'il n'en était
pas ainsi, on remplacerait X , , ..., \^ par N des quantités À , , ..., A^
p^ ..., p,/, a^ ..., âîo convenablement choisies et la conclusion subsis-
terait. Nous pouvons donc poser

«-i»-^
et, d'après notre hypothèse sur t^ . . . , ^, les équations (2) en t ra înen t
les suivantes :

à y ,-., ». à Y ,, ï ai),^^(^+.i)^ ^--"i^r ^=i ,^ , ...,N L

Tout revient donc à démontrer que les D, ne dépendent que de
Ï\, . * . , T^. Or nous pouvons mettre les 1)̂  sous la forme

D,-=^(T^ .../r^^.n, . . . , ^ ) ,
la fonction ' i i , vérifiant l 'éffalité

^^à'^i àp ^i ^ àp"4pàx^ àûu

1 a fo n et. i, o n ra ti o n n e 11 e ^ / j ( x ) ^ (N-<jSi^) intègre alors

'^T<

ô ^ i { x )
' ^y

^ T / - :ô;
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l 'équation '̂ -"•'̂  »^ ":
en vertu de ^irréductibilité (le ( î ) , e l le est donc i d e n t i q u e m e n t n u l l e
et la proposition énoncée au n0 1 est complèteme'nt é t a b l i e »

8. Il s'agit m a i n t e n a n t d 'étudier lo système des équa t ions du n° (L
P laçons -nous dans le ras // ̂  v et eJ lec tuons sur ^, . . * , / / / une trans-
f o r m a t i o n préalable de façon que a,,, . . . , a^ d e v i e n n e n t , é^atix à v
fondions arhiù'arreîuerU choisies des /^ I..es Ày sai isfoni , alors (pa r
rapport à / ) à un système d i l l e r e n î i e l o r d i n a i r e ( i i ) , Ktaldissons u n e
propriété f o n d a m e n t a l e de ee système : Sr />////>:'/* ni f^t ^uwfimr à ^
les fonctions ^rwlriqw^ élên^ntat/w de A , , . . , , A., ( 'considérées emume
dépendant d(* /) ne pfiuwnl cwnr leurs poini^ win/t/^^.ïw.

En elÏet, r e m p l a ç o n s ^ par cl^ py j )ar ^ e( <y, par ^- I.or^jiie s
tend verso, notre système tend vers le s u i v a n t ;

à^if ÔK),/ ^/./
^.^^,,0^ ^^^....O^^-1^.,

///

S1 V *• // ^rtIIpj.^^AÎ, - ^ - o .
: /? ;;::S 0

On en déduit a^:= ̂  et a^ (;onsfc^ en f in A^ est donné par Jeu
équations

^-^^jrr^n^^ 1
^/ " 1 1 1 : " 1 " 1 " < ) / / v /// / 1'" • < " 4 i i " ï i "

prenons/, =t^f^ ^= o (J ± î ) et le résultat annoncé deviendra évi-
dent .

Inversement, nous verrons que, dans le cas v == i ci v ̂  2 auxquels
nous nous l imi te rons désormais, les fonc t ions de /, ; X, (•^•mr n^. i h
A, + À, et \, l^ pour n ===: 2, on( ,pour m ̂ 4 leurs p o i n f H eritiqueH'iixt^.

Premier cas, y"-^ î .

9. Il est alors loisible de supposer n :=•: i, et par suite nous nuppr i -

( 1 ) Co sysièrno esi froniro ̂  ...h v 4-1 ; les lr(Hs i^rfîiiilêres ̂ iimw (î^m Ïmm^mï
dateurs Lrois in^ralos protiHèreH pour ^ :,:113 ; pour ^ :..... 4, I. ^mrîknw éqmlïim ù^
donne uno qualrième irïlo^rni^ |)reiruèrr.; j 'or<lr^ <!o <.c Hvsl^mc1 H^l^iNHC (I<»IH- à v^ î
pour /// ̂  4 ol A v -h w -1-1- yi poin' m > ̂
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merons les indices qui affectent les lettres X, p, a. Faisons le change-
ment de variables
(16) 20^1===^,

et les équations du n° 6 prendront la forme suivante (où les accents
désignent des dérivées par rapport à l) :

! (^)( I 2 - ) }/=

( -4- ) p 7 — — ^

(l.^)

(^ /) ^=P 2

a^=o,==a^i,
ni - h - 2

^"^ .S ( ^ -Â ' ) a^
À - = = 0

= — — p ,
7/1

^Aa/^-1,
À==l

,+/,4-2 À^ ( h == m — 2, m — 3, .. ., i ),

m

-2^-
À=l

(Sm)

On véririe une remarque antérieure ( 4 ) : pour w54? l'ordre de (S,^)
se rédu i t à 2; pour m^>4» il es^' ég^ à m — I - Supposons w54y c©
qui est d'ailleurs (n° 8) le seul cas où X(^) puisse avoir les points cri-
tiques fixes; nous aurons

a;, == c/.., 03 •===. [\ €3, <22 == c.., Z- -h Ça, ^i •==. 2 ( c;, ^ -h c.i )',

où les c^ sont des constantes qui peuvent être nulles, et X vérifie
^équat ion

ÂV=:Ct(2P4-^) -Jr-C^(67î•+- t) -^ C2À -4- Ci ;
on a enfin

Oo == //a — €4 (À* -4- À2 f) — 2 ^3 ( 2 ?,3 -+" À / ) ~ 6*2À2—— 2 C^ À,

d^où
p{x)-==:c,,[^—V^ ^(^-"-"A2)] 4- ^ ^ [ ^ ( ^—À 3 ) -i- t{x -"^)]

+ ^( .y 2 —^ 2 ) -+- ac i (<r — À ) +
( ^ — À ) 2 A ? — À

4- ̂

et

B(.^)= ^ — À

( 1 ) Voir la note précédente.
Ann,. Éc\ Norm., (3), XXIX. •— FIÎVRIER 1 9 1 2 .
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10. Moyennant une transiormalion à eodtieients constants l\ht et
À| /cX 4- /, il est loisible d 'at tr ibuer aux constantes ^ l 'un des systèmes
de valeurs suivants :

<"4 <';( ^ < ' l - *

l 0 0 €^

(17) / o ï o o,
i 0 0 Ï 0,

! 0 0 0 "̂  (^ .̂.'; 0 OU ( ) »

Les deux dernières é< i i . j a t . , i o i i s ( )h ( . ^ î îU(*s soi ï t h a t U î I e H ; î i i î î i s i l <*H|
l1)!^1» ron ia rqn î shh .» que les d^ux aud'es co ïu r id^u t . av(*c It*^» n j î t î i t i u î i N
irréduciibles l el I I dccouvf^ ' i^^s ( ) î t r M. Panî l^ve .

D'a i l leurs- , i l suHi l d ' o l Ï ee lue r l(*s I n u i s f n î ' ï n î i t i o î î s iu-ver^t^ de ( H } e (
( i G ^ pour voi r <jue la fbne t . i on /^ cnvis î îgee f i t i deini i de eeUe ^ i ia ivs^
conirne dépendaît i des paramètres / , , . - . , ^» satisfait , j î a r r a { ) ( > o r ( ii
T, — ç ^ ( ^ . « . , ^^) à i i î î e é q u a t i o n du 'second ordre ï à p o i m f N e r i l i »
<:jueB (Ixes)^ et au.HBi générale H i î i v a i i i la remarqi ie d(* M. Pahtbvé,
que l'équalioïï l inéaire 11011 liornogene du secoîid ordr(*,

Les équations ̂ ss (^À^ 4-1 et A/' = a À îî 4- /^ 4- a iw wnt d î î i^p^te
pas (es seules des six, équation H i rréductibles du second ordî^ (et du
'premier degré en )^), qu'on reneoniN* dans la redierehe <}e^ e < » « d i *
tions d'intégrabilité des systèmes litîéaireg. D'une fa(:oîî i^réri^e, «miN
allons monirer, avant de pourBilivre l 'étude de ïiotre {^roblér ï je , qu^
'chacune de ces sw équatiow'Vl^ ^ ^ î y ^(Hf.

( 1 8 ) 1 1 ^^:H(X^À,O.

o/^ ^»^a^ associer un système linéairei c - , g-.,-.,((,., ^ . - • d " „ ,„" / :
1 M/ '/. l ) j ' " < ) , ! •

(p, A,B rationnels (>ii .r,;ii)aly(i(}ucs (in /) l.<'l qnc'h, {unni npfwemmf'nï
singulier (unique) de ( i ' ) doive, satisfaire à ( i H) pour <{uc (i- systcmc ( s )
sou complètement, mlé^-ahic. ( 1 serai» ;iisc de lofincr dÏn'ctcnu'tit
ces systcmcs; mais on lo.s rcf.rouvc itnilK'-diaicincîit (»;ir If (ifoccdé sui-
vant (}ui s'ap|)uic sur des n'-Hiillîit.s de M. I»;iit i l<«vcc( (fc M. H. Fticti»».
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11. En cherchant à résoudre le problème énoncé à l 'Introduction
(,n° 3), M. R. Fuchs est conduit à former la condition d'intégrabilité
d'un système (^) pour lequel ( ')
,^. a b c cl
W P^^+7^——^^x^ (x — i}'-2 ( . r— t ) ^ x ^ x — i )

3 a (3_^_ ———————— -{-. —————————————— ^« ——————L______
4 ( ^ — À ) 2 ; r ( ^ — ï ) ( ^ — t ) ^ ( s c — i ) ( x — ^ )

(à?, 6, c, ^désignent des constantes dans la suite de ce numéro). Il
trouve que À doit vérifier l 'équation

(.VI.) ^^^(^———+—^v^(i+__^___\^
' 2 \À À — — 1 \ — t ) \t t——l t—1\)

^ — — I ) ( ^ _ ^ ) ^ -^^
4"2 ^(^-l^ / |^+^^4-^^I-^——^

^_i_. . ^--i)1^(iz^^-^-^^—^j5
et les coefficients a, ? sont donnés par les formules

a 4- - ^ -4- I
^—2__-^._. 7 ̂ , -- ̂  /. _ /J 4 , _ - 4

» = TTTT——TT^——TT^- ^(À - •) (^ - <)4 ^ 0 - 1 ) 0 — 0 ' / ' 'L ^ 0'

].<(r4--
C 2

^.-Q2 /(>.-!)
e- ^(^o^ ^(^^/i i \^^ ^ ( À - / ) ' 2 \Z^T~=~,)^
on a, enfin,

n — t—^ ^ ( . r — ï ) , i ô]ï
B -^ 7 -̂=^ ^-X î A ̂  î ^•

D'autre part, M. Painlevé a montré que l 'équat ion ( V I ) reproduit par
dégénérescence les c inq équations V , . . . , I.

Il est alors bien facile de former les systèmes (.?) : en effet, à chaque
dégénérescence de VI reproduisant une équation (18), on peut asso-
cier une dégénérescence analogue du système (/) relatif à VI (2). On

( 1 ) Nous avons modifié légèrement la forme de M. R. Fuclis, afin d'abréger les formules
ultérieures.

( 2 ) Toutefois, il importe d'observer que ce fait n'est nullement évident; il existe en effet
des dégénérescences du système ( i ) relatif à VI auxquelles ne correspond, à la limite,
aucune expression urne de p { x ) contenant x effectivement.
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trouvera ci-dessous le Tableau des systèmes (^) relatifs H V , I V , Kl
dans le cas des équations II et I, le résultat est donné par le n° 9.

a c/2 _J^ ^
/^) — ^î + ̂ i~î7 " (^—TF ( ( :̂~t̂

__3__ __^_ _ ^^1,_..—^ ,
+ 4(^—).)» 41" ^(.r—^ t ^(J^TJY^^^

y }/ (a4-r / ̂  i)^).—^8

T ̂  2 ————^———
^,,0()__Q. ^^ ^,^

^ (^À -u^U
i' "T1"'1' l l ' ; l" i• l l l l l "'̂ ^^/ / ^

i)

r:*/3
,̂,̂ ^^ ^ . //

(/-""""f")1 ' 1 1 ("/.1"

ni/
^A'2—;/,» . , / f f /2 /// ,'/—————— ..... /, ( ...... ..(. ..,..„,4?.1

'/ -i- //.' it^^2-±_. (,)./( . /•—/,) { / *

('') L'âquation III.' doinie l 'cqiialiolt lit à I'tii(hi (Je la trttiiHfornmiioti t sa ï», ?. sa t(A
(PAINLEVK, Comptât rcrulur, t. (iXLKI, i<)ofi, p. i n5 ) .
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12. Revenons maintenant au système (S,^). Pour m>4, X satisfait
à une équation d'ordre m — i, mais n'a plus ses points c r i t iques fixes.
On peut simplifier notablement la forme de (S/^) en introduisant de
nouvelles fonctions bjy liées aux a^ par l ' identité en oc,

^^^=^b,^^.iy;
h ==0 ; = 0

en tenant compte de la relation
/r=2

^(^-Â-+2)C^=,/C^2,

on obtient sans peine le système suivant :
^ =o,
V„^i=^f)m^f.

(S',/,) ^i^^-t- ï)^4-^&/-+-2, ( Z = : W — Q, m — 3 , . . ., ï),
.ci

^v' =/^,
(^==7/S p ^ - À ^ ) .

Le système (S^) admet tûtUes les solutions de (S^); en part iculier ,
il possède des intégrales uniformes. Il serait intéressant d'en étudier
les intégrales voisines, et de rechercher si l ' intégrale générale admet
des points critiques non algébriques.

Deuxième cas, •y=2.

13. Nous allons aborder maintenant l'étude du système formé au
n° 6 dans le c a s v = = 2 , et en supposant w^4» ^ q^i ^t nécessaire
(n° 8), si l'on veut obtenir des systèmes dont les intégrales ont leurs
points critiques fixes. Nous avons le droit de supposer /z5 2 (n°7 ) ;
prenons n == 2, nous verrons (n° 24) que la solution du problème
pour n = ï en résulte immédiatement.

Moyennant une transformation préalable / < == çi(^ u), ^2:== 92(^7 ^)?
on peut prendre

^n ̂  —— == «isi. et — 021== - == aââ.-^ ;'•
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Effectivement, il suffit de choisir y, et 'py de façon à vér i f ier Ïw
équations

dcpi r)cpg ï^ ̂ ^^^^—^

à^ï <?Çî ïa^^^a^"^^- ^(i9)

/ . ̂ (p! / ., ^2(ai, -+• a^) ̂  "+ (agi -+" «n) ̂  = a.

Là résohilion des deux premières équat ions ent toujours iH^MîIilc*»
car, si les coefÏîcients dep (x) dépendent (d'Ïectiveîïieirt d(* deux psini-
nietres, le détenninant a , , a ^ — ^ f ^ ^ ^1- d i f Ïe reu t de ^ { n 0 7).
D'ail leurs, ou a d^prés ( i < > ) , eu dés iguau t par ^ une forn'Iimn de
^ et^ :

^̂, ^2î^ 1 aM- É ,̂̂;

et la dernière des équations ( îp) exprime que <f e^l i i î ïe (0110(1011 de
^(^,^); les deux premières donnent, alorsi ^ ( ï f ^ ^ y ) ^ ^ Kn déf i -
nitive, les fonctions ç^ et çg gont déterff î iuéeB à une (bn^liori î t r î ï i .
traire (de u) près. Posong ma in t enan t :

(M)) ' , ^1-^=^ X,+^=j^ p r + p » = ^

Les'équâtioas (ïo) se réduisent à xine geialê : '

(^)

/ ̂

"̂

^
f^

^ ^7

^oc
ôl ^^

et(i4) donnent

^ ̂  + P.i - ̂

•=^,

=^;(^+p:),

a«»^;

î

r).r
^^^,^

^r / ï:̂.:̂ (p .̂....-,p,̂ ^
</5 ^<— —:; a -— f/>2»«»,. / . s \
ôa à y l j 1 ^a^

( 2 1 )

(32)

^l et, -^ désignant los dérivées par rapporta y des seconds mcintires
de (i3)'oi-i l'on a cxpri.n»é /., e(, À, en ,ï e(,j/. inHileurs, tes qrniim
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premières équations (i5) s'intègrent de la façon suivante :

a^==—4<^ "-f ^a? €1^=^—4<?3^"+"^lï03-rt4=2C4, '•^C-^

55

les c, désignant des constantes (absolues) qui peuvent être nulles.
Les équations (i3) donnent alors

i P
P1""P2=1^'+"^?( 2 3 ) P l——P2=- - ; -+ - - 'iJU fJL

où l'on a posé
(24) P(^, y , t ) ==C4.r7(^24- y ^ — ^ C ) -+"C3^(^^-+-3y2—4Q-^-6 l l^r+Cô.r;

on a d'ailleurs

àW+pï) à(^-pï)^P
o '̂

clày Ox ày

et le système (22) s'écrit, en définitive,
àx 2 P àx

Ju.
àx
Tn
d^
cit

} ch
àt

2

X

~~~ zî

ÔP

ôx

P
4- -75

i

àx
àiz
à^
au
as
au

à y .

àP

^P
ày

Les fonctions ,r,j, ^ et a étant choisies de façon à vérifier ce sys-
tème, p, et pa sont donnés par (20), (^3) et Oy par l 'une des relations
(i3); les coefficients de pÇx} sont alors parfai tement déterminés.
Tout revient donc à intégrer le système (S).

14. Établissons tout d'abord des propriétés de ce système. Pour que
le système (H) où P a la fo rme (24) (voir n° 19) soit complètement
intégrable, il faut et i l suffit que la relation (21) soit vérifiée; il devient
alors manifeste que V intégrale générale de (S) est clé Ici forme

^ = / ( ^ A , B , U ) ,
y = = ^ ( / ; A , B , U ) ,
^ / < ( / î A , B , U ) ,
a : = ( V Â - ( ^ A , B , U ) ,

(25)

où U désigne une fonction arbitraire de u, A et B, deux constantes



56 ^ oAnmEH.
arbitraires; on peut disposer de A, B, il de (aeou que .r, Y, z

et Çî (?: == o, ï,...) prennent pour ^ — ̂  /../ ̂  ̂  des valeurs douuées

àravance.
Lorsque t et a varient irniépendamiuent» le point dont. les coordon-

nées x , y , z sont représentées par (a5) décrit une mu'iaee ilît^rali» (fs)
de (E). Je vais établir que pour que les constante A^ 1$ /igurcitt tfuw
façon distincte dcins r équation de (cr), Ufaui ei II m/(fit qw l'un ^u /WH/^
des coefficients €3, c^ de ( 24 ) {fOt'f- d'tffcrcnt de sénh

On rend ce résultat inluit.if de la. façon suivante : rolî^idéroîîN le
plan tangent à une surface (cr) passant par un point, arbitraire ;r^r^
•So, et faisons varier la valeur initiale /<, adopiée pour /, î)'a|ïreg les
équations (S), ce plan enveloppe un cône (du recoud ordre) pour c^
ou^^o; lorsque A e t B varient, (a) entendre d<Hic un réneaiL Au
contraire, pour €3 = o =s c,^, ce plan est f ixe; inai^ ICH équatiou» (2^)
se laissent alors préciser de la layon suivante :

! .y==y^-^A,ii).
J=^,(^- t^k, II),
,5 : : : : :A î (^ " -^ îA, U),

. a^ lJ^^^—^îA/U) ,

et lorsque les constantes d'inlégration varient (a) décrit celle loi» yr i
faisceau.

15. Abordons main tenaut l ' inlégratJon <le (ï)» .Eu retujdaeaul .r, y,
5; et ^ par À.r, hy -+- A, ^ et hn 4- /, oft À, 'k, l aont de^ couHiaute^ con-
venablement choisies, on peut donner aux constantes ^ l'iiîi deH HV^
tèmes de valeurs ci-dessous :

Cf, €3 Cg Ci

(^4) î o o a
(-^3) . o f o o
(^2) o o x o
(^i) . o o o ^ (n •^: o ou î) ,

(S,) désignant le système (S) correspondant;, au choix dw corfôtarile^
rintégralion de (£,) et (S,) est immédiate; ̂ ^.j, s ^ont de^ (ono
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tions rationnelles de ^, pour (X) et de rpour (S<) (1); dans le premier
cas, on a :

^=. (U2-^ A) [0^0— 6^--^]2— (^t-^ + c>-2^-^,
j =: U|>^"-^~^--^],
^ == U[^-^—^~<^o)],

et dans le second :
.Z.^= ( a U -+- A ) (t — ^)2— 4 ( ^ — ^o).

.=^^^,
,5 — — ( ^ — ^ ) (pour 'n =-==1),

et
^ = - 4 ( ^ — ^ o ) -+- U.
y = :A ( ^— ^),

^ == A (pour 'n = o).

16. L'intégration de (S,r.) et de (£3) est beaucoup plus cachée; effec-
tuons d'abord l'intégration de (2.,); nous en déduirons ensuite celle
de (S»). Il s'agit donc d'étudier le système

W

a;)

àûc 2 xy ( x^ 4- y2 — 4 ^ ) "+• a •:z''
" ï̂ ̂  Ijc 4" S ;

^_.^7--,

^ ^^(â.^+y2-^^^^;
<rÀ^
o^^^

^
^^

^)' ( x^ •+- '̂2 '— 4 ^ ) •+• <^ •̂

^^a^(^2"+-3ya—4^.

Posons, à cet effet,
(26) ^ ̂  ̂ — ̂ / .4- ^ = <. 5 ;

( 1 ) On voit ainsi que .r(^) n'est pas uniforme; le même faît se produit pour (2^)
et(S3); il était d'ailleurs évident d'après la forme de (S). Ainsi, après tout cîremfc ©lITecliié
par / dans son plan, Ai et 5^ reviennent à leurs valeurs initiales ou se permutent.

Afin. Ko. Norm..f (3), XXIX. — FiÉvaijKït if)'»2. 0
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le système (2^) donne :

à^ / a ^— ^ o î . y ( ^ — l>3) ,ou
ûr— i-=oejyr,
^

d'où l'on déduit
^ à!

au ou(27) - ^ - . . . , -v y / ^ »».- l)3 y

et y par sui te ,

(28) y ,::, A /..„„„.„.„ ,y t^1— 2

en désignant par T une fonction d< 1 la seuk* v î i r i a h i e /; (u^.ù* io îMît io îx
ne peut d'ailleurs mriflar par ntfîport à l f//mn€ é^îfiïlloîi, ilu. $wt)wl on/n'
aa phtë : sinon ̂  y^ s s ' ^x j î r imeni icn i alg^H^quonuml mi lo i i j î t ion d<*
ï, T, T^, fôt , i)at c(>nsé(:iUi*nt, smiienf. i n d é j N ^ n d a n t H d<1» ^» FormoiiH
cette équation. Les équat ions (S^) domient-

(.9). a ^ 1 ^ -.- ^1.
^ ^ ,„.. ^
Jî ̂  1 1 ' " "T

différentions^^) par rapport à l; nom auroriH

( 3o ) ê = ——« T^ 4, Jl̂ titiîL -' ^ — ^ ^^"r^f»

enfin, différentions (3o) par rapport à ^ tenons compte d.e la dwîîtUw
équation (S,), exprimons ^^j, ̂  ̂  ^ïl fonction de 9, T, î"el ÎKNÎH
obtiendrons une équation du second ordre vérifiée par T, et ort» efïee"
tivement, v m figure plus :

(SQ ^-Ia^4T2+•î6^f-i2!.
^ A j

C'est une des équations découvertes par M. Gambicr; son intégrale
générale est méromorphe et ,s'ex{»riine ( i ) à l'aide d(i la Iraimum-

(1) B. GAIIIBIEK, T/ièso, Upsal, 1909, p. 3(.
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dante II, de la façon suivante :

^=:2^— i6^T-4-e(8 •+-4^^) (e ==±:i),
£ T2

Ï=-T'+--^,
2 2

et inversement,
ï /—^^

T==:£ ————,„ v '

La fonction T\ = \/T satisfait à l'équation

(82) T^/rî+S^-^;1.1

pour a ==o (et dans ce cas seulement), 1\ est méromorphe; c'est
alors une transcendante II.

17. Je vais démontrer maintenant que ̂ (^y^), z(t) sont méro-
morphe s. Posons

V2+2(33) t-

V satisfait à l'équation de Biccati
a V )

(34) , ^^^.ï^^v/r,

et l'on a
(35) ^=^^

Notre proposition est alors immédiate pour a = = o ; en effet, d'après
(32), TI == \/T est alors une fonction méromorphe de ^, ne présentant
que des pôles simples, de résidus égaux à ± ï ; d'après (3^)» V esfc
alors méromorphe en ^ et, d'après (35), il en est de même dey.

Considérons donc le cas général a 7^ o; posons encore

(36) V;

w satisfait à l'équation linéaire

aT àw
aw à t 9

( . . à^w f ï 1 /-\ àw a2

(37) ^+(^+vT)^-^^=o.
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Les seuls points où il ne soit pas évident que ^y soit înéromorphe
sont les pôles et les zéros (le T. Or, dans le domaine d'un pôle» ^ ^1^ ^,,
les coefficients de (37) sont'uniibrïnes; les racines de r éqna t îon fon-
damentale déterminante de (37) relative à ^ nont « > et 2 o n o e t ^ î
mais /o est pour le coefficient de w da î t s (37) un zéro d^ordre 4* ï l fm

résiïke f ac i l emen t que /o <^ un point ^/^an'mmml singulier ^ <»{ . , d*î ipr/*H
(36), V (a ins i <}ne,r} esl méromor i ) l ie pour ^ .̂- ^,*

Supposons i n a i n l e i t a n î , ( (ne /o so i f , nu zéro de T. Dans le domaine de1

/o ies coeff icients de (37) sont u n i f o r m e s en (/ — ^ » ) ^ ; les déveiopjn*-
ments des intégrales de (37^) (.ïroeedent donc suivant ies pnisgaîWt^
de (t — l ^ ) 2 ; coinnie d ' a i l l eu r s , en vertu de ( ^ i ) , le déve lop j î e î i î en t di*
Ï commence par le terme 20 \/ 2 ( / -1111 /„ ), les racines de réqualtoii
fondamentale d é t e r m i n a n t e sont :,h ̂  et , p a r s u i j e , o n a

(SB) ir—(^.-... ^4) 1 i u1 ( ^ - /,,p .

où ^ désigne une série procédant su ivan t les pui^sanc^ posit iva»
croissantes de ( / — f,^)^ et commençarî t (mr nne cons tan te Ojm ( » e î ï t
être nulle). Diaprés (,36) V (et, |)ar sniie, r.J1 <^i i ine f^mel ion de / ff
rfêa^ hmnches au plus, 11 n'agit lie îmmtrer qw y wt etïec|iv<:*mi»îil
uniforme, Ceat ce qui résultera de la relation

(39 ) 1 1 ' , ViVa:ï-4,

vérifiée par les deux brandies de V qui se penjrmtent en /, et que PNB-
b lirai tout d'abord^*).

Je considère, à cet effet, l'expression

*' ! w "•- ^H â{yt ûwî
\ . wl "^ "ôt 'J^-Wi^

où w, et w, désignent les deux déterminations de w ge pernMîtmK
autour de ̂  En vertu de l'hy-potl-me a -^ o, gi w, intègre l^équatiorir^)

( î ) On voit aisément que dans le domam. do ̂  V enl donné par »ne ,éri, pr^àJm»!
suivani les puissances îKmitives eroJHHanIeg de (r-,..^;^ d .ommNiçmn pr Ï^ ïwm^
eonslani +/,; mais, en m bornaru à la immâô^m do e« (lév^Iopp^nMit, on ne potU
décider ^^ bout d'un nombre fini ^opérations ni la relatio» (39) egc vérifiée
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où \/T est pris avec une détermination donnée, w^ intègre la même
équation où \/T a la détermination opposée. On déduit alors sans peine
de ces deux équations :

à'W
-JT^0'

W se réduit donc à une constante qu'on vérifie être nulle en remplaçant
w^ par son développement (38) et w^ par le développement conjugué.
Or, d'après (36), la relation W == o entraîne (3g).

Cela étant, appelons y^ etj^ les deux branches de y correspondant
à V, et ¥3; d'après (35), on a

y.-^=(V.+V,)^-^)^,.

il résulte donc de (39) que y est uniforme, comme nous l'avions
annoncé.

Ainsi doncj, algébroïde en t^ est méromorphe en ^ ; et par consé-
quent j, z, ;r2 sont méromorphes en tout poinU situé à distance finie.
En définitive les relations (28), (3o) auxquelles on peut j o i n d r e la
suivante

^ „ v' - ' - r . 9'a ( ̂  -- ] ) , ^ ,X — —;——— A. -4- •• . . „ • „ : „ „ „ „•,——— +- —-——————— 1 4- 4 t
v " — ^ ^^—^'î ^-v^^- 3)T

font connaître l'intégrale générale de (S^) ; quant à (2^ ), il se rédui t
à l'une quelconque de ses trois équations qui exprime a en fonct ion
de x2, y , z. Par suite .r^y, z sont des fonctions essentiellement trans-
cendantes de deux constantes arbitraires et dépendent en outre ration-
nellement d'une fonction arbitraire de u introduite par l ' intégration
de (29).

18. L'intégration de (£3) est main tenan t immédiate, car (S;,) est
une dégénérescence de (S..); pour le voir, il suffit de faire la substi-
tu t ion :

1 ^ i _ 1 5 / ^ \ îi 1

^ \ ^ x , ' y \ & '(I+ÊJ-), z\e 6^ / g ^ ( ^ - ^ Ê ^ ) , a | 2 £ 2, a\^a-,

lorsque £ tend vers zéro, (S,) tend vers (SJ. Effectuons alors sur
T et ç> les substitutions correspondantes

TIe^^^—â^-eT) , p[Ê^,
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et les équations (^8), (3o), (^r)) donneront à la l imi te :

W

(3(/)

(Si-)

1.2 __ ̂
^.__^

T^ 61^-3^

^ - ̂ "l3!.
57 2=; "~% —>

ces équations jointes aux suivantes

(,3_3,,T^T^ ^^(n^T—iT8 t ^ v / .
5 := ———4———? tr 1::::' -••—^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ *11- 4 l 4" -î ̂

représenteni l'intégrale générale (le(î^). l /é<(î î^( ion qui joue 1<* rôle
de résolvante (S^) est (iom1 ic- i l'éq nation 1 .

19. 11 est bien remarquable qu 'on wil amené à rmcwtm tf^ êtjiwt»
tians I. etl\ en parlant uniquement A? (S;), ̂ w ^éfw ^/^^rf^p^^ô^
l\^pressùm{^) de P. D'une façon précise, pro{.N;moîtg-îîoiîgde clîohir
la fonction P(^ ,y ,^^) dû façon que (^} i4oit eof«pté(Bî«ent hilé-
grâble s nous allons voir que P eBtrieces^aireîiîeîit de la ioro»e (^4)» ^t

rintégrâtion de (S), se ramènera eoîmne noîis l'a'vortB vu li eelle
de 11, 1 (ou à une de leiare dégénéreBeeneesi)-

Écrivons»,en effet, les condition»11 d'intégrabilité de (S) :

(40)

( 4 1 )

(4^) ^ àa

ây àt

<?<% % a t ôy
^'àu'ii+ ï8

/ ^ dP ^P ,^a
• ^ ^ j ^ ^ j j ) ^ ^P ôt

^P' ^ ^P ^^P
.îîï8 ^ ^1

^P\|
^s/.,('l:"l'l""^^ A^<)j ()£<)/

^^P
^ tf^

{)ff.Ces équations1 devant être compatibles en a el .•^ <^rï a ;

p M!
2

^

âV
Ôa

2 ^P

x ()x
àP
()t.

2

^

(^V

û^ ûy

f)r
, û^ J
^ à te y '\

(ft î»

f)^ ()U

^P
d^

^t»'^
<y) —: Ch
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II vient, en annulant les coefficients des diverses puissances de z
dans ce déterminant,

àP /^P àîP\_ <PP ( ^ àP_ .^^^^o
~àu\J^~ ày^ ) ̂  °' àx au \^ àx ' àt ^ )

^[pi^ à'p -J^JL^—^f2. ̂ 4-^'
Ju' [ \.r àx ày ~^ àt à y ) ày \.v àx à t ,

Nous supposerons d'abord

: 0.

^/i^. ^^li^^o
au \^ àx àt ^ ) ̂  oî

et alors les équations (4o), (4i), (4^) so"1 sûrement compatibles.
Il viendra dans cette hypothèse

U^ ^-^-o(43) ^ ^ - °.

W ^ - °-

p^ ÎJL d2p ^ <ye i ^ àp àp^\—
{^ àx'Jy ^ ~àf~ày) ~ ôy \x àx àt ) """ °'

L'intégration de cette dernière équation aux dérivées partielles
donne

P . = c p ( X , y , ^ ) ^ ( X , / , a ) ,

© et ^ désignant deux fonctions arbitraires et X étant égal à X1 — [\t.
L'équation (4^) se réduit alors à (4i) qui? combinée avec (4o)»
donne

/ 1 à^ a \ x àP
\4J ~àt ^ 7^) ̂ ^ I^Ju'

et, en vertu de notre restriction, cette formule fourni t pour a une
solut ion, finie, non nulle et bien déterminée. Posons alors

(45) ^,,^,.,)(^-^-^

et
@t(a-,y, i i ,M)=0(X,y,<,«);

à

nous aurons a = ̂  et l'équation (4o) donnera

l^fl î  L00! L^^l.û01^ J^L^-l0^
zï àx \x "+" z ) "+> z ày "+" ^ àt ^ l àx ^ ̂ ^ " ̂  au ' .
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Cette relation devant être vérifiée quel que soit. s, on a :
,»^i „ (^P

(46) l^='^'
% d0i (̂ , ?,&,, ^

( ̂  ) S ̂  + "(ÏT + "ï^ "= ()u '
<)9^

(48) -^=".

L'équation (47) s'écrit,, en vertu de (V»'»)»

d'où

mais, d'après (/i^)»

d'où

rf& » ^«^ . _ ^
(57 "1" ^ 77J' ' : 0''

(7(X, .y, / / ) ,
•(Tx7Z"M?

^7

^ - 0'

flIV r / «^ - f f (X ,« )6{ X,^, /,«)--.,. y^^^.

Or 1'équation (46) entraîne 0,--s. p(j, f, «) ï", <î(, par <;(ms<''q(ic«»(
l'expression

f f (X,«)
^(X^. tQy^X,^ ,^ )

est indépendante de X. Posons alors

^ÎR^-^^
et

il vient

d'où

log^^^=A(X,^«);

^ï+^-.o
^X + (?X - "• '

/ i==/(X,/()+/»(^,«) (.1, .A=-/(X,rt)-4"/t(^,«),

et par suite

^Ç^y--=^t(X,«)4.,(^,M) (.1, y'(X,y,w)-;^(X,u)^(7,«).



SUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE, ETC. 65

On aura donc
P=:<Ï)(X, ^ ) T ( j , / / ) c . j ( / , ? < ) .

Cherchons à déterminer <&, W et œ de façon à vérifier (43), (44)
et
,, , ^P
(49) ^=0?

conséquence de (45) et (48). Si ^y =7^ o, on aura, d'après (49),

cr-W à , , .
^7^ _ ^ ^.g^j.

cW "~ <t»a) "̂ " ^(^) ?

77
d'où

, ,, , . . - „ ^ (X)G) , (^ )
^F=^(^)[^(j)-t-^(^)] , ^«)=——-g-^——^

et enfin
(50) . P ^ < Ï > i ( X ) c o , ( / ) [ ^ ( j ) 4 - ^ ( « ) ] ;

, i, • , i • àWet à ailleurs, si — == o,àf
(51) P=:<1>(X, u ) w ( t , u).

Exprimons ma in t enan t que les expressions (5o) et (5i) vér i f ient
(44); nous obt iendrons successivement les quatre formes suivantes
possibles pour P :

P=r :G) (Q [d<y)+9(a) ] ,

p=o.)(0<ï)(X,) .Kr) ,
P = = G ) ( ^ ) [ a > ( X ) + 9 ( ^ ) ] ,
P=:G)(^^).

Mais la cons idéra t ion de (43) montre que des formes précédentes,
seules sont admissibles les deux que voici :

(5-2) P = = ^ ( ^ ) [ y + 9 ( ^ ) ] ,
(53) P=(,.)(<Î,M).

Substituons (53), par exemple dans (S); nous aurons, en suppo-
sant 0) •=/=• 0 : '

-.c, ,=,̂ u, .̂ , (^=.)
Ann. Éc. Norm., (3), XXIX. — Ï^ÉVIUER 1 9 1 2 . 9
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et la condition d'intégrabilité pour a- décrit

9. W r (h) ^ W th^^ ^ ̂  4, ^ ̂  -,;,, ..„...„., ,..,̂ ,̂ .̂

elle ne peut être vérifiée ident iqi ïei ï ieniCc^eHi-à-din* i n d é p e î i d a n i m e ï i f
de<r) que pour ̂  == o == U'; mais alors (S) se r édu i t iï i l» HV?.(.PÎ!Î^
d i f Ie renÊie i ordinînre, ce qui f o u r n i f , une Hoiuiioîî har i î îh^ t t l î i ^ t r i »
resiriclion in i l i a le cesse d 'ai l leurs d^Urc remplie. La meHH* eouel î î^ iou
s'applîque d'autre j)îu-l A (^2) : noire res t r ie i io î i ïmiM^ t^i ^nn-
inadmissible , et l 'on doit supposer

à P / 2 ^P i)P ',p^
on \<ï {)^' <}t ^•fl / 1 1 0*

Supposons d'abord ̂  :̂ : o; <ui aimi, d^(j)res ( 4 < > ) et <^ t ) ,

...» p £11.,.....̂ ^ ^p ^l' ^\»..-„. .̂̂  ̂  ,,,, ̂  ̂  ̂ ^ ,̂  ̂  ,, ̂  j ^^^^ ^^

et, par suite, on e,t obligé de prendre l;; -. o. l:̂  ̂ ^ (^^
(4t ) î (4^) l ls le réduisent alors aux suivanieg :

W) 1 1 É2 4., ̂  ...„.
' 1 , 1 ût l r " ;rî l!llallll•""l '

W) ' 1 1 1 î^.^^ ^'1 , ^ d.̂  ^ i":'"l:"l '^ i"1^ i^

(^ /) , ' ^P ^l».̂̂  ..-. ,̂  ,̂  o^

réquation linéaire du premier ordre (^/) a pour intégrée
P (^ 7^ ) ̂  ̂  Q (j, ̂  - 4 ^ ),,:-::. ̂  y (^,.^ ^ ^

^^signant une fonction arbitraire. Mais réquatim. (^) devien»

<.4) ?-̂ -,,,̂  ..̂ ,,,,̂ ,

or Q ne dépend que de j et X ; on a donc ̂  .. o ou (̂ ,.,. ̂  ̂  B
en désignant par A et B deux fonefJons der:^b le premier'r.e.ib^
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d e ( 5 4 ) e s t nul ; on a donc

^.^A ^B ...X —— + —— — 6 A = o,("/r2 dy2'
d'où

^•=0 et A=C4y4-c;,;^y
et enf in

,B = c,̂  -+- 3 cg y^ + c^y "h Ci.

On retrouve ainsi pour P l'expression (24), comme nous l'avions
annoncé.

20. Revenons aux systèmes (£3) et (£,);j(^) satisfait à une équa-
tion différentielle du troisième ordre et du premier degré en y; elle
s'écrit, pour (S/.),

( 55 ) f= ̂  (./ ĵ ̂ O^) ( y " 4- ̂  + ̂ r3- 8<y-4- 20) +3jy-4 </4- By,

et pour (Sy) ,

(56) • y"^ —— (y— 3./2 4- 4 <0 (j^-hôj2- 8 ^ ) - h Oyy^-l- B.

Les sirnpiin^es (1) correspondant à ces équat ions sont

.̂ -y - ,'--^
et ont été rencontrées dans la première Partie ( r ) [éq. (35) avec n s== 3y
û) == 2 TC i, / > == -1", M == 2 et, 11.y 1

II existe d 'a i l leurs des t r ans fo rma t ions q u i pcmnetlent de déduire

( 1 ) Foir noto ï , j). i3.
( 2 ) Si Poîv1 ctifeetue dans (56) la InniHforn'ialîon 11 — (^lf ••^^fî—^t}(^fY••i•^ on on

déduit l'équation u " ' ' - = a/ff—(31.1'— u:1 ) { n.'—/(f2)t-4-4B^ dont la HîrïiplU'iÀî ml ( i " ' — o*
Cé'îuation ça /< a, été rencontrée par M. Ctm/y dans ga TIièae (n0 i l , p. '<8; r(înli(îr ^ cmt
égal à 2), Parmi les dégénérescences dû ( X s ) qui transformerU (5()) erit sa Hin i j î l i f iéo , il en
ô;U nno qu i , appliquée à réqualion on %, coïncide nvo(5 la dégénôreHcenco j:)ar laqueîl^
M. Otiazy déduit de l/équation en 11 l'écpiaiion î'édiuta il"9 ̂  ////-"( 3 u' — u^ ) ( u1 — (ê )
(loc. cll..^ p. 18 ).
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(2^) et (S,,) par dégénérescence de Çï,») comme iww avrn^ dédu i t
(£3) de (S/,). Ainsi la subst i tut ion

t i 4 / ^ \ i ^ î 1 }
•z'|6 ^s8^, j|e ^v - î - ^ ^r/< s ] » ^ £ " s .

(57) ; ^^V^+if^îA ^(rV^
! U /

appliquée à (S;,), donne (Sa) lorsque ^ t'cîid v^î^ ^^<^ ^t' ^ ''"l^
su'tut ion
( ̂ 8 ) .2- ( Ay, j- ( Ê"""^'( ^ 4- gr) , ^ 1 s ' 1 1 " 1 4 s, ^ | ê 2 ^ , ^ | £' ̂

app l iquée à (ï^) repr 'odni i à la Inn i ip f Ï , ) .
Or lîi suhstil.ulion (, l>7)a(){) l iqIîép il ( ^fi ) <loiHH1* u 1.^ linut^ l^éqn^t i^ î î

(59) r̂̂ :̂  ̂  (.^•'-.rH.r'11-1!1- ^ y ] ̂  r\

doni l'iniégrale génénile ^sï.
y ̂  ^^ ̂  ,^ ^(; ^^ ,̂ ,, ^ ̂  1̂  ,̂ ... J:^^ ̂ .t ̂  J J 3 ^ ^ ̂

et d'où l^on déduii» à l'aide» de (5B) (pour & iondani ¥(»r?» zéro),

(60)1 , . , ^=^(y-»i)(y4^).

L'intégrale générale-de cette équation1 eat un polyisoîncî au ( j t ia(r i<*in( 1»
degré en x. 1 1 1 1 1 , , . 1

: Or les équations- (59) et ((b) gont bieri véridéc^ par tmil^ \w Mflu-
lions des systèmes (Sa)e t (S( ) î mai^ (în ouire d(*g N i » l i î t i < H î î 4 (iré*^1-
dentés (solutions déf in ies resp^cUvorîmit. par l^ équatiorî^ <!u NiN.'rHîd
ordrey^yety^i) , elles en admettent une i n i m i t é d^iitr^ î i^ j»-
partenant ni à (S,), ni à (S,); en d'autres tmïN*^ 1(̂  éqmtIlmtH ( •N^)
et (60) ne sont plus équivalentes k (ï, ) et fS, ), L^ dif ï i (*î i | té<4 réNiî î l .Hï)
du passage à 1 la l imite se résolvent d 'a i l feurs hïWlédiat^maîl , f»t hm
aurait pu déduire l 'intégration de (S,) ^t (S,1) de wih* d ^ C Î ; , ) ^ î i i a iN
en^aison de la s impl ic i té de (S,) et f ï , ) , ' c ( » demi^r poi t î t î^oiînul
qu'un in lé rôt m i n i m e -

21. Pour tmnuwv l'étude du système fï ) n o î î ^ nhu^ (N^'iîiHiroti^ (Jtm
surfaces intégrales fer} rn0 i4;. Pour (£, ), inéquation <1(^ »urfaceî4 ( y )



SUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME OÏU)BE, ETC. 69

s écrit
^=:(2y- î+A)^~^ • ^A , o il

suivant que Y] == i ou o ; à (S^) correspondent les surfaces (cr) déf inies
par l'équation

(^«- ̂ ) (y2— 52) 4- 4y.^ == 4,A^2.

Toutes ces surfaces sont ra t ionnel les , d'après leur mode même de
représentation ; elles peuvent d'ailleurs (sauf^ = A) dégénérer en des
transformées birat ionnel les de la surface réglée de genre ï: il suffit,
par exemple, de remplacer dans la dernière équation j par sy? z par es
et de faire tendre £ vers zéro.

Les surfaces (cr) correspondant à (S;,) et (S/.) sont transcendantes,
elles possèdent un faisceau de courbes algébriques ( /== const.) ; les
courbes correspondantes de la surface (R) décrite par le point
(.r2, y , z) sont rat ionnel les . Le réseau (n° '1.4) dont font partie les sur-
faces (cr) est essentiel lement t ranscendant . Ces surfaces possèdent,
comme nous al lons le voir, des dégénérescences a lgébr iques remar-
quables.

22. Faisons dans (S.,), par exemple, la subs t i tu t ion

-'> y +•£/, a

et faisons tendre £ vers %éro ; a. la l i m i t e , nous aurons le système

( 6 1 )

àx
7iî
ày
àt
()z
7}i

P
*ï

"'.'Z-, ^ ^

/}!>
== (te '

àr

OU

à y
au.
(h
Ju

f)P
;^)

avec
V =:= .xy[ ̂  4- J2 — (\ IQ ) 4- ^^-

La condi t ion d ' intégrabil i té de ce système étant donnée par
()y.-^ === o, on peut supposera == i ^ moyennant une t ransformat ion eilec-
tuée sur u. Posons alors

^4-y=:X, ^—y=: y, 14" u ̂  T, u - U :



r-,Q ^ n< (unNffîîu

il viendra
^ , Q , ^ „,„ ^
Jf -7^^ ^ir11 '1111- "
JY ^Y y .^=o, . ^.:::,^-..

^ _ ^Q <f^ _ <X)^^ ^ ̂ , ^j „.,.„ ̂ ,

où
\^ . Y^ X •"ll•-t••! Y^ — 1 1 " x / f Y S V^l.^//-^»^V "-"-- "—-——•— "" /<, [ \1 > 1 • 1 1 1 • • • J I I I I • * ; "•f- w »-•-."--•

Ô A

Par ( i i f ré r^ î i l i a l ion , oîî o f ) ( , i<ur ( .

^/i>x ,.^°.
^//T7 1 " 1 1 1 1 1 : ; 1 ' 1 '^^X^

(l'oû
(^y .^^ .x ' - . - .^^ .

ef^ (le rn^rrK^
(^)-.r..--,,.v,,,,v,<;

mai^ on a
/rfXy / ^Y^ /n^yj .^^j ,,,,̂ ,

d'où , 11 ' ' "' , ^ 1

\ , ' 1 , • , 1 1 h^/^
et enfin

- 1 1 âv • i /d% r fY\
1 1 1 , „ • , , ^ ' ! . -=j^^^{jy-^)-

; En résumé, appelons ̂ (r) une intégrale (lèt^r«iitii*e de l'éqij^tiîHi

(6^) 1 1 {^y^^^-4^o^s4^^9^

ou À, est une constante arbitraire; rintégrah générale ditrpti*fiH* (fH)
(où a == ï) sera donnée pur les fornuîk^ :

.•r ^= ~ (_ 9 ( ^ + // 4- A ) -111- ^ ( ^ — // -4..-. B yt ,1
,«'! ' 1 11'1 -'

y =- ^[9 (/ .4- ^ 4- A) -i- ^ (/ — f.f 4- t l ) 1 1 ) ,

.; :::::. ̂  [ ^ ' ( t .4.. // 4- A ) -4- 9 ' (y — H .4- By|,

A. et B étant deux antres constanteg arbitraires
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Dans la dégénérescence, x est donc devenu, comme j el ^ une
fonction uniforme de t et u; les coordonnées d'un point de la surface
intégrale de (61) [dégénérescence de la surface (cr) attachée à (S/.))
sont des fonctions elliptiques de deux paramètres / et u, telles qu'in-
versement, à tout point de cette surface corresponde un seul couple
(t, u), à des multiples près des périodes. C'est donc une de ces sur-
faces remarquables, découvertes par M. Picard (1) et dont l 'étude a été
approfondie par M. Painlevé (2) : elle possède un groupe continu fini
de transformations birationnelles en elle-même ; son genre (géomé-
trique) est égal à i, et l'intégrale double de première espèce attachée
à cette surface et évidemment//•du d^\

ou, à une constante près,

//(ir^-p^)^y-
Pour ^ == o = a, la surface possède des faisceaux de courbes har-

moniques. Enfin , la surface Çx\y, s) étant une dégénérescence de la
surface (R) (n° 21) possède un faisceau de courbes ra t ionnel les :
c'est donc une surface ell iptique de genre zéro. Ef ïect ivement , à tout
point.x\ y, z correspondent, à des mul t ip les près des périodes, une
seule valeur de ly et deux valeurs de u don t la somme est B — A. La
surface est donc une transformée birat ionnelle du cyl indre (62).

Le système (S;/) admet une dégénérescence analogue qui s ' intègre
par les mômes formules, à condition de substituer à (62) Téqua-
tion

^Ŷ = i 2 y3— 8<o¥ 4- A.

Pour / ( ,==o, on obtient des surfaces possédant des faisceaux de
courbes équianharmoniques .

23. Les deux systèmes précédents offrent un certain in té rê t au

( 1 ) Journal de LiouviUe^ 4e série, t. Y, 1889, p. %o5-^m.
( 2 ) Leçons... professées à Stock/iolm, Paris, 1897, p. ^BIÀ-^SC). On sait que ces surfaces

ont reçu le nom de /airfacefs elliptiques {voir notamment 'F. ÏÎNIUQUISS, Merullc. dël. Cire.
Mat. di Palcrmo^ t. XX, 1905, p. i-331),
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point de vue de la théorie (les fonctions e l l ip t iques . 11 ex is te eu cll'cl.
plusieurs procèdes pour eri ettectuer l ' i n t ég r a t i on ; nuire ht i n c l i t t x l » '
précédente, la plus simple de toutes, on peut ein'orc suivre p;ir dé^é-
néresccnce celle qu i nous a servi pour (£.(} e ( ( Ï ^ y ) . Ou peut cticorc
appliquer à (Sji), par exemple, les formules suivantes ;

v ê t a n t , d o n n é par l ' é q u a t i o n

/^f'V (;' , /,. i i , / „ ( • • <
(^^-,-<"4 (K-.^),.".,.^/., ;;(;'„... (fc , ^) . - , ^ .

cl, les faiic.fiolis (;(//) et K ( i f ) vcrifi;tn( Ic.s rc!ati««s

„ /- fK: r — 1 — - " • - - 1 1 -1--,,-1
K •= v/a^ = a^/ " (:* •}• .^«C3 -h /. .(- ̂  ( />. n.n.tiuxc i,f).i(r..irf i.

et il existe pour (S,) des formulfs ariîilo^iics.
Le rapprochement des diverses Hitt^rîiJCH ymmî'rw (jtr«n <»|,(i(.,,t

ainsi permet d'établir des formule» élé^nles; en partant d(.(Ï ). <m
retrouve le théorème d'addition de la fonclion ̂  de Wnerutr..^ ;

étude de (Z<) conduit, dans le ea^ = o, au théor,.,,,.. ,m.!<^,<. p.,,,,.
lesionctions sn^, en// et. dn// de Jacohi ; enfin te .wte»». (2:. )^m
^o) fait intervenir les fonctions elliptique, <}„ H(,;.O,H{ <,nj,,,,a(h.
taisant a 1 équation non réduite ((h).

^. II nous reste à traiter notre prohi^ne pmnififdîinH !'ltyi,o(h(..<.
v - 2, /< == i. L artifice suivant dispense de tout, ,.;,i,.u| ̂ 'wm

On peut toujours supposer, rnovennanf. un.. (n>nsf«,,nalion ,0,,..
tuée sur /, que a., + %,, ̂  , ; posons ,lo,H. a,, ,,, t:: 1<, y^ . > 4- K ^

^r, dans le cas de deux paramètres / et //, i,. tn.n.fo,»,»,,,,, / J ̂
^ +IJ donne précisément les valeurs précédente, i, a.. ,.1. .,
(" i-0, et dans ce cas les fondions /.,- A, ..:.„. .r, A.-4'À,^ ̂
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p^ 4- p^ == ^ satisfont au système

àx _ àx àx
àT^IH^âu'

II en résulte évidemment qu'ici les mêmes fonctions de la variable l
satisfont au système

dx 9. P *
— = ~- 4- — 4" a/s,dt x z
dy P— -=: z -+- a--,
a^ ^
dz _ àP àP
dt ô^c ày

où P a toujours la forme (^4); et, d'après la façon même dont ce sys-
tème a été formé, son intégrale s'obtient en remplaçant dans les for-
mules (2$) la fonction U par une fonction arbitraire de t.

TROISIEME PARTIE.

I. —- Formation du système (//^ F/i).

1. Considérons une équation différentielle linéaire du second ordre
(E^), à coefficients rationnels et réguliers (au sens de L, Fuchs), et
possédant n 4- 3 points essentiellement singuliers (^i),; le groupe
(G) de cette équation dérive donc de n 4- 2 substitutions fondamen-
tales. Je me propose, dans cette troisième Partie, de déterminer les
coefficients de l'équation (E,^), de façon c/ue le groupe ((x) soit indépen-
dant des valeurs adoptées pour les points singuliers de l'équation. On est
amené à se poser le problème précédent lorsqu'on cherche à déter-
miner les coefficients de l'équation linéaire, de telle sorte qu^elle
admette un groupe donné ( indépendamment des points singuliers),

Moyennant une transformation simple, on peut supposer 1/équa-
Ann. Éc. Norm^ (3), XXÏX. — FtôVHiKR 1912 . ÏO
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tion (E^) privée de Bon second terme : ^oit

(E.) ' 1 g=^(^)^^
^

cette équation* Une transibnnation lu)im)grap(iikjîïe dîeeluw sur .r
permet de faire coïncider trois de s e ^ p f H ï î i g c g ^ e î i t i ^ J l ^ i ï î ^ î i t s i î i ^ i î l i ^ r H
avec o, i, a? ( 4 ) ; soient l.^ ..,, ̂  les valeurs prhen par t(^ ^ ) N . » i î ï ( . H
restants (2). Si (E/,) ne possède pas de poi«t{4 appareî î i îm*îi l H i ï i g y i i ^ r s
(c'cîst-a-dsre t( ï ls (pic les quo t i en t s des int^nih^ reHient î . i i i î j r î r î ïK^
dans le voisin^(i de ( « h a e n n d'eux),/^.r) est de !a lo r i î î f î

S1---^----^ ..^^^^^ ,̂ .....,,,.,,...,,̂ ,,L

et, par snitr, nous disposons de ^^ 4 1 1 1 - ' î crH^'Jii-i^iîl^ r^ ^ ., r^,^
a^ -^ ̂ ; mais 1<. groupe (G) deperni de ^^ •i.1.1 3 (NtraîiîN.rcm. Il jaul
done, pour que 1(» proldènie Hoit pwnÏbk, < (J î f« J^équati^îî pfWN^j^ <:m
outre n poinfs apparemmeril KingîîlierH (Nîiîipitm) À, , / . ^ / ^ r ^ h
L'équation (1^) récrira doîi^ " " 1 "1[ "1 ' 1 " sil

(K,)^ l^-£^l4..^ti , ^»/ , 1 j ̂  1""1 ^ . 4 + ̂ ,-̂ff+.v [ <;/ «<^[(S^T^ -- ^(j—Tj-j-jzrï;^

+y f,—3 .̂, » ^À [.4 (^ - ?>,)'1+- .̂ —î T:-1^ _ *

où lesji, satisfont à des conditions connues j/.q. rn) (j,, (>.. (,( ( ̂

S^^'" ̂  ̂  (raincure (1<ÎS va!(>ur8 I-^^^^tf
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suite, pour Ry) des fonctions des n paramètres ^, ..., ^, telles que les
coefficients des substitutions du groupe (G) de (E^) soient indépen-
dants de ^, ..., ̂ . C'est là un problème connu ; rappelons brièvement
la solution qui en a été donnée par L. Fuchs ( ^ ).

2. Soit Çy^ y.^) un système fondamental d'intégrales de (E//) et
(Sy^, S Va) le même système transformé par une des substitutions S
de (G) correspondant à un lacet effectué autour d'un point singulier t
de (E^). Nous aurons

(1) Sji^^yi+py^
( 2 ) Sy-2=yyi+5y2,
où a, [3, y, S ne dépendent pas de ^, ..., ^, si (y^ya) a été convena-
blement choisi. Après une variation suffisamment petite des para-
mètres t^ ..., /^, le même lacet entoure toujours le point t et ce point
seulement; nous pourrons écrire, en conséquence,

3 <J(Syj) ___ ^ <?yi à,Yi . p ày\
(3 ) —^—--^^^^^^ ,.

. / o , . . . (^= ï , ..., n).! r v à(S^) _ ^ à}'\ _ àr, . ày^
(4) '~^—~s"^-~- /^7~ha '^

Réciproquement, si les équations (3) et (4) sont vérifiées, on déduit
d e ( i ) e t ( 2 )

à a à^^Ji+^=o,

ày ()S _^ji+^.r^o,

et puisquey^ ety^ forment un système fondamentaly a, p, y et S sont
bien indépendants de ^. Adjoignons alors aux équations ( r ) et (2)
leurs dérivées par rapport à x

w ^-^Ê-
(6) s^=v°^-+-ô^.

(ÀF ^ (?.'̂  <)*y

(r) Voir la bibliographie des travaux de M. L. Fncbs sur celte question, dans le
Mémoire de M. R. Fuchs (loc. cît^ p. 3oi).
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Les équations (x ) , (3) et (5) devant ôlrc compat îh l^H mi se M ^
il existe deux fonctions A( et B, de a?y ^, » < ^ ̂  ^al iniaissui t a u x re'hi-
tions
(,) lg=*,y, -.11,^,

(3) .̂...*„.. ..1,^,

O) s^-*,s,,.i,,s^,

auxquelles on doit ;ij'ou(cr la su i v î to f c

(Io) ^) A^i lt,S^',
\ r/^ / rA/"

qui rf'isult.e de (a), (7, ), ( ( , ) , (^),.(. ( K ).
Or, d'iiprcs (7 )(>((«), A,(.f) et. H,(.c) tn> ?(.(«'<.«( »v»iî' d'îtdirc»

points critiques (jue o, i./,,...,/„ (.{-A. l<;jfcctH(Hi!- nl«rs t.'i xiihsii.
tion S sur (7) cl (8), et t(»i»(nis (•(imptc <tc ('(/) <•( ( «>); (| vicndrît

j / iSA/^^SB/so.

j,8A;+^S»/"-=o;
tfA*

mai8,y, ety, forment un système fondamental, done

SA/^oïsSB/,

Les fonctions A,(.̂  et B,(^) sont donc wufarm^ et r(.cipro(»îi(.«H.r,(,
s i en est anî , ^équations (3) <.t (4) .ont conséq.Hmœ» d<. (0
^n (7)et<8)•M:lliî les P01"18 0' t - ̂  .-. ̂  - nont régu!ir.rH : A

et B, sont donc [d'après (7) et f8)| /^/on^^ <.n ,z-.
Remarquons enfin que les équations (K,.) et 1^ snivanic»

^ ^=A/,...,..,̂  (,,„,.„,

sont alors vérifiées par les fonctions y ̂  C. y. 4- (;„ y, (ou (: (.( f ,o,,f
in épen ants de ., ̂  .., ̂  „ ̂  ̂ <^ ^ m ^ -; s ̂
est^^^^^^,^,,^,^^^^^^^^^^^^



SUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE, ETC. 77

les précédentes. Nous sommes ainsi conduits à la conclusion sui-
vante :

Pour que le groupe de l'équation (E/,) soit indépendant des para-
mètres t,, . , . , t^ il faut et il suffît qu'on puisse adjoindre à (E,,)
n équations (^), où A, et B, sont rationnels en x (analytiques en r , , . . . ,
^), et formant avec (E,,) un système complètement intégrable.

Le groupe (G) de (E/,) dépendant de 3n + 3 paramètres et l'équa-
tion (E^) ne renfermant que n+3 constantes c^ ..., ^+.3, il est clair
que la solution du système différentiel introduit par les conditions
d'intégrabilité de (<?„, E/,) doit dépendre de ^n constantes arbitraires,
de façon qu'on puisse attribuer aux 2n paramètres restants de (G) des
valeurs arbitrairement choisies : c'est bien ce que nous vérifierons
plus loin (n° 10).

3. En définitive, nous sommes ramenés au problème énoncé au
début de la deuxième Partie [avec, toutefois, une expression différente
pour/?(;z;)]. D'après les résultats obtenus (2° Partie, n° 3), il faut et
il suffit, pour que le système (<?^ E/,) soit complètement intégrable,
qu'on puisse trouver des fonctions rationnelles B^(.-r) satisfaisant aux
équations
, . ôB, , .. àB, àlh . .. àB, . . _ .
( I 1 ) ^" + îïl~ô^= "^7 + BÂ>^" ( ^ ? Â -"I? " < " )î

^B/ , àB, àp „ àp , . .
( 1 2 ) ———— — 4 ^ — — — — — 2-/~-B/•+•2-.£1==:0 Çi=î, . . . , /Z ) ,
' / àx^ àx <)x (H{

et, moyennant une transformation effectuée sur y, on peut toujours
prendre

A.=="^.
^ à^i
a àx

4. Cherchons la forme des fonctions rationnelles B^(<^). Tout
d'abord, d'après (7) et (8), B,(,r) est holomorphe en tout point x
distinct de o, i , t^ ..., t^ \^,. .., \n ûtco- Étudions alors B^ dans le
voisinage de tj,Çk =^= i) et supposons que ^- soit un %éro d'ordre r> 2
ou un pôle d'ordre — r^> o. Soit

p _ biîe r -,B,/-^-^-1.I+•••]



rjQ , n. <;.uusnau
(la quantité entre croehebdéHigr ïa î ï l une fonct ion hdomorphe et se
réduisantàï pour^== ^). l i en rémitt.en que, dans 1^ p r emie rme înh re
de (12), les deux termes

^(r-i)[r(r-^-4c,1(.r-^,)-^ et. 7;̂ ^^^

ne pourront, se réduire en général ; pour r^= î ou 2» et, dar îh ce cas
seulement, une telle réduct ion sera prmible : ̂  ̂  ̂  ^t- <^ l î" t* l î ! î ^^ r (»
d'ordre î •+• £/, (s^, == o ou ï ), ei la u ï è i ï H * eouelilBloiî ^ ' a j î p l i f j i î ^ à
, r_o et .r^ ï - On voil, <Je nieîxîe , que ^ ^ ^ d,oii êtri» î î î î Mm
d'ordre s, ( £ / = < . > , î on 2} el qur» *r •— ^ f^t «î ï pôle d'ordre ï • l l l l l l • l • ] t
(e — o on î) . Coinine dans la deux ième Par t ie (n*1 • /l} on démmîire ijuc*
,x? ̂  À , est pour B/ n.n pôle d'ordre i îui j ) l n s , soil î 1 1 1 1 1 - 1 1 1 - e^Ci7 , : < > ) , Ïwtin^
la fonction l^(^) i»et i t i )osséder v a u t r e H %éros» dont. no i î^ déNtg t îe ror î^
les ordres de mull ipl ie i té ^r ri^ r^, . . , , TJ./ (ry > o)*

Écrivons alorg que le nombre de^ %éroH de t^ enl égal il wtui de ^<^
pôles :

/t •41 i rt

/< +- ï ^-^ê^^^^/^^ ^—^(^-i- IE — t <
^"Kl , 1 " / I I . I Ï

ou
1 n,'4"î 1 , ¥ n

1 1 1 1 1 ' 2t êÂ'4" ̂ ^ + ̂  e^ + g ll=a111 (î s

1 If mi h»i /^i

or^ aucun dea'e au des y] ifest négatif ; 51s dow/î-l dw.c ïms ^/v nufs
(ce qui exige v = o^'et l'on a^ eu posant.

n4"^ 1 1

0 (.y) == j 'j[ (.y — ̂ ) = ̂ (.ff - î) ( ,̂  ̂  ̂  ).. . (.y ̂  ̂ ^,
/ ÎS l

/».

tK^) ̂ IJ((rl--^)^(^ •i11-- >•») - -(^ - A / / ) ,
/-l

et,, en désignant par 1^ une quantité indépendarîle de a^

^ .^L ^(^)1̂ ,.,,,̂ .̂̂ ^

Pour déterminer b^ nous ôtiîdierons (12) daiï^ le wisirxiîge de
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x == ^-; il vient immédiatement B^(^) + i = o, d'où

(i3) B,==- ^•) ?(^)
^(^.) (^—^.)4^r)

5. Cela étant, écrivons les équations (n) sous la forme

^ ) i (à^ àÏïA i BB. x ^_
' q / B,B/, \à^ àti ) B, àx • B^ ^ '~ ?

et substituons les expressions (i3) dans ces équations. Le premier
membre de ( i4) devient ainsi une fonction rationnelle de x ayant pour
pôles (du premier ordre) ;y==^.(^==i, . . . , n + i , 714-2 avec g-^i
et g ^=f=. k) ; elle est donc d'ordre n et s'annule d'ailleurs pour oc == 03.
Par suite, pour exprimer qu'elle est identiquement nulle, il suffit
d'écrire qu'elle s'annule pour x=\- (j== i, ..., n ) ; il vient
a ins i ( 4 )

( f \ ?'(^)(^—^) ^y y^/cX:^"-^) ̂ _ ^-^ y(^)
t/ ^) ^^ ^(^c) ^.~(^—^)(^—4) ^(}v)'

6. Exprimons maintenant que la relation (12) est une identité en x.
A cet effet, écrivons-la sous la forme

<-5 ' i"-^-^'1"-^—
Le premier membre de (i5) est une fonction rationnelle de .̂ , admet-
tant x == Ày (y== i, ..., n) comme pôle d'ordre 4? ^ == h comme pôle
d'ordre i et x === oc comme zéro d'ordres. Écrivons que le coefficient
de Çx — Xy)"4 est nul; nous aurons l'équation

^6) ^ W à^j ̂  9 ( À, ) - ̂  ( À, ) x j/(À^ ap^ 1v / ^w àt, (À;-^,)^(Ày) 9(x^ À,-^ ^/(^) ̂ a^or
d'où résultent, comme conséquences, les équations {fn)'

(1) Ces équaiions sont au nombre de n i { / i l m l ) , ; quand il y aura lieu de distinguer
'A

rune d'elles, où figurent les dérivées do ).j par rapport à ^ et //„ j'eniploierai la
notation (/{//).
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Les équations ( ï 6), jointes aux ^divantes (* ) :

/ 1 r", \ ^ — riîi ̂  .̂<i±ti».. ..i,,., <?ft4-î ! , €/H•i•iî
V 1 ^ ^ 2 / 1 . .U —— 12 + ^ ,^ î^ r'

^Oy-')'" ^ (^->)' ••Xylfîy"""»)

yr-—*ZL(^-. C(/,

(^-^ Ày ( À^..-i)( >./-.. ̂ ,;

.,.̂ Ml:::''h1.^/
I/,. ^ •" y.i'...»'-»^—.* j -^-,. ^ g . 1 ^^(\r-^r ••--•ç();j:^ ijti;'::::1 '̂')»

qui expriment qno I( îs p o i n t H . y — A y Hnri t ac^pawîîiiîleîit ^ i î lg î i l i (»rH,
ent ra înent , comme conséquence, que les eoefï ideîî tN ^Je ï.r .— A )" 9

sont nuls.
IVailleurH l^exi^reHsion

s"-^'^"-'->.
étant une dérivée exacte par rapport à 3?, wn r^idti cii ^ --a A/ (•«,(. «uî ;
écrivons alors que le résidu de B^ wt. mil po»f a ' . /^ :

d8) -̂ -±(M-̂ _' (Â/-^)4/'(T/)

x _ a ^ _ _ a Y< __^ <??./
OT-îT)1 ~ ' î Zt (X^—ITp "àTf

1 <??./—^^

V ,_________-__ ^k , ̂  1 ^ùy.1, TI./ i j i f i—.*. .,(.. ^ _̂•»••.——«.—,..-„„»..,.„... '̂^^(^-«)(À,--"^ ^7 ••'•À ;̂rTi(çr̂  ̂;Ày(Ay-l)(^-^.) ,)t

.0(1

t)^./-^/) ̂^-BSt

^..—--^--^.^y7,.,_î .,__^/
^(^-') (Ay-^)2 ^ /,̂  . , , ,) (^_ ̂ ) ̂

.—————— 'î-^) ......................,,J..,.,., ^"0.)- ^^^4-
Ay(^-,) ^(//) À, À,-.- , /./-----//"•-«fnj) •^.

v7 ^ îp^ r 3
r5/ <)).,-<-' 0./~ /Jd77T"T T/yT":"^ (^--^î^/'jlîa^x;)'llt- m^^-T^ ••^ , i • : • - t ï •

(') Pour la iiot-alicm, vw la n»to i (!o la page <,,
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Si nous démontrons que le coefficient de Çœ — Xy)""2 dans (i5) est
identiquement nul, le premier membre de ( i5) sera de la forme
A(*r—^•)~1 , et, par suite, identiquement nul , puisque x ==co est un
zéro d'ordre 2; les relat ions(i6), (17), ( 18) suffirontdonc pour expri-
mer que l'équation (12) est identiquement satisfaite.

7. A cet effet, différentions la relation (17) par rapport à t ^ y tenons
compte de (18) et observons que

P^y) X ^(^) 2^

(pO,) \^t, 2^/(\,) 1" À,(?v~l)

ne peut être nul ( 1) [sinon, d'après (16), — serait nul, ce qui est
(J t i

incompatible avec C/^)]; nous obtiendrons aisément la relation

<•.) ̂ t-^-,^..,^,^-^-'^^").
J62

où J^ désigne la dérivée, par rapport à Xy, du second membre de (17)
multiplié par ^(^y — ï)2 et où A et B représentent les résidus en
x == ~Xj des fonctions

______y(^)______ . ____?(^)____
^(.^_ i) (^ - £,) (^ ̂  ̂ .y ^(.^) / • (^. _ ^) (^ _ Ày)3 ^(.y;) "

D'autre part, annulons le coefficient de {a) — A^)2 dans ( ï5 ) ; la
relation à vérifier s'écrit, en vertu de (16) et (19)5

^ ^O.) B ̂  iC Py ,^.
( 'Â,—^)^(À,) ^ 4 ^^ (^ - r ) 1 7

^ y^^)____ f, ̂  (^y-o21 Q^-Aja,-!)^ »^,)^^(Â,) [ ^.(^^-i)j^
4- 90.) ^ g . . 3 ̂ \ 39(À/)+ (,À,-/,) ^(À,) ̂ Ap^ 21 > ; ~ -À,a^ o (^.—/^^(À,)^'

3 (F iFfi J^) 1 ^Ov)1 ^(^y)2 i y L?(^) ^—^ ^^(îv).!^^^-^)^^?^)-07

( l ) Cf. deuxième Partie, noie ï , p. 45.
Ànn. F.c. Norm^ (3 ) , XXIX. -— FUVRÏKR i()ï2. t
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où C, D, E, F désignent les résidus respectifs en x == ~kj des fonctions
y2^) ______y^.-r)______

(^^,)2(^__^^)7 (.y^.)2(^__^),^(^)7

______(p(^)______ _________ç^)_________^
(,/r _ .̂) (,z, ̂  A/)^^)' ^ — i) (^ — ^) (.r — }.y) ^(^) '

Ces résidus se calculent aisément : il suffit de poser

^^ - ̂  -. ̂  <--^)+ <^- ̂ +...;
il v i en t alors

i "— _ a \ ^ (^^/"~~ O2 "' _ / ^J î_L_ .-_J_—
^(T.,-!)2! î ~ Ày(À,- i), 'ÀJ (Ày- ï )^ 4' -À,(À,- r ) 9

B == <;•/, C •=-.'ï{ad ̂  bc), 1) == 2 cïc 4- ^2, E -"" c,
2 À/ — ï ^

F~a^--——^
^(>V-Q2 À^À,-!)5

d'ailleurs
y(^) „ h^_JêlM^—[ï^ —— ySiû.

(^—^)^(^) -(^—^)^('A/) L^) "').,.-/, ,^(^)
et la formule à vérifier résulte umnédiaterneni des relations précé-
dentes .

' 8. Nous a l lons m a i n t e n a n t é l im ine r les 2/1 coefficients sx^ et ^j
entre les 3n équat ions (16), (17) et (18) (où l ' ind ice i a reçu -une
valeur déterminée) de façon à obteni r n équations différent iel les , par
rapport à la variable ^, vérifiées par les fonctions X , , . - . , A^; les À une
fois connus, les a et les p s'exprimeront à l'aide des À et de leurs déri-
vées.

Je poserai
c/ ( ̂ ) ( ̂  — tj} q/ ( À, ) ̂  g/ q^ ^ __ i ^(À/)
^(//•) POy) ^ ?(>v) ^ '+" ̂ J- î ^ ̂ T"̂  + 147(17) = '^

et
^+l4-y ^+.2-+-7 C^-r-1- /l ^
_ _ _ _ 4 _ _ _ _ 4 _ _ _ _ _ ^ ^y Ck ^</ 3 _

. ^ (Â,-i^ ̂  À,.(Â,-i) ^2^(Ày-4)2 ^2, ^^-1^-^'?
/>• -= ï / = i

les équations (16) et (17) s'écriront alors

(20) • 'iÇZ^A^l^j.
À^A,-ï) j^
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et

<"' IT, a A. -2T; P/ L2

AyO/- i )0 /—<A.) '^ A,('À/—i.)(À,-^) 4
*=•! ' /=!

-7/-

Différentions (21) par rapport à /; et tenons compte de (18); nous
obtiendrons la relation

Lj àLj àf/j û\j
(23) -^?. àti (A/ àt-i

_- ' va/) _ _•_ _ • _ i _ r(^) 1 ̂
^ ( ̂ y - i ) . 9 ( ̂ / ) '̂  " ^y - i ^ — ti .2 ̂ ' (^/ ) J <?^-

x

, ç ( ̂ y ) 'Ây ^ - 1 Ày — t. . 2 ̂  ( \] ) J < -̂

(' ' +- ' ^ ̂  .. (^-<,)^(Xy)
\À;. •-/,-!; d<, ''' Cp(Ày)

•L2
^-^.^^-<-^^.^^-

v^ y(^) r s , py ' ̂ ^-
^ (-A/- /,) ^(?v) |,2(^- •\,Y • \i{-\i- I) (À^Ây)2, (;»/,

-2;___ _ _ _ _ _ ̂a/, ()^/ ^•/-r p/
T^'—i)[\i—i.,,Y Wi~~^ À/'Oy-TKiT-^X/y2 àti

Cette relation se siin})lifîe, si l'on observe que
a <?|3y __ <)Lj aï,___ __ __ ____ , _ a fAy.

Ây(Ày- i) ;̂ ::= ^, ^ |Aîv "t" 'Ay- « y ] ^(^—')J ^•î

on voit alors <— s ' introduire en lactcur dans (22) ; on peut le suppri-(/v i.
mer (cf. n" 7), et l'on obt ien t ainsi l'équation

w ' ( i i ) {'h,—t,)^{~kj) ôLj(,)î\ ' ' i l 1
{ " v ' 2^{t,) çC/.y) àti

_._^// r?^^) ^(^•) "I
a^'(7v)J<)•)., 9(7,y) Xy À/.-i ^-<; a^'(?v)

a~<,)^a,)L/x --+-,^ ^-'7 a ^a/-')-.! ^c71/)
yi-/ <y (Â / ) r——3—— -^ Ây( } l /— l)tJy—(2^— I)1
2^ (-/./-^^^(-À/)!?^^—^)3 27,/(^—i)(À/—7,y)2 Jx

-Ï

i i \ _ V _____0(^_____M^ \ / i
.T'^A^'1'^x j - ' - ^—iy ^^(^-i)(^.-t,,y

/' :..'± 1

^[^(^-()L,-(2X/—i)3.
a À, /Oy- i )0y-À/)
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Or, en posant

/'LJ \ ^^^()v-r)L/—(3^/-0
(24) ^(^~ 0 ̂  - ̂ ) -2/ ————2(^—À/)————

on a, d'après (20) et (21),

(^5) y aÀ- . ̂  M,.
^ Ày - </, •/

À' .=: 1

Tout revient donc à éliminer les a/, entre (a3) et (2.5).

:M.

9. Remarquons pour cela que les équations (2.5) entra înent l ' iden-
tité en oc :

îr(a') ̂  <Xk2; yi ff (?,/•) M,
ZJA'O,-) .y-'À/(26)

+'(^) ^iL(a;) ^x— tk ^ + ' (Ày
/r=:l /=1/=!

où s'(.î') désigne le polynôme

li--'-^^
/c=l

Dérivons (26) par rapport à x, il vient

^(^)-y ^ _ '^(^) ^(^M •̂  ̂ ^_J^_^'^JM--«^^
4;(^)2^(^-4^~ cr(^) ^(^J^^y) ^~"A/ ^^(?v) (.ï-À/)"^^) x-^ ^^(?v) (.ï-À/)"^

> s= 1 ; = 1

égalons les résidus des deux membres en oo === ' k j ; nous en déduirons
l'équation

(^ y ^ ^^^(^)^(^) M/ rarÂy) ya/n^
^ % 7 ) 2,(^.^4).-^ ^(À^^^À^^-À,^ [^(Ày) ^ ^ ( X ^ l 1 ^ -

/•==

et par suite l'élimination cherchée. En définitive, l'équation (23)
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s'écrira en vertu de (24) et (27)

?'(/.) (^••-^)'V(^) àLj
i'\i{ti) œ(^) àtf

_àq^ _ ry'ay) __ _ _ ' _ ____ _ 'V'(^) 1— ^ " L?(^-) À/ \/- ' ^-^ ^'c7'/)-!
'-L .- —M^ _ 1 , a/-^'(7^

"./
x O,/ ^—i/ a ^(^-')J v(^)

^) [- 3 À,(Àj—l)Ly- ( a À y — J ) 'x v7 ^ (À / ) r—3.z< (>-/--^)^ ' (^) L'<(^/-(>./--^)^'(^,) L'<(^-^,/)3 2À/a/-- l)a/—^•)s !

'L
s ^

Cp'(?.y) ^(^y)'—^- r/y/ LTOI" — ̂ '(^L(^•),
'.y^'
2^ X / ( " À y — l ) ( 7 y — À / )

[?./(-À/—I )L/-( 2 À/— 1) ]

iV(^ . ± ' r(^)'| v7 À^^-') / L , - -L _ __^
'I.V(^)'' ^ 7'y-I ?4'(^)..l^ 2À/À^—i)(^—X/)\ ?./ ^/—i^

^/ ^(^î^'^y.L ^ L Î - „ ^. ̂  ^^..^^^^ ̂ ^ - /.y ) ^ 4 /^

va/n'ay)l Y1/ ^^^t^-•y ,22^ À / ( À / ^ I ) ( Â / — À y ) 9 ( ? v ) + / ( ) . / ) ^ ^ À /—?^ V " 7^ À^.
/ =.- t ff = 1

T'̂ r̂î " ^ ^-i.
En développant l'équation précédente par des calculs analogues à

ceux que nous avons indiqués antérieurement (n 0 7) et où, notam-
ment, le calcul des résidus des fonctions rationnelles d ' une variable
auxiliaires joue un rôle essentiel, on trouve l'équation suivante ( 1 ) :

r^ ^ ^y^'IV^) i!i^1^Y--- '<(^ ^W^
(1S.) -JfT - 7,\^Ç^ — ^Y(^)]\ÔtJ " :^\ti) ^ ( ^ ) ] à ^

i v j ___ î (À/ ) ̂  ( ̂  ) (7 V^ — ^•^ f^V2
^^2j ^(^^^ ' (^^(Ày—^y^^-À/ )^^ ;^==1

x^ ^-^ ^^^9_—^l^i——JPiM^(^) 9(^)
^ [Â^^T^^ àti àti "T" ^ /2(^)a/-^)2 ^(^y)

/==!
I[H 4- 3

2(
^1

^5i' s^i^) !!"Ll ̂  î^l c/
-2 "4-x

+(4) ^--^ +(^) ^— ^
A-=l

( i ) Les é(iuations (IY) sont au nombre (lo ̂  ; quand il y aura lien de dislingiipr l'une
d'elles où figure ——^ j'emploierai la iiotalion (F^).
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Pour n == ï on retrouve, comme on devait s'y attendre, Inéquation YI
découverte par M. Gambier et M. Richard Fuclis; j'écrirai encore
l'équation (F j ) (pour n == 2), en posant ^ = t, ^=== u. X, == \, \ = u^
c^ = a, c^ == &, 6*1 == c, (̂  = rf, €5 ===/<•:

<^_ i /^ i __ ï _ ï \ /^y
W" i\Ï '4- À — 1 ~1" F'̂ 7 4" À—7^ ~~ À — ^jj ^d7y'

_ _ / ^ ï _ï ï _r_\ Ôl_
~~~ \T ^~ ï — i '+ t -— // < — À " / —• /j. / c/^

ï À ( À — i ) (7^ — ^ ) ( ^ — /) /^y A—.J ^ ̂  1

^~ ~ï[j\[j. — ï ) (^ —" u ) ( À -"- n ( /j. — /. ) l, r}^ ^ (p. — ^ ) ( p -— "A ) ^ 6^
2 À ( À — i ) ( À — ^ ) r À — ^ ) ( f a — / ) 2

^ ( ^ - i ) ^ ^ - ^ ) 2 ( À - ^ )

a 4- 4 / , / , ^ -4", , , 7 tu 4 (^ i)( / / — ï ) ^ 4X a-^ -^ -+ -c -^ •c^ -^ -Â•+ z •-- — ——— + •———^————i -——-
L 4. F- ^ F — ^ ( À — t ) 2

7 i].t ( t — i ) { t — a ) c ^ ( ^ — ^ ) ( ^ > — / ) <' 4"
+ ————:———-———— 7=ï———TTÏ ""'̂

/ J L — — ^ ( ^——^) 2 /JE.——?// ( *A^^ . )2^

et dans le cas n === ^ les équations (,/a) s'écrivent
t ( t — ï ) à \ u ( u — s ) fÛ _ Â ( À — ï )

^ — p, àt u — .̂ ^^ À — /̂.
^ ( j — j ) ̂  u (u^i ) à[j. ̂  p (p. — i ")

£ — A àt u — À <J// ^r. — ).

Les équations (/,̂  F») renferment seulement À ( , . . . » À^ comme
fonctions inconnues ; ces équations étant supposées intégrées, les ̂ .
seront donnés en fonction de t^ ... y ^ par les équations (16) et les a/^
par les formules

r. ^(^) y ^a/) M/
^~a'(4)^^(^) ^-^

/ •̂ ï. 1

qu'on déduit de (^6) en faisant x === ^/, dans cette dernière équation.
Les coefficients de la fonction p{^} q u i figure dans (E,/) sont alors
complètement déterminés et la résolution du problème énoncé au n° 1
se trouve ainsi ramenée à l'intégration du système (f^y F^).

II. Étude du système (/„, F,,).
9

10. La solution générale du système (/^, Fy,) dépend de 2 n cons-
tantes arbitraires au plus; nous allons démontrer tout d'abord que ce
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nombre est effectivement atteinte comme nous l 'avions annoncé (n° 10);
autrement dit, le système (/"/^ F^) est complètement intëg'rab/e.

Dans ce but , j 'établirai d'abord que les équations ( 1 ) (f^,) et (F^)
sont conséquences des équations (,/^.) et (F^). Le premier point
résulte immédia tement de la forme du système Çfn) ; quant au second
poin t , sa vérification directe serait très labor ieuse; aussi j'emploierai
l'artifice suivant.

Appelons ̂ i(x) le premier membre de (12); si les relations (./^)
sont vérifiées, il en est de même des relat ions (n) correspondantes et
l'on a par suite

^^^^B,A^B,^-.f^^-^
àt, ai/, " ().r ' ()x \ k àx ' àx ) '

les équations (F^) étant vérifiées, il en est de même de <&,, (^') == o ;
on a donc l 'identité s u i v a n t e en OD :

/ n. ^N>/, <M»/, , ^ I Î 1 ^(.8) ^...^B,^^,^<l),^o.

Soit, dans le voisinage de ;'x' == Ày,

<î , ̂ : -——1_— -..-h.,. ( m = 4, 3, '2, î , o -— i ) ;
{ X •— Ay }

le premier membre de l 'équat ion (28) /possède en x == \j un pôle
d'ordre m -+- 2 dont le coefficient est

^ , o^^Aîi^Ld^^-l^.
"-^w+-)(?,^.^,)^(^) ç/(^

il ne peut donc être nul que si A == o (ou m = — 2), et par suite la
fonction <I>/f(^) possède à distance finie n zéros d'ordre 2 au moins
x == A < , .. .^ 7^; de plus ^r == co est u n zéro d'ordre 3 : elle est donc au
moins d'ordre ^n 4- 3. Mais elle ne présente au plus que n + 2 pôles :
x === o, » , t^ ..... /„, tous d'ordre î, sauf.r == ^qui peut êtred'ordre 2 :
elle est donc au plus d'ordre n + 3. Par conséquent ^(-'a?) est iden-
t iquement nulle, ce qui exige que les équations (F^) soient toutes
vérifiées ( / c == 2, ..., n) et notre lemme est démontré.

( 1 ) Pour la notation, voir les notes des n08 ^ et 9.
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11. Nous avons donc le droit de réduire le système (/^, F,^) aux
équations (/•^) et (F^). Donnons-nous alors les valeurs (^/)o d
( ~) que prennent \f et — pour / , == t\, ..., ^ == ^°, les ^ étant un
\ ̂ l/ 0 ' ^-î

système de valeurs initiales numériques, arbitrairement choisies, mais
régulières, c'est-à-dire distinctes, finies et différentes de o et i ; de plus,
les (^),) doivent être distincts, finis, différents de o et r , et les
f —} doivent être finis. Cela étant , les équations (F7) permettent de\ d t ^ / o 1 \ » / A
calculer par différentiat ions répétées t o u t e s les dérivées de la forme
( ) 'n \ . . . .
—^5 et à l'aide des équat ions (./^) on en déduit toutes les autres,o ii <
On obtient d'ailleurs pour chacune de ces dérivées une valeur unique,
indépendante de l'ordre adopté dans les différentiat ions : cela résulte
i , ,. ^Â/ ()'^f , à^ rPÀ/' , , ...des relations -r—- == ., . ' et ——^ = ———^ q u o n venlieraitôt-{ cHi àti(H\ ôti àt^ût^ à ( . k à t { ( H \ î

sans difficulté. Il est donc bien établi que le système (fr^ F^) est com-
plètement intégrable et qu'il estpossible de former les développements
en , séries de \^ ..., À^, ordonnés par rapport aux puissances crois-
santes de ^ ~-^, ..., tn—^ et répondant aux condit ions init iales
précédentes.

12. Nous attribuerons dorénavant à t^ ..., /^ des valeurs fixes, de
façon à considérer X,,. .., 7^ comme fonctions de la seule variable ^.
Les développements du n° 11 seront convergents par rapport à / < tant
que ^ sera intérieur au cercle décrit de^ comme centre et passant par
le point singulier t, = a de ^,, ..., À^ le plus rapproché de /^ Nous
allons établir que si a est régulier (n° 11), il ne saurait être qu'un
pôle pour les combinaisons symétriques élémentaires a < , .,., o^ de
\^ ..., X^ : autrement dit, Œ , , ..., cr,, considérées comme fonctions de
l'un quelconque des paramètres, soit^, sontMÉiu)MOïu>ïiEs en tout pain f,
du plan (<?, ) distinct de /a, ..., ^, o, 1,00.

En particulier, pour n = î, le système {f^ V,) se réduit, comme
nous l'avons vu, à l'équation VI qui reproduit par dégénérescence les
équations irréductibles du second ordre et du premier degré en À",
à points critiques fixes : on retrouve ainsi les résultats de M. Pain-
levé.
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13. Tout d'abordy j 'é tabl irai une propriété fondamentale du sys-
tème (fn, F,,).

Remplaçons ^ par â^-+- E l / , où les a^ sont des constantes régulières.
Lorsque £ tend vers o, le système {fn^ P/i) tend vers un système sim»
plifié (1) Çf^ F^) bien remarquable, que nous allons intégrer. Ce sys-
tème s'écrit :

/ ., . ÎL f̂LLiiÎ ^L^ ^Z -„ (t)'(af^ 0\i—a^ àj^ _
u n ) +(^) àt, ^(a/,) àt^0'

( î  ^ ^ ~ L r'L^ ĵ zi' /"^v
^^ ~ ^ I. ̂  ( ̂ y )' ~ ^ ̂  ( ̂  ). \ <^< Y

i ̂  ^(^^y(^)q^^)2 /^Y
""• 2 ̂  r,)(;Â/) '^C/,) ().,- ̂ ^^(îy- }./) \^£, )

n

^j___^iLl^lL——. ̂  CH/

Zu ( A / - } . /)(/ . / -^7/) àii û/7

en désignanï. par o^r) le polynôme ^(,i? — ï) (.r -•" a ^ ) ... (,z1 ••— a^).
Pour intégrer le système (/""^ t^) revenons aux équations(x6),(i7),

(18), d'où nous avons tiré le système (/^ F^) (2), et posons :

_3Z__-Ê^ ^-f^
^(^-r)" s" ^~ £^

nous aurons à la l imi te

( ^ ' } à^- 2 ^ ( a , ) o ) ( X y )
v / ^/ ^^ /(^)^(^)(^-^) i J•^

rt
/ ,_^ p, _V V-'k

7') P/-2

(,8, ^=::1

07 ) F/-Z/,,(^-x)^7,-^.)?

D'après ('rS'), l ' équa t ion ( î j ' ' ) s'écrit

p' -̂ v^sniiî  ^ ^niEà
1/"" ^ ^ ( ' A y ) """̂ " 2^) (À/)7

( 1 ) Foir la noto î de la page ï3.
( â ) On pourrait se servir ausâi des équations du n0 15.

Ann. Kc, Norm., (3), XXIX, — FÉVBÎÏÎR 1912. I'2



QO f î . G A H N I E K .

en posant fÇx) = co(/r) P(^) et P(^) -= A^^--1+...+ A,.y 4- A^
les A e7<m^ rf^ constantes arbitraires. L'équation (lô^ donne alors

(2cn <?À7- ^K^) ./77T—( 9) àt^ ^(^^^(Â^CÀ,-^)^^^-

d'où résultent immédiatement les équations (/^) [dans l'hypothèse,
Lien entendu, où \//(Ay) est pris avec la môme détermination quel que
soit l ' indice? de l'équation (a9)|. On vérifie aisément que (1^) est,
également conséquence de (29) en se servant de la re la t ion

^a/) m-) pn . ^ J PO/)
d/ (À, ) 2^^) (i/^ ̂  (i^^V(TJ)'

qui exprime que la somme des résidus de 7——'Jli^Û^ est nu l l e . Or
( x — A / ) i 1 ? ^ x )

les équations (29) équivalent au système d 'équat ions aux di f Ïeren-
tielles totales :^&---^&.---^ '.-=•,....").
d'où l'on tire, en suivant la môme voie que pour résoudre les équa-
tions (2$) par rapport aux a/, (fin du n0 9) :

-^-=^—=v Ct' ^ ( ^ ) ^ y ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _
^-i) Z^ )v(?v~i)(^-^,)^/7(TJ ^= : î- ' -^-

Les combinaisons symétriques élémentaires CT( =:SÂy, 0-0=: S SX •À/ , . . .
s'ont donc des fonctions hyperelliptiques clé genre n des paramètres
^, . - ,^( 1 ) .

14. Revenons maintenant aux équations (F{). Soit^ un point régu"

(1) II résulte de l'intégralion du système simplifié que a fortiori X i , ..., X,, no .saliraient
avoir leurs points critiques fixes pour le système (fn, P,/). On peut mémo alicr plus loin :
Soient

4. oo

^^s'"5.y")
/// s':; 0

les développements des'À suivant les puissances de e et soît /i ^ a un point cr i t ique, tel
qu 'un lacet simple autour de û permute \^ en X^; les équations auxquelles satisfont
X/ et À/ se déduisant l 'une de l'autre par permutation de Ây et A/, on voit do proeliô en
proche que Vf^ sera permuté en Vf1^ et par suite, Xy en ^/.
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lier du plan t ^ ; U existe une solution des équations (F'{) définie pour
t^ = t\ par les conditions initiales suivantes : Xy == t\ (y == i, ..., y, ) ;
À./ = ^ (Y ̂  ^--M •+• î . • * ̂  <?/ ; ? == 2, . . . , zz 4- 3 ) ; \j == a,
^y == y^.^ -4- i, ..., n), les a^ étant réguliers et non nécessairement dis-
tincts. (Bien entendu les égalités q^^ == q^ ou y%+;î== ^ ^ont vérifiées
par un certain nonibre d ' indices.) Les intégrales définies par ces con-
ditions dépendent en outre de n constantes arbitraires, se répartissent
en û^^ famil les algébriquement distinctes (1) et leurs combinaisons
symétriques sont méromorphes en ^ ==• l^

En effet, pour former les développements précédents? il suff i t de
poser ^ == t^ -+- eT et de développer suivant les puissances de £ les inté-
grales qui prennent pour T==o , quel que soit E, les valeurs init iales

l "4" (o

données. Soit ^y ^^S s^'^V"^ ^es fonctions V^ doivent satisfaire à ces
W..=0

condit ions in i t ia les , tandis que les fonctions V^(m.^= i, 2, ...)
doivent s'annuler pour T = o. Mais i l existe toujours un système de
fonctions A.0 ' ' répondant à ces conditions, et leurs combinaisons symé-
triques sont méromorphes; quant aux A^, ils se déduisent des À^ à
l'aide de quadratures. Il résultera d'ailleurs de la suite du raisonne-
ment que les développements analytiques ainsi obtenus pour les
combi naisons symétriques des Ay son t eiïectivemen t méromor-
phes en r ,==^ ' ( 2) .

lô. Nous allons former m'àïnl^nânin polynômes u^ y . . . , u^ du secoua
degré en -~/- ? à coefficients rationnels en \j 5 et qui prennent des valeurs
finies quand on remplace les Xy par les développements précédents (sauf
toutefois si l'une des égalités ̂ =^./ ^st vérifiée, les g-j étant des va-
leurs régulières arbitraireinent choisies une fois pour toutes).

A cet effet, posons

——^1—— = oy (y ̂  î , .. ., n), -——i—— ^y, (,=: j1 , . . ., n),
A y ^ / V — ï ) l / { i { — Ï )

// n ti >ivoc l ̂ ,v ̂  — -. v -^— i-v «^Ê_ - v , -
^ ̂  ̂ Zrf^ - /^ Jj 1-^ +"^ I—Ày '~ / n^ i r i i- • • 1-
/=! j ^ \ t=l , 7 = 1 , , ,

( 1 ) Cf. PAïlNLîîVïî, ..̂ //- Soc. mat/i., L XXVJI'Î, K)OO, p. ^4.
(2) ̂  PAINLEVÉ, Jfnd^ î». 9i*À8.
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l 'équation l inéa i re (En) s'écrira

L (^JL —V F ci
y dx^ ~~~2^ ̂ x—fy d^ 4-Y x—t^ -2.

/=!

O/ "] g/M 3

:• —— Ày J ;Z- ( ̂  -- 1 ) ?
4 ( ̂  —— Ày )2 .%• —— ^y J <-Z' ( ̂  —— 1 )

et à l'aide dos équat ions ( 16) et (17), on obtiendra sans pe ine les
équations suivantes :

, _Wy^i) ^v)(^^)^V\2

^ -Zu u^i) ?('A./) v^yà£i

^^_ __ _ ' ro-y)-
•1L?( }•/•) "^—^ a^'C^).

^ ( ^ ) y (?v )
ç^^i)^^^^^—^) )•
'(/l__________ _, „ v f y ' c / i ) 'yoy)(<.-Vj (^--À/)^.)^.) /^/y

/ / ' - ^^,^(^) y(X,) (4-^)^(<i)?'(^.)V^/
; ::.-= 1

/i^(/i) yO,) (</,— ^)^(<i)®'(^.)^^i
_ ^ i—^ ^(^•)9'(^) .̂/

?,(^.—</,)2 .L(<,)9'(4) ^<i
4(^.)o(?.,)

9'(4)^(^)(4-?.,)

x yy+ ____ J l̂'l. , I [^O^

U?(^)/; |_?(?V) A,-/ , 2^(Ày)J

(/l-</.)•'

'.^'hj-t^^j-tkY } (A'^i).

Les expressions précédentes vérif ient des équations d i fFércn t ic l lcs
très simples :

(3i)

F // "11 //
ç^/i) à'^ ^ 9(^/) ^
fey^-^ St^^^-aTy-^^^(<i) ^ ''l ^ ^ j - t . Y ' y o . j ) ^(^:...^)4^(^J5

. _1_ _ £iftT
, •29 / (4) / / ,—^ ' <-K4),

L/--I J '=-1
9'(^) à-/,, _ ?'(</,.) -/-4^+(,<l) ^<1 ( ^ - 4 ) ' + ( < A ) ^

?(^)

Les équations (F-^), ^ésu l tan t ( l )d^ système (3o), (3i) par é l imina-
tion de y, peuvent être remplacées par ce système.

Donnons-nous maintenant en ^ ==a un système de condit ions ini-
tiales pour À ( , . . . , A^, assujetti à cette seule :restr,icfcion qu'aucun des

(,l)\\ suffit d'efïcctiïer le calcul dans le cas u = t (traité par M. B. Faehs) pour se
rendre compte que cette voie est en réalité beaucoup moins simple que celle que nous
avons adoptée.
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Xy ne prenne la valeur //, (on la valeur a); tonnons comme au n° 14
les développements des Ày répondant à ces conditions initiales et sub-
stituons-les dans y/,; (ou 71). Je dis que y/c (ou y ^ ) prendra une valeur
finie arbitraire.

Pour le voir , i l suffît d'observer que dans (31) les coefficients de y/,.
et c/.. (ou. de Yi e t c , ) sont sûrement f inis si la restriction précédente
est remplie (même si, parmi les valeurs init iales, il en est d ' infinies) ;
si Y/c (ou y,) devenait i n f in i d'ordre /• par exemple, il y aurait donc
dans l 'équation (3r) correspondante un terme d'ordre /'4-ï qui ne
saurait être dé t ru i t par aucun autre. D'autre part l'intégrale du système
(3o), (3i) (équivalent aux équations F'f) est définie par les valeurs
in i t i a les de 5^ , ..., X,^ y ^ , . . . , y^ : la valeur prise tout à l'heure par
y/c (ou Y i ) doit donc être arbitraire.

16. Ce p o i n t établi , il est facile de former n expressions u ^ , . . . , u.n
jouissant de la propriété énoncée au début du 11° 15 : pour cela, nous
ajouterons à ^ ( i un terme correcufi^ de tel le sorte que les expressions
obtenues

(3a) K^ = yi "+- Ç^ //,/,== y/, +- ̂ . (/c = 2, .. ., n),

ne soient plus i n f i n i e s si l 'un des À prend pour ^ === a la valeur a (ou
//c); par contre elles le deviendront si. l 'une des égalités Â^==^'y est
vérifiée, gj é tant une valeur régulière a rb i t ra i rement choisie.

Afin de chois i r n fonc t ions *Co . . . , C//, répondant aux conditions pré-
cédentes, nous remarquerons que les y et les 5 vér i f ient l ' ident i té

7i 4- . . . 4- yn 4- 7,M..,i 4- '/^2 4- Oi 4-. . - 4- on

Supposons que parmi les À^ il y en ait plusieurs, soient)^ , . . . ,Àv, qui
pour /, =a prennent par exemple la valeur a; •Y( deviendra infini lors-
qu'on substi tuera dans son expression (3o) les développements de
}̂  , . . . , ÂV ; mais Y/^ Çk ̂  i ) restera fini pour "X, = a (/ == r , . . . , ̂ ). Il
nous suffira donc d'extraire de l'expression S§j la partie qui devient
infinie, à savoir :

n ^ ?^i) v^a./)(^-^) ^7.1 • " ^^ (^ )Z^ cp(Ày) , ^^
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nous substituerons à 0 , , qui devient inf ini pour À,=^., l'expression

f l^—v 'y(^) ^/•-^2^(<,)^r'
/=!

qui a même partie principale pour Ày == « (/= i , . . . , v). Mais 0', est
encore infini s'il existe des Xy qui deviennent infinis en a : en défini-
tive, nous remplaçons 0, par

? = ̂  V ^U-)(^-ff./)" à7.,
1 2^(<,)(X,-,y,). J^'j — i

(33) et nous prendrons de même

ç, = Y^') y ̂  (À/ ) Oy - <i ) ( 4 ~ ,v, )" r)),/ 4.' ( i, )3 "''^^/-i ̂ i)^-- ̂ ) (^— Â'yF ^7+ ïwry
On déduit des équations (3i), (.32), (33) que < / , , , . . , «, vériiient

un système de la forme

w ^=î --i;2;̂ '̂̂ -.i;̂ .,,,
1 /:"""ï ^•=1 /:„,-: i

où les dérivées || sont supposées remplacées par leurs valeurs tirées
de (32) et où les A, B, G, D désignent des fonctions rationnelles de A
et de /. dont ,1 nous suffit de savoir qu'elles restent finies pour («u(e
valeur attnbu ée à )i,, sauf A •==</.

" J <*"?./*

-17. Réciproquement, supposons que lorsque t, tend mrs a, u
^restent finis, soit |^«A. Nous allons montrer que les combinai
sons symétriques (T. ,..., ̂  sont méromorphes pour t, == a

Pour simplifier le langage, faisons une transformation honiogra-
phique préalable qui remplace i^^ par une valeur f i n i e / e t
supposons d'abord ̂  IX, - .) ̂  - J| (, ̂  ,) ̂  ̂ ;J;̂
rarement lorgne ^ tend vers a. Il résulte (<) des expression/de

^LavérîlicaUon, i.nmédiaLe pour ,̂, dovicru intuilîve 8; l'on observe que les
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u^ ..., Un que les dérivées — sont bornées supérieurement. Il suffit~ ~ i
alors d'appliquer aux équations en o^, ..., o-̂  u\, . . . y u^ que nous
avons substituées à (F^)y le théorème de Cauchy, sous la forme pré-
cisée par M. Painlevé, pour voir que les combinaisons symétriques
(7^, ..., a'yi, définies pour une valeur de ^ située sur le chemin t^a
à l'aide de conditions in i t ia les satisfaisant aux conditions précédentes,
sont holomorphes dans un cercle de rayon borné inférieurementy et
qui, par conséquent, f i n i t par comprendre le point a à son intérieur
lorsque ^ est pris suf f i samment voisin de a.

18. Supposons donc que lorsque ^ tend vers a^ l 'une au moins des
quantités \\j—a\ ou |Xy—// , . [ devienne très petite; substituons aux
équations (Ff) le système (32), (34) et considérons une intégrale de ce
système définie en ^ par des conditions initiales ( À y , M y ) assujetties à
cette seule restriction que pour |^ —a\ < £' on ait [ X y — ^ [ > £ et
\UJ\<^A. Comme précédemment (n° 17), les dérivées—^ s 'expriment
algébriquement en fonction de t^ X^ . . . , \^ u ^ , . . . , u^ et ont en ^ des
valeurs finies pour des condit ions initiales satisfaisant à la restriction
précédente; d'ailleurs, le nombre des déterminations de l'ensemble
^,...,^ est précisément égal au nombre 2^-i-s des familles d'inté-
() t\ 0ii Y

grales (n0 IÂ). Cela suffit pour qu'on puisse substituer à (F^ ), par un
procédé connu (1), un système différentiel régulier pour les conditions
initiales considérées et dont l'intégrale est holomorphe dans un cercle
de rayon supérieur à une quantité positive r (ne dépendant que de £
et A). Il suffit de choisir ^ à une distance de a inférieure à r et £' pour
voir que l'intégrale considérée est holomorphe pour ^ =a.

expressions de ̂  on fonction de u^ ..., ^ conservent la môme forme dans le cas
^l

particulier qui sera examiné plus loin (n^ 27, p. io5), cas où le fait énoncé a nécessaire-
ment lieu. On aurait pu aussi résoudre les équations (3y,) par rapport aux -^ à l'aide
d'approximations successives, en posant ti == a "•{- eï et développant saivant les puissances
de £ ; pour e =s o, îos équations (^9) montrent que les dérivées — sont limitées, etc,

(1) PAmusvÉ, Bail. Soc. mciîh^ t. XXV11I, 1900, p. 2%9*
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En définitive si ] X ^ — ^ | reste borné intérieurement lorsque ^ (end
vers Oi , il faut, pour que ^ == a soit un po in t t ranscendant de o - i , . . . , cr,/,
que le MODULE MAXIMUM des u^ croisse indéf in iment lorsque ^ tend
vers a. Je vais montrer que cette hypothèse est absurde.

19. J'exclurai du raisonnement tous les Ui pour lesquels l'une des
n quantités \u^\ et ul ( j ̂  preste bornée (supérieurement), lorsque{ ( , j
^ tend vers a : aussi bien, je prouverai qu ' i l existe des points / , arbi-
trairement rapprochés de a, pour lesquels \uj\ est très p e t i t ( / = î , . . *,v
désignant un iif non exclu) ; il en résultera évidemment qu'en ces
points le module maximum de / / , , . . . , u^ est borné (su( )ér ieuremenl) ,
d'où nous conclurons que a ne peu t être transcendant.

Nous allons démontrer tout d'abord qu' i l existe nécessairement des
poin ts t ^ ==T pour lesquels le module de F/m au moi n s des u.j (j = ï, . . . , v)
est très petit . Supposons, en effet, qu ' i l existe un nombre posit if a, td
que ^ tendant vers a, on ait constamment
(3S) |^ |>a ( , /=i , . . .^) ,

et prenons (1) deux quelconques des uj; parhypotl ièse, i l y a des points
^ -==. 6' pour lesquels -̂ 1 est très grand, et d'autres / < ""^O" i)our les-

quels 'al est très grand: il existe donc des points / , =0 pour lesquels

on a, par exemple, -! ; ï ; on aura alors

^(0')
^^")

mais, d'après les équations (34), on voit que si l ' inégalité (35) est véri-
fiée et si -^ et —L sont bornés supérieurement (/ == 3,. . . , v), u-1 — u—
est également borné; d'autre part 6 pouvant être pris a rb i t ra i rement
près de a, l'intervalle d' intégration est aussi .petit qu'on le veut et
-. / r\n \u^Q'1^ 2 ^ est alors aussi voisin, de ï qu'on le veut, ce qui est absurde.

(1) Ceci suppose implicitement // >r ; dans le cas do n === ï le rdiisormemeni est not,a-
blemenfc plus simple. (Cf. PAÏNLEVE, JHiàl. Suc. math^ t. XXVIÏÏ, ÏQOO, p* 9-35.)
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20. Nous avons admis toutefois que -Z
t ( i

et
u!
^2

restaient bornés
dans les intervalles OO". Supposons qu'il en soit autrement; il existe
un point O^ situé entre O" et a, et tel qu'on a, pour une certaine valeur
'g de l'indicey : i ou i Let ^\>\uMg'^J^=-3,...^)

et tel enfin qu'il n'y a entre 0^ et O^ aucun autre point où les condi-
tionsprôcédentes seraient vérif îéespour une valeur^'dey^^^ 1,2).
On raisonnerait de proche en proche, à, partir de Ug, sur u.^ . . . , u^y de
la même façon que sur u^ et ^3 et l'on prouverait que dans l ' in terval le
W les rapports /<a sont nécessairement bornés.

Ainsi, pour que a soit transcendant (dans l'hypothèse [ A y — gj )>•£)»
il faut qu'il y ait des p o i n f s / < ='r, en lesquels la cond i t ion (35) n'est
pas remplie, si peti t qu'on a i t choisi le nombre positif a. Lorsque
n^iy la non- t ranscendance de a en résulte immédia tement ; par
contre, pour n^> T , une d i f f icu l té se présente : le raisonnement précé-
dent prouve seulement qu'il, existe des po in t s / , = = = = T^(/== ï , . . . , v )
pour lesquels \U}\ est très pet i t , le module des u restants pouvant dépas-
ser toute limite en ces points. U s'agit de lever cette objection.

21. Soit ̂  un point pour lequel on ait \u^ \ <^ a étant choisi, arbi-
trairement peti t ; par hypothèse ^ P^11^ ^.re très grand e n T i : mon-

trons que cette circonstance nepeufcavoi r lieu. Comme {-1 doit prendreï ^j
des valeurs très grandes, lorsque ^ tend vers ciy il1 existe un point

\.. / ^.r \ ï
^\, situé entre T^ et a par exemple, et tel qu'on ait ' , u = ï. Dans

l'intervalle ̂  ̂ \ les rapports aji {g^-j^ g ̂  2 , . . . , n) sont bornés su-
périeurement (le raisonnement du n° 20 appliqué à uj montre que

( „ \ /
l'hypothèse opposée est inadmissible). Il en résulte alors que -2 J est
barnéedans cet interwileï on peut donc choisir ̂  assez près de a pour
satisfaire à l'égalité

îùilû
^/(^)

^i(^)
^C7!

+ÊI :=: ï -h £.^

Â/in. Éa. /\'orm^ (3), XX. ÏX* — FÉVIUEK n^i'.*. !..>



q 8 H. G A il M!-; il.

s, et s^ étant arbitrairement petits, et par su i te ^ / (^ i ) est très pe t i t et
le point a ne saurait être transcendant.

22. Toutefois, nous avons admis une restriction : nous avons sup-
posé vérifiées le long de t\ a les inégalités |Xy—rC/ l^ 5 - ^r» a priori,
il est possible que ^ tendant vers a, et si. pet i te que soit la quant i té
positive s, \j finisse par pénétrer dans un cercle de centre ^ ' j , de
rayon s, et cela quel que soit le poin t (régulier) gj et quel que soit le
chemin t\a^ de longueur f inie , tendant vers a. Je vais montrer que
cette hypothèse est absurde : autrement dit , on peut toujours substi-
tuer au cliemin primitif un nouveau chemin t e n d a n t vers a, de Ion -
gneurfinie, el pour lequel l 'objection précédr 'nle ne se présente plus ou
le long duquel \\j — ffj\ est borné i n f e r i e n r e m e n t ( y = = î , . . . , /^). AJfin
de simplifier l 'écriture, j'exposerai la démons t ra t ion pou r n-^i, ce qu i
n'implique aucune restriction pour le cas général.

23. Soient ( C ^ ) et (Ça) deux cercles de rayon £ décrits de ^, el^
comme centres et 1^2 un segment1 de l\ a le long duquel \^ ou, A.^
pénètre dans (C,) ou (C^) . Nous pouvons supposer que le long de
T| T^ | À^ —- ^ j et |'Xa — '3^] (^== i, ..., ^ ) soient supérieurs a € , s 'é tant
u n e - q u a n t i t é arbitrairement petite : aut rement ^nous subs t i tuer ions
aux équations (F}) et (F^) un système (3^), , (34) ^ À , ( + À ^
^^2? ^ i r ^ â (°11^ etg^ auraient de nouvelles valeurs) el la méthode
que nous allons suivre s 'appliquerait à ce système. Le long de
.T ,̂> l'une au moins des dérivées — et1 (— a un module très grand. :
si l'hypothèse contraire se réalisait, quelque voisin de a que soit
ï^a, nous en conclurionSy d'après le théorème de Cauchyy que a
n'est pas transcendant. Soit alors A un nombre positif arbitrairement
grand; excluons des segments T^y tous ceux (ou toutes les portions
de ces segments) pour lesquels l'inégalité

(36) ^A

n'est pas vcriiice. Pour les intervalles exclus, un ;uirai(.
d\,
^ <A;
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on leur appliquerai t le ra isonnement suivant, après permutation de
X, et X^. Prenons alors A i pour variable; nous pourrons subs t i t ue r
aux équations (Fj ) et (F^) un système de la forme

< î / , ^^1 ,/^iV fdt,y^(a^ôp^c^—^^—}+e( ^Ai "v fÀ i ^A.

,^ =: <r/i -+- ^i p 4- Ci p2 4- d\ p3 4- e / <:'(37) ^ ^, . /^ \2
+y^^^

^/.â—— =. F,

les coenicients a, . .*,/", désignant des fonct ions de ^, À^ À^ holo-
morphes pour ,̂ voisin de a et | Ày - ̂  J, | À^ ~ ^.j et | A, — Â^ ( bornés

< îin tér ieurement . Or, d'après notre hypothèse, — est très pet i t sur le
segment T( n:a ; écrivons alors

^-,Y^
fû, " i WÀ.A/

'^ dt^en désignant par (^ i) la valeur prise par -j- pour ^==^. Pour

— ) = o, ce système dégénère de la façon suivante :« /> i / o «• Tl -•
/

^'Za '
^

c/c(/"À,
./p(/•/.i

=": (^ 4- ^

'"= (^ .4- ^i

=-p;

p
,'••'

+<•p ï)(•.
"<1(-' Ci ^'^ "1-

(U^
7/T^

dy\

::-::. o,

(38)

le système (38) équivaut aux équations (1^) et admet u n e intégrale
répondant aux conditions ini t ia les^ = T, , À^ = Â^ As = À;;, p ==: p^, avec
| p o | < A y et 1̂  À^ vérifiant toujours les restrictions imposées au
début du numéro. D'après les théorèmes classiques de M. Poincaréy
on en déduit que pour (— L ) < £^ l'intégrale du système {37) peut
s'écrire

^1^(^\ (^^
^•-V^J/^^7 , „

a désignant une (onction de A^ holomorphe lorsque les -conditions
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initiales satisfont aux inégalités indiquées plus haut, nul le pour
( _l^ ==0 et de module arbitrairement pet i t [pour f — ^ ) assezV / À I / O 1 1 A \^i /o
petit].

Il suffit alors de répéter le r a i sonnement de M. Pa in l evé ( 1 ) pour
voir qu'on peut remplacer le serment T^ Ta par un nouveau segment

TI T^ de longueur comparable à celle du premier et le long duque l on
a [ X ^ —^J<^ £. Effectuons cette subst i tut ion pour tous les segments
T,T^ où l'on a [ À , — g-^ <^ £, et nous aurons remplacé le chemin pri-
mitif ^) a par un nouveau chemin .^/, de longueur comparable, et tel
que ^ décrivant ̂  À < reste [sauf peut être le long d'intervalles incom-
patibles avec (36)J à une distance £ (x — /", ) bornée intérieurement d 'un
cercle (G^) décrit de ^i comme centre avec un rayon ^ £ {k étant un
nombre positif, inférieur à ï , a rb i t ra i rement choisi) .

24. Nous allons montrer ma in t enan t qu'on peut subst i tuer à .̂  un
chemin de longueur finie .[̂ , tel que ^ variant le long de ^ / , A, ne
pénètre pas dans le cercle ( C ^ ) et ( X y — g \ [ fîoit borné inférieurernent.

Admettons qu/il existe un nombre positif r\ tel. que le long de tous
les intervalles T, ̂  où l'on a ( 2 ) [ X a — ̂ 1^ oîi ^i t en même temps
| p | > T], et tel enfin que cette inégalité soit vérifiée le long de tons les

segments ̂ \ ̂  ayant mêmes extrémités que ^\ T, et pour lesquels on a
| ̂ 2 — g-i \ ̂  £• Soient X^ et X^ les valeurs prises par À^ en ̂  et T^, ( » t "X^
une valeur prise pa rÀ^ lorsque /, est intérieur à ̂  "T^ Quel que soit
le chemin/ ' (év idemment régulier, après la déformation du n°23)
décrit par t[ à l ' intérieur de ((^), on peut lu i substi tuer le plus pet i t /

des arcs A^ de (€3) à l'aide d'une transformation Â s = = A ^ •+- O(^),
où À^ désigne un point de cet arc, et où 0 | < 2£, pour /i situé dans
l'intervalle T^. A la valeur À, de X, correspondant à À^, la transfor-
mation précédente substitue une nouvelle valeur À, telle que

^ ,/^r^1./,, — /^ .-„. i —
A/ P

( 1 ) JML Soc. math., t. XXVIÏf, 1900, p. ^7-%38.
f 2 ) L'égalité n'ayant lieu qu'aux extrémités de l'intervalle.
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on a donc
P.i^K11'

Prenons e., égal au plus petit des nombres £ et '-r——Ll—^ et soit
( G ' ) le cercle décrit de ̂  comme centre avec s', comme rayon; après
la transformation précédente,. A , et A^ ne peuvent pénétrer a l ' in té r ieur
des cercles ( ( ^ ) e t ( C ^ ) . D'ailleurs, fe chemin correspondant .^/ décrit
par t^ a une longueur finie, comme on le voit en intégrant successi-
vement l'égalité

dfi _ / dli \ \ 4- a
cn^ ̂  w^i/À,-).j • p

le long des deux chemins / et //.

25. Nous avons supposé que pour tous les intervalles T^ oii
| ̂ 2 "•""" ^21 ̂ £ ? on a <iïn même temps j p | ^ > ' y ] ; nous al lons lever cette
restriction. Supposons que l^ décrivant un de ces intervalles, p pénètre
dans 'un cercle (F) de rayon arbitrairement petit ï], décrit de l 'origine
du plan (p) comme centre. Nous al lons substi tuer à. T^ un segment
de longueur comparable à celle du premier et tel que / , le de'criçant,
p ne pénètre pan à l'intérieur de (F), et (juo les condi t ions antérieures
cont inuent à être vérifiées,

Le ra isonnement est analogue aux précédents ( ^ ) : prenons p pour
variable et remplaçons les équations (F^) et (Ff) par un système
donnant^^=p^^=^^et^ fonction de^,^X,, p

dp dp ( dp dp d>^ dp dp"

et ̂  Les équations {3^) montrent que ce système est holomorphe en

^ et p, lorsque ces quantités sont suffisamment petites. Posons comme
Cl AI

tout a. rheure ^ ^ ^ ( ^ } , (d^\ désignant la, , ' va leur prise ,para Ai \ « A I / o \ <^ A i / o
^ i p o u r / t ^ ï ^ ^ ) ; on pourra développer la solution, du système

( 1 ) Cf. L CIIA%Y, Thèse déjà eitéôy p. 58-6o.
C 2 ) La fonction "^ ̂  P^ ôlrle trôs petite sur les se^rn^nts en quesiion : sinon il y

(thi ^ , T
aurait dos poîiUs arbilraîrerneni rapprochés de a, pour lesquels Ai e lÀs seraient réguliers,
d— serait borné et ^ " s s p —^ très petifc, et a m serait pas transcendant, !
dti (Ùi ' dit .
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actuel suivant les puissances de ( —-) et le système réduit, équiva len t
à (38), admet une solution holomorphe pour t^ ==^, 'X^ == Xp A^ === X , ,
et | po | suffisamment petit .

Cela étant, décrivons un cercle (C^), concentrique à (C^), et de
rayon /^£, /^ désignant un nombre positif inférieur à i, fixé une fois
pour toutes. Il n'y a l ieu à démonstration que s'il existe certaines
portions T^ du segment T^ pour lesquelles À^ f ini t par pénétrer à
l'intérieur de (C^) : soit T^ le poin t du segment ^\^\ pour lequel À,,
pénètre dans(C^) pour la première fois. Je dis que le long du serment
/r/!lr/! I p l est borné inférieuremenL En effet, d'après le théorème déjà
employé de M. Poincaré, et appliqué ici aux développements q u i
viennent d'être formés, on a

(39)

W

^=K(^),

^K^^ ( tc / p ^ ^ ^ } ^
dk, /Ai\^^w^^^

ClAy •vr / n \-^-.KpO+p),

en désignant par K une quantité finie, par (3 et y des fonctions holo-
morphes de p, p^ (-r1) » ût nulles en même temps que ces q u a n t i t é s .
On déduit immédiatement de (3ç)) que la longueur du segment p7p^
décrit par p, lorsque ^ varie de ^\ à T^, est au plus égale à û7j( i •+- € ) ,
^ pouvant être rendu aussi petit qu'on le veut, à condition de prendre
TI assez petit, et l'équation (4o) montre alors que la longueur du
chemin décrit par^a est au plus aKy]2 (i + s^) (e^étant arbitrairement
petit), ce qui est absurde puisque cette longueur est au moins égale à
(l~^)£.

En appliquant au chemin -r^ la méthode employée plus haut
(n^SS et 24) on lui substituera un nouveau segment T^T^ de lon-
gueur comparable à celle du premier et jouissant de cette propriété :
^ décrivant ce segment, À, reste toujours extérieur au cercle (C\)
(-/) ayant été pris suffisamment petit) et p est extérieur au cercle (F),
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On retombe alors sur le cas étudié tout à l'heure, et notre dernière
restriction est levée.

Il est ainsi établi que Fintégrale o-,, ..., a",, de (/^ F/,) est méro-
morphe pour ^ ̂  /a, . . . , ^.

26. Je vais démontrer maintenant une propriété très importante du
système Çfnj Vn) '- son intégrale générale est une FONCTION ESSENTIEL-
LEMENT TRANSCENDANTE des 2 n constantes d'intégration y de quelque manière
qu'on les choisisse y sauf peut-être pour des valeurs exceptionnelles attri-
buées aux constantes c^ .. *, ^/n-i ? c/n-ay ^+3 •

Posons, en effet,
.4- 60

p ——,__ _ L.'~ t-Ïy / t\\ ' } __^S^ v f f ï ' ) . ' . " 1 }C ^ — — — — - -t-& C//, Cl / \ j — — ^ . £ /.y ,

in .== 0

wecV^ = l'n , et développons l ' intégrale de (//^ F,,) suivant les puis-
sances de £ : fcy fonctions X^ (j==i, . . . , / z — i ^ ) vérifieront un
système (fn^ » F,^,) (1 ). Admettons alors la proposition pour le système
(,A-ï? ^..-i) ^t nous allons voir qu'elle subsiste pour le système
C/^F^

En effet, soient

( 4 l ) ^/=/y(^î ^l; ^ï , . . . ? < ^ ^ / / ) (./^I, . . . , / Q

( 1) Qaant à "^\ il est donné par l'équation
/nid) 1 / ^ ) ^ ï \ 2 ^ / ( n P -
^=:^à-(^}+A;^--•-B//4l)+^'

avec
A — ï àî)f r - ^f^^^) mfvA.< ï= •.— "—-> t/=.= — —————— Uf ̂ ft

D/ ^/ ( ^ ^ — t / ; 2

et
D^_______________(^^X(.o))...(^-/^l)_______________ .
' ^(^'— ï)(ti— ti) . . . (^—— ^ 1 } (,^- ^4.1) . . . (ti- tn) {ti— ̂ ') . • . (fi— Wi Y

enfin Bi est rationnel en ^^\ ..... ̂ ^i ^^ l^n'â dérivées par rapport à <?p L'équaLion
précédente est donc réductible au typo

^-^yç-^

découvert par M,. Gambior (lor. cit., p. •27), cl, par suite, A/,0 et les combinaisons
symétriques do X^, ... , X^Ji ODt Ïôurs points critiques fixes, comme il était évident
(t. p / ' l û r i ,
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les formules qui représentent l'intégrale générale de ( /^, F^) a^ et /^-
désignant les valeurs initiales de ̂  et "—- Supposons que notre propo-
sition soit en défaut ; il existe alors une relation
(4^) C=<Ï)(ai , b,, . . . , a^ /^)-

telle que si l'on remplace à l'aide de cette relation l'une des constantes
primitives a,, f^ par C, /} (et par suite toutes les autres fonctions/)
soit algébrique en C. Supposons, par exemple, que <I> dépende eflect i-
vement de l'un des b^ soit b^ (le raisonnement serait analogue dans
l'hypothèse contraire); tirons b,, de (4^) et faisons dans (/^, F^)
^= — — Les formules (4ï) s'écrivent

^./^^'./(^i; a^ b^ - • • ? a^ n ^/^i . ^î C);

en éliminant G entre l 'une de ces équations et sa dérivée par rappori à
t^ on en déduit une relation

(43) ^^^T5 aïî bi) " ^ afl-•••iî blîf^ ^):::::0?

où P est un polynôme en Ay et—^- Mais il résulte immédiatement du
lernrne établi plus haut, que cette relation doit constituer une intégrale
première d'un système (/^, I^.-.O, lorsqu'on y aura replacé a,, par /„,
ce qui est absurde.

D'autre part, M. Painlevé a établi ( 1) que l'intégrale de l'équation î ,
dégénérescence de VI [ou (F<)] est une fonction essentiel lement
transcendante des deux constantes d ' intégration; il en est donc de
même de (F<), lorsque les quantités c ^ c ^ c ^ c ^ sont choisies au
hasard, et, par suite, notre proposition, exacte pour n ̂  î, est établie
pour n quelconque.

Bien entendu, cette proposition peut être en défaut pour des
valeurs particulières de c,, .... c^; le système (f^ F/,) peut alors
posséder des intégrales algébriques, ou satisfaisant à des équations
d'ordre moindre, ou même être réductible. Nous al lons étudier, dans
la fin de cette troisième Partie, un cas important où le système (^, F,/)
admet toutes les solutions d'un système différentiel d'ordre n.

(1) £ulL Soc. math^ (,. XXVIIT, 1900, p. %4r-%^.
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III. Lés systèmes hypergéométriques d'ordre supérieur.

27. Supposons que l 'équat ion (E^) admette une intégrale dont la
dérivée logarithmique soit rationnelle, et soit (E^) une telle équation.
Cette intégrale est nécessairement de la forme

y, ̂  "f|(^ - ̂ l̂'Î  - ̂ /)^
f::^l /^l

où ^ désigne une racine de l'équation fondamentale déterminante rela-
tive a oc == t^ et £,, l'un des nombres •— - ou -• Le point x = ~kj étant" % 'A
apparemment singulier;, on do i t prendre £/=-" — ^ en effet, dans l'hy-

pothèse s/ == ̂  l'expression
rdxYÏ^ y\ j ".Ta"?

intégrale de (1^), renfermerait un terme dé la forme Aj^ log(.r-'Xy);
on a donc

/(, •"}•" "2

(44) ' ' jr^l:^^)]''^!1]^^-//)"-

Cette expression étant u n e intégrale de (E^), on doit avoir
n 4" a //, "-t- ï n- •••(- 2
^ ^i ^ , ^ ( ^_ j )

( 4 ; > ) c^8= ̂ ^ ^ r,-r/,— n^ /•/•4- ——^——?
/.--1 /»• = ï / ̂  ï

et les coefficients a/, py s'expriment rat ionnel lement en fonc t ion
des \/.

Il s'agit de déterminer les fonctions A//,,, .. - , ^) de telle sorte que
le groupe (G-') de (E;) soit indépendant des ^ II est visible que
À, , . . . , \, seront donnés cette fois par un système différentiel d'ordre n ;
car, dans le cas actuel, (G') dépend de -in -+-'2 paramètres et nous
disposons de n •+- 2 constantes c^ ..., c^- ^^t ^ que nous allons
vérifier.

Puisque (G') est indépendant des ̂  on peut (^toujours associer à

(r) Voir pliis loiûy n0 34,
y^. ^<?. Norm.., (3), X.KIX- — MAïfô 19x2 . 1 4 •
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y, une intégrale;^, telle que ( Y i , } ^ ^ ) forme lîn système fondamental '
à substitutions indépendantes des ^ : y ^ doit donc vérifier les équa-
tions (1)
, , ày ( ^ i à\ïi\ „, àrl p> \ •'' —~— ( A " ____ l i\f j |'Ç "
{ € f t ) ~ (H i ^ \ " i ^ ' ï 7^ ) y ^ ï ' l ' à ï

v i • <^lo2'yi B, à i B/ . , . « / g „ iL expression ——— 4- 7-- -r-ios'—r est donc indépendante de ,'r1; mais-
d'après (i3) et (44) ^lle est égale à

-à
j ̂  ^ }̂̂ . .̂ ^(tf} Q? ( -y ) ^ / 1 —— 9. /7,. 9. /'{(fQ} — i V T ^j r' _ ^SliL . .^l.^^ V ' IzzjL!^ ̂  JL!—

• ' l 'îj.JÀy—.y .̂z' ^••—.r ••îO'^/) (..y—^)^(.:y) ^«^ .r —//;. "" .y-—^- B'\ ̂  Ày—.y ^z' i ^^ "" ^ï^T^) ' Ç c — t i ) ^(.:y) ^^ •̂ "̂ -̂  "— ^^7^-
./ ==1 ... /•- -:~ i

Les seuls pôles de l'expression (4.6) é tant A., , . .., À,/ et d'ordre i,.
i l ' nous suffît d'écrire que les résidus correspondants sont nu ls ; il
vient alors

^ ̂  ̂ ^ —--̂ li?2l_ .̂ V^ lJZLl/^ ^ Jl̂ L.
(Hf ^\ t7} ( "/y ~~- ^/ ) y {Ày ) ^ \- — ^/, ^ 7.y — /,(47)

(^e système est bien d'ordre n; vérifions que toutes ses wlulùw satisfont
à (,/^ 1^)- Tout d'abord, les équations ('/,) sont évidemment des
conséquences des équat ions (47); exprimons qu ' i l en est de même
des équations (F/,) :

i <pa/) rva/) ^"a.\ 1 F^l ̂ ^v) \^M ^ ^(^)'l Vir^^ 2 / t /

4 ^(^) L9(^-) ' ^^(^)J ^ '̂ ^ ̂  ̂ ^^) L9(^) ^/(^)J ^ À,-^ },/-/,
L /'' ̂ 1

n : F //.

_ x^7 ?(^ / ) v^iri^^ a^
^ /i^f}.,u}...—?.^ .̂  l— /, w T~4^(}.,)() _?,/) ^ À,-^. "^T^T;^=1 LA-==I

[--//. ,+2 -1: F/7,+2 -g

^(^^ v ̂ ril̂ L V ^'-,2/:A• ç^^/) r/
r~//.-i-2 -B: r-n-^-î -j

î l- V .^2^ v '-2^
À,) ^(?.,^4). ^ -A ^

l^'"-1 J L^=i J
4 ̂ ay) ^ (^~ 4)2 ^ "A,- ^, ~ ̂  "77-7;

s ^ " — 1 i i " ^ i i
n+:i f,..^^ , ^

-y (e, + 3 "^ . t yV(^) '̂ ' 4 . ç^/) c/^Â- •

^À1 /J ^ À i(ÏJ ̂ ^ ̂ î  5^^-
En s'appuyant sur les identités qui expriment que la somme de&

wdus de(^^4)(^^^t^y,)"^)(^^) esfc n"*^ o^ véri^
a'isément^uela relation précédente est une conséquence d'e^S). 1:

( l ) Voir deuxième Partie, n° 3,
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28. Nous allons intégrer maintenant le système'(47). A cet effet,
désignons comme précédemment (n° 12) par o"^ ..., o ,̂ les fonc-
tions symétriques élémentaires d'ordre ï , ..., n de \^ . . . , A/,,, et
substituons à. (47) ^ système différentiel vérifié par o-^ .... Œ,,. Au
lieu de le déduire directement, de (4.7)? ce qui semble difficile, nous
emploierons l'artifice suivant : l 'expression (46), étant indépendante
de x, est é^ale à

'^/)
-^'{t,) --s"'.,Â = i /

valeur obtenue en, faisani ^=='x?. Multiplions par ^(^) les deux
membres de l ' identité ainsi formée, il v iendra :

à ̂  ( ./• ) ^ ( ' y } ^ ( ts ) 9 ( -^ ) x^/ ' ""~ 2 rk ^ r i
1 '• ' „..,»..„ ^^ .̂ (1) »• , ___1_____..„.., ,_LIJ|_II'..,.l ».«__» «_^«««™«,-«1««——— »«»«L«———————————————— 1 V ^,.,.,,.,——,.—————.———1 II ~.——— ———"——•——"———•——•

- ' s / (<, ) y'(<,.) ,r-(, .:z' — t/,. ^ — ^/

^^-,-:f,\,,..,
^(^)

1 \ / ( ' 1 1 " /

Mais on a

^(.^) •r::y (— i)^/.^ -^ (avec cro-== i ) î

il suffit alors d ' identif ier les coefficients des puissances de x dans
l'équation précédente pour obtenir le système cherché. Désignons
encore par -Vy la combinaison symétrique élémentaire d'ordre v de
^, .-, ̂  ^, ==0 et f^= i, et par 4. 4^ 4^ ^s combinaisons
symétriques d'ordre v des ^, g prenant toutes les valeurs, sauf celles
des indices supérieurs. Nous obt iendrons alors le système cherché. •

P^,)^=^^)^^,(^^./)
/•=!

(48)
^(^14>•>î)^^(^) ^ (-l)^^L^-^ + (^1^^ ̂ '^-p-i

Lt^
(^ ^=ï , .. . , /<) ,

p^o

où l'on a posé ^r^ — ï === a^.,
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29. Lorsque l'expression
// -{-2 n+-2

K.= I -h^ <^-= -I 4-^ (2 /•/,.— 1 )

, À-:=I /,.=l

est 'nulle , ce système est linéaire. Pour l'intégrer dans le cas générale
nous poserons

(4.9) ^•= TF17 0

Le système (48) équivaudra au système linéaire
r- // /r- n l

^^a/,.st /•-4-(^/4-•)^
LA-^I \f.^

àQ, ^i . , , . ^¥Wj^ = ^ ^^^'+ (^+ •)^ (- '}('^^tJ' ^ (1-" Q^r^
/r ̂  1 |A ss () ^J V ï;:: 0

(5o) { ,
-^(^/4- OG/(^)^ (-i)!̂ /̂,...,̂ ,̂  p^'t^)^

^...o
(r"r ï . . . . , / - ? ; / — o , ï , .,., n),

où la dernière somme doit être remplacée par o pour /== o et où
p i , ..., p^ désignent n indéterminées, qu ' i l f a u d r a choisir de façon que
le système (3o) soit complètement intégrable. D'après la manière
même dont ce système a été obtenu, les conditions d'intégrabilité sont
nécessairement compatibles et se réduisent à fï" '""" ' ' :11 ! ! ! 2

à9i à9fc ^ y ( / f \^^^,,,^.,(^^..,^);

la solution générale de ce système est de la forme

^••+?^ •
(p^, ..., p^) désignant 'une solution particulière et p une fonction arbi-
traire de t^ ..., ^; ce point était d'ailleurs évident a priori. Nous allons

' montrer qu'on peulprendre les p? et par suite les p ^ nuh\ U nous suffira de
prouver que dans cette hypothèse les n ( n w ï ) identités ̂ ^ =--̂ 1_ 1 1 IJi , ! ï " "' " 1 1 1 • àtfôt/, ôt/càti
sont vérifiées.
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30. On a tout d'abord
fi

(5. ) ,,'(^,)^^K^(-i)^7-^,;
V = <»

pour résoudre les équal ions (51) par rapport 0 ^ , ..., ô^ j'observerai
qu'elles en t ra înent l ' ident i té en ,v

V (^ ,y0 r»--v= ( p ( x ) V ^(^-- î ) ̂  , Q3(<'r)^
-^ '• ' v ' / K. .z- ( x — t } ̂  ,r — ^ ^<;/ .;r ( x — i ) "

On en déduit
//

( 52 ) 0y -: .ç? ^ ^ ̂  ̂  ~ » V /, ( // ^ , ) 4^-1 --^ ̂ ° ;
K "̂""1 (7^/-

/ =a î

dérivons alors Inéqua t ion (5 î ) par rapport à ^ :

<"' ^->ife-^^-^<-'-'"^.
V =-; (»

remplaçons — par la valeur tirée de (^o), tenons compte de (5i) e(:
cherchons alors le coefficient de a ^ { ^ ^ k ) dans le second membre de
(53) : il est é^al à

^V(^Q^,^,àt^ ̂ j ' / / ) '
V î=. (t

c'est-à-dire à o pour ^< ̂  i et à —LZJ pour ?• = i. Remarquons mainte-f'i"—t'k • " ,
nant que l'expression

n . v

^ (_ i)^--^ (..„ ,)î _,̂
V =; 0 [A s. 0

est égale à

2-
1 - ^-F+l•l»». ^-p4-l

, , ^ ï)^1^^ "^;
^o

or
w

^(_l)P^-r-+i,î,l---=(-i)».y^,
p=()
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et
n

^ (~- i)P^-P^= (~- i)̂  + cp^/,),
p=0

^n sorte que le coefficient de a/c-+- i est

^(4) ^0 - V / ^-P-M__^-..p-..-.l- 77=̂ . ̂  -h K2. ̂  1 > —i7=^— o^t
p=i

Remplaçons alors Qp^i par sa valeur (5'2), et observons que
n fly (— i)?^'^2^?-1-1^ (— i)/^^"1-1'^2 =y (— i)?.^?'^2/^"'-1,p = i p ̂  i

que
n

^ (- I)?^^1'^2/?-^^ (- I)^^-11"42 (^ ̂  ̂ ,

p=2

et, enfin, que
n

V(- l)P4-^+>•'l+2<?-P•+-l= (- o'^T'"1-2 + T1-^—;«<—" /. / ^ & / — i )
p=2

nous trouverons alors pour le coefticient de a^+ î :

^ ^f(tk) ̂  _ sllîA ̂  «.. ^'(f'^ ̂
ti~- 4 àii, ti—tf, à(.i ti— t/e àti '

et, finalement, on a Inéquation

,.,. ,, , ,^o 00, àô, . . . ,
(34) ^^^^^I'——^^-^^ , (^A-=^. . . , , . ) .

qui généralise une équation étudiée par M. Darboux (1). ^
Mais cette équation est symétrique en ^ et ^; en d'autres termes,

les conditions (rintégrabilité de (5o) sont bien vérifiées pour p^=== o.
Par un calcul analogue au précédent, on obtiendrait de même

" ( 1 ) Foir, par exemple, Leçons sur la théorie générale des swfaces, t. Il, Paris, Ï ^ H ( ) ,
p. 54.
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l'équation
()2^ _ | •^/' cîk _ _ _ ^M+^/ t̂irL '̂ ^)

^^ -^f- ^^-^,~h , ^ ^ ~1 Z — — l ,̂
L^=i •J

_ V' 4(^— 0__ <^o K.^/ g
""" ai^ /, ( /, - i ) ( /,..- //, ) ̂  " /, ( t, ~ î ) ()1

f o r m a n t avec (54) un système linéaire (S^i) d 'équations aux dérivées
partielles.

31. Pour n = ï , le système (S^) se rédui t à une seule équation
d2 r j { î ( a^ "lh ̂  ch 4""a ' \ ^1 •^1 a ^> _^_ _ ^ ^ 4 - 7—T^ 'Tu + /•( /• — ï ) ̂  °

(où, l'on a suppr imé l 'indice i == :ï:} : c'est l'équation de Gauss (1). Le
résul ta t était d 'a i l leurs immédiat , car on a alors A ^ = = Œ , ; le système
( 4 7 ) se rédu i t à. une équat ion de Riccati, et le ch.angementdevariabl.es
déf in i par (49) coïncide précisément, avec la transformation classique
qui ramène l'équation de Riccati à une équation l inéai re .

pour n = 2, le système (S»} reproduit un système bien remarquable
rencontré par M. Àppell ( ^ ) et par M:, Picard ( î î) , et vérifié par la fonc-
t ion Ilypergéométrique de deux variables

v ( p fi' / . . ^—Y v(^^^ / 0^^ m HP^ n )^^^^
Ma,r^,y;.r,y).^ ^777^+^)(i,m)(T7^T y '

in :;.-. o n :•;'*- 0

où (A, k) désigne le symbole A(X 4" ï).. . Çh+k —• ï).
Ici,, nous aurons

a =:-- K, y = - (ai -h ̂ + ^»). P = "- a^ ^=—a^ x == ^, y == ^2.

On peut remarquer encore que A , 4- \ = cr^, par exemple, satisfait

P) Dans ce cas particulier, ee casavml été signalé déjà par M. B- Fuchs {Math. Ann:,
i. I.XIU, p, 3ï9) .

( ^ ) Comptefî rendue t. X(î, l8So, i>. ^96 et 73l î t- X(;t, r88o, p. 364; /. de Liolmile,
y série, t. U, ï382, p. 173.

(^ ^/n^. Éc. Nûrm., ̂  série, t. X/ 1 8 8 1 , p. 3o5.
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par rapport à ^ à une équation di f férent ie l le du second ordre (à po in t s
critiques fixes) formée par M. Painlevé (1).

32. Passons maintenant au cas général; nous al lons établir q u e 0^
considéré comme fonct ion de l'un des paramètres, soit l^ satisfait (2 )
à l 'équation différentielle d'ordre ri -f-1 du type hypergéométrique de
Tissot-Pochhammer (3),

n

(56) <l)^'•)c^^ -<-2 (- '̂ 'l^ -- n + k - I)^ ̂ '^W
/,=0

d(n-k)h+ (^ _„+/(.--,),, w') ( t,)-\ -^r— ==0-
où l'on a :

<D(/,) = v ' ( t / ) ==/,,-{ti -,)(/,-./, ). . .( / ,_/„),

>,•(,,) ̂ <I>«,,) '̂̂ -1,
——— ^/—— ^/C

/»" 1 1 - 1 1 1 1

^ -- a,+ i e», (/,),= p { p - ' ) • • • ( /> - ' / - * -
x / / f o //î . % . . ^/

II nous suffira de montrer qu'il existe n 4- i fonctions 0,^
(A=== i, ..., ïiy n +• 2), linéairement indépendantes par rapport à /^ ot
vérif iant à là fois le système (S,^,)-et l 'équation (5(>). Or la fonc t ion

(57)
^ ^k

0^= 1 ,^^«+i(.z — l)^«4..(^ — ^)^ . . . (.y; -. ̂ ,)^/, ̂  -= / V dx
^o </o

(/C=i, . . ., //,,n 4- ^),

ou l on a
V = .z-̂ «-. ( x ~ r )rf.4. ( x - ̂  )^. . ., ( x - /•,, ) .̂,

répond bien,à ces conditions, lorsque les constantes absent choisies de

( 1 ) Âcta mathem., t. XXV, igoa, p. 53, équation (ï).
( 2 ) On pouvaiL d'ailleurs constater sur les équations (5o) (ou p / s=o) que parnu les

n-^rî racines de l'équation fondameiUale déterminaniô du syalème relativo à un point
singulier quelconque, il en est n de nulles.

(3.) TISSOT,. Journ. de Liowille^ i1'8 série, t. XVII, i^yi, p. 177. — POCUHAMMBR,
Journ. de Crelle, Bd., 71, 1870, p. aî6. Avant lo iravail de Pochhammer, l'équation (5()}
avait été étudiée par Herrmte.
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telle sorte que Fintégrale (57) ait un sens : cela résulte des identités

Va/a/, ]" ak —^i . ^k — ^ / l y^ -a/ly
t i — t k X - t , , \ '( X — t i ) ^ — t f , ) | t i — l k X ^ t , t i — t k X - t f ^

à Y-^l^-.'J. vi . ̂  „ , ^^(^--J) ^^
^ ——=7— = v 1 + 2 a / + 2 ~7,-=7- ̂ ^ •

' / = i ^1 = i

et

. r—/, .̂  ^—^, ' V / , ^—i/ ( ^—^) ' 2

I.- ^•-:1^ J

A ̂ ÏJÎiïl. —V1 î irijllÈ î̂ ^ v^ (̂ "ZT "̂ "" j..j / 1 . ^ .y -...-. .̂ ) "- -j+1

lavecy^'^^-) === o|; et le résultat établi pour de lel les valeurs des a^est
évidemment valable quels que soient les ai.

33. Toutes les propositions obtenues par M. Appel! dans le cas de
n == 2 a'élenclen'i au. ca.y général.. Tout d'abord, changeons^ en x " ' dans
1 î ex p re s si o n ( !) 7 ) e t j,:) o s o n s

p^—^ :.:::: i ~ ̂ f'i,

K^~- i 4-^(1 — a r / ) ,a = — J\, ̂  — i 4-^ (, l — 2 / /
/ :;.:: i

// 4- 1 ' // +' 1
^

y = ——^ ^/ =^ ( t —— 9. /",.);

/ ï;:i l i ;= 1

nous aurons (au signe près)

(58) .̂.̂  f .^^(ï -^^-"^-^i - ̂ )-^ .. .( i—^<r)-P"^",
t /O

où l ' intégrale est prise le long du chemin rectiligne 01 et, bien
entendu, dans l'hypothèse o < A (a) <^ <^ (^).

On obtient (^+ 3 H / ^ -+• 2 ) intégrales telles que (58) en subs t i tuant

aux-limites'd'intégration deux des quanti tés / 7 ' ? - * • ? ^? °? I » 3 C -
Le développement de l'expression (58) suivant les puissances de

Ann. Èc. Nonn^ (3), XXIX. — MAHS ï()i3. n)
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^, . . . , ^ donne
fl _ _ r ( a ) r ( y — a ) , . .yo,^-4-2— ———j—————^ ^ (^a, L» i , . . . , [j», y , ^ i , . .., 6,,,;,

en posant
F^a,^, ...,(3.,y;^, ...,^)

-). 00 •+- 00

^ V V (a, //z, +. . .4- /?iJ ((3i, mQ .. . (j3^ mj ,̂̂  ^^^
~^"'^ (y,mi-4~...4-w,,,)( i ,Wi) . .. ( ï , w/,) 1 " * ' " '

///^==:o //</i==o

La série est absolument et uniformément convergente lorsque^ y . . . ,
tn varient à l ' intérieur de cercles concentriques aux origines de leurs
plans respectifs et de rayons inférieurs à i : elle représente dans ce
domaine une fonction holomorphe des variables.

On peut également représenter (^ à l'aide d'intégrales multiples ; je
donnerai seulement la formule

r(p,)...r(^)r(y^,^...^j
p.-— ,1 ^ i^oe, pi, . . ., p,/, ^ , < i , . . . , / „ ;

^

— / /-rPi-l -y.P»~l/r -r -•r \Y-3.-"...—8«~1
— I ' ' ' I \ • • • // ^ — wl— ' • • — ^ " t i ) ' ' '

X ( t -" ^i *yi —...-• /•/, .y/, l)"•••a rf.ri ... clx^,

où l'intégrale est prise à l ' intérieur du cont inuum (réel) défini par les
inégalités

.ri ̂  o, . . . , -r^r; o, i—.r i —, .. — ̂  ::; o.

On définira comme pour l'équation de Gauss des fonctions conligucs,
en faisant varier d'une unité tout ou par t ie des paramètres a, p^ ...,
f^, y» et l'on généralisera sans peine les relations de (xauss. Je me
bornerai à la suivante :

^F^(a,p^...,p/,y;^,...,^)

= ̂ F^(a -4- r , p,, . . ., ?,+. i, , . ., p,, y 4- i ; /,, . ..,/,),

d'où l'on déduit que le système (48) possède les intégrales remar-
quables :

^^^M,/H.2^iy.,^)£î^^
y ^ 1 t { t ) iï(^pi,.-,^,y;^,...,^)/ =". i
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En opérant par dégénérescence sur la fonction F^, on en déduirait
des fonctions qui j o u e n t par rapport, à F^ le même rôle que les fonc-
tions de Bessel par rapport à la fonction hypergéométrique de Gauss,
ou que les transcendantes V, IV, ... de l ' In t roduct ion par rapport à la
fonction VI.

34. Nous al lons retrouver les résultats précédents par une voie
en t iè rement différente. Nous abandonnerons la considération des sys-
tèmes di f férent ie ls complètement intégrableSy pour nous appuyer uni-
quement sur la n o t i o n du groupe ((y') de l'équation (E^).

Dans le cas actuel, i l est aisé de calculer explici tement les coeffi-
cients des substitutions du groupe. Soit L, u n lacet simple, d'oniGiNE
XQ FIXÉE UNE FOIS POUH TOUTES, décrit dans le sens direct autour du point
singulier x^t^ les intégrales ,y, et y^ (n°27) forment un système
fondamental qui subit la subst i tut ion SS correspondant [au lacet L/, et
représentée par les formules

(5())

où l 'on a posé

\ ^yr-^/ji,
l» S<y2=^l{//l+^ l,r2,

^^^'^ et ;H/-= /
t..71

'* dx
TT

S oit alors
(60)

Y'i=:a7i4"(3y2,
Y2=7.}'i+ ^y^

un système fondamenta l subissant des substi tutions
S^Y^^Yi+B/Y,,
S^==C/Yi+D.Y,,

dont les coefficients A/, B^ C/, D, sont indépendants des ̂ . Je dis qu'o/i
peut toujours obtenir un tel système en prenant a == i, ^ == o.

Tout d'abord, on peut toujours supposer B,==o en remplaçant
("YI, Y^) par un système

Y^a/Vi^^Ys,
(6J) "Y^=:c/Yi4-^Y, 1

(a,, b^ c^ di, constantes indépendantes des 4) où les constantes a,, b,
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satisfont à la relation
a/A^-h b{ C/ di
O/B/+ ^•1)/ /^

: o.

Il résulte alors de théorèmes classiques que l'on a :
soit

A^.ç/, • D/=:^-1,
soit

A/==.?71, l)/==.y/.

Il est toujours loisible de supposer le premier cas réalisé en etfec-
t u a n t a u besoin su rY^Y^ une subst i tut ion (6ï), aveca^—^'1):^/^.
Mais, d'après (5ç)) et (60), on aura alors

•^Ji + PYs) = ^•Yi = S'Y, = a.v/yi + P ( Â - / lî/ji + .^71.n)-

d'où p.y/R/== o == (3(^-—s] ' ' ) . Cornniey2 n^ostpas unifonne en général,
Y y.on en déduit (S == o, et, en remplaçant Y^ e tY^ par — et -lî on pourra

faire a == i.

30. Cela étant, écrivons que le système
Yi=^,
Ya==yyr+-5ya (o^o),

subit autour d/un point singulier quelconque^ soit /^ une subst i tut ion à
coefficients constants, nécessairement de la forme

S^=^Y,,
S^=^Y,+,^Y, (rî^o),

où /^ est une constante. Nous aurons, d'après (5c)),

7^,;'i -+- â(^B/Ji-+- •^l.r2) === ̂ /^J'i •4- .ç71 (yji + ôya),
d'où

(62) y(i - ,s72 ) + ÔH/=: /r/ (<=:!,. . . , n •+• a),

et réciproquement, si ces équations sont vérifiées (E^) possède un
système fondamental d'intégrales dont les substitutions sont à coeffi-
cients constants (c'est-à-dire indépendants de / • , „ ..., ^).

Eliminons y et à entre l e s /^4-^ équations (62), on en déduit les
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n équations suivantes ;
H. l — — . ç T 2 k: \
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(63) R,̂ i
H.--

' °«+i
••^2 ^

«4-1

/;-t-2

A priori, i l est manifeste que les premiers membres des équations
(63) doivent être indépendants de l 'origine XQ des lacets L/; il est
aisé de le vérifier directement, car si l'on remplace x^ par un autre
point x\^ R; se change en

K,,(,_,.,)r^.
/r.', y\

36. Réciproquement, nous allons montrer qu'en général, si les dif-
férences ï — sj2 ne sont pas toutes nulles, /es conditions (63) suffisent
à exprimer que les équations (62) sont compatibles^ et, par conséquent,
que le groupe de (E^) est indépendant des paramètres t^ En effet, les
équations (62) en a et p ne pourra ient être incompat ib les que si tous
les déterminants

W)
H, ï - ̂
R, t^^

(^./==i, .. .,n)

étaient nuls, au t rement dit si (eûtes les substitutions de (G') étaient
permutables deux à deux. Je d i s que ce t te circonstance ne peut avoir
/l'eu quds (fue soient A i , ..., \^ En effet, s'il en était ainsi, on en dédui-
rait les équa t ions

^ R^
(63) H^) ï — ^ ' 2 :o (A' =o, ï , . . . , n),

où R^"3 désigne l'intégrale
f'W.'r

J ^i
W^^r,

W 1-^ x^^{x — x)-2^^; — ^i)-2^ .. . (.z- — ^O-^..

Mais les R^ (où k est quelconque) sont des fonctions linéaires et
homogènes des n 4-ï premiers. Les déterminants (65) seraient donc
nuls, quel que soit l'entier positif /c, ce qui permet de supposer
^l(r^) <^ o et ^(/y) <^o- Or ces déterminants ne dépendant pas de .z*o?
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faisons XQ == t^ d'où Rf^ o; il vient alors (i --- .ç2) R.715 == o. Ecartons
l'hypothèse banale où tous les .^2 sont égaux à ï ; on devrait avoir

/"«y/,
W .Z.171' f/.,r :r= 0,

l'intégrale étant prise le long du chemin rectiligne l / t j . Mais cette cir-
constance ne peut mamfestement se produire : car, moyennant une
transformation homographique préalable, on peut toujours supposer
que W (x — t , Y r ' ( x — l/)2^ ==fÇx) est holomorphe à l ' i n t é r i eu r du
cercle décrit de ^ comme centre avec [^ -— ^ [ comme rayon. Le déve-
loppement de |/(^")| 1 » su ivan t les puissances de x — //, appl iqué à
l'intégrale

r ! } w .\ ^—f^,
.4 f(^) '

montre alors que
r^i
l ( x — ti ) - ï l i ( x — t j )-"2/'./ dx

v fi

devrait être n u l , ce qui est absurde.

37. Revenons main tenan t aux équat ions (63); nous les écrirons
n

(66) ^ (— iy Ar'7'^^ o ((•-=!,..., «),
•K5 0

en posant
H^-./) ï.,.,̂ ^ /^

A («"-y')— j^/'.-y) . , , /.-2 /. / • _., ,"*•/ — "//-n I •SH..I ^n+.ï ^ — 1 , . . . , ^ ) ,
?(/.».-",/:< , ç-â /..
'•'•ff+â " "'"1'"" "/M-à '"^••l-iiî

et 'jy ayant la même signif icat ion que précédemment (n^ 12 et 28). On
tire alors de (6G)

_ |A^ ) . . .A^ + 1 ' A / / ' - 1 ^ . .A / ( > ) |flt~'J— rT77r~n——r"Tn———>A^""^. . .A^ ' j

en n'écrivant que les lignes de rang i pour les deux déterminants qu i
figurent au numérateur et au dénominateur . Nous allons ramener ces
déterminants composés (d'ordre n) à des déterminants simples d'ordre
n -4- 2 dont les éléments auront même forme que ceux des Af"""^. Pour
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simplifier l'écriture, posons

R/-'a.)- r• ~J,.W x^ dx : x' {k o, i , . . ., n • ï ) .

X " ,

: x n - j \ - \ .A^"""^: ^' y ! ^"/z-H

r'< -"-' /» j. ̂

0'^4-2
^«.+1
^4-2 .r

/; + 2
n+l
H +2

X'

x./^i-1 x

^ /<•-)•- î

" ft+-1
,/i'-K
//4-2 ^4-2

^4"t •Py, .y .T,«4-2
//4-1

^y'

et

A=:

A-i

.z-/,
^^,1
yi
""•M1-2

^lt. . . J. ,

r^"-//
'z'"• " • ^-'n^l
^n

• • • wn+2

.y "4-1

"'-'1

yn+l
^//
^./l+l
'•'"fl+î

y/AH
* ll+ï

.yfl+î
^1

^/i +2
""• n
,^/H-2

•-</ rt+1

/y. «.+2
w tH-ï

En se bornant au, dé te rminant qui figure au dénominateur, il s'agit
de calculer

.1) =

yl .,2
.71 ./ i
yl y2

. /a ./ s y"
./ î

,y/< i^^

Or, le déterminant peut s'écrire

a .̂  ; +• |3 » .z1^^,, 4" y i .z-L 2 • • •

a.r;,-+-P^.r/l,H •+•7/r/r/l^-2 • • •

a^4-i6i<-n+yi^;;^

-(5^•^l;S4•l"+-7// l

il se réduit donc à la somme de 3^ déterminants, tous nuls, sauf ceux
qui cont iennent n ou n— i colonnes en a, et ceux qui contiennent
n — 2 colonnes en a, les deux autres renfermant respectivement les
(S ^/ les y. Posons encore

X',

^î X.
'. û:

X,, ÛCf, \v,



120 ! II. G.VniNIER.

nous aurons, d'après ce qui précède,
/y.1 ^-1 P, y'-H-T l • • • J-1 p 1 "v 1(67) D^^o-f-^^y.^
^i .-../'--i a y^'+l r^^ ... .Z/( p/i, ^•/i • " • ^n.

, 1 . / ,—1 -, Y,I-\- 1 ,y</'.:r; . . . .ri 71 ^ i .. - ^i+^-iv /̂-t + 2

/(

^ ' ,v./ ...A-

^n1 7n ^t ' • ' •r;;

n n

, /y^-2'V \1 .y< .r^'^L ^L rt'1"1 / î"1"2
^; ... . r^-1 ^ -r^"1 ... ^f"1 71 .<1

,»l ^./ 1 /3 r^4"1 r^'"1 •y .r-7'''!'.21;, ... .Z.^ [J/, .^^ ... ^n. /// ^/t

Associons au terme général de la dernière somme celui qui s'en
déduit par l'échange de i ( î t k ; d'après les valeurs des ^ et des y, leur
somme est égale à

n +• 2 "' ii -\' à
.y. llA-i .,/+1•L ^ ,./. i

X
,y,l .y.l-'ï ....U-y'l ,v.u-i ^.ft--i ,,.̂  ra j*u-r-i /ç
.Z1,, ... ^ ̂ , «./•- /^ <^ « • • • •/- /(, a- n. w il • " *

Cela étant , la règle de Laplace montre que la somme de tous les
termes précédents est
/ C.Q. \ ^ r \ /./À ^.//+i V^-H -L- ,».«+i \/'it-[-i .,y.n-['î yn-\-î j^ ,..n-[ï yfi'^î^,[ 00 ) a ̂ A — ao — .'̂ ..[..i i ,,..i.i + d, //^..g x ,/..i,^ — ^ ,(.n Y ,,+i "+" ^ /,.,i.,2 » /,.+.2 ; »

où l'on a posé
v./'- 1 /y, M- 1n ''/ T.

Y^=(-i)^A^(-ij^/4
^/t ^J/'w // t'1- ̂

chacune des caractéristiques {g, ^ ) ( h . l i ' ) désignant l 'ensemble
des nombres n 4~ i, n + 2, pris dans un ordre arbitraire.

Tenant compte des valeurs des p, desy, desj et de l'expression ((xS),
on voit alors que l 'expression (67) se réduit à

D^a^A.

Il résulte immédia tement de cette égalité que l'on a

(69) ( /=0, Ï , .. . , / % — l ) ,a {i ...j • MO
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avec
R^ .. . Siy4-0 S^-15 ... R^ i — ^ 2 ^

R ( " ) Ï î ( /+ l ) ÏK/-D ï î (0 r ç"2 /•1 •/A+.2 • * • a•x/t•+.;î l l/^4-•2 • • • ' • ^ n ^ ' a 1 — °/i-K ^-(-â
(,/-=0, I , .. ., ^ — l ) ,

R^"^ ... Ri^ ï — ^ 2 ^ |

ïX/t- i) r ^o / , _ »-2 //<
• " • - } -a * * * "-'/n-a / î+2 "-rt+s

Nous avons ainsi l 'expression des ̂  ̂  comme quotients de fonctions
co^y contenant l inéa i rement et sous forme homogène r2-+- i constantes
(car on peut supposer A/^a == Oy le point x^ étant arbitraire), et, par
suite, À < , ..., 7^ dépendent bien de n constantes. D'autre part, les
coefiïcients de l 'équation (E^) étant connus dès que les À sont détermi-
nés, on voit que les équations (69), (70) permettent de construire effecti-
vement une. équation différentielle linéaire du second ordre admettant un
groupe réductible donné (du type G') (n0 17).

28. Je vais montrer main tenant qu'on a
// •-(••• 2 n + à

( 7 1 ) r,)o== 0,,) [ J~['(^- </,.)- "•r-2'̂ -'.
t ;-::" t k = 1

Je supposerai ^(2^ — ï ) <^o; l 'égalité (71)? une fois établie dans
cette hypothèse, sera év idemment valable quel que soit r/. On peut
donc prendre t,^\ ̂  o comme or igine des lacets et remplacer, après
suppression d/un facteur c o n s t a n t , la valeur de CL>() par la suivante :

(72) ^o

s:
.1:f:

w.^-1

W.T^1

w'.^1-1

dx

dx

€LJC

. . . Ç ̂  d3C
J\)

^ / W ̂ .r
•A)

. . . f W^r
0

/>•!

/>.

^n+î

ou les intégrales sont prises le long des segments recti.lignes 0 tj.
Au lieu de former par dér ivat ions successives l 'équation difÏc-

Aiin. Éc. Norm , (3 ) , XXIX. — MAHS ï(ji2, l6
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rent ie l le d'ordre n -4- i vérifiée par 0)0, j ' é tudierai directement coo con-
sidéré comme fonction de l, par exemple.

Les intégrales qui entrent dans le déterminant (72) ne peuvent
avoir d'autres poin ts singuliers que ^, = l.^ ..., ^, o, i et co. Dans le
voisinage de ^ == o, par exemple, toutes sont holomorphes, sauf

r 1 'f W^'^r
^Q ^

= < ^-^. '̂(.r — i)-27^^ - t,)-^ .. . (,r — t,^'. dx
JQ

^ ̂ r^r^i ( y^r^'Çy _ ,)-2r,(^^ _ ,)» .̂,,,, . . . ( / ^ y « ̂ ^)-2r, ̂ .̂
J Q

la dernière intégrale étant holomorphe en i^ pour ^ = o. Mul t ip l i an t
alors la première ligne du déterminant par i^^^r1-^ on voit que <0o
est de la forme

^2/"r^wl"H [^l) + C, ̂ r^Wr- t (^(^ )^

S et (J désignant deux fonctions holomorphes dans le voisinage de
t , ==== o, et les coefficients de J dépendant l inéairement de n constantes
arbitraires. Toutefois, il nen résulte nullement, ce qui est essentiel
pour nous, que les n premiers coefficients de à peuwnt être choùù
arbitrairement : nous pouvons seulement aff i rmer que les racines de
l'équation fondamentale déterminante en ^ = o de l 'équation l i néa i r e
(ô) vérifiée par œ^^"2^.^ sont

Ê^1, i+e^1^.-, ^~i+e;^, 2r,+2r,^-i-h£;;^,

les £ désignant ici, comme plus loin, des entiers posi t i fs ou nuls . En
général, les racines de l 'équation fondamentale dé terminante de (c),
relative à ^ == ^", sont

£^ i+4, . . . , n^i^e^ ^r^2r^î^re^^

On verrait de même que pour t , = ̂ , ces racines sont
i — 2 ^ - + . £ , , 2 — 2 r î + £ 2 , ..., n^^r^e,,,

— 2 r l — 2 / ï a — . . . — — 2 / • „ 4 - ^ +î. -4- Ê,^.i.

^ Enfin, l 'équation (c) peut encore posséder v points 'apparemment
singuliers, ̂ , ..., t^^, la somme des racines de l 'équation fbnda-
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mentale dé terminante pour le po in t tn^+i é tant n- 'Jr + s^ où i1

désigne un entier p o s i t i f . Ecrivons alors que la somme des racines
' ' i ; A ' i ^ ^t2 ( /?/ -4- r ) ., . .précédentes est égale a ————-; il viendra

/;, 4 . 2 n +• l n 4-1 y

2 S^+S^l^0;
/ ^ 2 /:=l ;^l 1 /==!

tous les E sont donc nuls, w qui exige v == o, autrement dit, les seuls
points singuliers de (c) sont ^, ..., /„, o, i, co; de plus, dans le
domaine de chacun des n 4- ir premiers points, il existe n détermina-
t ions des intégrales appartenant respect ivement aux exposants o,
i, . . . , n — ' ï ; et, de même, dans le domaine de ^ ==oo, o^ admet un
développement de la forme

Tl^î

•"" y.ï/'i+n+i
/ ï \ l ^ . / I \ / 1 \ ,̂  / I \

(^ r)l(ï7)"(î:) ^(T:)-

^i et < ) i étant l:iolomorph(ïs en •̂  et les n premiers coefficients de ̂
étant arbitraires. D'après' les résultats, de Pochharnmer, l 'équation à
laquelle sat isfai t o^ est précisément (56) (avec i= i).

En procédant de même avec i^ ..., l^ on démontrerait enf in que
l ' identi té (71) est vérifiée.

39. Dans son M,émoire des Mathematische Annalen (1), M. Richard
Fuctis s 'était proposé le problème actuel, au point de vue du n° 34,
pour n == .1 ; il. est arrivé ainsi a cette conclusion :

Pour que le groupe de ( E [ ) soit i n d é p e n d a n t de ^, i l faut et il suffit
que

^i± ̂  / ̂ '\^ _ i)"^(.r — ^)"2/'.(^ — },i) dx
J y i J

prenne la même valeur pour tout chemin fermé L, abstraction faite
d'un facteur constant ( indépendant de / < ) .

. Or, l 'énoncé précédent suppose impl ic i tement quej^ est uniforme;
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d'ailleurs, c'est seulement à cette condition que les formules
S^i^.y/./n
S^2:=^R,yi-{-^y2

qu ' i l prend comme point de départ [au lieu de (5g) j sont exactes.
Néanmoins, l'application qu'il en fait {toc. cit^ p. 32o) aux pé-

riodes de l 'intégrale el l ipt ique de seconde espèce se trouve exacte.
Plus généralement, nous a l lons démontrer ce théorème :

Pour que le rapport des valeurs .̂ - et J^j de F intégra le
n •+- 2

(73) J'^W[[{x-ti)-^d.s,
/== 1

prise le long de deux cycles quelconques (a,) et (a^-), sou indépendant des
t., il faut et il suffit que A^ . . .» \, vérifient le système^) (1).

Les équations (63) entraînent, en effet,

'0
(74) R.

R.
- c"-2 /•"/<.-M "/M-l ==o,

' / / + S S A/<&•+-à

s\ et /^ désignant de nouvelles constantes. Montrons que ^ est nul si
(©/) est un cycle. Il résulte de (74) que l'on a encore

/• A'o », [ dx•o-^ / -:̂
.0 ^î-'.r,, , /1

, , r ' d x
s^^ -T ï — ^

^.rn ' r l
R.-n+(i-^^) 'M 4-1 ^/t-m

/-• •ï » ̂ /y.
P^+2 - ( ï - -^ ) / ~T x - -^ Â'"^^

^.r» ^ 1

en appelant ̂  l'origine des lacets L^, L/,^, origine qu'on peut suppo-
ser située sur (a,) et x\, un point quelconque. Mais l'équation précé-

( 1 ) La proposition serait dépourvue de sens si l'intégrale l ^ ( œ ) T ï ( ^ — t i " ) • u " î r i ( L-^icix

prise le long d'un cycle quelconque était nulle; mais il résulte du n0 36 que coite
hypothèse, appliquée aux cycles LfLjLj^Lj1, est inadmissible.
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dente peut encore s'écrire
123

(7°)
•"./"

\îx

7\
R/.-,M(^o)

R/,+.2(^u)

^('7 '̂en appelant R,^ (.2^) valeur de — prise sur laceL d'origine x ' et entou-y T
pan t l e poin t ^. Mais, puisque ^j est un cycle, nous pouvons écrire
l'équation (74) M subst i tuante à .r^ dans R,^ et R^, et en conser-
vent la même valeur à ^. Rapprochons l 'équat ion ainsi obtenue de
(75), i l v iendra

Or, en remplaçant au besoin les indices n 4- i , / z 4 - 2 par d'autres
i'ndices, on voit que le dernier d é t e r m i n a n t est ( l i f tèrent de zéro;
sinon les déterminants (64) seraient nuls [en vertu de (62) et de la
condition à ̂  o], ce qui est impossible (n° 36). On a donc ^=== o, et,
par suite,

- <, 0 ^

H/,4.,1 î—^l ^-H ^O-

H%4.2; Ï "-1-~ S^ g i^i-^î

Écrivons l'égalité analogue pour (a/), il viendra
v i_

'•^.J

Â<

et notre proposition est établie.
Réciproquement, considérons les deux cycles L/L/n^L^L^ et

L^+f L^a L'̂ î L^,.,, et supposons que le rapport des valeurs de l ' inté-
grale (7.3) prise le long de ces cycles soit constant; on aura

1:̂  i—s'^ , ki \i •
K^H Ï .

R//4...2 1

kl
ô

'̂ U-¥-ï

(/=ri, . .., n),

où les /c^- sont des constantes, les R et les,,y ayant la même signification
que précédemment, et, par suite, les À vér i f ien t le système (47)*
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En particulier, supposons tous les r, ég'aux à :|-; l'expression (73}
est alors une intégrale hyperel l ipt ique

(76) f^d.^ f (•r"^)-^r^L^
J v?^') J v^ (^—o(^~^ i }. . .(^---^)

de seconde oa de troisième espèce, selon que n est impair ou pair ;
^ et ^j désignent deux périodes de cette intégrale, et nous avons
ainsi le théorème suivant :

Pour que le rapport des périodes de F intégrale (76) soit indépendant
des paramètres t/y il faut et il suffit que À,, .. » , À^ vérifient le système

{û!^ ^•ti} P(? ty) f^ ï_____
ai, ""'"" ry ( /1/ ) ( À, - t i ) ̂ 1 { " h j ) ^ \j - t^ \j - ii

L^-"i '

Si n est pair, et s i X ^ , ..., À/^ vérifient le système précédent, /^
périodes de l'intégrale ( 76) seront indépendantes des paramètres l^ ..., /„.


