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SUR I’EXISTENCE,

DANS CERTAINS

SYSTEMES DIFFERENTIELS,

DES INTEGRALES
REPONDANT A DES CONDITIONS INITIALES DONNEES,

Par M. Cuaries RIQUIER,

PROFESSEUR A L' UNIVERSITE DE CAEN,

INTRODUCTION.

Les résultats du présent Mémoire, communiqués & ’Académie des
Sciences le 12 janvier 1go3, peuvent se résumer comme il suit.
Soient
Ly, Yy e

u, ¢,

des notations (en nombre limité) désignant, les premiéres diverses
variables indépendantes, les dernieres diverses fonctions inconnues de
ces variables. A chacune des quantités @, y, ..., u, ¢, ... faisons cor-
respondre un entier, positif, nul, ou négatif, que nous nommerons la
cote de cette quantité; puis, considérant une dérivée d’ordre quel-
conque r del'une des fonctions «, ¢, ..., nommons cote de la dérivée
en question entier obtenu en ajoutant a la cote de la fonction celles
des r variables de différentiation. 11 est clair que dans le cas ou les
cotes des diverses variables indépendantes sont toutes égales a 1, la
cote d’une dérivée quelconque s’obtient en ajoutant a la cote de la
fonction inconnue 'ovdre total de la dérivée.
Ann, Ee, Norm., (3), XXI. — JuiLer 1904. 38
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D’autre part, ¢tant donné un.systeme différentiel résolu par rapport
@ certaines dérivées des fonctions inconnues qui 8’y lrougent engagees,
convenons de dire qu'une dérivée de ces fonctions est principale rela-
tivement au systéme, lorsqu’elle coincide, soit avee quelqu’un des
premiers membres, soit avee quelqu’une de leurs dérivées; conve-
nons de dire, dans le cas contraire, qu’elle est paramétrique.

Cela posé, considerons un systéme différentiel satisfaisant & la double
condition ct-apres :

1° Le systéme est résolu par rapport a certaines derivées des fonctions
nconnues qui s’y lrouvent engagees, el, st on partage les équations en
groupes suivant que leurs premiers memdbres apparticnnent ¢ (elle ou telle
inconnue, aucun des groupes ainst obtenus ne contient plus d'une
cquation.

20 Les seconds membres sont tndépendants de toute dérieée principale,
et, moyennant Ualtribution aux variables indépendantes de cotes respec-
tiges toules égales @ 1, el awx fonctions inconnues de coles respectives
determinces, chacun d’ewx ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (inconnues ou derivées) dont la cote ne surpasse pas
celle du premier membre correspondant.

Un systéme de cetle espéce étant donné, pour que les intégrales hypo-
thetiques répondant @ des conditions initiales donnces existent effective-
mendt el sotent uniques, ilsuffit que certaines fonctions (en nombre limité)
des variables independantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs
dérivées paramelriques, presentent, pour les valeurs numériques initiales
de lewrs arguments, des modules satisfaisant & certaines inégalités.

Gonsidérons, par exemple, le cas tres simple de équation aux dé-
rivées partielles

(1) ) u " “ du du u u

L oz oy I\ B9 0y 9E Gyt )

et supposons qu’il s’agisse de déterminer un ensemble de conditions
suflisantes pour Uexistence d'une intégrale Cunique) répondant i des
conditions initiales données. Je désignerai par A et B les dérivées
et L 0te Q% .
particlles du second membre / par rapport o0t b ;;»; respective-

ment, par A, et By, les valeurs numériques initiales de A et B, et je
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rappellerai que divers géométres ont successivement assigné comme
condition sulfisante & I'existence de I'intégrale :

1° La nullité identique des deux fonctions A, B; ce résultat a été
formulé pour la premiere fois par M. Picard dans un Mémoire célebre,
paru en 18go ('); il se trouve également contenu, comme cas particu-
lier, dans des recherches publicées la méme année par M. Méray avec
ma collaboration (*).

2° La nullité identique de 'une ou I'autre des fonctions A, B; ¢’est
la une application particulicre de mes recherches sur les systemes
orthonomes, don( j’ai commencé la publication en 1893 (). )

3¢ La nullité numérique de 'une ou 'autre des valeurs initiales A,
B,s ce résultat a été indiqué par M. Goursat dans une Note commu-
niquée & PAcadémie des Sciences le 2 novembre 18g7.

Ceei étant rappelé, si 'on applique & Péquation (1) la méthode
exposce dans le présent Mémoire, on (rouve comme condition suffi-
sante la simple inégalité numérique

mod (A,B,) < [1
{

(1) Mémoire sur le théorie des équations aux dérivées particlles et sur la méthode des
approximations successives (Journal de mathématiques pures et appliquées, 4¢ série,
L. VI).

(%) L’équation

J2u j < du  Jdu’
owdy

Ey Y by 570 oy

se ramene en effet au systéme différenticl du premier ordre

u , ol . .
— Y e ! ’
e U — X U, U U
o z f( 1) Uy Uz, Uy ),
Jdu ouly P
0_..] = u,;,, ._0}’ —f(”': Yy Uy Uz, Uy ),

lequel est immédiat, semi-régulicr et passif. Voir & ce sujet le Mémoire de MM. Méray
et Riquier ayant pour litre : Sur la congergence des dépcloppements des intégrales ordi-
naires d’un systéme d’'équations différenticlles partielles (Annales de I'Ecole Normale,
janvier, février ¢t mars 18go).

(*) Voir dans les Annales de U’Ecole Normale, année 1893, les deux Mémoires inti-
tlés : De Uewistence des intégrales dans un systéme différenticl quelconque; Sur la
réduction d’un systéme différentiel quelconque @ un systéme linéaire et complétement inté-
grable du premicr ordre. ‘
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CHAPITRE 1.
PROPOSITIONS SUR LES COUPURES.

1. Désignant par x,, y,, - . des valeurs particulieres quelconques
des variables indépendantes x, y, ..., j'ai, dans mes travaux anté-
rieurs, nommé fonction schématique de z, y, ... une série entiére en
x — 2y, ¥ — Yo --- dont tous les coefficients sont arbitraires et sou-
mis, dans leur ensemble, & la seule restriction de la convergence.
Quand le nombre des variables se réduit & zéro, la série se réduit i
une simple constante schématique : ¢’est ce que nous nommerons par-
fois une fonction schématique dégéncree.

Jai ensuite défini le résidu d'une coupure (') cffectuce dans une
fonction schématique de , y, ..., et j’al montré comment on peut, 2
I'aide des caleuls les plus ¢lémentaires, former de ce résidu une
expression simple. Sans revenir ici sur ce que j'ai longuement exposé
ailleurs (*), je dois rappeler bricvement en quoi consiste, dans la
théorie générale des systemes dilférentiels, Uutilité de ces considé-
rations.

Supposons que I'on ait un systeme diflérentiel résolu par rapport a
certaines derivées des fonctions inconnues qui 8’y trouvent engagees, ct
dont les seconds membres soient, dans un méme domaine, tous dé-
veloppables par la série de Taylor. Des intégrales quelconques (non
singuliéres) d’un pareil systéme étant supposées développées par la
série de Taylor & partir de valeurs initiales quelconques des variables
indépendantes, les portions de ces développements formées par Ien-
semble des termes qui, aux facteurs numériques connus preés, ont

(1) I va sans dire que le sens attribué ici au mol coupure est tout différent de celui
quil a communément dang la théorie des fonctions d’une variable imaginaire.

(2) Sur le calewl inverse des dérivées (Annales de la Faculté des Seiences de Mar-
seille, 1. X, fase. T, p. g et suiv.). — Sur une question fondamentale du Caleul intégral
(Acta Mathematica, L. XXIII, p. 215 ¢t suiv. ).
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pour coefficients les valeurs initiales des intégrales dont il s’agit et de
leurs dérivées paramétriques de tous ordres ('), se nommeront les
determinations initiales de ces intégrales.

Or, la question sc pose & chaque instant, dans la théorie des sys-
temes différentiels, de savoir si un systéme, résolu par rapport a cer-
taines dérivées des inconnues, admet ou non quelque groupe d’inté-
grales possédant des déterminations initiales données; et il importe,
en conséquence, de formuler cette derniére donnée le plus simple-
ment possible. Supposons, & cet effet, les inconnues développées
partir des valeurs initiales x,, y,, ... des variables indépendantes =,
s --., ctlaissons dans ces développements tous les coefficients indé-
terminés : cela étant, il suffit, pour avoir la forme dela détermination
initiale d’une inconnue quelconque u, de calculer le résidu d’une cer-
taine coupure pratiquée dans le développement correspondant. On
obtient ainsi une expression de la forme

neg

(2) D (@ — @)y —yo)n ... Fy,,

Tt

ol @,, b,, ... désignent des entiers positifs ou nuls, 0, un groupe de
variables indépendantes extrait du groupe total z, y, ..., et Fy une
fonction schématique des seules variables 0,. La donnée de I'expres-
sion (2) ¢quivaut d’ailleurs & la suivante, par laquelle nous convien-
drons de la remplacer en toutes circonslances.

Désignant par w, le groupe de variables complémentaire du
groupe 0, (), et faisant successivement n =1, 2, ..., g, nous sup-
poscerons donnée la fonction des variables 0, & laquelle se réduit

Qntbpte gy , . . . . L
e par Pattribution aux variables w, de leurs valeurs ini-
dzn Qy'u . .. )
tiales.

Sil'on considére, par exemple, un systéeme différentiel impliquant
deux fonctions inconnues u, ¢ des trois variables «, y, z, et résolu par

(1) Nous avons défini, dans I'Introductlion, le sens des locutions dérivee principale,
dérivée paramétrique.

(%) Cest-a-dire tel que 'ensemble des deux groupes 0,, w, reproduise, une fois et une
soule, chacune des variables indépendantes x, y, . ...
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rapport aux quatre dérivées

e e O 0
dx dyds’ dx’ dyds’  dy¥

application de notre méthode donnera, pour les déterminations ini-
tiales de «, ¢, les formes respectives

( F(y,s)+(x—a)l(2,5) + (z—2,)(y —y)P(x2,7),

(3) Q) +(y — o)A+ (y — 2B,

ot A, B désignent deux constantes schématiques et F(y, z), (z, ),
P(2,y), Q(z) quatre fonctions schématiques. La donnée de ces déter-
minations initiales se formulera d’ailleurs comme il suit :

S'il s’agit de la premiere, on se donnera : 1° La fonction de y et =
laquelle se réduit u pour  — 2, = o; 2°lafonction de @ et z a laquelle
se réduit Qli pour y —y,==0; 3° la fonction de 2 ¢t y & laquelle se
réduil - z 5 bour 3 == 0. S'il s’agit de Ta seconde, on se¢ donnera :
1° La Iom,tmn de z & laqtmllc se réduil ¢ pour & — x =y — y,=0;
2° les valeurs numériques que prennent respectivement Q}_ (:L(-?f‘; pour

dy " Jdy
X — 2, =y —y,=3z — 5,==0. Des expressions (3) on déduit done
immédiatement, pour lcmplacer la considération des déterminations
initiales, la Tableau suivant de formules schématiques :

u=9(y,s) pour & — a,= o,
Jdu 1
or (2, 5) POUT ¥ — y¥4== 0,
Du
0z dy p(z, ¥)  pour 5— 5,7 0;
p==(5)  pour @ —ay==y —y,==o0,
Jdv 0
dy
%0 pour & —Zy=y — Y= 5 — 5= 0.
a7 =P

D’une maniere générale, si Pon considere un systéme différenticl
résolu par rapport & certaines dérivées des fonctions inconnues qui
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s’y trouvent engagées, les formules schématiques, en nombre essen-
tiellement limité, dont la considération se trouve le plus souvent
substituée & celle des déterminations initiales, ont la structure sui-
vante : les premiers membres, tous distinets entre cux, coincident
chacun avee 'une des inconnues du systéme ou de leurs dérivées;
dans chaque second membre figure une fonction schématique de cer-
taines des variables; ct chaque premier membre est assujetti i se
réduire identiquement au second membre correspondant, lorsqu’on y
remplace par leurs valeurs initiales celles d’entre les variables indé-
pendantes dont ne dépend pas la fonction schématique du second
membre.

Construire les formules schématiques dont il s’agit, ¢’est ce que
nous appellerons désormais fixer {'économie des conditions initiales.

2. Il nous faut maintenant établir, au sujet des coupures, quelques
propriétés d’olt nous déduirons d’intéressantes cons¢équences relati-
vement a la forme des conditions initiales dans un systéme diffe-
renticl. :

Dans toute expression, telle que (2), obtenue & 'aide d’une cou-
pure, les divers monomes

(@ —2)) o (y — o)l ... [ln=1,2,..., 2]
quimultiplientrespectivementles diverses fonctions schématiques Iy,
sappelleront, pour abréger, les monomes extérieurs de I'expression
dont il s’agit : & chacune des fonctions schématiques Fy, (dont
quelques-unes peuvent, bien entendu, se réduire & de simples con-
stantes schématiques) correspond ainsiun monome extérieur, ¢l inver-
sement. L'expression (2) contient d’ailleurs nécessairement un mo-
nome extéricur (et un seul) de degré zéro.

Etant donnée, enfin, une fonction schématique de @, v, ..., celles
des dilférences
(4) T —Zoy Y —DNo» .-
dont elle ne dépend pas lui seront dites étrangeres.

Ces définitions posées, nous établirons la proposition suivante :

Le résidu d’une coupure effectuce dans une fonction schématigue
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laide d’un ensemble E ne contenant aucun terme superflu peul loujours
étre mis sous une forme telle que les deux conditions suivantes se trousvent
a la fors satis faites :

1° Toul monome extérieur (sauf celui de degré =éro) s’obtient en mul-
tipliant quelgue autre monome extérieur par quelqu’une des différences
élrangeres a la jonction schématique (dégendrée ou non) qui correspond
a ce dernier.

2° Tout monome de ’ensemble B s’obtient en multipliant quelque mo-
nome extérieur du résidu par quelq’une des différences étrangéres a la
Jonction schématique (dégenérée ou non) qui correspond a ce dernier.

I. Notre proposition est exacte si dans Uensemble B ne figure effective-
ment qi’une seule des différences (4).

Car I'ensemble E, ne conlenant, par hypothése, aucun terme su-
perflu, se compose nécessairement d’un monome unique tel que
(x — x,)*; le résidu de la coupure peut alors s’¢erire sous la forme

Fo(y, .. )+(xz—a20)F i (y, ...)
e (@ — a2 Ey (Y, oo ) (= )2 (s )y

-

ot Fy, ¥y, ¥y, ..., By désignent o fonctions schématiques des seules
variables y, ..., et olt Ies monomes extéricurs sont

(-—x), (@—zy)!, (=) ..., (2—ax)*".

On en déduit immédiatement le point 4 démontrer.

1. St notre proposition est exacte dans le cas oi I’ensemble ¥ contient
¢ffectivement moins de k + 1 differences, elle U est encore dans le cas o il
en contient k1.

Supposons, pour fixer les idées, que @ — @, soit une des £ + 1 dif-
férences dont il s’agit, désignons par « I'exposant maximum dont elle
se trouve affectée dans Pensemble, et partageons ce dernier en plu-
sieurs antres,

B, W, ..., Ee1, ¥

suivant que, dans les divers termes de E, la différence @ — z, figure
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avec I'un ou 'autre des exposants
0, 1, ..., c—1, .

I’ensemble E ne contenant par hypothése aucun terme superflu, les
monomes
=2, (x—20)% ..., (x—2y)*"
sont absents des ensembles respectifs
(3) B, B, ..., E*1,

sans quoi les termes de E* admettraient pour diviseur quelque terme
des ensembles (5); quant i 'ensemble E#, il peut, suivant les cas,
contenir ou non le terme (@ — x,)*. Cela étant, nous désignerons par

e, e, ..., e* !

les ensembles respectivement déduits de (5) en remplacant par zéro,
dans chacun de leurs termes, 'exposant de  — z,, sans changer les
exposants des autres différences, et, dans 'hypothése ot E* ne con-
tiendrait pas le terme (@ — z,)% nous nommerons ¢* I'ensemble
déduit de % par la méme opération. En posant, pour raison de symé-
trie, ¢ ==, il est clair que dans la totalité des ensembles

e ety et L, e%Tl e®

figurent seulement £ différences.
Kerivons maintenant le résidu de la coupure E sous la forme
(6) To(,,fyw o) (e —z) T (), .. -)‘*—(""_‘-11'4))2’1‘2()” Y Rt
+ (& — ) * Ty (s o)+ (2 —20)* T (2, y, .-
Pour obtenir les formes respectives des expressions
(7) To(y, -2 Tilys o) ooy Taei(ys o)
il suffit, comme nous 'avons établi ailleurs, de pratiquer dans le
développement d’une fonction schématique des seules variables y, ...
les coupures respectives

(8) e, [e%et], ..., [e%e!, . .., e* ]
Pour
(9) T(z, 5 --2)5

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Aout 1904. 39
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deux cas sont A distinguer : si &* contient le terme (x — x, )%, auquel
cas il se réduit a ce terme unique puisque I'ensemble E ne contient
aucun terme superflu, T(x, y, ...) est identiquement nul; dans le
cas contraire, il suffit, pour connaitre T(«x, v, ...), de pratiquer la
coupure

(10) [e% ety ..., e, e*]

dans le développement d’une fonction schématique de toutes les
variables @, y, .... D'ailleurs, puisque dans chacun des ensembles (8)
et (ro) figurent au plus £ différences, la méme propriété ne peut
manquer de subsister quand on les débarrasse de leurs (ermes super-
flus.

Ces résultats é¢tant rappelés et les ensembles (8) et (10) étant
débarrassés de leurs termes superflus, on peut, envertu de ce qui est
admis, ¢erire les résidus correspondants (7) et (g) sous une forme
telle que, dans ces résidus et les ensembles qui les ont fournis, les
deux propriétés formulées par 'énoncé général se trouvent satis-
faites. Les supposant désormais derites sous cetle forme, nous élablirons
qu'il en est de méme pour 'ensemble E et le résidu correspondant (6).

A. Dela premiére propriété, admise pour les résidus (7) et (¢),
il résulte tout d’abord que, si dans chacun de ces résidus on partage
les monomes extéricurs en groupes successifs d’apres leurs degrés
croissants, ces degrés forment une progression arithmétique de rai-
son 1 commengcant par zéro. Les diverses expressions (7), et éven-
tuellement expression (9), fournissent ainsi, par la considération
des degrés de leurs monomes extéricurs, les progressionsarithmétiques
respectives

0, T, 9, ey M,
O, I, 9, ey Ny,
................... 3
Oy L, %y LA ] Ty
O, I, 2, ey THy,

ct leurs produits respectifs par les quantités

I, —wx (r—Z9)? ..., (@— 2%, (& —ua¢)*
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fourniront de méme les progressions arithmétiques

0, T, 9, ..., my,

1, 2, 3, ..., my—+1,
....................... y
=T, O, O 0, ..., My ~C—T1I,

o, o1, c-+2, ..., Mg+ .

Si done on désigne par M le plus grand des entiers m,, m, +1, ...,
Mgy 4+ & — 1, Mg+ o, I'expression (6) fournira la progression arith-
métique
o, 1, 2, ..., M.
Cela étant, construisons un quadrillage rectangulaire dont les
lignes correspondent aux diverses expressions schématiques
Ty (7, .2

(@—a0) T (3.,
(@ ~— ay)* wlTa»-l(.y’ o)
(z—w)* T (2,0, ...)

et les colonnes aux degrés croissants o, 1, 2, ..., M des monomes
extérieurs que nous allons y inscrire : ce Tableau comprendra ainsi
o + 1 lignes affectées des indices o, 1, ..., @ — 1, @ et M+ 1 colonnes
affectées des indices o, 1, 2, ..., M, en sorte que chaque ligne hori-
zontale comprendra M +- 1 cases. Dans les cases

0, I, 2, .., my
de la premiere ligne horizontale inscrivons les monomes extérieurs
de I'expression T,(y, ...), chacun i la case voulue suivant le degré

qu'il présente (et une méme case pouvant, bien entendu, contenir
plusieurs monomes). Dans les cases

5, 9, 3, ..., my+1

de la deuxiéme ligne horizontale inscrivons de méme les monomes
extéricurs de expression (¢ — z,) T, (y, ...); dans les cases

2, 3, 4y ..., Myp+2
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de la troisi¢me, les monomes extérieurs de I'expression
(¢ —zo)*Taly, -2

et ainsi de suite. Il pourra arriver que la derniére ligne horizontale se
compose entierement de cases vides |au cas out 'ensemble partiel B*
se composerait du terme unique (@ — a,)*|; mais chacune des lignes
précédentes contiendra certainement quelque case non vide.

Cela étant, considérons un monome extérieur situé¢ dans une
colonne dont 'indicezsoit supérieur a zéro, et désignons par A l'indice
de la ligne ol il se trouve.

Si ce monome est situé dans la premiere case non vide de sa ligne,
ce qui entraine £ =1, il n’est autre que (@ — 2,)* [olt 2> o]; d"ail-
leurs, le monome situ¢ dans la premiére case non vide de la ligne
précedente est (x — x,)*", et la fonction schématique qui Ini cor-
respond ne dépend certainement pas de la variable 2, parce que /o —a
est au plus ¢gal i o — 1. On voit done que le monome (x — 2,)”* peut
s’obtenir en multipliant 'un des monomes de la colonne précédente
par Vune des différences étrangéres & la fonction schématique qui
correspond & ce dernier monome.

Sile monome considéré ne se trouve pas dans la premicre case non
vide de sa ligne, supprimons le facteur (# — 2,)%, commun & tous les
termes de cette ligne : apres cetle suppression, les groupes inserits
dans les cases succeessives ne sont autres que les groupes de monomes
extérieurs fournis par la considération de quelqu’un des résidus (7)
¢t (g), el, si on les partage en groupes successifs d’apres leurs degrés
croissants, tout monome contenu dans un groupe autre que le premier
est, en vertu de ce que nous admeltons, le produit d’un monome du
groupe précédent par 'une des différences étrangeres i la fonction
schématique quicorrespond & ce dernier monome : la méme propriéte
subsistera done aprés le rétablissement du facteur commun (@ — )%

La premicre propriété formulée par notre énoncé général se trouve
ainsi étendue au cas ot dans I'ensemble donné figurent effectivement
k + 1 différences.

B, Passons & la deuxitme propriété.

Nous observerons tout d’abord que, si 'ensemble partiel E* contient
le terme (z — )%, ce terme, nécessairement unique, s’obtient en
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multipliant Ie monome extérieur (& — x,)*', qui figure dans I'un
des termes de la portion de résidu

(=)= T (y, .. ),

par la différence @ — x,, nécessairement étrangere i la fonction sche-
matique correspondante. Nous avons done i nous occuper maintenant :
1° des termes contenus dans les ensembles partiels E°, BY, ..., B*;
2° des termes contenus dans 'ensemble particl B, au cas éventuel
ott ce dernier ne contiendrait pas le monome (x — x, )

Observons a cet effet qu’en supposant

fe=0,1, ..., & —1, ¢t éventucllement o,

un terme de Pensemble e* ne peut admettre comme diviseur aucun
terme des ensembles ¢, ¢!, ..., ¢* ¢ car autrement 'ensemble K
admeltrait comme diviseur quelque terme des ensembles Be, BY, ...,
K%, et 'ensemble I contiendrait, contrairement & notre hypothese,
quelque terme superflu. Si done on considére les ensembles

e fetet], oL, (e et oLl e*

el éventuellement [ ef, Loo, e®—1 e* ],

etqu’on supprime dans chacun d’eux les (ermes superflus, le premicr,
et restera tel qu'il est, le second, [e’, ¢' |, contiendra certainement
tous les termes de ¢!, le troisicme, [e%, e', e?], tous les termes de ¢,
et ainsi de suite.

Or, si 'on considére d’une part I'ensemble [e%, ¢!, ..., ¢*] débar-
rassé de ses termes superflus, d’autre part le résidu de la coupure
effectuée i aide de cet ensemble (soit dans une fonction schématique
de v, ... si hest < e, soit dans une fonction schématique de .z, y. ...
si o =), il résulte de ce qui est admis que chaque terme de 'en-
scmble s’obtient en multipliant quelqu’un des monomes extérieurs du
résidu par quelqu’une des différences étrangeres 4 la fonction sché-
matique correspondante : en vertu de la remarque qui précede,
chaque terme de ¢ jouit donc forcément de cette propriété. Cela étant,
si on multiplie par (x — a,)", d’une part le résidu de la coupure
[¢",¢', ..., ¢*], ce quiredonne une portion du résidu de la coupure E,
d’autre part les divers termes de ¢*, ce qui redonne I'ensemble par-
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tiel B%, il est clair que chaque terme de E* s’obtient en multipliant
quelqu’un des monomes extérieurs du résidu de la coupure E par
quelqu’une des différences étrangéres 4 la fonction schématique
correspondante.

La deuxitme propriété se trouve ainsi étenduc au cas ot dans I'en-
semble donné figurent effectivement £ + 1 différences.

II. Le simple rapprochement des alinéas T et II suffit & établir
Iexactitude de notre énoncé général.

3. Dans une fonction schématique des varcables x, v, ... effectuons
une coupure a l'aide d’un ensemble K ne contenant aucun terme superflu,
et supposons que les fonctions schématiques figurant dans Uexpression
du résidu se réduisent loutes a des constantes. La forme, ¢videmment
unique, d’un pareil résidu possede des lors, en vertu du numéro pré-
ctédent, les deux propriétés suivantes :

1° Tout monome extérieur (sauf celut de degré séro) s'oblicnt en
multipliant quelque autre monome extcrieur par quelqu’une des diffe-
FeRCes X — Xy, ¥ — Yy v+ 3

2% Tout monome de Uensemble 15 s’obtient en multipliant quelque
monome extéricur du residu par quely'une des différences x — x,,
Y — Yar o---

4. Dans une fonction schématique des variables x, vy, ... ¢ffectuons
une coupure a l’aide d’un ensemble B ne contenant aucun terme superflu,
et supposons que dans 'expression durésidu figure quelgue fonction sche-
matique non dégenérce. Cela etant, st U'on designe par N un entier
(arithmélique) convenablement choisi, et par P un entier supéricur ou
égal a N, arbiiraire d’ailleurs, le residu de la coupure peut toujours éire

- mis sous une forme telle que les trois conditions suivantes se trouvent @ la
Jois satisfaites *:

1° Le degré maximum des monomes extérieurs est exactement égala P ;
a l'un au moins des monomes de degré P correspond, dans U’ expression
du résidu, une fonction schématique non dégénérée, et & tous ceux de
degré inférieur a P correspondent des constantes schématiques ;

2% Tout monome extérieur (sauf celui de degré sero) s'obtient en mul-
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tipliant  quelque autre monome extérieur par quelgu’une des diffe-
Tences X — Xy, Y — Yoy «e -}

3° Tout monome de ['ensemble B s’obtient en multipliant quelgue
monome. extérieur du résidu par quelqi’une des différences x — x,,
Y — Yor - €l cela de telle facon que, si au second de ces deux monomes
correspond une fonction Sc/zeMati(/ue non {[ege'ne're'e, la différence par
laquelle on doit le multiplier pour reproduire le premier soit ctrangere a la
Jonction schématique dont il s'agit.

. En designant par X un entier positif donné, le développement d’ une
Jonction schématique des variables x, by, . . . peut éire mis (sans omission
ni repétition de Lermes élémentaires) sous la_forme d’une somme de termes,
en nombre limité, qui s’obtiennent :

Les uns en mudtipliant respectiverent par des constantes schématiques
les divers monomes (@ coefficient 1) de degrés o, 1, 2, ..., K—1 par
rapport a l'ensemble des differences o — 2y, y — y,5 .. 3

Les autres en multipliant respectivement les divers monomes de degré K
(a coefficient 1) par diverses fonctions schématiques (non dégénerées) de
quelques-unes des variables.

A. La propriété est exacte si le nombre des variables est ¢gal & 1.

Car, en désignant par x la variable unique, par A, A,, ..., Ag_, des
constantes schématiques, et par 11 (z) une fonction schématique de z,
laproposée peut s’écrire sous la forme

Mg (o — 2 ) Ay oo (2 — 2y S Ay - (0 — 2 ) H ().

B. Si la propriété est vraie pour = variables, elle Pest aussi
pour n 1.

Désignons par @, y, ... les n + 1 variables dont il s’agit, et distin-
guons dans le développement diverses portions comprenant : la
premicre, les termes de degré zéro en z — x,; la seconde, les termes
dedegré 1 en x—a,; ete.; avant-derniére, les termes de degré K—1
en x —ax,; la derniere, les termes de degré aw moins égal a K
en & — x,. Nous aurons ainsi ’'expression

(ny  Foly,...)+(x—z)F(y,...)+-..
(= )R () (2 — 2z, y, ),
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ou F,, F,. ..., Fe_, désignent des fonctions schématiques de v, ...
et Fune fonction schématique de , v, ....

Or, en vertu de ce qui est admis :

La fonction schématique F,(v,...) peut s’obtenir en multipliant
les divers monomes de degré K eny — y,, ... par diverses fonctions
schématiques de quelques-unes des » variables y, ..., et ajoutant &
cette somme de produits un polynome entier de degré K-—1 en
Y — Yor -, a coefficients indélerminés;

La fonction schématique F,(y, ...) peut s’obtenir de méme en mul-
tipliant les divers monomes de degré K — 1 en y — y,, ... par diverses
fonctions schématiques de quelques-unes des n variables y, ..., et
ajoutant i cette somme de produits un polynome entier de degré K— 2
eny — vy, - .-, acoellicients indéterminés;

Kte.;
Enfin, la fonction schématique Fy_ (y, ...) peut s’obtenir en multi-
pliant les divers monomes du premier degré y — y,, ... par diverses

fonctions schématiques de quelques-unes des 2 variables v, ..., et
ajoutant i cette somme de produils une constante schématique.

Un simple coup d’eeil jeté sur la formule (11) suffit alors & faire
voir que la propriété, supposée vraie pour 2 variables, ne peut man-
quer de I’étre pour n + 1.

C. Le simple rapprochement de A et B suffit & établiv le point que
nous avons actuellement en vue.

Nous I'énoncerons d'une maniére un peu plus breve en disant que
toute fonction schématique de x, vy, ... peut élre considérée comme une
sorte de polynome (complet) de degré K, entier par rapport aux diffe-
rences X — Xy, Y — Yoo ..., L O les termes de degré inféricur a K
ont pour coefficients des constantes schématiques, tandis que les termes
de degré K ont pour coefficients des fonctions schématiques non dége-
nerees.

Il est clair, d’ailleurs, que si, dans expression schématique ainsi
obtenue, on partage en groupes successifs, d’aprés leurs degrés crois-
sants, les divers monomes extérieurs, le premier groupe est constitué
par le monome unique de degré zéro, et que chacun des autres mo-
nomes s’obtient en multipliant quelqu’un des monomes du groupe
précédent par quelqu’une des différences & — @, y — ¥, - ...
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II. Revenant & notre énoncé général, mettons le résidu de la cou-
pure sous une forme ® qui satisfasse 4 la double condition formulée
dans le n° 2, et désignons par N le degré maximum des monomes
extérieurs quiy figurent, par P un entier supérieur ou égal A N, arbi-
traire d’ailleurs. Considérant ensuite un terme quelconque de ce
résidu @, désignons par 2 le degré du monome extérieur quiy tigure
(nSNZ=P), et par K, la différence (positive ou nulle) P —n. Si le
terme considéré ne contient qu’une fonction schématique dégénérée,
nous le laisserons tel qu'il est; dans le cas contraire, nous remplace-
rons, conformément & I'alinéa I, la fonction schématique (non dégeé-
nérée) par un polynome de degré K,, entier par rapport aux diffé-
rences dont elle dépend, et ol les termes de degré inférieur d K, aient
pour coefficients des constantes arbitraires, tandis que les termes
de degré K, auront pour coefficients des fonctions schématiques non
dégénérées. En opérant ainsi sur tous les termes de @, il est facile de
voir que les diverses conditions requises par notre énoncé se trouve-
ront satisfaites dans la nouvelle forme. Effectivement :
1© Puisque le résidu de la coupure contient, d’apres notre hypo-
thtse, un nombre illimité de termes élémentaires, 2 ’'un au moins des
monomes extéricurs de ® correspond une fonction schématique non
dégénérée, et la premiére condition se trouve dés lors évidemment
salisfaite.
2¢ Tout monome extéricur figurant primitivement dans @ se trouve
remplacé, dans la nouvelle forme du résidu, par un groupe de mo-
nomes extérieurs : pour obtenir le groupe en question (abstraction
faite des fonctions ou constantes schématiques qui correspondent
ses différents termes), il suftit de multiplier par le monome extérieur
primitif les divers termes d’un certain polynome, entier par rapport a
quelques-unes des différences 2 — 2, ¥ — Yo, -, et ayant, avec un
degré positif ou nul, tous ses coefficients égaux a 1. Cela étant, si
nous considérons, dans la nouvelle forme du résidu, I'ensemble des
monomes extérieurs qui figuraient primitivement dans @, il résulte
du n° 2 que chacun d’entre cux (sauf celui de degré zéro) peut s’ob-
(enir en multipliant quelqu’an des autres par quelqu’une des diffé-
PONGES @ — Xgy ¥ — Yo» - - -- Sinous considérons d’autre partle groupe
par lequel se trouve actuellement remplacé I'un quelconque des mo-
Ann. fe. Norm, (3), XXI — Aout 1904, bo
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nomes primitifs (groupe en téte duquel figure le monome primitif
dont il s’agit), il résulte de la maniere méme dont on a obtenu le
groupe en question que 'un quelconque de ses termes (saufle mo-
nome primitif) s’obtient en multipliant quelqu’un des autres par quel-
quune des différences z — x,, y — y,, ... On voit donc bien que,
dans la nouvelle forme, tout monome extérieur (sauf celui de degré
zéro) s’obtient en multipliant quelque autre monome extéricur par
quelqu’une des différences  — 2z, y — 4 -« -

3¢ Il résulte du n® 2 que tout monome de¢ 'ensemble E s’obtient en
multipliant quelque monome extérieur de ® par quelqu’une des diffé-
rences & — Xy, Y — Yo, -+ .- Or, ce monome extérieur figure aussi
dans la nouvelle forme du résidu. D’ailleurs, pour que la fonction
schématique qui lui correspond dans la nouvelle forme ne soit pas
dégénérée, il est nécessaire que le monome extérieur soit de degré P,
et, par suite, que la différence ci-dessus désignée par K, se réduise
pour lui & zéro : le terme de @ ol il figure est done resté tel qu’il est
dans le passage a lanouvelle forme, et dés lors, en vertu du n®?2, la dif-
férence par laquelle on doit e multiplier pour reproduire le monome
consideré de K est ¢lrangere a la fonction schématique dont il s’agit.

5. Des propositions que nous venons de démontrer relativement
aux coupures on en déduit aisément deux autres relatives i la forme
des conditions initiales dans un systéme différentiel.

La premiére se formule comme il suit :

Sowt S un systéme différentiel résolu par rapport & certaines dérivées des
Sonctions tnconnues qui sy trougent engagees, el tel qi’aucun des pre-
miers membres Wy sou la deérivée de quelque autre. Si, dans un pareil
systéme, on se propose de fixer, conformément aux indications du n° 1,
Uéconomie des condilions initiales, on peul towjours effectuer Uopération
de manicre a ce que les deuz circonstances suivantes se trousent réalisées :

1° Toule dérivée figurant comme premicr membre dans quelquw’ une des
condilions initiales peut se dédwire de quelque autre des conditions ini-
tiales a Uaide de quelque dérivation premicre effectuce sur le premier
membre de cetle autre et n'intéressant aucune des variables dont dépend
la fonction schématique ( dégéndrée ou non) qui figure au second membre
de cette autre.
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2% Toul premier membre du systéme S peut se déduire de la méme ma-
niere de quelqu’une des conditions initiales.

Si 'on désigne par « P'une quelconque des inconnues engagées
dans le systéme S, le groupe de conditions initiales relatif & 1'in-
connue « s’obtient, comme il a été expliqué dans un travail antérieur,
en pratiquant une certaine coupure dans une fonction schématique
des variables indépendantes «, y, ...; dailleurs, pouravoir les divers
termes de U'ensemble & I'aide duquel on doit effectuer la coupure, il
suffit de prendre, parmiles premiers membres de S, ceux qui sont des
dérivées de I'inconnue «, et d’en déduire respectivement, par la con-
sidération des ordres partiels de dérivation, certains monomes entiers
par rapport aux différences @ — xo, y — ¥,, .... Or, puisque, en vertu
de notre hypothese, aucun des premiers membres du systéme S n’est
la dérivée de quelque autre, ensemble ainsi obtenune contient aucun
terme superflu. Cela étant, la proposition & démontrer est une consé-
quence immédiate du n° 2.

6. Voici maintenant notre deuxiéme proposition :

Sott S un systéme différenticl résolu par rapport a certaines dérivées des
Jonctions inconnues qui s’y lrouvent engagees, el lel qu’ aucun des pre-
miers membres n’y soit la dérivee de quelque autre. Aux diverses variables
(ndépendantes attribuons des cotes respectives toules égales a 1, el auz
Jonctions inconnues des cotes respectives quelconques (). Cela posé, les
conditions initiales peuvent toujours étre mises sous une jforme lelle que
les diverses circonstances suivantes se trouvent a la fois réalisées :

1° Si lon désigne par T la cote maxima des premiers membres des
conditions initiales (n° 1), chacune des conditions dont le premier
membre est de cote inférieure @ T a pour second membre une constante
schématique.

20 Toute dérivée figurant comme premier membre dans quelqu’une des
conditions initiales peut se déduire de quelque autre des conditions initiales
@ laide de quelque dérivation premicre effectuée sur le premier membre de
celle autre.

(") Voir dans 'Introduction du présent Mémoire la définition des cozes.
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3° Towt premier membre du systéme S peut se dédwire de quelqu’une
des conditions initiales & I’aide de quelque deérivation premicre effectuce
sur le premier membre de celle-ci, et cela de telle fagon que, si la condi-
tion initiale dont il s'agit a pour second membre une fonction schéma-
tigue non dégénéree, la dérication premicre a effectuer sur le premier
membre n’intéresse aucunc des variables dont dépend la fonction schéma-
tigue du second membre.

Pour former le groupe de conditions initiales relatif & une inconnue
quelconque w«, nous procéderons comme il a été dit au n® 5, et nous
serons ainsi conduit & pratiquer une coupure dans une fonetion sché-
matique de 2, y, ... a 'aide d’'un ensemble ne contenant aucun
terme superflu : si le résidu de cetle coupure ne contient que des
constantes schématiques (auquel cas sa forme est unique), nous dési-
gnerons par N, le degré le plus élevé des monomes extéricurs qui y
figurent; s’il contient quelque fonction schématique non dégénérée,
nous désignerons par N, Pentier (arithmétique) convenablement
choisi dont il est question au n°® 4; dans P'un et autre cas, nous dési-
gnerons par ¢, la cote de Pinconnue w. Opérant ensuite pour chacune
des autres inconnues, ¢, w, ..., comme nous 'avons fait pour «, nous
considérerons les divers entiers (algébriques)

Ny+c¢uy Ny-+ Cyy NuptCwy -ony
et nous désignerons par I'le plus grand d’entre eux : les dillérences
I—cuy D—cyy Cm—cpy ..oy

seront, des lors, au moins égales aux entiers arithmétiques
Nlu Nv; Nw, e

Celafait, considérons le résidu de la coupure relative d Uinconnue u.
Si ce résidu ne contient que des constantes schématiques, ordre
maximum des premiers membres, dans le groupe correspondant de
conditions initiales, sera Ny, et leur cote maxima N, + ¢, I'; tous les
seconds membres se réduiront d’ailleurs & des constantes schéma-
tiques, et il en sera ainsi, notamment, de ceux d’entre eux qui corres-
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pondent & des premiers membres de cote inférieure A T'; enfin, il
résulte immédiatement du n° 3 que les conditions 2° et 3° de notre
énoncé se trouvent satisfaites en ce qui concerne I'inconnue .

Sile résidu de la coupure relative a cette inconnue contient quelque
fonction schématique non dégéncrée, nous le mettrons sous la forme
spécifice au n® 4, en prenant pour P la valeur T — ¢,, au moins égale
a N, : dans le groupe correspondant de conditions initiales, I'ordre
maximum des premiers membres sera alors T —¢,, et leur cote
maxima (I' — ¢,) + ¢,=1I'; & tous les premiers membres d’ordre infé-
ricur & I' — ¢, c’est-d-dire de cote inférieure & T, correspondront
comme scconds membres, des constantes schématiques; enfin, les
conditions 2° et 3° de notre énoncé se trouveront encore satisfaites en
ce qui concerne 'inconnue w.

Ce qui vient d’étre dit pour cette inconnue doit étre répété pour
toutes les autres.

Il nous reste, pous achever notre démonstration, a faire voir que,
dans les premiers membres des conditions initiales, la cote maxima
est égale a1’ Or, il résulte de ce que nous venons de dire que, dans
le groupe partiel relatif & u, la cote maxima des premiers membres est
¢gale & N+ ¢, ou & I', suivant que les seconds membres se réduisent
tous ou non i des constantes schématiques. Considérant alors I’en-
semble des groupes, on voit que, si quelqu’'un de leurs seconds
membres est une fonetion schématique non dégénérée, la cote maxima
des premiers membres est ', et que, si tous leurs seconds membres
sans exception se réduisent a des constantes schématiques, la cote
maxima des premiers membres est le plus grand des entiers

Nu-+Cuy Noa¢p, Nyp+cCpy ...y

¢’est-a-dire encore T

Observons, en terminant, qu’en vertu de la derniére partie 3° de
notre énoncé, la cote maxima des premiers membres de S ne peut sur-
passer [+ 1 : Si donc on désigne par y la cote minima des divers pre-
miers membres de S, et par ¢ la cote d’un premier membre quelcongue de S,

on a la double relation .
yScesl +1.
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CHAPITRE II

PROPOSITIONS SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES, HOMOGENES,
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS.

7. Si, dans un systéme différenticl, chaque équation, considérée
isolément, est linéaire, homogene et & coefficients constants par rap-
port 3 'ensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, le sys-
téme sera dit lindaire, homogene et & coefficients constants.

Considérons actuellement deuzx systémes différentiels S, 'V impliquant
les mémes fonctions inconnues des mémes variables independantes, et dont
chacun soit lindaire, homogene el a cocfficients constants. Deux systemes
de cetle sorte seront dits numériquement équivalents, si, en assimilant
pour un instant les fonctions inconnues et leurs dérivées de tous
ordres & autant de variables indépendantes distinetes, chacun d’cux
se trouve étre une conséquence de Pautre.

Cette définition posée, nous établirons successivement les points
sulvants :

10 Si les systémes considerés S, T sont numériquement équivalents, les
deux sysiemes qui s’en déduisent respectivement par toutes les différentic-
tions possibles de lordre m ne peugent manquer de Uétre aussi.

Désignons, en cffet, par S™ el T les systémes respectivement
déduits de Set T par toutes les différentiations possibles de Povdre m :
il s’agit de prouver que chacun des systtmes S™, T est une consé-
quence numérique de Vautre, par exemple que T™ est une consé-
quence numérique de S,

Or, toute équation de T" se déduit de quelque équation de T par
une différentiation de 'ordre m; d’autre part, & cause de I’équivalence
numérique de S et T, Péquation considérée de T peut se déduire
d’équations convenablement choisies de S en les multipliant par des
constantes convenablement choisies et ajoutant membre & membre;
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si donc on effectue sur cette équation de T une différentiation de
Pordre m, il est clair que la relation résultante peut se déduire d’équa-
tions convenablement choisies de S* en les multipliant par des con-
stantes convenablement choisies et ajoutant membre & membre; clle
est donc une conséquence numérique de S™.

20 Si les systémes considérés S, T sont numeriquement equivalents, les
deux systémes qui s’en déduisent respectivernent par un méme changement
lincaire et homogene des variables indépendantes ne peuvent manquer de
Uétre ausst.

Désignons, en effet, par » ordre le plus élevé des dérivées figurant
dans S et T; par @, les formules qui lient les anciennes dérivées
Lordres 1, 2, ..., n des inconnues aux nouvelles; par I[S]J et [[1”
les systémes respectivement déduits de S et T & I'aide de la transfor-
mation dont il s’agit. Je dis que les systemes [[S]J ot “T]] sont numé-
riquement équivalents, ¢’est-a-dire que chacun d’eux est une consé-
quence numérique de Pautre, par exemple que [['.l]J est une consé-
quence numérique de l[S]]

Effectivement, si 'on assimile pour un instant les fonctions incon-
nues, leurs anciennes dérivées des ordres 1, 2, ..., n etleurs dérivées
nouvelles des mémes ordres & autant de variables indépendantes
distinctes, il est clair que ,[l” est une conséquence numérique de
(T, @,), par suite de (S, ®,), par suite de (USJ , (1')”). Cela étant,
[$]] ni dans [[T]],

puisque les anciennes dérivées ne figurent ni dans
et qu'elles se trouvent exprimées par @, & aide des nouvelles, “][,
ne peut manquer d’étre une conséquence numérique de [[S]J

30 Considérant les équations du systeme S, effectuons sur elles toutes les
différentiations possibles de Iordre m; puis sur les équations résultantes
un changement de variables linéaire et homogene. Considérant ensuile les
dquations du systéme T, effectuons sur elles le changement de variables dont
il sagil, pus sur les équations résultantes toutes les différentiations pos-
sibles de Uordre m (relativement aux nouvelles variables). Cela élant, st
les systémes S, T sont numériquement équivalents, les deux sysiemes qui
s'en déduisent respectivement par ces deuz suiles d’opérations ne peugen!
manquer de étre aussi.
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A. Etant donnée une relation différenticlle lincaire, homogéne et &
coefficients constants, effectuons sur elle toutes les différentiations
premiéres, puis sur les équations résultantes un changement de va-
riables linéaire et homogéne. Renversons maintenant 'ordre des opé-
rations, c’est-d-dire effectuons d’abord sur I'équation proposée le
changement de variables dont il s’agi(, puis sur I'équation trans-
formée toutes les différentiations premicres (rclauvomont aux nou-
velles variables). Je dis que les deux sysicmes lincaires, homogenes et a
coefficients constanls, respectivernent oblenus par ces deuzx suiles d’opéra-
tions, sonl numériquement équivalents.

Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois variables indépen-
dantes, et que les anciennes, x, y, =, soienl liées aux nouvelles, &/,
y', 5, par les relations

5 z' =g 4y -+ 715,
(12) Y= omx A4y - 2z,
1 5 =may - Py b Yy 5.
Soit, d’autre part,

OLARERO

3 “+ . ! ..
(13) Mew ... N - Tkt i Ok : 0

la relation difféerentielle proposée entre les fonctions inconnues «, . ...
Soit, enfin,

(1/") ,)gl/ul.,, ZA P g er
!
/)y" sk P Gty r))"/ r

, . . , e, ARy
la formule qui exprime la dérivée ancienne s————— i 'aide des dé-
3 ) ol )y/z) ~h
rivées nouvelles du méme ordre : dans le second membre de cette for-
mule, la sommation doit étre étendue 2 toutes les valeurs des entiers

» ¢, ¥ pour lesquelles on a
P g r=gah+k

et Ay o désigneunefonction entiére et homogne, dedegré g +h-+ £,

des ('O(’ffl ients de la transformation. It[fcctuon.s(l abord surl équation
proposée (13) les différentiations premicres relatives a @, y, z, puis

sur les trois équations résultantes la transformation (v2). Il vient, par
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la différentiation,

! M du oe+1)+h+k
dx - dxs+ gyt gzk b

dee 08+ (1)1 7]
15 M——+4+.. .+ Neoorey—— .. .—o0
(13) Jdy Oxé gyt gzk - ’

e Q& +hA-(k+1) 4,

MJ; —+. .'+N?WW —+...—=o0.

D’autre part, la formule qui exprime la dérivée ancienne

&+ +h+k gy

das+t )yt Iz

a I'aide des dérivées nouvelles du méme ordre peut, si 'on pose

O&+h-+k g

— e = Uk
Dk Jyh Jzk #a ks
L .
s'éerire sous la forme
gk gy Oty 1 ke Mg e Uty p. ) Qttg 1.1
e o e B0 gy o E TN Ly — S — Gy =
D&+t )yl )z ox dx Jy Js
ou, si 'on a égard i la formule (14),
) ARt gy ~ - QD1+ ¢, 0P g1+ gy
B T o :> A)r 7' 7 oy , - e —+- Oy 77 T T
D&+t )yt )sh ™ deed 00T Q2P+t Jy'd" 95" 0x'P" gy’ 1+1 g5’

()/)'—}-q'—f-(l"—i-i) "
-+ o3 ()éIJ/"'()y"/' o=+l |2

et ’on aura, par un calcul semblable,
() &A= (k1)K gy QP+ +1" 4y QPG 1)1y,

—‘ -
—_— A,y 1B ; ; ~ = [o , ; w
daé Jyr+t 0z% 2 AR AM f’ Q'+ )y )5 P 0z'P’ gy'?+1 95"

op—+a+"+1) 7
+ B - — |»
0Py’ 95

()&l (1) /

daé dyh Jzh+1

~ r QP+ +1 QP+ (G +1)+r"
e Z . TP Iy T 95 -+ Vs IZ Iy T 07
L.
op—+q=+(r-+1) 4
T 5T gy g
Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — Aour 1904. 4x
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les sommations des seconds membres ¢tant étendues aux mémes va-
leursde p’, ¢', 7" que précédemment. Cela ¢tant, la transformation (r2),
appliquée aux formules (15), donnera

du Jdu du™
M(G(i-();;—,—f—dza*}—ﬁ—}—d:gb"? -+ ...
N A ()(1;’4—1)-1—(1’4«1" u ()p’--x~(//'-+-1)-9~:" "
-+ 2 phar oy al/l’)’/ﬁ,"[?‘)},/q 03,’,, Oy ()];’I" ()‘),/(/'»D-I d;,,,,
()p'+q'»+—(r’~}—1) w N
e at;;fﬁ"ay"fz)?'%'ﬁ) T
()/( du du
M( B +.
(J’ 20y B 0z’
. R )([;—H)u/u "w )p (1)’ w
(16) ¢ -+ 'NZAI’U'I'-"' Bl QX P FL) e )5 -+ B2 - P gl
X dy't' Js dx'r )y Jsz
()I' oA (1 4-1) w
P g gy g3 -

, Jdu du du’
M (72 g o+ s g 3G )

N ] \ ()([)'-lrl)"l»l['w ” " I ()[I' (g )1,
+ ZJ ey “/i O dy's Dz /2 Qx'r Jy' 1 g5

. QP ) g
i e Yy s ) e T 0,
‘ AP Y0 Ay Qs 1 '

Effectuons maintenant sur I'équation proposée (13) la transforma-
tion (r2), puis sur I'équation transformée les différentiations pre-
mieres relatives a a2, y/, ='. Il vient ainsi

()u QNG gy
M- VZ Ay s . T 0,

s Dyt ds'

) Ju QPG ) gy ‘
('7 ) M (—)‘)7 .. + NE Ap",{",-' DT]/',»[),-‘()};/;I'TTI();,’, - . W22 0,

Jdu N QP e ¢
M5 et N A g G g g =0
Il s’agit de faire voir que les systemes (16) et (17) sont numérique-
ment équivalents.
) .y R . , . \ . dua
Multiplions & cet effet les équations (1G) respectivement par -,

J s . .
—J%,: PPk et ajoutons membre & membre; en tenant compte des rela-
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tions
Jx 0 0z
I:ulﬁ +ﬁl (')%// +V15)E/’
- dx Ay ds
0= g F gy g
O0=c g£+ﬁ _()_'r.+a .ﬁi
T 0! b0z’ /s oz’

obtenues par la différentiation relative 3 &’ des formules (12), on
retombe sur la premiére formule (17), et 'on retomberait par un
calcul analogue sur les deux suivantes.

[nversement, il suffit de multiplier les équations (17) respective-
ment par o, «,, o, ct d’ajouter membre & membre pour retomber sur
la premiere formule (16), et 'on retomberait semblablement sur les
deux suivantes.

B. La proposition 3° est exacte lorsque les systémes S, T sont iden-
tiques entre cux, el qu'en méme lemps ['entier m est égal @ 1.

(Vest Iy une conséquence immédiate de 4.

C. La proposition 3° est cxacle toutes les fois que ['entier m est
cgal a 1.

Effectivement, les systemes S, T élant numériquement équivalents,
les systemes S, T, qui s’en déduisent respectivement par des diffé-
rentiations premiéres sont cux-mémes numériquement équiva-
lents (1°); et, cela étant, les deux systemes respectivement déduits
de §" et T’ par un méme changement de variables linéaire et homogéne
jouissent de la méme propriété (2°).

Je considere maintenant les trois suites d’opérations décrites
ci-apres : '

Premicre suite. — Effectuer sur le systeme T un changement de va-
riables linéaire et homogéne, puis sur le systéme résultant toutes les
différentiations premiéres possibles.

Deuxiéme suite. — Bffectuer sur le systéme T toutes les différen-
tiations premiéres possibles, puis sur le systéme résultant le change-
ment de variables dont nous avons parlé.
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Troisiéme suite. — Effectuer sur le systéme S toutes les différentia-
tions premitres possibles, puis sur le systéme résultant le chan-
gement de variables. »

Des trois systemes ainsi obtenus, le premier est numdériquement
équivalent au deuxieme en vertu de B, et le deuxicme numérique-
ment ¢quivalent au troisieme en vertu de la remarque faite au début
de C; donc le premier est numériquement équivalent au troisi¢me.

D. Si la proposition 3° est vraie pourﬂ une valeur de Uentier m, elle
ne peut manquer de l'étre pour la valeur surpante m + 1.

Considérons en effet les cing suites d’opérations décrites ci-apres :

Premicre suite. — Lffectuer sur le systeme T un changement de
variables linéaire et homogéne, puis sur le systeme résultant toutes
les différentiations de Pordre m —+ 1.

Deuxicme suite. — Bffectuer sur le systeme T le changement de
variables dont il s’agit, puis sur le systeme (ransformé toutes les dif-
férentiations premiéres, enfin surle systéme résultant toutes les dif=
férentiations de I'ordre m.

Trotsicme suite. — Effectuer sur le systeme S toutes Ies différentia-
tions premitres, puis sur le systeme résultant le changement de
variables, enfin sur le systéme provenant de la transformation toutes
les différentiations de Uordre m.

Quatriéme suite. — Elfectuer sur le systéme S toutes les différen-
tiations premicres, puis sur le systéme résultant toutes les dilféren-
tiations de Vordre m, enfin sur le systéme obtenu en dernier licu le
changement de variables.

X

Cinquicme sucte. — Effectuer sur le systeme S toutes les différen-
tiations de 'ordre m -+ 1, puis sur le systéme résultant.le changement
de variables. ‘

Il est facile de voir que les cing systémes respectivement obtenus
par ces cing suites d’opérations sont, de proche en proche, numéri-
quement ¢équivalents. Le premier Pest ¢videmment au deuxieme; le
deuxitme Uest au troisiéme en vertu de C et de 1°; le troisitme an
quatricme en vertu de ce qui est admis pour la valeur m; enfin le
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quatrieme 'est évidemment au cinquieme. Il en résulte que le pre-
mier équivaut numériquement au cinquitme, ce qu'il s’agissait de
prouver.

E. Le simple rapprochement de C et D suffit i établir I'exactitude
générale de la proposition 3°.

8. Soient @, y, ... diverses variables indépendantes, u, ¢, ...
diverses fonctions inconnues de ces variables. Aux variables «, y, ...
attribuons des cotes respectives toutes égales i 1, et aux inconnues
u, ¢, ... des cotes respectives quelconques ('); puis, considérant soit
une fonction composée différenticlle de u, ¢, ..., soit une relation dif-
férenticlle entre u, ¢, ..., nommons cote de 'expression ou de la rela-
tion dont il s’agit la cote maxima des inconnues et dérivées qui y
tigurent effectivement. Cela étant, il est clair que toute différentiation
premiere exécutée suivant algorithme des fonctions composées sur
une expression ou sur une relation différentielle augmente de 1 la cote
de cette relation ou expression; il est clair aussi que, si I'on effectue
sur une relation différentielle un changement linéaire et homogene
des variables indépendantes en attribuant aux variables nouvelles des
cotes toutes ¢gales & 1 et en conservant aux fonctions inconnues leurs
cotes respectives, la relation transformée est de méme cote que celle
d’otr elle provient.

Relativement aux systemes différentiels, quels qu’ils soient, ol I'orn
affecte, comme il vient d’¢tre dit, les variables indépendantes de cotes
toutes égales & 1 ct les fonctions inconnues de cotes quelconques,
nous poscrons une fois pour toutes les conventions d’écriture sui-
vantes. Le sysiéme différentiel étant designé par une lettre majuscule, S :

1° La notation s, (lettre minuscule affectée de I'indice C) dési-
gnera, parmi les équations du systéme S, Uensemble de celles qui ont la
cote G (G est alors un enticr algébrique au moins égal 4 la cote mi-
nima des ¢quations du systtme S, et au plus égal & leur cote
maxima).

20 La notatiorn S (lettre majuscule affectée de U'indice C) deésignera,

(1) Voir I'Introduction.
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parmi les équations appartenant aw systéme S ou s'en déduisant par de
simples differentiations (d’ordres quelconques), {ensemble de celles qui
ont la cote C (Cest alors un entier algébrique au moins égal i la cote
minima des ¢quations du systéme S, et pouvant surpasser tout entier
donné).

9. Soient S, T deux systemes dillérentiels impliquant les mémes
fonctions inconnues des mémes variables indépendantes, et dont cha-
cun soit lincaire, homogene, et a coefficients constants. Supposons, ¢n
outre, qu’en attribuant aux variables indépendantes des cotes respee-
tives toutes égales & 1, et aux fonetions inconnues des cotes respec-
tives déterminées, chaque équation de S ou T ne contienne effective-
ment que des quantilés toules de méme cote (cette cole pouvant varier
d"une équation a 'autre). Désignons enfin par Cun entier algébrique
quelconque, au moins ¢gal & la cote minima des relations de S et T,
Cela étant :

10 St les systémes S, T sont numdcriquement équivalents, les systémes
Se» Ty dont chacun est lincaire, homogene, et @ cocfficients constants
par rapport aux quantités (inconnues et deérivées) de cote G, sonl cux-
mémes numériquement équigalents.

Désignons, en effet, par 2la cote minima des équations denos deux
systémes, par ¢ + A leur cote maxima (A~ o), et par

) (nh Jo—
’Sa""l" 564./, ([) =0, 0,2, ..., 7)9

I"'ensemble des relations respectivement déduites de sz, et ¢z, par

toutes les différentiations possibles de U'ordre n; désignons, en outre,
A (5]

par £ un entier positif quelconque, et considérons le Tableau :

- N ) ()4-1) (A-t-A)
58y 83 ey S3T 5,; s ey 83 v
. (A1) ) Deet-fe==1)
SBts e ves Shers St ceey SpTY,
(18) e ,
................... vy
SO J. (k)
S840 30 RTINS

En extrayant de ce Tablean 'une ou 'autre des colonnes verticales
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1

successives, on obtiendra I'un ou 'autre des systémes successifs
(19) S5, Sgwrs v Spaa, Sowt>  c-vs Sedere

Les systemes

(20) Te, Torry -oon Toon, Tooan, o Teins

se formeront de la méme maniére i 1'aide du Tableau

R ’ ) 1) (k)
g, trj; BRI 3 ta ’ ] lr} >

. 1) 0 (h-h—1)

» bivrs ooy tr}H 4 [E-H’ Tt £5+1 ’
(21) e ,
evenwesonsansanns 5

o i 14
/,g._,,.)., La_‘_)., “eay ta+)_.

Cela étant, puisque chaque équation de S ou T, considérée isolé-
ment, ne contient que des quantités toutes de méme cote, I'équiva-
lence numérique de S et T entraine de toute nécessité cette consé-
quence, que les systémes

88y Sty -eer SE4d
sont respectivement ¢quivalen(s aux systemes

5y, Livqy ooy L3y

o

Si done, on a ¢gard & la proposition 1° du n° 7, on voit que les
termes correspondants des Tableaux (18) et (21) désignent des sys-
temes numériquement équivalents : il en résulte que les systemes (19)
sontrespectivement équivalents aux systémes (20), ce qu'il s’agissait
de prouver.

2° Les mémes notations élant adoptées que dans 1°, effectuons
sur les systémes Sg, T un méme changement linéaire ¢t homogéne des
variables indépendantes, désignons par “S(,]J, [[T]J les systemes ré-
sultants, et, dans ces systemes, attribuons aux nouvelles variables des
cotes respectives toutes égalesa 1, en conservant aux fonctions incon-
nues leurs cotes primitives. Gela étant, si les systémes S, T sont nume-
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riguement équivalents, les systémes [[SC]], [[']]] o dont chacun est

linéaire, homogéne, et a coefficients constants par rapport aux incon-
nues et aux dériées nouvelles de cote C, sont cux-mémes numeriquement
equivalents.

Dans la démonstration ci-apres, nous conviendrons, toutes les fois
que nous aurons & effectuer sur un groupe quelconque de relations
différenticlles la transformation dont parle ’énoncé, de désigner le
groupe transformé par la méme notation que le groupe primitif, mise
deux fois entre crochets. Cela étant, pour avoir I'un ou I'autre des
systemes successifs

(22) |[821], [[Seaad]s «or [I8ad]s [[Sznnd]s oo [[Szioasl].
il suflit de considérer le Tabl !:1‘1_1

L R (31 PR [0 | A | A | R [
[Lavad]s oo [Ls200] [[520]]; -~rl%W#Wl

(23)

[[se01]s [[5501], -u,[AmAl

déduit de (18) par le changement des variables, et d’en extraire U'une
ou l'autre des colonnes verticales successives. Les systémes

0 [ (e o [T [T oo [T
se formeront de la méme manitre i 'aide du Tableau
Lel]s [Lel]s s [Le)]™ [lel]™ e [1e]]™,
[(ei]]s oo [[d]™ 7 1G]]y o [Lnd]"7,

(25)

l]_ za“,w).]] ’ “ lg "IJ /’ s [[ 730 IJ " 5

’(’1) N ’ M 17 v
u [[t,;+l,]_' (p=o0,1, 2, ..., A) désigne I'ensemble des relations
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déduites de ([1,;+1,]] par toutes les différentiations possibles de
lordre 7.

Cela posé, I'équivalence numérique de S et T entraine, comme
dans 1°, cette conséquence, que les systemes

S8y SBa1y e ey S34%
¢quivalent respectivement aux systémes
Ly Agps  wvvy gy

Or, sil'on se reporte i 'énoncé 3° du n° 7, I’équivalence numérique
des systémes

Sa-k[n lr)—o~,;
entraine celle des systemes
I - (n).
[[S:al-li-),r ]’ [Lla"‘]’]] ’

fes termes correspondants des Tableaux (23) et (25) désignent done
des systémes numériquement équivalents, et, des lors, les sys-
témes (22) équivalent respectivement aux systemes (24), ce qu'il
s'agissait de prouver.

10. Considérons actuellement un systeéme différenticl S remplissant
les diverses conditions suivantes :

1Y Lesystéme S, lindaire, homogeéne et a coefficients constants, est résolu
par rapport & certaines derivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent
cngagees, et, st L'on parlage les équations en groupes suivant que leurs
premiers membres appartiennent @ telle ow telle inconnue, aucun des
groupes ainsi oblenus ne contient plus d’une équation.

29 Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale,
et, moyennant I attribution auz variables indépendantes de cotes respec-
tives toutes égales a 1, el aux Jonctions inconnues de coles respectives de-
terminées, chacun d’eux ne contient que des quantités (inconnues ou
dérivées) dont la cote soit exactement égale @ celle du premier membre
correspondant.

Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — Aovr 190}. - 4
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30 En supposant que les conditions initiales du systéme S aient éle
mises sous la forme spéetfiée au n° 6 (ce qui est possible, puisque, en
vertu de 1°, aucun des premiers membres n’est la dérivée de quelque
autre), et en designant par T la cote maxiina des premiers membres de ces
conditions initiales, par v ta cole minima des premiers membres de S,
chacun des systémes

(26) T | LT

composé d’équations en’ nombre précisément égal & celui des dérioées prin-
cipales de cole égale @ son indice (n°8), est résoluble par rapport awr
dérivées principales dont il s'agit.

Toutes les conditions ci-dessus énumérées (10, 2° ¢0 3°) élanl salis-
faites, nous ramenerons, comme on le verra dans un instant (n° 1,
inf.), le systéme différentiel S doun systéme da premicerordre, X, pos-
sedant vis-a-vis de S certaine propricté qui nous sera plus loin forl
utile: mais il nous faut, avant de procéder i cel exposé, présenter une
remarque indispensable.

Considérons les groupes (26), dont chacun, comme il a ¢(é di
dans 3°, est résoluble par rapport aux dérivées principales de cole
¢gale o son indice, et qui comprennent respectivement les divers
groupes

(27) Syy o Svyity -eey S
du systeme S (n6 in fine et n® 8); désignons, en outre, par
( 28 ) '1‘{'(7 '1,%‘{4'17 ey '..'J[‘,,, 1

les groupes respectivement déduits de (206) par les résolutions dont
il s’agit: comme les groupes (27) ne conticnnent déja, par hypothese,
aucunce dérivée principale dans leurs seconds membres, ils se trouvent,
de toute nécessité, respectivement compris dans les groupes (28).
Gela étant, si Pon désigne par

(29) Uyy  Vyels  eeey YNy

des groupes respectivement extraits de (28) sous la seule condition
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de comprendrerespectivementles groupes (27), par Y Pensemble des
groupes (29), et par G un entier (algébrique) quelconque au moins
Ggal iy, les systémes S, Y sont, comme nous allons I'établiv, zumeéri-
(’/[((fI)I(’rILl (5'(/[[1'94’(/(3/1/5.

Effectivement, le systeme S faisant partic de Y [puisque les
groupes (27) sont respectivement compris dans les groupes (29)], le
systtme S¢ fait partie de Y, ct, par suite, en est une conséquence
numdérique.

Réciproquement, désignons par W et T les systemes respectifs {28)
et (26). Le systeme Y faisant partie de U, le systeme Y, fait partie
de U, et, par suite, en est une conséquence numérique. D'ailleurs,
les systemes U et T satisfaisant & toutes les conditions requises au
début du numéro précédent, 9, leur équivalence numérique entraine
celle des systémes W, T o le systéme Y, conséquence numérique
de U, est doncaussi une conséquence numérique de Te. Finalement,
fe systeme Ty ¢tant manifestement identique & S, le systeme Y, est
une conséquence numérique de S

L. Formation du systéme X, ci-dessus annoneé (n° 10).

Btant donné un systéme différentiel du premier ordre, résolu par
rapport i certaines dérivées (premiéres) des foncetions inconnues qui
s’y trouyent engagées, on peul, pour en disposer nettement les di-
verses ¢quations, les éerire dans les cases d’un quadrillage rectangu-
laire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes e

les colonnes aux fonclions inconnues, en mettant I'équation qui

. . . .
aurait, par exemple, == pour premier membre dans la case qui appar-

tient i la fois & la colonne (w) et & la ligne (2).

Le systéme X étant, comme nous allons le voir, du premier ordre,
nous en ¢erirons les diverses équations dans un quadrillage rectan-
gulaire conformément aux indications ci-aprés, en ne nous occupant
tout d’abord que des premiers membres.

Les conditions initiales du systéme S ayant été mises, comme nous
Pavons dit plus haut, sous la forme spécifiée au n®6, désignons par @,
¥ ... les variables indépendantes, parwl'une des inconnues engagées

(o Bre g

dans S, par ————-——1"un des premiers membres qui figurent dans
D dyB ...
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le groupe de conditions relatif & «, et par F, g .. le second membre
correspondant. Cela étant, nous prendrons dans X, pour I'une de nos
()_f;'_(n)_*ﬂjz_/’ que nous désignerons par uy g, .3
puis, en supposant, pour fixer les idées, qu’il y ait cing variables indé-
pendantes, z,y, z, s, ¢, et que la fonction schématique F, g . dépende
des, ¢, nous éerirons dansles cases (x), (), () delacolonne (u,g,..)
les premiers membres

inconnues, la quantité

Dy, g, ...

T e e ey

ey, g,... Deo, ...
) dy T ds 7

et nous laisserons vides les cases (s) et (¢) de cette méme colonne; aun
cas ol Fyg . se réduirait & une simple constante schématique, les
ases de la colonne considérée seraient ainsi toutes pleines. Ge que
nous venons de faire pour Pune des conditions initiales appartenant
au groupe relatil & «, nous le ferons pour toutes les autres du méme
groupe; et ce que nous aurons fait pour Uinconnue w, nous le ferons
successivement pour toutes. Nous aurons ainsi un quadrillage rectan-
gulaire contenant des cases pleines el des cases vides; d’ailleurs,
quelques seconds membres que nous éerivions ultériceurement dans
les cases pleines, on voil, dés maintenant, que, si Pon forme successi-
vement, dans Pancien systéme, puis dans le nouveau, un enscemble
composé des inconnues et de leurs dérivées paramétriques, les deux
ensembles ainsi obtenus se correspondront terme & terme, et que le
sccond se déduira du premier par de simples changements de nota-
tions; de méme, et toujours & la notation pres, U'économic des condi-
tions initiales seraidentique dans les deux systémes. Quant aux déri-
vées principales du nouveau systéme, clles coincideront, i la notation
pres, les unes avec des dérivées principales, les autres avee des déri-
vées paramétriques de Uancien.

Il va sans dire que nous conservons aux variables indépendantes ot
aux anciennes inconnues les cotes respectives qu’elles avaient dans le
systeme S, et que nous attribuons aux inconnues adjointes des cotes
respectivement égales & celles des dérivées anciennes qu’elles ad-
mettent pour homonymes. Cela étant, il convient d’observer que les
fonctions inconnues du systeme 2 dont la cote tombe au-dessous de I°
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n'ont, dans le systeme X, aucune dérvivée paramétrique, puisqu’elles
s¢ trouvent, dans les conditions initiales, ¢galées i de simples con-
stantes schématiques, et que, par suite, toutes les cases de leurs
colonnes sont pleines. En conséquence, toute dérivée paramétrique
du systéme X posséde une cote au moins égale & T +1, et toute dé-
rivée paramétrique de cote I'+ 1 ne peut appartenir qu'a une fonc-
tion inconnue de cote I', par suite est du premierordre.
Occupons-nous maintenant des seconds membres du systeme X, et
considérons, pour fixer les idées, I'équation qui, dans =, a pour pre-

. Dy, g, ... . \ . .
micr membre —===- A la notation pres, ce premicr membre coin-

cide avee une dérivée ancienne

, )@1) 4B
(30) D+t dyb ... ’
dontla cote ne dépasse pasT' + 1.

Si la dérivée (30) est principale par rapport & S, il résulte des hy-
pothdses spécifices aa debut du n® 10, d'une part, qu’elle admet une
certaine expression lincéaire, homogéne et i coefficients constants par
rapport aux inconnues et aux dérivées paramétriques de méme cote,
d’autre part, que, dans le cas ol cette dérivée principale coincide avece
un premicr membre de S, expression dont il s’agit coincide avec le
second membre correspondant : cela étant, dans I'expression consi-
dérée de la dérivée principale (30), nous remplacerons toutes les dé-
rivées paramétriques par leurs notations mouvelles, et nous égalerons
Qi[—f)?-——- a I'expression ainsi modifiée. Or, il est facile de voir que, apres
cette modification d’écriture, I'expression est ou d’ordre zéro ou du
premicr ordre, suivant que la dérivée (30) a une cote inférieure ou
¢gale & T' + 1. Dans le premier cas, en effet, elle ne peut contenir que
les inconnues anciennes et les expressions nouvelles de feurs dérivées
paramétriques de cote inféricure ou égale & I', ou, en d’autres termes,
que les inconnues anciennes et nouvelles. Dans le second cas, elle ne
peut contenir que Ies inconnues anciennes et les expressions nouvelles
de leurs dérivées paramétriques de cote inférieurce ou égale A T +1,
ou, en d’autres termes, que lesinconnues anciennes et nouvelles avec
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des dérivées paramétriques premidres. Dans Pun et Uauatre cas, dail-
leurs, s'il arrive que (30) coincide avec un premier membre de S,
I'é¢quation considérée du systeme X coincide, & la notation pres, avec
I’¢quation du systeme S qui a pour premier membre la dérivee (30).

Supposons maintenant que la dérivée (30) soit paramétrique par
rapport & S. En pareil cas, il existe, dans le systeme X, une dérivée
paramétrique ou fonction inconnue (et une seule) qui, a la notation

pres, coincide avee clle, et & laquelle nous devrons alors ¢galer

I:j(
Dty 6. .. . L., “os . . , .«
-")fif.'—« ssila dérivée (30) est de cote inféricure ou égale a I,
ox N 2

o

sera identique, & la notation pres, a une inconnue adjointes; si elle est

de cote I'+ 1, —=== sera identique, a lanotation pres, aune dérivee

paramétrique premitee du systeme X,

12. Nous venons de constater que le systeme X est du premier
ordre et qu'il se trouve résolu par rapport & quelques-unes des déri-
vies (premicres) des fonelions inconnues qui s’y trouvent engagées.
Il est elair, en outre, que la cote maxima des premiers membres est
I+ 1, ¢t que chaque second membre est linéaire, homogtne et
cocfficients constants par rapport aux inconnues et aux dérivées para-
métriques qui ont méme cote que le premier membre correspondant.

Jétablirai maintenant la propriété suivante :

St Uon désigne par W U ensemble des relations obtenues en égalant cha-
cune des inconnues adjorntes @ la dérivée ancienne qi’elle admet pour
homonyme, les sysiémes X, et (Hg, S¢) sont numériguement céquicalents

(n*8).

1. Si lon considére Uune quelconque des inconnues adjointes de X, il
caiste dans le systéme X une relation égalant Uinconnue dont il s’ agil a
une quantité homonyme, dérivée premicre de quelque inconnue ancienne
ou adjointe.

Effectivement, les inconnues anciennes et nouvelles de X ont res-
pectivement pour homonymes les premiers membres des conditions
initiales de S, et, des lors, en vertu de la propriété 2° du n® 6, toute
inconnue nouvelle de £ a pour homonyme une dérivée premiere de
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quelque autre inconnue, ancienne ou nouvelle; comme d'aillenrs
cette derniére inconnue est de cote nécessairement inférieure a celle
de la premicre, par suite inféricure 2T, clle n’admet dans le systeme ¥
aucune dérivée paramétrique; on a donc été conduit, dans Ja forma-
tion de ce systéme, & égaler entre elles les deux quantités homonymes
dont il s’agit.

Il. Toute équation de S figure dans X a la notation preés.

Effectivement, les conditions initiales de S étant mises, comme nous
'avons dit, sous la forme spécifiée au n® 6, les quantités quiy figurent
comme premiers membres ont des cotes inféricures ou égales A T, et,
dautre part, chaque premier membre de S peut se déduire de 'une
des quantités en question a Paide d’une dérivation premiére, d’oti ré-
sulte qu’il est de cote au plus égale & I'+ 1. Cela posé, considérons
dabord dans § un premier membre de cote inféricure & I'+1: la
quantité dont il peut ¢tre considéré comme une dérivée premicre est
alors de cote inféricure d Iy et, comme les inconnues de X dont la cote
tombe au-dessous de I'n’ont dans X aucune dérivée paramétrique, on
a ¢eLé conduit, dans laformation de X, i éerire comme premier membre,
a la notation pres, le premier membre considéré de S. Considérons,
en secondlicu, dans S, un premier membre de cote I' + 11 ce premier
membre peut alors étre considéré comme la dérivée premiere d’une
quantite de cote I" figurant dans les conditiens initiales de S, et,
comme cette dérivation premitre n’intéresse aucune des variables
figurant dans la fonction schématique qui correspond & celte quantité,
on a ¢té conduit, cette fois encore, dans la formation de X, a écrire
comme premicr membre, & la notation pres, le premier membre con-
sidére de S.

Ainsi, tout premier membre de S figure, & la notation prés, parmi
les membres de X, et, par suite, en vertu d'une remarque faite au
n® 11, toute équation de S figure, & la notation prés, dans X.

HI. Partageons actuellement les équations X en deux groupes, X',
X7, suivan( que leur premicr membre coincide (soit exactement, soit
a la notation pros) avee une dérivée paramétrigue ou avec une dérivée
principale du systéme S. A ce partage des équations X en deux groupes
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correspond, naturellement, un partage des équations X; en deux
groupes, X, X : je dis que le systéme W équivaut numeriquement a .

En premicr lieu, toute équation de 3. est une conséquence numé-
rique de Hg : car chaque équation de X ayant pour premier et pour
second membre deux quantités homonymes (nécessairement de méme
cote), unc équation quelconque de X a pour premier et pour second
membre deux quantités homonymes de cote C; des lors, ou bien
le systeme H, contient I'¢quation considérée de X, ou bien il com-
prend deux ¢quations égalant respectivement les deux quantités ho-
monymes dont il s’agit & la dérivée ancienne qu’elles ont pour homo-
nyme commun, auquel cas une combinaison tres simple des deux
¢quations de H, fait retomber sur I'équation considérée de X..

Réciproquement, toute équation de I, est une conséquence numé-
rique de X;. Considérons, en effet, une relation de He; dans cette rela-
tion, de cote C, figure une dérivée, d’ordre positif ou nul, de quelque
Cinconnue adjointe. En vertu de Palinéa 1, il existe, dans le groupe X',
une relation é¢galant Uinconnue dont il s’agit & une quantité homo-
nyme, dérivée premicre de quelque autre inconnue ancienne ou nou-
velle. Sicette deuxitme inconnue est clle-méme nouvelle, il existe
encore, dans le groupe ¥, une relation Pégalant i quelque quantité
homonyme, dérivée premicre d'une troisi¢me inconnue. En continuant
de cette maniere, on finira par tomber sur une inconnue nouvelle qui,
en vertu d'une relation de X, se trouvera égalée a quelque quantité
homonyme, dérivée premicre d’une inconnue ancienne. Il est clair que
les relations successivement considérées de X' ont des cotes qui dé-
croissent progressivement d’une unité & partir de C. Cela étant, il est
teés facile de voir que si, dans Ie groupe formé par ces relations et par
celles qui s’en déduisent & P'aide de différentiations, on considire
celles de cote G, leur ensemble, qui fait partie de X, régénére, moyen-
nant une combinaison trés simple, I'équation considérée de Hy,.

IV. Revenant & notre énoncé général, partageons le systéme 27 en
groupes successifs d’apres les cotes croissantes des équations dont il

s¢ compose; en vertu du mode de formation de X, ces groupes,

" " "
Oys Oty ++vy T4y
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seront, a la notation prés, respectivement extraits des groupes (28),
ct, en vertu de I'alinéa 11, ils comprendront respectivement, toujours
a la notation prés, les groupes (27). Si donc on se reporte 4 la
remarque finale du n® 10, on voit aisément que les systémes

(He, Z¢) et (Hg, Sg)
sont numériquement équivalents; il en résulte, 4 cause de I'équiva-
lence numérique de H, et de Z¢ (111), que les systemes

(E;h E,(Il) et (IIC: SC)7
¢’est-a-dire
2 et (g Se),

jouissent de la méme propriété, ce qu’il s’agissait d’établir.

13. Ktant donné un systéme du premier ordre résolu par rapport
a certaines dérivées (premieres) des fonctions inconnues qui s’y
trouvent engagées, nous dirons que ce systéme est régulier, si 'on
peut adopter pour les lignes de son Tableau (n° 11), ¢’est-a-dire pour
les variables du systeme, un ordre tel que les cases vides de chaque
colonne se trouvent toutes situées au bas de cette colonne.

Il est facile d’apercevoir qu’un parcil systéme constitue un cas trés
particulier de ceux que j’ai nommés ailleurs orthonomes (*). Sil’on
attribue en effet & toutes les variables indépendantes la cote premiére 1
et & toutes les fonctions inconnues la cote premiere o, on voit que la
cote premiére de toute inconnue ou dérivée figurant dans un second
membre du systeme est, suivant qu’il s’agit d’une inconnue ou
d’une dérivée, inféricure ou égale 4 la cote premiere du premier
membre correspondant; il suffit alors, pour établir 'orthonomie du
systéme, de se reporter & divers passages d’un Mémoire publié ici
méme (7).

(1) Pour Ja théorie des systémes orthonomes, voir le Mémoire intitulé : Sur une ques-
tion fondamentale du Calcul intégral (dcta mathematica, t. XXIII).
(2) Sur les systémes différentiels dont Uintégration se rameéne a celle d'éqqalions diffé-
rentielles totales (Annales de UEcole Normale, 1901, p. 421 et p. 466 & 469).
Adnn. BEe.Norm., (3), XXI. — Aour 1904. 43
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14. Supposons actuellement que, dans un systeme différenticl S, les
trots conditions 1°, 2°, 3°, énwnérées aw début du n° 10, se trouvent
satisfaites. Supposons en outre que le systéme % du premier ordre, que
l'on peut en pareilcas déduire du systéme S (n° 1), puisse, par un simple
changement linéaire et homogéne des varables independantes, ére trans-
Jormé en un systéme régulier du premier ordre (n° 13) dont les colonnes
conliennent respectivement les mémes nombres d’équations que les colonnes
correspondantes de X.

Cela clant, considérons le systéme S (n° 8), linéaire, homogene, ct a
coefficients constants par rapport aux inconnues et derices de cote G, el
composc d’équations en nombre précisement égal a celui des dérivées prin-
cipales de méme cole du systéme S: je dis que le sysiéme S, est nécessai-
rement rédui.

Désignons en cffet par “L | ’, conformément & la convention
adoptée au n° 9, le systeme du premier ordre déduit de X a Paide du
changement de variables (strictement effectudé) dont parle I'énoned,

A Paide de la résolution

puis par Qle systeme régulier déduait de [[)..]
oy ~N o . , . N

voulue. Si on nomme o la cote minima des ¢équations de X, el A leur

cote maxima (égale a I' + 1), les groupes

(31) Th Ghits ---s OA

du systeme X fournissent, par le changement de variables (stricte-
tement effectué), les groupes respectifs

[[521], [leaed]s - [Loa]]

du systéme [[L]I, et ceux-ci, par les résolutions voulues, les groupes
respectifs

(32) M8y gy oevy WA

du systeme Q. Cela étant, si 'on construit les portions de Tableaux
qui correspondent aux divers groupes (31) et celles qui correspondent
aux divers groupes (32), on voit que les premitres contiennent res-
pectivement les mémes nombres de colonnes que les secondes, puis
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les colonnes de wzrespectivement les mémes nombres de cases pleines
que les colonnes correspondantes de o, celles de wg, respectivement
les mémes nombres de cases pleines que les colonnes correspondantes
de oz,y, ctainsi de suite jusqu’a wy et 54. Bn conséquence, le nombre
des dérivées principales de cote C est le méme dans les deux sys-
témes X et Q.

Cela étant, a cause de I'équivalence n umérique de I[LJ] etde Q, le
systéme Qg est numériquement équivalent a [[EJ]C (n°9, 19); il lest,
deés lors, A []L‘Il (n°9, 2°). Or, & cause de la forme réguliére, par
suite orthonome, de Q, il existe certainement, dans le groupe Q,
quelque groupe partiel possédant la double propriété d’étre réduit et
de comprendre exactement autant d’équations qu’il y 4, dans Q ou X,
de dérivées principales de cote C: done le systéme numériquement
¢quivalent “L‘[ I jouit de la méme propriété. Enfin, si dans ce dernier
on remplace les nouvelles dérivées de cote C par leurs valeurs en fone-
tions des anciennes, il en sera de méme du systeme résultant X, 11
est facile d’en déduire, comme nous allons le voir, que S, est réduit.

Considérons en elfet, dans le systeme S, I'ensemble illimité que
forment les inconnues et leurs dérivées de tous ordres, extrayons-en
les diverses quantités de cote égale a G, et désignons par p le nombre
de celles qui, parmi ces derniéres, sont des dérivées principales,
par A le nombre des quantités restantes.

Considérons ensuite, dans le systeme X, 'ensemble que forment les
inconnues anciennes et adjointes et leurs dérivées de tous ordres, et
extrayons-en de méme les diverses quantités de cote égale a C: il est
clair qu’en désignant par v, le nombre des quantités qui, dans ce der-
nier groupe, proviennent des inconnues adjointes ou de leurs dérivées,
le nombre total des quantités contenues dans le groupe considéré
est Ag+ pe+ v On sait d’ailleurs, d’aprés les relations qui existent
entre les systomes S et X, que dans ce groupe Ie nombre des quantités
non principales est égal & A, et il en résulte que le nombre des déri-
vées principales est égal & p—+ve: le systéme X, contient done,
d’apres ce quia été dit tout a Uheure, quelque groupe réduit composé
de w,—+ v, équations.

Cela étant, si 'on désigne par I, commme au n° 12, U'ensemble
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des relations obtenues en égalant chacune des inconnues adjointes &
la dérivée ancienne qu’elle a pour homonyme, le systeme (Hg, Si),
numériquement équivalent & X, contient forcément quelque groupe
réduit de ug+ ve équations; le groupe I contient d’ailleurs exacte-
ment v, équations, et le groupe S; exactement v : donc le systeme
(He, S¢) est forcément réduit, par suite aussi le groupe S,

15. Nous terminerons ce Chapitre par I'importante remarque qui
suit :

Ltant donné un systéme différentiel S, que I’ on suppose remplir les deuzx
premicres des trois conditions formuldes au r® 10, et ot les coefficients
des seconds membres sont  ailleurs des constantes arbitraires, or peut,
avee ces arbitraires, Jormer certaines fonctions enticres telles que, pour
toutes valeurs numeriques des arbitraures laissant la premicre fonction
différente de séro sans annuler a la fois toutes les autres : 1° la troisicme
des conditions formulées aw n® 10 soit satisfaite comme les deux pre-
micres ; »° le systéme S, soit réduit (quel que soit ).

I. Eerivons en effet les conditions initiales sous la forme spécifice
au n° 6, et désignons par I' [a cote maxima des premiers membres
de ces conditions, pary la cote minima des premicers membres de S;
puis, considérant le systeme formé par Uensemble des groupes (26),
calculons-en le déterminant différentiel parrapport aux dérivées prin-
cipales de cotes vy, y =1, ..., I' + 1. Ce déterminant est ¢videmment
une fonction entiére des coefficients des seconds membres; lorsque
cette fonetion est différente de zéro, le systéme (26) est résoluble par
rapport aux dérivées principales de cotes v, y+1, ..., '+1, el la
troisicme des conditions formulées au n® 10 se trouve satisfaite.

Il est bon d’observer que dans le cas oit le systeme S est orthonome,
¢’est-a-dire ou certains des coefficients arbitraires sont nuls, le déter-
minant dont il s’agit se réduit 2 15 il a done dans tous les cas Nunité
pour terme constant, ¢t peut se mettre sous la forme 1+ F, ou F
désigne une fonction entiére privée de terme constant. (11 suffit alors,
pour que 1 4+ F soit différent de zéro, que le module de F soit moindre
que 1.)-
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II. Ce premier point une fois acquis, laissons dans les seconds
membres de S tous les coefficients arbitraires sous la seule restriction
que 1+ F soit différent de zéro; puis, désignons par X le systéme du
premicr ordre (linéaire, homogéne, et coefficients constants) déduit
de S a I'aide du mécanisme décrit au n° 11, et effectuons dans X la
transformation

x'=ax—+By+...,
Yy =z + Loy ...,

ol z,y, ...désignent les anciennes variables, 2, y/, .. .les nouvelles,
et oy, By ooty %oy Pus oo des coefficients indéterminés. Pour que le
systeme X puisse étre, & laide de ces formules, transformé en un sys-
teme régulier du premier ovdre dont Ies colonnes contiennent respec-
tivement les mémes nombres d’¢quations que les colonnes correspon-
dantes de X, il faut qu'un certain déterminant soit différent de zéro ;
ce déterminant est évidemment une fonction entiere tant des coefli-
cients des seconds membres de X que des constantes de la transforma-
tion, et, en le supposant ordonné par rapport i celles-ci, nous aurons
un polynome entier par rapport aux constantes de la transformation,
et ayant pour coellicients certaines fonctions enticres des coefficients
des seconds membres de . Observons maintenant que chaque équa-
tion de X est, & la notation pres, ou une identité, ou 'une des équa-
tions qui proviennent de la résolution du systéeme (26), et que, par
suite, chaque coefficient des seconds membres de X peut étre mis sous
forme d’une fraction ayant pour dénominateur 1 + F et pour numéra-
teur une fonction entiere des cocllicients des seconds membres de S.
En conséquence, le déterminant dont nous parlons, entier par rapport
aux constantes de la transformation, a pour coellicients certaines
fractions rationnelles des cocfficients des seconds membres de S,
chacune de ces fractions ayant pour dénominateur une puissance de
1+ F.

- Gela étant, si nous supposons que les coefficients des seconds
membres de S aient des valeurs particulieres qui, sans annuler & la
fois tous les numérateurs de ces diverses fractions rationnelles,
laissent 1+ F différent de zéro, notre déterminant ne se réduira pas



D40 CHARLES RIQUIER.

a une fonction identiquement nulle des constantes de la transforma-
tion, et on pourra trouver pour ces constantes des valeurs numdé-
riques qui laissent différents de zéro tant la fonction dont il s’agit que
le déterminant de la transformation. Il résulte de la que non scule-
ment la troisi¢me des conditions formulées au n® 10 se trouvera alors,
comme les deux premieres, satisfaite pour le systeme S, mais qu’en
outre le systeme du premier ordre X, déduit de S & aide du méca-
nisme indiqué au n® 11, pourra, par un simple changement linéaire
et homogene des variables indépendantes, étre transformé en un
systtme régulier du premicr ordre dont les colonnes contiennent
respectivement Ies mémes nombres d’équations que les colonnes
correspondantes de X; notre proposition du n® 14 sera alors appli-
cable, et le systeme S, nécessairement réduit.

s

CHAPITRIE 111,

THEOREME I’EXISTENCE.

16. Considérons actuellement un systéme différentiel Q, satisfaisant
a la double condition ci-apres :

1° Le sysiéme est résolu par rapport & certaines déripées des fonctions
inconnues qui s’y lrouvent engagees, el, si l'on partage les équations en
groupes suivant que leurs premiers membres appartiennent a telle ou telle
inconnue, aucun des groupes ainst oblenus ne contient plus d’une équa-
lion.

2® Les seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale,
e, moyennant Uattribution aux variables indépendantes de cotes respec-
Lives toutes égales & 1, el aux fonctions inconnues de coles respectives
déterminées, chacun d’eux ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (inconnues ow derivées) dont la cote ne surpasse pas
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celle du premier membre correspondant. 11 est clair d’ailleurs que cette
deuxiéme condition ne cesse pas d’étre vérifice, lorsque 'on augmente
d'un méme entier quelconque, positif ou négatif, les cotes de toutes
les fonctions inconnues.

Un systéme de cetle espéce étant donne, pour que tes intégrales hypothe-
liques repondant a des condilions initiales données existent effectivernent
el sotent uniques, il suffit que certaines fonctions (en nombre limité) des
variables independantes, des inconnues, et de quelques-unes de leurs deri-
vées paramétriques, présenlent, pour les valeurs numeriques initiales de
leurs arguments, des modules satisfaisant a certaines inégalites.

I. Supposons les conditions initiales du systeme Q écrites sous la
forme spécifice an n° 6 (ce qui est possible, puisque, en vertu de r°,
aucun des premicrs membres n’est la dérivée de quelque autre), et
désignons par I' la cole maxima des premiers membres de ces condi-
tions initiales, par v la cote minima des premiers membres de Q. La
cote d'une inconnue quelconque du systtme Q ne peut alors sur-
passer I', et celle d’un premier membre de ce systeme ne peut sur-
passer I' 4+ 1. Chacun des systemes

(33) an Qy-vm, - Qrag

est d’ailleurs linéaire_par rapportaux dérivées principales de cote égale
ason indice, et les coefficients des dérivées dont il s’agit dépendent
exclusivement des variables 2, y, ..., des inconnues «, ¢, ..., et des
quelques dérivées paramétriques figurant dans les seconds membres
de Q. Enfin, chacun des systemes

(3/1) Qrpo, Qrps,

est linéaire par rapport aux dérivées, tant principales que parame-
triques, de cote égale & son indice, ¢t une remarque toute semblable
i la précédente s’applique aux coefficients de ces dérivées.

Cela étant, s une certaine fonction des variables indépendantes, des
inconnues et de quelques-unes de leurs dérivées parametriques prend, pour
les valeurs numeriques initiales de ses arguments, une valeur différente de
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zéro, et si, en oulre, certaines autres fonctions des mémes quantilés ne
s'annulent pas a la fois pour les valeurs initiales dont il s agit :

19 L'un quelconque des systémes (33), ow l'on remplace par leurs
valeurs tnitiales les variables, les inconnues, et les dérivées paraméltriques
de cote inféricure a I' + 2, est résoluble par rapport aux deérivées princi-
pales de cote égale a son indice.

20 L'un quelconque des systemes (34), otwl’on opére la méme substitu-
tion, est résoluble par rapport & quelque groupe de derivées ( principales ou
paramétriques) de cote égale @ son indice.

Pour I'¢tablir, je construirai d’abord, 4 Uaide du mécanisme suivant,
un autre systeme différentiel S.

Considérant, parmi les inconnues et dévivées qui fignrent dans un
second membre du systeme Q, celles dont Ta cole se trouve étre pré-
cis¢ment ¢gale i celle du premier membre correspondant, je remplace
cesecond membre parune fonction linéaire cthomogene des inconnues
et dérivées dont il s’agit, en donnant pour coellicienti chacune de ces
quantités la valeur initiale de la dérivée particlle du second membre
primitif par rapport & la quantité considérée. (11 va sans dire que dans
le cas olt le sccond membre primitil ne contient, avee les variables
indépendantes, que des inconnues et dérivées de cote inféricure au
premier membre correspondant, on remplacera ce second membre par
zéro.) En répétant Popération précédente sur chacun des seconds
membres du systéme Q, on tombe sur un systeme S, remplissant
¢videmment les deux premibres des (rois conditions formulées
au n° 10, et ayant les mémes premiers membres que le systeme Q
avee la méme Ceconomie des conditions initiales. D’ailleurs, si 'on
considere les systemes Qg, S, les équations se correspondent chacune
a chacune dans ces deux systémes, et Pon passe d'une équation quel-
conque de Qg & I'équation correspondante de S, exactement par le
méme mécanisme que Pon passe d’une équation quelconque de Q a
équation correspondante de S.

" Cela étant, on peut, en vertu du n® 15, former, avee les coellicients
des scconds membres de S, certaines fonctions entieres telles que,
pour toutes valeurs numériques des coefficients laissant la premiére
fonction différente de zéro sans annuler a la fois toutes les autres :
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1° la troisieme des conditions formulées au n° 10 se trouve satisfaite,
comme les deux premiéres: 2° le systtme S soit réduit (quel que
soit C). Ce douhle fait, si 'on a égard a la relation indiquée entre les
systemes Q. S, suffit & démontrer Iexactitude du double point que
nous avons en vue.

Nous supposerons désormars, dans le systéme Q, les conditions initiales
chotstes (571 est possible)) de telle sorte que la double circonstance spécifice
au début du présent alinca 1 se trouve réalisée.

[I. Dans ce qui suit, étant donné un systeme différentiel quel-
conque, T, je nommerai systéme T prolongé le groupe illimité obtenu
en adjoignant aux équations du systeme T toutes celles qui s’en
déduisent par des différentiations (d’ordres quelconques).

Cela étant, considérons, aulicu du systeme Q, le systéme Qpo,, que
nous désignerons aussi par (Q). Il est clair que dansles deux systémes
Q et (Q), les dérivées principales et paramétriques des fonctions
inconnues sont respectivement les mémes, & cela pres que les déri-
vées principales du systéme Q dontla cote tombait au-dessous de I + 2
sont devenues paramélriques dansle systeme (Q);etsi, dans les deux
systemes

Q prolongé, (Q) prolongé,

on partage les relations en groupes successifs d’apres leur cote crois-
sante, cette suite tllimitée de groupes est la méme de part et d’autre,
a cela pres que, dansle systeme (Q) prolongé, un certain nombre de
groupes [les groupes (33)] ont disparu en téte de la liste. Au lien
done d’imposer aux intégrales de Q les condilions initiales choisies,
il revient au méme ’imposer a celles de (Q) des conditions initiales
i(l(lnliqu(w, en ayant soin seulement de prendre, pour les anciennes
dérivées principales devenues paramétriques, les valears initiales cal-
culées a I'aide des groupes disparus.

On peut maintenant, moyennant un simple changement de fone-
tions, remplacer le systéme (Q) par un autre ou les déterminations
initiales des inconnues soient toutes identiquement nulles. Effective-
ment, soient 1, I,, ..., les déterminations initiales respectives des
inconnues u, ¢, ... dansle systeme (Q). Nous observerons tout d’abord

dnn. Ee. Norm., (3), XXI. — Aotr 1904 44
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que, parmi les dérivées de L, 1, ..., celles qui sont respectivement
semblables aux dérivées principales de «, ¢, ... ont toutes zéro pour
valeur initiale, et quelles sont, par suite, identiquement nulles,
puisque leurs propres dérivées, nécessairement semblables ddes déri-
vées principalesde w, ¢, ..., ont toutes aussi pour valeur initiale zéro;

quant aux valeurs initiales de 1, I, ... etde Teurs dérivées restantes,
elles sont précisément égales aux valeurs initiales de w, ¢, ... ctde

Jeurs dérivees (paramétriques) semblables. Cela posé, effectuons dans
le systeme (Q) la transformation

& o =), 4 u,

A= TN

ot u, v, ... désignent de nouvelles fonetions inconnues, elsoit (@) lo
systéme ainsi obtenu @ de la remarque faite ci-dessus il résulte
¢videmment que le systéme (@) prolongé peut se déduirve de (Q)

prolongé en remplacant les dérivées principales de w, ¢, ... par
les dérivees semblables de w, v, ..., puis les fonctions «, 0, ... el
leurs dérivées paramétriques par les sommes I+, I+, ... el les

dérivées semblables de ces sommes. Les deux systémes (Q) et (@) ont
done, sauf le changement de «, ¢, ... en w, v, ..., les mémes premiers
membres, e les dérivées des fonctions inconnues s'v répartissent de
i méme maniere en principales el paramdétriques @ des lors, si, sans
changer les valeurs initiales des variables indépendantes, on impose
aux intégrales hypothétiques de (@) des déterminations initiales iden-
tiquement nulles, tout groupe d’intégrales de (@.) satisfaisant & ces
conditions initiales fournira, par 'intermédiaire des formules de
transformation, un groupes d’intégrales de (Q) satisfaisant aux con-
ditions initiales indiquées plus haut, par suite un groupe d’intégrales
de Q satisfaisant aux conditions initiales primitivement imposées.
Cela étant, et les conditions initiales primitivement unposées aw sys-
téme Q étant choisies sous les restrictions que nous avons indiguces dans
lCalinéa 1, nous établirons que, sous des restrictions nouvelles apportées a
leur choix, le systéme (@) admet un groupe d’intégrales a déterminations
initiales identiquement nulles ; il en résultera pour Q un groupe d’inté-
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grales repondant aux conditions iniiales primitivement imposees, et nous
Jerons vour alors que ce dernier groupe est unique.

ITL. Conservons aux variables indépendantes a, y, . .., dans le sys-
(eme (@), les cotes respectives, toutes égales 2 1, qu'elles avaient
dans les systemes Q et (Q), et attribuons aux nouvelles fonctions
inconnues u, v, ... les mémes cotes respectives qu'aux anciennes cor-
respondantes «, ¢, .... Considérons d’autre part, dans les systémes
(Q) prolongé et (@.) prolongé, deux relations correspondantes, et
désignons par € leur cote commune (supéricure ou égale a '+ 2) =
de diverses remarques déja faites il résulte que toutes deux sont
linéaires parrapport aux dérivées de cote G, que dans la premiére les
cocfficients de ces dérivées dépendent exclusivement des variables
x, ¥, «.., des inconnues «, o, ..., el des quelques dérivées parame-
(riques figurant dans les seconds membres du systéme primitif Q, et
que, dans la seconde, les coefficients dontils’agit sont respectivement
identiques aux précédents, sauf, bien entenda, le remplacement de
w, ¢, ... ct de leurs dérivées paramétriques par les sommes 1, +n,
o+, ..., ¢t les dérvivées semblables de ces sommess les coefficients
constdéres ont done de part et d'autre les mémes valeurs initiales. in con-
stquence, lun quelconque des systémes

(q}')l‘nz’ (‘D")l‘-lﬂ’ ey

ot Uon remplace par leurs valeurs initiales les variables, les inconnues et
les dérivées paramétrigues de cote inferieure & I' + 2, est résoluble par
rapport & quelque groupe de dérivees ( principales ou paramétrigues) de
cote égale & son indice, puisque (1) chacun des systémes

Qraa Qris

posstde déji cetle propriété.

[V. Dans le systéme (@) partageons les fonctions inconnues en
catégories suivant la valeur de leur cote, et supposons, pour fixer les
i(l(:es, que le nombre des catégories ainsi obtenues soit égal & 3. Les
dérivees de tous ordres des inconnues se partagent naturcllement
alors en trois catégories, suivant qu’elles apparticnnent & telle ou telle
inconnue.
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Cela étant, désignons par ¥, 7, ¥v” les cotes attribuées aux

inconnues des trois catégories respectives, et posons
F+o2—y'= K’; F+o—y' =Kk, F+oa—y"=K";

m

les (rois entiers K’y K7, K” sont nécessairement au moins é¢gaux i 2,
puisque les cotes des inconnues sont au plus égales & T et que, par
suite, les différences T —«/, ' — +”, I' — v" sont positives ou nulles.
I est clair, d’ailleurs, qu'une dérivée d’'inconnue aura une cote infé-
ricure, ¢gale ou supéricure & I' + 2, suivant qu’elle sera :

D'ordre inférieur, ¢gal ou supérieur K, s’il s’agit d’une dérivée
de premicre catégories

D’ordre inféricur, ¢gal ou supéricur 4 K7, s’il s’agit d'une dérivée
de deuxieme catégorie;

D’ordre inféricur, égal ou supéricur & K”, s’il s’agit d’'une dérivée
de troisicme catégorie.

Considérant, en particulier, les dérivées de cote inféricure ou égale
a '+ 2, qui seules figurent dans (@), nous qualifierons, pour
abréger, de secondaires celles dontla cote estinféricure a I'+ 2, et de
dominantes celles dont la cote est égale d I' + 2. Chaque ¢quation du
systeme (@), lin¢aire par rapport & ensemble des dérivées domi-
nantes, a pour premier membre une de celles-ci.

Nous nommerons, en oulre, dans ce qui suil :

Coefficients du systeme (@) les diverses fonctions (des variables,
des inconnues et des dérivées secondaires) qui figurent dans les
seconds membres, soit comme multiplicateurs des dérivées domi-
nantes, soit comme termes indépendants de ces dérivées;

Ty, Vs --- les valeurs initiales de z, y, .. .;

f. ... les diverses quantités du groupe formé par les inconnues u,
v, ... et leurs dérivées secondaires (toutes ces quantités ont des va-
leurs initiales nulles, puisque les déterminations initiales sont iden-
tiquement nulles);

w, v, ... les inconnues de premitre catégorie, g”leur nombre, g/,
8y -+ G-y les nombres rvespectifs de leurs dérivées des ordres 1,
2, ooy K— 13

n’, v”, ... les inconnues de deuxiéme catégorie, g” leur nombre,
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(N "
N 5
g’, 8 ""gl{"—l

2, v, K — 13

u”, v”, ... les inconnues de troisiéme catégorie, g” leur nombre,
& Gy -+ 8w les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 7,
2, . K"—1.

Dailleurs, les seconds membres du systéme primitif Q étant, par Ia
définition méme des intégrales ordinaires, développables dans un
certain domainc autour des valeursinitiales choisies pour les diverses
quantités qui y figurent, on voit sans peine que les coefficients du
systeme (@), fonctions des diverses quantités

les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 7,

Yy ey £ oL,

X,

sont développables dans un certain domaine autour des valeurs ini-

tiales
Loy Yos  eeer Oy ounn

V. Soient :
¢ une constante positive moindre que § (¢’est-a-dire moindre que le
quotient de 1 par le nombre des catégories d’inconnues du systéme

donné);
u une conslante positive quelconques

4 i ' .’ N
h’ & Sy Sa ceey SK—1y

-

]( " ol o o' o,
N, 59 D1y b2 R R N e £

K,// ’rw o " 'rlll (TW
’ o 0 510 o2 LIRS ] & K"—1y

les entiers définis dans ce qui précéde (1V);
w’, o, w" trois fonetions inconnues de la variable indépendante ¢.

Si l’on pose

, L , ()”J/ . ] , ()I{'....l “’,/
=L o'W gy cee= Sw—1 SRS
[} o1 Je ol ()ll\—l
o’ OR"=1gplf

o Tl " " ——
( 5‘)) < —~+ & . 1 o Y ()L"""'

w O gR =ty

" ol " —_—
A & s ol —-(—)T i I . QR )
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et O(z) = ——s le systéme dufférentiel

oY pB(s)

s O T 3203

J Ot (=)
O T =320 (3)]

? M pO(3)
0T o 3a0(5)

admet un groupe d’intégrales satisjatsant aux conditions intiales

/ o' IRty \
[§ Al e e 1 T i )
ot et
o’ 1A N
(37 Cop! oz e L e T () your (= o.
7) it DA I

o IR

e e 0

o0 T e

Les deérioées restanies de ces intégrales ont, d’allleurs, pour 1 == o, des
valeurs initiales essenticllement positives.

D’abord, existence d’un groupe d’intégrales répondant aux condi-
tions initiales (37) résulte immédiatement de propositions connues ('),
D'un autre coté, si Pon développe ©(s) par la formule

[ o= 5= 5% ..,

‘

el que, apres avoir remplacé = par le second membre de (
ordonne le résultat par rapport aux puissances de

35), on

. dn Ry
: o ey
L, v, By ) ’ L ’
o O W=y
R A
. o IR 1
A =

(1) Poir, par exemple, deta mathematica, t. XXI, p. 265 et 266.
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on voit immédiatement que les valeurs initiales de la fonction ainsi
obtenue ot de ses dérivées particlles de tous ordres sont essentielle-

L . . . 1 s
ment positives. 11 en est de méme de la fonetion T3ee0ey que I'on
1—3:0(s

peut, i cause de = <, développer suivant la formule

1+ 3e@® + 322202+, . .,
par suite, enfin, du produit
1.0 (2) !
PO T30 ey

second membre commun aux équations du systéme (36). Les valeurs
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent done,
clles aussi, de la propri¢té énoncée : car Pattribution aux quantités

L, o, o,

des coles respectives
, —K, —K, —RK”

met tout d’abord en évidence la nature orthonome du systeme (36),
et, cela élant, on apercoitsans peine que le calcul des valeurs initiales
des dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes
successives i aide des relations du systeme (36) prolongé, conduit
néeessairement i des résultats tous positifs.

Nous désignerons par W(¢), W7(¢), W”(¢) les intégrales considé-
rées du systéme (36).

Nous ferons, en outre, observer ce qui suit :

” " m "

Silon nomme &), &), ..., €, &, ..., €, &, .. des quantités posi-
tives (en nombre limité) vérifiant les relations

e tey+... =g,

i

I i e

&

" N

g t+ey,+... =8,
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le systeme (36) entraine évidemment comme conséquence

AN o ! AN
PN = [J.9(5)~}— E’l(")( )~ E —+-~,,O( ) e e
Y O " ; OX" ¢p”
1 0(z) WL -3 0(z) T
K" (ol | N
29 wey oy ON v e OV gy
(3%) _I_GIO(“') YL -+ ‘z()(~') i ..,
oM ! .
e idem,
()I\’"’”,’

Voo

D’ailleurs, le systeme (36) entrainant aussi comme conséquence les
relations

e 0 (~) N K pof ),\A,“y,{ o i)_'""w”’
’-—n))E()( ‘:“( ) )Il\ . ()< ) == € )(u)

2

o v

st, dans 'une quelconque des équations (38), on remplace telle ou
telle des sommes

AN Oy
e Qs )()],~ &, 0(3) P .
Y OV W gy
& 0(s) = Gk €, 0(5)- g e
() w” O i
11 )--M,.,,,A- 10(2) e e
ot A
ite - Pe0r(s) ur onsi ,
ar e « ‘,-— enecore s P eonse nee
par la quantid ZE6(5) on tombe encore sur une conséquen

de (36).

VI. Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues

. A ! ! 4 " m "
R L L L L L L

du systeme (@), faisons corvespondre autant de quantités positives

KRN

. o[ 1yt U anet? W ong? v 1wy
R T O (L (P T SR cey

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé-



SLT[‘.};’EXISTENCR DES INTEGRALES. 353
rant ensuite une dérivée d’ordre £ d’'une inconnue, appelons poids de
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction i
laquelle elle appartient par ceux des % variables de différentiation;
désignons enfin d’une maniére générale par ¢, ... les poids respectifs
des gquantités f, .. ..

Cela posé, considérons une équation, conséquence de (36), subsis-
OV ! QR R

Lant entre =, 5> —5mes —5ms el remplacons-y la somme s par la

somme
s==g(x—xo)+0(y—po)+. o of+..5

| S
. \ ;e (V%5
substituons, d’autre part, & la dérivée T
divers termes.de I’équation considérée, divers produits obtenus chacun
en multipliantune quelconque des dérivées dominantes de u’, v/, ...
par son poids; effectuons, enfin, des substitutions analogues pour
K", K™ (o slll
;e omn sy 5%
chacune des dérivées =5 et pour chacune des dérivées Tk la
relation résultante sera, comme il est bien facile de s’en rendre

comple, identiquement vérifiée pour

» qui peut figurer dans

=T W E () by — ) e,
v = VY W E(r—2) +~a(y —yo) +.-.],
W ==Y WILE(— )+ 1(y — o) - -],
(39) v = YW (e — ) + 0y — Yo)+. ],

W= W[ E (2 — ) A=y — yo) - -],
v =W (e — ) (Y — Yo+ s

Prenons maintenant, dans le systeme (@.), une équation quel-
conque (g), et désignons par p/, p”, p” les nombres respectifs (Zo)
des dérivées dominantes de premiere, deuxiéme, troisitme catégorie,
qui figurent dans son second membre; par '

A,l’ A;, c ey A/’)'r

"
AN, L, Al
Al AL ., A

Ann. Be. Norm., (3), XXI. — SEPTEMBRE 190f. 45
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ces dérivées respeclives, par

’ ! '
Wy Wyy .oy Ty
" " "
@y, W,, ey m,,u,
" " m
Wy, Wyy ovey Wpm

leurs poids respectifs, par A le premier membre de (g), et par & le
poids de A. Si 'entier p’ n’est pas nul, on remplacera 'ensemble des
termes en A}, A}, ..., A qui figurent dans le second membre de (g)
par

e
<

- w; O(s)yA] -+ 57 whO($)AL .. - ;, w0(s)A);

/)
G ot 3 pernnla e 2 he L PEB(s)
si p’ est nul, on remplacera cel ensemble absent par - ™ 5e6(s)" On
effectuera des substitutions analogues pour les {ermes en A, A, o,

A',, et pour les termes en AT, Aj, ..., A qui figurent dans le second
membre de (g). Quant au (erme indépendant des dérivées domi-
nantes, on le remplacera par n@(s). On remplacera enfin le premier

. y T 1 ,
membre A par wA, etlonmultipliera les deux membres par =+ L'équa-

tion finalement obtenue, ((4)), ne différera alors de (g) que par les
cocllicients, fonctions de &, y, ..., f, . .., qui figurent dans le second
membre. A chaque équation du systeme (@) on fera correspondre
de méme une équation telle que ((q)); on obliendra finalement un sys-
éme ((Q.)), ne difféerant de (@) que par les coefficients des seconds
membres, el wdentiquement vérifié par la substitution aux inconnues des
seconds membres de (3¢), ¢’est-a-dire de fonctions qui, elles et toutes
leurs dérivées secondaties, prennent en x,, Y, ..., des valeurs initiales
nulles, tandis que leurs dérivées restantes y prennent toutes des valeurs
initiales positives (V). Chacun des nouveaux coefficients s’obtient d’ail-
Jeurs en faisant le produit-de @(s) par quelque constante positive, et
y ajoutant parfois le produit de ,;9;2:))(() par quelque autre con-
stante positive. La premiere de ces deux constantes, qui scule est im-
portante & considérer, ¢t que nous nommerons, pour abréger, carac-
téristique du coefficient, dépend de e ou de p. suivant quele coefficient
ou elle figure multiplie ou non quelque dérivée dominante. Son pro-
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duit par O(s) est identique au coefficient de ((@.)) dont il s’agit, ou
'admet pour majorante relativement aux valeurs z,, y,, ..., 0
dez, vy, ..., f, .. ..

Il importe de remarquer que, dans les seconds membres du sys-
téme (@.) que nous venons de former, les caractéristiques dependant
de < sont de degré =¢ro par rapport a U’ ensemble des quantites

§ e e

(40) T L L LAV
Effectivement, le poids d’une dérivée quelconque est, d’apres notre
définition, un produit de puissances, positives ou négatives, de ces
quantités, et le degré de ce produit visiblement égal et de signe con-
traive 4 la cote de la dérivée considérée; des lors, les dérivées domi-
nantes qui figurent dans une équation quelconque de ((@.)) ont pour
poids respectifs des produits qui sont tous de degré — (I' +2), en
sorte que, apres réduction i 'unité du coefficient du premier membre,
les caractéristiques dépendant de € sont de degré zéro par rapport i
ensemble des quantités (40).

Il est bon de remarquer aussi qu’en augmentant, s’il le faut, d’un
méme entier négatif convenablement choisi les cotes v/, v7, ¥v" des
fonctions inconnues (augmentation permise, comme nous 'avons fait
remarquer au début du présent numéro), les poids @, ... des diverses
quantilés £, . . . seront tous de degrd supérieur a zéro par rapport @ len-
semble des quantités (40). Effectivement, parmi les cotes des diverses
quantités £, ..., la plus grande algébriquement est T'+ 1, d’ou ré-
sulte que, parmi ces cotes changées de signe, la plus petite algébri-
quement est — (T'+1); il suffit donc que 'on ait — (' 4+1) >0, ou
I'<<— 1. (Vest ce que nous supposerons désormais.

VII. 8i, dans les seconds membres de (@), les modules initiaux des
coefficients des dérivées dominantes satisfont a certaines inégalités, on
peut attribuer, d’'une part a@ la constante < (moindre que 3), d’autre
part aux quantités (40), des valeurs telles que, dans le systéme ((@.)),
les caractérisiiques dépendant de e soient respectivement superieures aux
modules initiaux dont il §agit.

Il est tout d’abord évident que, si ces modules initiaux sont suffi-
samment petits, on pourra fairc en sorte que les caractéristiques
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dépendant de e leur soient respectivement supéricures : il sultit, en
effet, pour que cetle circonstance se réalise, d’attribuer i < une valeur
quelconque moindre que 3, aux quantités (40) des valeurs positives
quelconques, et d’assujettir ensuite les modules initiaux dont nous
parlons & étre respectivement inféricurs aux valeurs ainsi obtenues
pour les caractéristiques dépendant de e.

Plus généralement, écrivons que les caractéristiques dépendant
de e sont respectivement supérieures aux modules initiaux, et que e
est inféricur & 4, et formons un ensemble de conditions suffisantes
pour que ces inégalités puissent étre vérifiées par un choix conve-
nable des quantités (40) et de e : nous tomberons ainsi sur eertaines
in¢galités subsistant entre les modules initiaux.

VUI. Si, par un chotx convenable de la constante € (moindre que ;)
el des constantes ( /m), on peut Jaire en sorte que, dans les seconds
membres de ((€)), les caracteristiques dépendant de e soient respectice-
ment supericures aux modules des valeurs numeriques initiales que pren-
nend, dans les seconds membres de (), les coefficients des deripées doma-
nantes, on peut, en laissant a € sa valeur, mulltipliant les quantiees (fo)
par un méme nombre convenablement choise, el prenant pour p. une va-
leur convenablement choisie, faire en sorte que les coefficients des seconds
membres de ((€)) [nous voulons dire les coefficients des dérivées
dominantes et les termes indépendants de ces dérivées | sorent res-
pectivement majorants pour les coefficients correspondants des seconds

membres de (€.

Lifectivement, supposons que, par un choix convenable de e et des
constantes (40), les caractéristiques dépendant de e dans l(ss’ seconds
membres de ((@.)) soient respectivement supéricures aux modules des
valeurs numériques initiales que prennent, dans les seconds membres
de (@), les coefticients des dérivées dominantes, et désignons par
M, ... les caractéristiques dont il s’agit. D’autre part, soit r une
constante positive satisfaisant & la double condition : 1o d’étre
inféricure & des rayons de convergence simultanés des coefficients
des seconds membres de (@), quand on suppose ces coefficients déve-
loppés & partir des valeurs initiales des quantités dont ils dépendent;
2° d’étre assez petite pour que, en remplacant dans les développe-
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ments des coefficients des dérivées dominantes les coefficients numé-
riques par leurs modules et les accroissements par r, les sommes
ainsi obtenues soient respectivement inféricures aux caractéristiques
M, ... (lachose est évidemment possible, puisque, dans ces dévelop-
pements, les termes constants ont des modules respectivement infé-
ricurs aux constantes M, .,.). La constante r étant ainsi fixée, multi-
plions les nombres (40) par une constante positive telle que les
nouvelles valeurs de§, 1, ..., 9, ... soient toutes supérieures a ,i_[ce qui
est possible, puisque &, 7, ..., 9, ... ont des degrés positifs par rap-
port & I'ensemble des quantités (4o)], et remplagons désormais les
constantes (o) par les produits ainsi obtenus : une pareille multiplica-
tion ne change pas les valeurs des caractéristiques dépendant de e,
parce que chacune de ces caractéristiques est de degré zéro par rap-
port & I'ensemble des quantités (40), et, en conséquence, la double
condition & laquelle nous avons assujetti 7 ne cesse pas d’étre vérifiée.
Soient alors » le poids maximum des premiers membres du sys-
teme ((@)), ¢t N une constante positive supérieure a toutes celles
qu’on obtient lorsque, apres avoir développé a partir des valeurs ini-
tiales des quantités quiy figurent les termes indépendants des déri-
vées dominantes dans les seconds membres de (@), on remplace
dans ces développements les coefficients numériques par leurs mo-
dules et les accroissements par r. Cela étant, si 'on prend w>No,
toute caractéristique dépendant de ., étant au moins égale & %; sera,
par suite, supéricure a N.

Dans ces conditions, on voit sans peine que les coefficients du sys-
teme (@) admettent comme majorantes, par rapport aux valeurs x,,
Yor --es 0, .. des quantités x, y, ..., f, ..., les coefficients corres-
pondants du systeme ((@)).

IX. Considérons un systeme de ¢ équations du premier degré &
¢ inconnues, par exemple de trois équations du premier degré & trois
inconnues, ayant la forme suivante :

x=ay+bs+c,

(41) y=cex+ fs+ £k
5 =mx+ny-+p-.
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Désignons en outre par A, B, ... des constantes positives ou nulles,

’

supéricures ou égales aux modules des coefficients numériques «a,

b, ..., et supposons que le systéme

S x=Ay+ B35+ (,
(42) ¢ y=Er+ Fz 4K,
[= =M Ny +p

admette une solution (X, Y, Z), compos¢e de nombres positils ou
nuls. Cela étant, le systéme (41) admet certainement quelque solution
(2, v, =), satisfaisant aux relations

modax’ =X, mody' Y, modsz" 7.

Considérons, en effet, les équations (42), et caleulons pour x, y, =
des systémes de valeurs successifs,

(X()a Y(n Zl))v (xls Yl!Z1)7 (X‘.’.y \‘29 7’2)’ voe ey

de la fagon sulvante :

/ \‘, P (:,
Y, = K,
1, == P

Xy =AY, 4 BZ, + (,
Y, =EX, +F/, + Kk,
7, =MX, +NY, -+ P;
(43) Xy ==AY, = BZ, +(,
Y, =EX, +F/, +K,
1y, ==MX,+NY, - P;

KXo == AY, - BZ, + €,
Y= EX, +FZ, + K,
V Ly = MX L = NY =P

Je dis d’abord que les valeurs positives variables X,, Y,, Z, tendent,
sans jamais décroitre, vers des limites, X', Y/, Z/, satisfaisant aux rela- .
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o]

tions
(4%) X'CX, O YZY, i

Observons, en effet, que si I'on a, entre des valeurs positives, les
relations
Xll ; Xlll’ \fl/ j Y///’ ZII; ZI/”
on a forcément aussi, puisque les coefficients A, B, ... sont tous
positifs,
AY" + BZ" 4+ CZAY” + BZ" + C,
EX" + F7Z' +~- KZEX” + F7" + K,
MX”"’“NY”+l):MX”/—*'N\/”,"l"I)-

Or, on a évidemment (puisque X, =C, Y, =K, Z,=7P)
0" Xy, 0-Y,, 0= Zos
et, d’autre part, a cause des relations

X=AY+BZ~+C,
Y = EX + FZ + K,
7 =MX-+NY + P

et de la nature positive de toutes les quantités qui y figurent,
X C=X, YK=Y, Z:P=1Z,
d’olt ‘ o ’
0" X, X, 0" Y, 2, 0 Zy 1
il en résulte, i cause de notre remarque,
CZAY,~+ BZy+ CZAY + BZ + C,

¢est-a-dire )

XO :f:Xl _/X'

et de méme
Yo2Y, 2,

Ty 7, L.
Une nouvelle application de la remarque donnera
AY,+BZ+ CZAY,+ BZ,-+ CZAY + BZ + G,

¢'est-i-dire o
XiZXy!

X,
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et de méme

Y, Y, Y,
YA

Ce raisonnement peut étre continud¢ indéfiniment, et 'on a des lors,
quel que soit r,

X X0 X,

Y, 2Y Y,

Ly “Zypiy "

Done X,, Y,, Z, tendent bien, sans jamais décroitre, vers des limites
positives, X', Y/, Z/, satisfaisant aux relations (44).
Dapres cela, la série formée avee les differences successives

(g 0) -+ (Xy = Xy ) o (X Xy ) oo (K= Xy ) o

ases termes tous positifs et une somme ¢gale & X5 de méme, les deux
séries ‘

(Yo 0) A4 (Y= Yo) o (Yo=Y ,) oot (Y Yp) -
(7= 0) A= Ly =Ty A= Ly — L) A= (L Do) e

ont leurs termes tous positifs et des sommes respectivement égales
a Y, 7. Observons enfin qu’en vertu de (43) ces différences satisfont

aux relations suivantes :

X, —o =C(,

Y, —o =K,

Ly —o =P;

X, —Xe=A(Yy—0) 4 B(Z,—o0),
Y, =Y, =E(X;—o0) A= 1 (Zy —0),
1, —71,=M(X,—0) 4+ N(Y, — 0);
(45) [Xe —Xe=AY—Y,) B %),
Y, —Y =KX, -X,) +F(Z —7Z),
7, —7, =M(X,—Xy) +NY;--Yy);

X,-.,.‘l——x,.::: A (»Y‘,-—“ Y,v x) -4 ‘;(7‘1‘ - Z,- 1),
Y,-, 1= }.r,- = E(X,.— Xl'-'l) +F (Z,- —— "I‘—'l ),
Toss — T =M (Xp— X ;) 5= NV Yo 1)
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Considérons maintenant le systéme (471), et caleculons pour x, y, =
des systemes de valeurs successifs,

(2ys )0 So)s (2 0 500 (7 070 500, o e,

de la facon suivante :

", Ay = Cy
P 5
Z, = 7

e S /J.:(, -+,
Y oTmexy, —}—‘/‘:0 4+ Ay
I mmmary = nye-t g

@xy =ay, + 0z + ¢,

(46) 2
22 TEea -+ /5 + 1,
Sy TENT RNy -
.................... ;

== @y, =03+ ¢,
Y= e, -+ f5, -+ L,

Spgg T NL = Y A= P

Aux équations (46) on peut évidemment substituer les suivantes

A&y — 0 2,

['l Ve —o0 =k,

‘ 5y =0 =p;
@y — == (Y,—0) -+ b(5)— 0),
Y1 el M= (.'lf(;—O) +/( Sy —0),
5, —sy=m(x,—o0) + n(y,—o0);

ay —axymma(y;—y,) +0(5 —3),
Yy —yi=e (r—m) + [(5—35),

5, —sy=m(ey—axy) Fn(yi—Y);

Ly — Lp= (J’/ —Yr-1) + /J( Sp—3Sr=1)s
Vo —yr=¢ (2p—xp ) + [(5 —5—),

| S 5p == (&= Xpy) A+ (Y Yr-1) 3

Ann. Fe. Norm., (3), XXI. — SppTEMBRE 1G0]. 46
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Si Pon compare, groupe par groupe, les relations (47) aux rela-
tions (45), on en tire successivement, puisque les modules de e,
b, ...sontrespectivement inféricurs ou égaux a A, B, ...,

mod(.x,—o0) - X,— 0,
mod(yy—o) ZY,—o,
mod(z,—o0) ZZ, — o,

puts
mod(zr,— 2y) =X — X,
mod () — )Y, — Y,
mold (s, —z,) .74 -~71,,
puis

mod (x,—.2,) - Xy, — X,
mod(y,—ry) Y=Y,

mod(zy, — 3z,) 71y —7,,

el, d'une maniere générale,

mod (., —a.) - X — X,
mod(yp = yr) Yy —Y,,
mod( s,y —5.) Ly 2y

Il en résulte que les (rois séries ayant pour termes les différences

(wy—0) = (= y) + (ry=— &) bt (=) Aoy
(Yo—0) A= (y1—=0) 4= (Ya—y1) b (Y= yr) + s
(5 —0)4 (5, —35y) 4+ (5:—3;) oot (5p 11— 3,) ...

sont absolument convergentes, el que leurs sommes @', ', =" vérifient
les relations
mod.e'- X/, mody' =Y, modlz" 7,

a plus forte raison les relations
(48) modz' "X, mod 7Y, mods' 7;

en d'autres termes, les variantes z,, Y 5 s0nt convergentes, cf leurs
limites o', y/, 2’ vérifient les relations (48).
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Je dis enfin que les valeurs &/, y/, = véritient les relations (41). Si
’ () adbpe 1 - ap 1 I 0P a 3 .y F O Ap
Pon considere, en effet, parmi les groupes (46), le groupe général

ZTpp=ay, +bz. + ¢,
Yrm=cx, +[3, -+ K,

Sp | =ML NY = P,

le passage & la limite pour 7 infini donne
' &' =ay + 03 +c,
“V/:(,’J,»" +l/-:r _+_ /\',

s =ma' 4+ ny + p,
ce qui achéve notre démonstration.

N. Revenons aux systemes (@) et ((@.)), et supposons que la con-
stante ¢ (moindre que 3), les constantes (40) etlaconstante waient pu
clre déterminées de telle fagon que les cocfficients des seconds
membres de ((@.)) soient respectivement majorants pour les coefli-
cients des seconds membres de (@), Cela ctant, je dis que. le sys-
éme (@) admet un groupe d’intégrales a determinations initiales iden-
liguement nulles.

Observons tout d’abord que les valenrs initiales imposces dans le
systtme (@) aux inconnues ct i leurs dérivées paramétriques de tous
ordres sont nulles, tandis que les valeurs initiales prises par les inté-
grales cffectives dont nous avons constaté existence dans le sys-
teme ((@.)) et par leurs dérivées paramétriques sont positives ou
nulles. I suffit done, pour établir le point que nous avons en vue, de
prouver que si, dans les relations de (@) prolongé, on attribue d’une
part & @, y, ... leurs valeurs initiales 2, y,, ..., d’autre part aux
inconnues et i leurs dérivées paramétriques de tous ordres leurs va-
leurs initiales toutes nulles, le systeme illimité résultant de cette sub-
stitution admet, par rapport aux dérivées principales, une solution
numérique composée de valeurs dont les modules sont inférieurs (ou
¢gaux) aux valeurs initiales positives prises par les dérivées princi-
pales des integrales effectives de ((€)).
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Or, si l'on prend dans les systémes
(@) prolongé, ((€)) prolongé

deux relations correspondantes (c’est-h-dire ayant méme premier
membre), Ie second membre de Ia premicre est une somme de pro-
duits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de quantités,
savoir : cerlains entiers positifs; certains coefficients des seconds
membres de (@.); certaines dérivées partielles de ces coefticients;
enfin, certaines dérivées, principales ou paramétriques, des fonctions
inconnues. Bt le second membre de la deuxieme est composé exacle-
ment de la méme facon avee les entiers positifs dont il s'agit, les ma-
jorantes des coefticients de (@), les dérivees particlles de ces majo-
antes, el les dérivées principales ou paramétriques des fonctions
inconnues. D'un autre colé, comme nous Pavons deja dit, Tes valeurs
initiales des dérivées parameétriques non secondaires des intégrales
elfectives de ((@)) sont positives el supéricures aux modules de celles
que possedent les dérivees semblables des intégrales hypothétiques
de (@), et les dérivées secondaives ont de part et d'autre des valeurs
initiales nulles.
Cela ¢lant, considérons, dans les systémes

(€ prolongéd), ((€)) prolongd,

fes deax groupes respecetifs de cote I' =+ 2, ef, dans ces derniers, ren-
placons par les valeurs initiales qui leur conviennent respectivement
de part et d'autre les variables, les inconnues et leurs dérivées para-
mcétriques @ chacun des groupes résultants, composé d’équations en
nombre précisément égal i celuides derivées principales de cote '+ 2,
aura pour premiers membres les dérivies prineipales dont il s’agit, el
pour seconds membres des fonctions linéaires de ces dérivées caucun
des premiers membres ne figurant dans le second membre correspon-
dant); si Pon compare d’ailleurs les cocefficients de ces fonctions
lin¢aires dans les deux groupes, on voit que, dans le second groupe,
ces coefficients sont positifs el supérieurs aux modules des coefficients
du premier groupe; enfin, il est elair que le second groupe admet une
solution en nombres positifs [ 4 savoir les valeurs initiales des déri-
vees principales de cote I' -+ o des intégrales effectives de ((@.))]. Si
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donc on applique le lemme de 'alinéa IX, on voit que le premier
groupe admet, pour les dérivées principales de cote T+ 2 du sys-
ttme (@), une solution numérique constituée par des valeurs dont
les modules sont respectivement inférieurs aux valeurs initiales (po-
sitives) prises par les dérivées semblables des intégrales effectives
de ((@.)).

Considérons maintenant, dans Ies systemes (@) prolongé et ((@.))
prolongé, les deux groupes de cote T+ 3, et, dans ces groupes res-
pectifs, remplacons par les valeurs initiales voulues les variables, les
inconnues, les dérivées paramétriques de toutes cotes, et les dérivées
principales de cote I' -+ 2. Chacun des groupes résultants, composé
’équations en nombre précisément égal i celui des dérivées princi-
pales de cote I' + 3, aura pour premiers membres les dérivées princi-
pales dont il s’agit, et pour seconds membres des fonctions linéaires
de ces dérivées principales (aucun des premiers membres ne tigurant
dans le second membre correspondant); si lon compare d’ailleurs les
coclticients de ces fonctions lincaires dans Ies deux groupes, on voil,
par tout ce qui précede, que, dans e second groupe, ces coefficients
sont positils et supéricurs aux modules des coefticients da premier
croupe; enfin, il est clair que Ie second groupe admet une solution
en nombres positifs [ savoir les valeurs initiales des dérivées princi-
pales de cote I'+ 3 des intégrales effectives de ((@.))]. Si done on ap-
plique le lemme de Talinéa IX, on voit que le premier groupe admet,
pour les dérivées principales de cote I'+ 3, une solution numérique
constituée par des valeurs dont les modules sont respectivement infé-
ricurs aux valeurs initiales (positives) prises par les dérivées sem-
blables des intégrales effectives de ((€.)).

it ainsi de suite indéfiniment.

in rapprochant la conclusion dw présent alinéa X de celle que nous
avons formulée d Ualin¢a VIII, ow tomrbe sur la suivante :

St, aux intégrales hypothétiques de (€.), onimpose des déterminations
initiales identiquement nulles, et i, par un choix convenable de la con-
stante € (mowdre que ) et des constantes (4o), on peut [aire en sorte
que, dans les scconds membres de ((€.)), les caractéristiques dépendant
de e soient respectivement supérieures aux modules des valeurs numériques
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wnitiales que prennent, dans le sysieme (@), les coefficients des déricées
dominantes, il existe certainement, dans le systéme (@), quelque
groupe d’intégrales effectives répondant aux conditions initiales im-
posces.

XI. Revenons maintenant au systeme Q. De tout ce qui precéde
(voir I, 11, IIL, VII, X) résulte la conséquence suivante :

Pour qi’tl existe dans le sysiéme Q quelque groupe d’intégrales répon-
dant a des conditions initiales données, il suffit que certaines fonctions
des variables indépendantes, des inconnues el de quelques-unes de leurs
dérivéés paraméiriques présentent, pour les valeurs numeérques initiales
de leurs arguments, des modules satisfasant « certaines inégaliiés.

Notre démonstration méme indigque comment cesinégalités doivent
otre formdaes.

On commence par fixer, dans le systeme Q, 'économie des condi-
tons initiales, enayantsoin de les mettre sous la forme spéeifice au
n® G puis, désignant par I' la cote maxima des premiers membres de
ces conditions initiales et par y lacote minima des premiers membres
de Q, on construit un autre systeme différentiel S suivant le mécanisme
décrit i lalinéa I du présent n® 16, ¢t Pon forme, comme il a ¢(¢ dil
a celle occasion, un systéme d’inégalités suffisantes @ 19 pour que les
groupes
Svy, Sy cees By

soient vésolubles par rapport aux dérivées principales de coles
V22 S PO AR

2° pour que le systeme du premier ordre X, déduoit de S & Paide du
mecanisme déeritau n® L, puisse, par un simple changement linéaire
et homogene des variables indépendantes, étre transformdé en un sys-
téme régulicr du premicr ordre dont les colonnes contiennent respec-
tivement les mémes nombres d"équations que les colonnes correspon-
dantes de X.

Cela fait, on considere les deux systémes ci-dessus désignés par (@)
et ((@.)); dans I'un etlautre de ces deux systémes, on ne conserve que
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y
la partic linéaire et homogene par rapport aux dérivées dominantes,
ct 'on suppose dans (@.) les coefficients de ces dérivées remplacés par
leurs valeurs initiales, qui sont respectivement les mémes que
dans (Q) [1I1]. Désignant ensuite par 2 le nombre des calégories en
lesquelles se partagent les inconnues suivant la valeur deleur cote, et
augmentant, s’il Ie faut, d’'an méme entier négatif les cotes de toutes
les inconnues, afin que les poids de cesinconnues et de leurs dérivées
secondaires, définis aIalinéa VI, soient tous de degré supérieur i zéro
par rapport & 'ensemble des quantités (40), on écrit, d’une part, que
la constante ¢ est moindre que /11, d'autre part, que, dans les seconds

membres de (@), les coefficients des dérivées dominantes ont des
modules initiaux respectivement intéricurs aux caractéristiques des
coclficients correspondants du systéme ((@)); on forme enfin un en-
semble de conditions suffisantes pour que les relations ainsi écrites
puissent étre vérifices par un choix convenable de ¢ et des quan-
tités (4o). Siles inégalités résultantes, jointes acelles quon avait pri-
mitivement oblenues, sont satisfaites par les valeurs numériques ini-
Gales des quantités qui y figurent, il existe certainement quelque
groupe d’intégrales elfectives répondant aux conditions initiales im-

posées.

XII. Les intégrales dont nous avons, sous le bendfice de certaines ine-
galités, constate Uexistence dans le sysiéme Q (XI), sont nécessairement
untques, ce qui achéve notre démonstration.

Nous formulerons tout d’abord le lemme suivant, sulfisamment
¢lémentaire pour que nous nous dispensions. d’en donner la démons-

(ration:
Etant donné le systéme des n équations lincaires

T N e R S R PR DT R S e O N

Doary 4= bytty o= by g+ bpyZpy=+. .o+ b=0,

que Uon suppose réduil, si, pour loules valeurs numériques atiribuces
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(U Xy -y CC SYSECMe admet quelque solution en 2y, x,, ..., x,, l
déterminant d’ordre n formé asvec les coefficients de ces dernicres inconnues
est nécessairement différent de zéro, en sorte qu’a tout systéme de valeurs
de X,y .. correspond, pour x,, £, . .,, x,, une solution unique.

Observons maintenant que les conditions sulfisantes indiquées &
"alinéa XI pour Pexistence de quelque groupe d'intégrales remplis-
sant les conditions initiales imposées se rapportent uniquement aux
valeurs initiales choisies pour les variables indépendantes, lTes fone-
ions inconnues, et leurs dérivées paramétriques de cote inféricure
a ' 2. Ge choix ayant ¢té opérd de maniere que les conditions
dont il sagil se trouvent satisfaites, si, désignant par £ un entier
positil déterming (mais queleonque), on chotsit pour les dérivées
parameétriques de coles

o, Va3, oo, Da-n--£4

des valeurs initiales arbitraives, ot pour les dévivées paramétriques
de cote supéricure a -1 -+ & des valeurs mnitiales (outes nulles, il
existera certainement quelque groupe d’intégrales répondant a de
parcilles conditions initiales. Gela posé, (oul revient évidemment &
prouver que, si Pon cherche & déterminer an moyen des sys(émes
suceessifs

Qv Quirs ooy Qi Qrysy Qrase oovs Qrise

1 iy

dont nous avons déerit Ta structure i Palinca 1, des valears initiales
correspondantes pour les dérivees principales de cotes

Yoy, oy, U, U, D3, oo, Pan- 4y

ces systemes sont suceessivement résolubles (suivant Palgorithme de
Cramer) par rapport aux dérivées principales dont il s agit.
Or, le fait a deji été constaté dlalinéa I pone les systémes

Qpr Quirs oovy Qpo.

Quant aux suivants,

Qres Qras  --vs Ql'viass
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chacun d’eux, comme nous I'avons encore constaté i I'alinéa I, est
résoluble par rapport a quelque groupe de dérivées (principales ou
paramétriques) de cote égale & son indice; chacun d’eux admet
d’ailleurs, en vertu de P'alinéa XI, quelque solution o les dérivées
paramétriques de méme cote ont des valeurs initiales arbitraires : done
chacun d’eux, en vertu du lemme élémentaive formulé au début du
présent alinéa, est résoluble par rapport aux dérivées principales de
cote égale & son indice.

17 Appliquons ces résultats i 'équation trés simple

(49) Du (J/_ o ()_u- du 0w JQ?u
49 »-——j ) ’():l" (-)—)-/; 7)?7 '(7}2>J

szay =/
qui remplit la double condition énoncée au début du n° 16, ainsi
qu’on le voit en attribuant & @, y, u les cotes respectives 1, 1, ¢,
ol ¢ désigne un entier positif ou négatif choisi comme on voudra. En
écrivant la détermination initiale des intégrales hypothétiques sous la
forme

B+ (y—00)9(y)+ (z— =) ¢ (),

el par suite les conditions initiales sous la forme correspondante

=g pour A= Ly Y — Y= 0,
Y
| :-)-’J; _—:)\(y) pour & — Xy== 0,
du ; our — Yo==0
95 =(®)  pou Y —Ye=0,

ces derniéres ont bicn la forme spécifiée au n° 6; T a alors la

valeur 1 + ¢, et vy la valeur 2 +¢. Cela étant, si I'on désigne par A

et B les dérivées partielles du second membre de (49) par rapport
2 2 - . ’ .

¢ %—% et %}—;’i respectivement, puis par A, et B, les valeurs numériques
oz 2

initiales de A et B, le systéme S se réduit ici & 'équation

*u 0*u d*u
— T Ao o0 -+ lso "_27
dz dy dz dy
Ann. Le. Norm.,, (3), XXI. — SEPTEMBRE 1904.

=
1
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la suite des groupes

Sy Syatr crer S

& un groupe unique composé de cette méme équation (50), et le sys-
teme du premier ordre X &

Ju -, oy . ou, duy
(50) g oz Mo e Ao Dx Bo'()‘y ’
b
‘ du aul, o Jduy
_— =, —E = Ay =L 3o —=—"
( Ay U dy A da -+ By dy

L’¢quation (50) se trouve d’elle-méme résolue par rapport i la

Tens . J*u "

dérivée principale =——, la seule ayant pour cote I' -+ 1. Sur le sys-
ddy . J

ttme du premier ordre (51), impliquant les inconnues u, «), u,, cffec-

tuons la transformation linéaire et homogéne

a'=ar By,

yl e 8.,, - 0)/’

o

N ~ . . . , .y, .
ol les constantes a, §, ¢, 0 sont provisoirement indétermindées. Sile

oy , , . ‘o ’
est différent de zéro, les deux équations o == U

’ N 24
déterminant
o 0 &

du \ It
T = d, du systeme (51), ne contenant dans leurs seconds membres
aucune dérivée, formeront, apres la transformation, un systéme réso-

o du Jdu . \ . .
tuble par rapport & -0 0y et ce dernier, apres la résolution, ne

contiendra non plus aucune dérivée dans ses seconds membres. Exa-
minons alors le systeme formé par les deux équations restantes du
systéme (51), opérons-y le changement de variables, et calculons e
déterminant différentiel du systeme résultant par rapport aux deux
1o o duy  dal, , .
dérivées —-%,  =%; ce déterminant a pour valeur
da Dx

a—B,0p — A,z
;( 0 e a(ﬂ _ A\, o2 e B“ﬁz,

—Bp p—Aa

polynome entier en «, § dont les coefficients ne sont pas tous nuls,
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puisque 'un d’eux est égal & 15 on peut done choisir pour «, 8, 3, 0
des valeurs qui laissent différents de zéro, et le polynome dont il
s’agit, et le déterminant de la transformation.

Prenons maintenant, dans le systeme (49) prolongé, les équations
de cote I' + 2, ¢’est-a-dire de cote 3 + ¢, ¢’est-d-dire enfin d’ordre 3,
et du systéme (Q) ainsi obtenu déduisons le systeme (@), en nous
bornant dans ce dernier aux termes qui contiennent des dérivées
d’ordre 3, et en remplacant les coefficients de ces dérivées par leurs
valeurs initiales, qui sont respectivement les mémes que dans (Q);
il vient ainsi :

DER — A % u B J%u .
(52) m-“! 0 )z -+ 05‘1‘—0‘)’2 cey
D2
. 3 3 s
Jd*u —A Jd*u . BOQ——E N

drdy? "oz dy dy?
Le nombre 4 des catégories d’inconnues est 1ci égal & 1; on peut
ailleurs supposer la cote ¢ de I'inconnue « choisie de telle facon
qu’en désignant par £, 7, v™¢, comme il a ¢été vu a I'alinéa VI du
n® 16, les poids respectifs de @, y, u, les poids

Y e ¢ u—e y—-e v—¢

- =3 R Y
c 7 g cn 0

). , . . Ju Jdu @*u  J*u  Q*u
de I'inconnue w et de ses dérivées secondaires 5 % 07 2xay Iy
soient de degré supérieur i zéro par rapport & 'ensemble des trois
quantités £, v, v (il suffit pour cela de supposer ¢ = — 3). Cela étant,
désignons par s la somme des produits obtenus en multipliant 2 — x,
par &, y — y, par 7, et I'inconnue u avec ses dérivées secondaires par

. -0 I 1
lears poids respectifs; posons en outre 0(s)= — et formons le

systéme
ure Ju g v J*u g v 0*u
L rresdiberenresrendt " Haaiiar (S ) — —.—‘—TGS *'——‘;—i—...
&0 dxtdy o & ( )()‘1;" +3 En? ( )().1;()y' ’
u—e  J*u g UT¢ 0*u gv¢ 0*u
g e = = = O (§) e+~ — O(8) 35 .
En* dxdy* 2 &*n ( )()x‘()y 2 7 ( )()y“
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Ce dernier devient, aprés réduction i l'unité des coefficients des
premiers membres,

Pu e 03 03
()..L'()-}/‘— ;2':@(95:7/—-‘ + ()()x()y L)
P e O ea o
().it()yz*—;'zo( )()I'f)y P 0 (s )())’ .o,

et en comparant le systeme ((@.)) ainsi formé au systéme (@) ou (52),
nous avons a écrire les inégalilés

£
;" > modB,,
n

)
e 1, = = = modA,,
¢

N

dont 'ensemble ¢quivaut

[

2modB,

. 2 modA
(53) e, SN

€

AN

AT

Pour que les deux dernieres des inégalités (53) soient compatibles,
il faut ct il suffit que 'on ait

(54) modA,mod B<,< 7

ce qui entraine, i cause de e <1, la condition nécessaire

(55) modAymodB, < 7';;

réciproquement d’ailleurs, si inégalité (55) est satisfaite, on pourra

trouver pour e une valeur positive et plus petite que 1, vérifiant (54),
. ) ., . ;e . . .

puis pour ¢ unc valeur positive vérifiant la double inégalité qui figure

dans (53). La condition nécessaire et suffisante pour que les rela-
tions (53) soient compatibles est done

mod (A,By) < 4.
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En conséquence, pour que U'équation aux dérivées partielles (49)
admette une intégrale, et une seule, répondant a des conditions ini-
tiales données, il suffit, en désignant par A et B les dérivées partielles

Oaz?
module initial du produit AB soit inférieur & ;.

2 2
du second membre f par rapport a Y %;‘f respectivement, que le



