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SUR

L'INTÉ&BATION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS
AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES,

PAK M. E. CARTAN.

Le problème de l'existence des intégrales d'un système donné de
.s* équations aux différentielles totales à r variables, lorsque ce système
n'est pas complètement intégrable, n'a guère fait l'objet de recherches
un peu étendues que depuis le Mémoire de M» Biermann TJeber n simul-
tané Differenlialgleichungen der Form SX^o^ = o publié en ï885 dans
le Tome XXX du Schlôm. ZeUschrifi. Encore ne se proposait-il que de
rechercher le nombre maximum de variables indépendantes qu'il, faut
prendre pour qu'il existe une farAi l le de multiplicités intégrales rem-
plissant tout l'espace. Il a trouvé ainsi que ce nombre max imum,
lorsque les coefficients sont quelconques^ est égal au quot ient à une uni té
près par dé fau t du nombre total r des variables par le nombre s des
équations augmenté de r ; de plus , le reste de cette division indique le
nombre de fonctions des variables indépendantes que l'on peut prendre
arbitrairement sans que le problème cesse d'être possible. On n'a guère
fait depuis que présenter la démonstration des mêmes résultats sous
une autre forme sans arriver jamais d'ailleurs à une rigueur parfaite,
et il ne s'est à peu, près rien fait sur le cas où les coefficients du sys-
tème différentiel ne sont pas quelconques.

On peut arriver à des résultats précis et généraux en prenant en
considération les covariants bilinéaires des premiers membres des
équations du système donné, dont 1/introduction par Frobenius et
M» Darboux s'est montrée si féconde dans la théorie d'une seule équa-
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242 E. CARTAN.

tion de Pfaff. En somme, en se bornant à considérer les équations
données, on exprime, pour employer un langage géométrique, que
chaque tangente en un point donné A à une mult ipl ici té intégrale M
passant par ce point est contenue dans une certaine mul t ip l i c i t é
plane (P) à r — s dimensions associée à ce point . Mais si l'on i n t r o d u i t
les covariants b i l inéai res , on trouve que non seulement toute multi-
plicité plane (ï) à T , 2, ... d imens ions , tangente à une mul t ip l ic i té
intégrale, est contenue dans (P), mais, en out re , que deux droites quel-
conques de cette mul t ip l i c i t é plane (T) satisfont à certaines re la t ions
bilinéaires par rappor ta leurs paramètres directeurs. Ou encore, si l'on
représente une drorte issue de A par un p o i n t d ' un espace R à r — i
dimensions , l'image d'une tangente à M est, assujettie à être dans une
multiplicité plane (H) de R, mais, en outre, la droite qui joint les images
de deux tangentes à la même multiplicité intégrale M, est assujettie à
appartenir à un certain nombre de complexes linéaires associés à A»

En somme, on fait correspondre à chaque point A de l'espace non
seulement u n e m u l t i p l i c i t é plane (II), mais encore un ensemble de
complexes l inéaires dans cette m u l t i p l i c i t é plane. 11 est clair que la
nature de ces complexes l inéa i res do i t i n f l u e r sur l'existence et le
degré d ' indéterminat ion des mul t ip l i c i t é s intégrales.

E n a p p e l a n t é 1 é m e n fc E p 1 ' e n s c m 1) 1 c d ' u n p o i n t A e t d7 u n e m u 11 i p 1 i -
cité à p dimension s passant par ce point et en convenant de dire que
Ep est intégral toutes les fo i s que son image dans K est située entière-
ment dans (II) et, en outre, ne contient que des droites appar tenant
aux complexes l inéaires correspondant à A , , on voit que la condition
nécessaire et suff isante pour qu'une mul t ip l ic i té soit intégrale est que
tous ses éléments soient intégraux. '

Si l'on cherche alors à fa i re passer par une mult ipl ici té intégrale
connue à m — i dimensions une mul t ip l i c i t é intégrale à m dimensions,
on trouve que cela est possible toutes les fois que par un é l émen t '
intégral quelconque E,/^ il passe un .élément intégral , E^. La solu-
tion est donnée par un système de M,""6 de Kowalewsky, et el le est
unique si par un E,̂  arbitraire, il passe un seul E^.

Cela é tant , on est conduit à définir un entier n de la manière sui-
vante : , - „ ! . ! ! •

Par un point arbitraire A, il passe au moins un élément intégral E< ;
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Par un élément intégral Ei arbitraire, il passe au moins un élé-
ment intégral Ea? etc.;

Par un élément intégral E,̂  arbitraire, il passe au moins un élé-
ment intégral E/^;

Enf in , par un élément intégral arbi traire E//, il ne passe aucun élé-
ment intégral. E,^.

L'entier n ainsi défini peut s'appeler le genre du système.
On peut tirer de là des conclusions précises sur l'existence des

intégrales du système donné . Pour cela supposons d 'une manièregéné-
rale que les éléments intégraux E^,, qui. passent par un élément inté-
gral, ïît arbitraire dépendent de /y.^ paramètres (si. l 'élément est unique,
nous conviendrons de donner à r^ la valeur zéro). Alors voici un
système de cond i t ions géométriques qui. déterminent complètement
l 'intégrale à n d imensions :

Etant donnés un point arbitraire [j.o, une multiplicité cubitraire [J-/,_^
passant par ce pointa une multiplicité arbitraire (X,._^ passant par
p.,.-,.,» et€^ une 'multiplicité arbitraire [x,,^,^ passant par (x/,_,.^, il existe
une multiplicité intégrale M^, et une seule y passant par [j.^, ayant en com-
mun avec (x,._,.^ une multiplicité à î dimension, . . . , avec ;J^_,.^ une multi-
plicité à i dimensions et contenue dans [j^, ,.̂

En traduisant analyt iquement cet énoncé et en le par t icular isant de
manière à pouvoir obtenir toutes les mult ipl ic i tés intégrales une fois,
et une fois seulement, on démontre que l'intégrale générale à n dimen-
sions est déterminée, et d'une m.anière unique, par un système de

s^ fonctions arbitraires de n arguments,

,<̂  ï) I »

et
s constantes arbitraires,

en posant
Sfi — y iiî

s\ = ri — i\ — i,
A* == r — ri — J.
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Ces entiers s sont d'ailleurs tous positifs et ils vont en croissant, ou du
moins ne vont pas en décroissant de s^à s.

D'ailleurs, on peut donner du mot arbitraire qui se trouve dans ces
énoncés une définit ion précise.

On voit donc le rôle important joué par ces entiers s et la manière
simple dont ils dépendent de la multiplicité plane (II) et du système
de complexes linéaires dont il a été parlé plus haut.

En particulier, si les coefficients des équations données ne sont
soumis à aucune particularisafcion, ce qui est le cas é tudié par M. Bier-
mann, le genre n est le quot ient à une unité près de rpar ,9 -h i, et si
l'on désigne le reste par a, on a

Sn =• CT, S^-i = ,î/,_2 ==...==.S"i== A-,

de sorte que l'intégrale générale dépend de a fonctions arbitraires
de n arguments, de s fonctions arbitraires de n — ï. arguments, etc.,
de s constantes arbitraires. C'est, avec évidemment beaucoup plus de
précision, le résultat trouvé par M'. B ie rmann .

Les systèmes différentiels pour lesquels rent ier .̂  est nul jouissent
de propriétés plus par t icul ièrement intéressantes; on peut les appeler
systèmes de première espèce.

D'une manière générale, l ' inlegration peut se simplifier si plusieurs
des nombres^1 sont nuls. Si ^ est celui de ces nombres nuls qui, a le
plus pet i t indice, on n alors

Pour ces systèmes, par un élément intégral arbitraire Ey^ il passe un
élément intégral E,^, et un seul. De même, il suffit de se donner les
nTultiplicités ^-o» l^-/-,» • • • » P-r-A^i» dont il a été parlé plus hau t , pour
déterminer V intégrale M^ et la recherche de cette intégrale peut se ramener
à celle d'un système de genre v . I l suffi t de faire passer par a,.,̂  une
multiplicité arbitraire mais déterminée [j^r\-^ ^ P^ celle-ci une
famille de multiplicités |v^ dépendant de r^== n—v paramètres et
remplissant tout l'espace. A chacune d'elles correspond une multipli-
cité intégrale My; le lieu de ces multiplicités M^, lorsque l'ûjni fa i t varier
les n — v paramètres dont elles dépendent, est la mult ipl ic i té M^ cher-
chée. En définitive, on est ramené à un système à r — r^ variables de
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genre v, mais dont les coefficients dépendent de n — v constantes
arbitraires. Dans le cas où v est égal à i, c'est la méthode de Lie-Mayer
pour l 'intégration des systèmes complètement intégrables. On peut
appeler v 1e genre vrai du système.

Dans un autre ordre d'idées, i l y a un cas où l'intégration peut
encore se s impli f ier , c'est celui où il passe par chaque point A un élé-
ment caractéristique. On appelle a ins i un élément intégral Ep, tel que
tout autre é lément formé de Ep et d 'un élément l inéaire intégral soit
aussi intégral , ou, comme on peut dire, où Ep est associé à un élément
l inéa i r e intégral, quelconque. On peut démontrer alors que le système
d'équat ions aux différentiel les totales qui définit les éléments carac-
téristiques est complètement intégrcible. Autrement d i t , il existe une
•famil le de m u l t i p l i c i t é s à. p d imens ions adme t t an t en chacun de leurs
points l 'élément caractérist ique 'Ep correspondant ; ces mul t ip l i c i t é s ,
qu'on appel le caraciérùlùfues, dépendent de r — p paramètres, et il en
passe une, et une seule , par chaque poin t arbitraire <le l'espace. Pour
les systèmes d i f fé ren t ie l s de genre n où il existe des éléments carac-
téristiques E//, toute mul t ip l ic i té intégrale M,, non singulière est en-
gendrée par des mult ipl ic i tés caractéristiques dépendant de n — p
paramètres, et si deux mult ipl ic i tés intégrales M,, e t M ^ ont un point
commun, elles ont en commun la mul t ip l ic i té caractéristique issue de
ce point.

Enfin si l'on prend pour nouvelles variables les r — p paramètres
dont dépendent les caractéristiques Gtp autres fonct ions quelconques,
le système peut être mis sous une forme telle qu'il ne contienne plus
que les r — p premières variables. D'ailleurs, la recherche de ces
r~^ p variables, au t rement dit l ' intégration du système différentiel
caractéristique peut,, en général, être s impl i f iée en tenant compte des
propriétés des complexes l inéaires associés au système donné.

En particulier, si l'on a un système, de genre n de première espèce
pour lequel ^ soit égal à i, ce qui est le cas d'une seule équation, il
y a toujours des mul t ip l ic i tés caractéristiques a n — v + . j dimensions,
v désignant le genre vrai du système. Une fois ces caractéristiques
trouvées par des opérations dont l'ordre décroît à chaque fois de deux
unités, on n'a qu'à intégrer un système à r — n "+• v —i variables et
de genre v — i*
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Il existe également des théorèmes assez simples dans le cas oh ^
est égal à 2, mais l 'élude de ces théorèmes rentrerait dans la théorie
de la classification des systèmes aux différentielles totales.

11 est à peine nécessaire de faire remarquer les liens entre toute
cette théorie el la théorie des systèmes d 'équat ions aux dérivées par-
tielles. Je me contenterai d ' indiquer la concordance q u a n t a la forme
entre les résultats trouvés pour le degré d ' i n d é t e r m i n a t i o n de l ' inté-
grale générale d 'un système de Pfaf fe t ceux trouvés par M. Delassus (1)
pour le degré d ' indéterminat ion de l ' intégrale générale d 'un système
en involution d'équations aux dérivées partielles. Mais alors que
M. Delassus met le système sous u n e forme par t icu l iè re , en différen-
t iant d'ailleurs complètement les variables dépendantes des fonct ions
inconnues , ici l'on ne fait aucune différence entre les deux espèces de
variables, et l 'origine même des nombres s, s^ ..., ,ŝ  montre leur inva-
riance vis-à-vis de tout changement de variables dépendantes ou indé-
pendantes.

Les deux premiers paragraphes de ce Mémoire in t roduisent les élé-
ments intégraux, avec les complexes l inéa i res dont i l a déjà été parlé.
Le §JII trai te du problème qui consiste à fa i re passer par une multipli-
cité intégrale M/^ une mul t i p l i c i t é Mw^. Les §§ ï'V et V donnent
quelques théorèmes, pour ainsi, dire arithmétiques, sur le genre n et
les nombres r, et^-. Le § VI contient l'exposé du problème de Cauchy
et du degré d ' indéterminat ion de l'intégrale générale d 'un système de
genre /i. Le § VII est consacré aux systèmes de première espèce et à la
méthode de Lie-Mayer généralisée. Enfin le § VIII s'occupe des
systèmes qui admettent des caractéristiques au sens donné plus haut
à ce mot et donne quelques indica t ions sur la recherche de ces carac-
téristiques.

Ces recherches peuvent être étendues dans bien des directions, e l le
problème de la classification des systèmes différentiels peut déjà,
comme on le voit, être abordé par un premier problème préliminaire
qui serait la recherche des systèmes de complexes linéaires de genre n. Une
autre question très importante serait Fétude des multiplicités inté-

( 1 ) Extension du théorème de Cauc/y aux systèmes les pluf généraux d'équations
aux dérivées partielles [J.nn» de VÉc. No'rm. (3), t. Xiïl, p. 421-4^7]-
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grales singulières; il n'est pas di f f ic i le de les déf inir , mais ce qui sérail;
intéressant, ce serait l ' é tude des nouveaux systèmes différentiels qui
les définissent . Quant au premier problème de la classification, on
peut sans trop de diff icultés démontrer un certain nombre de résultats
intéressants, mais sur lesquels je ne veux pas insister.

I.

' Considérons un système d 'équations aux différentielles totales
à r var iables x^ ^3, . . . , a?,,,

a) ES ai d.j:^ -4- ci 2 dx^ -\- . . . 4- i^/. dxi.-=: o,

CT s^ ^i dx^ -+- ̂  dx^ 4- • - . 4- ^/. dx^,^ o,

( ^ ss /i ^2,4 -l- 4 ̂ 2 •+-... -i- lv dxy == o,

les coefficients a, A, ..,, f ê t a n t des fondions des variables x. On peut
regarder un certain, nombre n des variables x comme indépendantes et
les r— n au t res comme des fonct ions de celles-là; alors le système (i),
é tab l i ssan t des re la t ions l inéaires entre les différentielles totales des
r — n (onctions et des n variables indépendantes , équivaut en somme
à un système d 'équat ions aux dérivées partielles (l inéaires) auquel.
doivent satisfaire ces r — n fonctions (1). En employant un langage
géométriqiie, on peut dire que les équations qui définissent les
r— n variables dépendantes en fonctions des n i ndépendan te s repré-
sentent une multiplicité an dimensions'M ̂  dans l'espace à r dimensions,
et le système (i) peut être regardé comme établissant des condit ions
auxque l l e s doivent satisfaire les différentiel les des coordonnées x^ ...,
^ d'un point de la m u l t i p l i c i t é dans un déplacement quelconque sur
cette mul t ip l i c i t é . Mais, si l 'on remarque que ces différentielles (ou
leurs rapports qui, in te rv iennent seuls) ne sont autres que les para-

( l ) Ou sait, d'aillolirs, que tout système d'équations aux dérivées partielles peui
so ramoner à un système d'équations aux différentielles totales, en regardant au besoin
certaines des dérivées partielles des fonctions inconnues comme de nouvelles variables
dépendantes.
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mètres directeurs de la tangente à la multiplicité dans le déplacement
considéré, on peut dire que le système ( r ) exprime que les tangentes
en un point quelconque de l'espace à une multiplicité M^ qui passe par ce
point satisfont à certaines conditions qui ne dépendent que du point con-
sidéré, et la forme des équations (i) montre que ces tangentes sont
assujetties à être dans une certaine mul t ip l ic i té plane (/) déterminée
par le point.

Intégrer le système ( i) , où l'on suppose le nombre des variables
indépendantes égal à Uy c'est donc résoudre le problème suivant :

A chaque point de l'espace on fait correspondre une multiplicité
plane (2) passant par ce point; déterminer une multiplicité à n dimen-
sions M,̂ , telle qu'en chacun de ses points toutes les tangentes à cette mul-
tiplicité soient situées dans la multiplicité plane correspondante à ce point.

Toute mul t ip l ic i té M,/ satisfaisant à cette condi t ion sera d i te m u l t i -
plicité intégrale. La condit ion, a in s i énoncés, à l a q u e l l e sa t i s fon t les
mul t ip l ic i tés intégrales, est indépendante de la d imens ion n de ces
mul t ip l i c i t é s .

Appelons élément linéaire l 'ensemble d 'un point et (Pune droite
passant par ce point; convenons, en outre, de dire que l'ensemble d'un
point d'une mul t ip l ic i té et d 'une tangente en ce point à la mul t ip l ic i té
constitue un élément l inéa i re de cette mult ipl ic i té ; appelons enfin élé-
ment linéaire intégral tout élément linéaire satisfaisant aux équa-
tions (i) (où dx^ dx.^ ..^dxy seraient regardés comme les paramètres
directeurs de la droite de l 'élément); nous pourrons alors énoncer la
proposition suivante :

Pour qu^une multiplicité soit intégrale, il faut et il suffit que tous ses
éléments linéaires soient intégraux.

(1) Une multiplicité plane est, comme on sait, définie par des équations linéaires; une
droite est une multiplicité piano à une dimension.

( a ) La dimension de cette multiplicité piano est naturellement la même pour tous les
points de l'espace; elle est égale à la différence entre r et le nombre des équations (ï).
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II.

En même temps que les éléments l inéa i res , nous allons considérer
ce que nous appel lerons éléments à 2, 3, ... dimensions. D'une manière
générale, nous désignerons par élément à p dimensions l'ensemble d'un
point et d'une multiplicité plane à p dimensions passant par ce point et
nous affecterons à u n tel élément le symbole général 1 ,̂; nous dirons
que l 'é lément E^ cont ien t l 'é lément E ^ ( p > y), si les deux éléments
ont même point et si la mul t ip l ic i t é p l ane du premier cont ien t tout
entière la m u l t i p l i c i t é plane du second. En par t icu l ie r , un élément
l i n é a i r e sera désigné par le symbole E ^ .

Nous appellerons éléments E^ d'une multiplicité 'M, les éléments
hp d imensions tels que tous les éléments l inéaires qui y sont contenus
appar t i ennen t à. M, ou plus brièvement les éléments formés d 'é léments
l inéa i res de M. Si la mul t ip l ic i té M est à n d imensions , elle admet des
éléments à 2, 3, ..., n d imens ions , mais n'en admet pas à n+ i; elle
admet en chaque poin t un seul élément à n dimensions, qui est le l ieu
des éléments l inéai res qu i cont iennent ce point,

Tout é l émen t E^ d 'une mult ipl ici té intégrale joui t évidemment de la
propriété de ne contenir que des éléments linéaires intégraux; mais il
satisfait aussi à d'autres conditions qui peuvent être établies indépen-
damment de toute multiplicité intégrale particulière.

Pour arriver à ces cond i t i ons , imaginons que les coordonnées d 'un
point d ' u n e m u l t i p l i c i t é in tég ra le M,/ soient exprimées au moyen
de 'n paramètres u, y , . » . , et considérons sur cette mu l t i p l i c i t é les
deux déplacements obtenus, le premier en ne faisant varier que
le paramètre u à l 'exclusion des autres, le second en ne faisant varier
que le paramètre <\ Désignons par les symboles d et ?î les différen-
tielles re la t ives à ces deux déplacements . Nous aurons év idemmen t ,
d'après ( i) ,

r,ï^ =s Oi dûs^ -h ̂  da^ ~\- . . . 4- a,. d,r,. == o,

(x)Ç s= a^ dr'i -4- 03 o^â -h ... -4- <^/- cLz*,.== û,

et 'par suite
û/ ̂  o^ti — d(^ =- o-

En formant cette expression et r emarquan t que les symboles d et o
Alift. df l ' É c . Normale. 3<; Série, Tome XVÏÏ Ï . — JUILLET 1901. 32
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sont échangeables (dS=Sd), enfin en procédant de même pour
toutes les équations du. système ( î ) , on arrive au système suivant :

(3)

^n / à cii à a/,: \ . , ^ , ^ \(. s=s Z. ~T~^ """' "-»— ^dxi Qxk "~" dx^ c)•r/) := 0?
^-d\^Z-/. <}^//
/,/c

. . . . . . . . . . . . . . . . • * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - • . • y

, -^ / ôli àlff\, ., ^ j ^ \
%^ite~^;(^^~^^^

y^^/ ^^^
i,k

Ce système (2) c^ vérifié par tout couple quelconque de deux déplace-
ments sur la multiplicité intégrale, ou encore par l 'ensemble d 'un point
quelconque de la mult ipl ic i té et de deux tangentes quelconques en ce
point , d 'une manière générale par deux éléments linéaires intégraux
issus d'un même point et appartenant à une même multiplicité inté-
grale.

Appelons élément intégral à ^s, 3, ... dimensions un élément formé
d'éléments linéaires intégraux et tel, de plus^ que deux quelconques
d'entre eux satisfassent au système (2) ; nous avons alors la proposit ion
suivante :

Tous les éléments à r, 2, 3, ... dimensions d'une multiplicité intégrale
quelconque sont des élérnehts intégraux, et réciproquement.

Pour simplifier le langage, nous conviondrons de dire que deux élé-
ments linéaires intégraux issus d'un même point et satisfaisant au
système (2) sont associés Ç^). Alors un élément intégral à ^y 3,... dimen-
sions est un élément formé d'éléments linéaires intégraux associés deux
à deux. D'après la forme bilinôâire des équations (2), pour qu 'un élé-
ment E^ soit intégral, il suffit que p éléments linéaires indépen-
dants (2) de Ep soient intégraux et associés deux à deux. (D'ailleurs
tout élément E,, peut être défini parp éléments linéaires indépendants
issus d'un même point.)

Les expressions o/y 'u!\ . . . , y/, premiers membres des équations (2),

( 1 ) Deux éléments linéaires associés à un troisième ne sont pas nécessairement associés
en Ire eux.

( 2 ) On dit quep éléments linéaires sont Indépendants lorsqu'ils n'appartiennent pas à
un même élément à p — i dimensions.
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s'appellent les covariants bUinéaires (1) des expressions de Pfaff co,
^, . . ., y,. D'après la manière même dont ils sont obtenus et confor-
mément a leur nom, on voit que ce sont des covariants relativement
à un changement de variables quelconque.

On peut donner du système (2) une in terpré ta t ion géométrique. Con-
sidérons les différents éléments linéaires intégraux issus d 'un point
donné A de l'espace et projetons-les sur une mult ipl ici té plane à r — i
dimensions (P) ne passant pas par A, le poin t de vue étant le point A
lui-même ; alors chaque élément est déf in i par la trace de sa droite sur
la multiplicité plane de projection, c'est-à-dire par un point de cette
m u l t i p l i c i t é (P); et avec nos notations, les quant i tés dv^ dx^, . . ., clx^
sont les coordonnées homogènes de ce point dans (P). Dire que l'élé-
ment l inéaire est intégral, c'est dire que les coordonnées de sa projec-
t ion satisfont aux équations (i), c'est-à-dire sont contenues dans une
certaine mul t ip l i c i t é plane(Q) située dans (P). Si nous prenons main-
tenant deux éléments linéaires intégraux associés et leurs projections
sur (P), les quant i tés dx^x^— duc^Xi sont précisément les coordon-
nées plùckeriennes de la droite qui joint ces deux projections. La pre-
mière des équations (2) exprime une relation linéaire et homogène
entre ces coordonnées, c'est-à-dire exprime que cette droite appartient
à un certain complexe linéaire, et il en est de même des aut res équa-
t ions (2).

lin résumé, dire que deux éléments linéaires issus d'un même point A
sont intégrauoc et associés, c'est dire cjuen projetant du point A ces élé-
ments sur une multiplicité pleine (P) à r — î dimensions, la droite qui joint
les traces des deux éléments est tout entière située dans une certaine mul-
tiplicitépleine (Q) et, déplus, appartient simultanément à un certain nombre
de complexes linéaires.

Et, par suite, dire quun élément K^ issu de A est intégral, c'est dire que
la multiplicité plane, trace de cet élément sur (P ), est située tout entière sur
(Q) e^ ̂ n outre, que chacune des droites de cette multiplicité appartient à
un certain nombre de complexes linéaires»

( ] ) Leur introduction dans le problème de Pfaff est due à Frobenius [ Ueber das Pfaysc/ie
Problem, <A de Crelle, t. LXXXiï; ï 877) et à M* Darboux [Sur le problème de Pfaff{Bull.
Se. Mflth^ ^ série, t. VI ; 1882)].
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En somme, à chaque poin t A le système donné fai t correspondre, dans
une mul t ip l ic i té plane à o - — i d imens ions a r b i t r a i r e m e n t choisie (P)
ne passant pas par A, une mu l t i p l i c i t é plane (Q) et un ensemble de
complexes l inéai res , dans cette m u l t i p l i c i t é (Q).

Si l'on fait un changemen t de var iab les , les é l émen t s issus d ' u n p o i n t
A sont liés h o m o g r a p h i q u e i n o n t aux é lémenis correspondants issus du
point correspondant A' cl l'ensemble des complexes linéaires correspon-
dant à A subit aussi une simple transformation korno graphique ( 1 ).

Il résulte déjà de cette remarque bien s imple la conséquence impor-
tante que, si deux. systèmes d 'équations aux d i f f é r en t i e l l e s totales (au
même nombre de variables) ne font pas correspondre aux p o i n t s de
l'espace des mul t ip l i c i t é s planes (Q) et des ensembles de complexes
linéaires réduct ib les l ' un à l ' au t re par une t rans format ion hornogra-
pbique , i l est impossible de réduire l ' un à l 'autre les deux systèmes
donnés par un changement de variables. D'une manière p lus précise,
si Fon désigne pary^j^, . . .,j,. les var iables du second système aux
di f fé ren t ie l les totales et que nous dés ignions par ( i) ' et (2)' les sys-
tèmes analogues à ( i ) et(2) , on cherchera a expr imer qu 'on peutpasser
d u système [(i).(2)] au, système [(ï/.C^)'; par u n e t ransformat ion
l i n é a i r e portant sur dx^ . . ., dx^ aussi bien que sur S^, . , ., o^.

Trois cas pourront se présenter. Ou bien cela ne sera possible pour
aucun système de valeurs des x et desy, et alors a u c u n changement de
variables ne peut t ransformer l 'un dans Pau frêles deux systèmes donnés;
ou bien cela sera possible à cond i t i on que certaines relations finies entre
les x et les y so ien t vérifiées, et alors tout changement de variables e(Ïec-
tuan t la t ransformation cherchée, si elle est possible, devra respecter ces
relat ions ; ou bien enf in cela sera possible quel les que soient les valeurs
des ̂  et des y,et alors on ne peut plus rien dire sur le changement de
variables, s ' i l est possible.

Enfin on aperçoit, sans qu ' i l soit besoin d'insister, que la classifica-
t ion des systèmes d 'équat ions aux différent iel les totales exige la classi-

( l ) II est évident que, &i l'on change simplement la multiplicité plane (le projection, on
obtient deux systèmes de complexes équivalents par une transformation homograpïliqiie,
puisqu'ils sont Va projection Fun dej'autre. Si l'on remplace les équations (i) par d'autres
formant un système équivalent, il est évident également que ni (Q) ni l'ensemble des
complexes linéaires dans (Q) no sont changés.
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f ication préa lab le de tous les systèmes de complexes linéaires, en ne
regardant pas comme dist incts deux systèmes de complexes réductibles
l 'un à l ' au t re par une t ransformat ion homographique, c'est-à-dire, en
d'autres termes, la recherche de tous les types de systèmes de complexes
l inéaires .

Pour a p p l i q u e r ce qui précède à un exemple, considérons le système
( co ss dz - /; dx — q dy == o,

j vn ES dp — udq — adx — bdy •=•: o,

ou les var iables sont .r, j, r,, /;, y, u et où a et h dés ignen t deux fonc-
t ions données de ces 'six variables. L' intégration de ce système, consi-
déré comme à deux var iab les indépendantes^ ety, r ev i en t a l'intégra-
tion d'une équat ion aux dérivées partielles du second ordre adme t t an t
un système de carac té r i s t iques du premier ordre, et, avec les no ta t ions
habi tue l les , cette é q u a t i o n s ' ob t i en ten é l i m i n a n t e en t r e l e sdeux re la -
tions

r — ufî — a == o,

^ — a t — b .'"r"- ô*

Ici la m u l t i p l i c i t é p lane (Q) esta trois dimensions, car les coordon-
nées homogènes de l 'un de ses points sont définies lorsqu'on se donne
dx, dy, dq, du.. Nous pouvons donc assimiler (Q) à l'espace ordinaire.
Il y a ici deux complexes linéaires. Or, dans l'espace, un système de
deux complexes l inéaires est toujours, par une transformation homo-
graphique, réduct ib le à l 'un des trois su ivants :
(a) /:?iç=^3,,,=o,
(P) />^-=/^3+^3/,,==o,
(y) p^-=:p^-==:o,

les p^ é tant les coordonnées plûckeriennes de la droite. Le cas (a)
donne l 'ensemble des droi tes qui rencontrent deux droites fixes non
situées dans un même plan. Le cas (?) donne l'ensemble des tangentes
à u n e quad r ique fixe aux d i f fé ren ts points d'une génératrice fixe de
cette quad r ique . .Enfin le cas (y) donne l 'ensemble des droites situées
dans un plan fixe et en m.ê.me temps l'ensemble des droites issues d.^.iîi
point f ixe de ce plan. . ! .

A chacun de ces cas correspond un type d'équations du second ordre
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de la forme indiquée. Au cas (a) correspondent les équations dont les
deux systèmes de caractéristiques du second ordre sont distincts. Au
cas (p) correspondent les équations à caractéristiques confondues,
obtenues en exprimant que l 'équation

r 4- ^ f^s -4- (^ t -t- 2 y ( u, se, y, Zy p, q ) -=. o

admet en u une racine double, la fonction cp étant quelconque. Enfin au
cas (y) correspondent celles de ces dernières équat ions pour lesquelles
la fonction cp satisfait à une certaine équation aux dérivées partielles du
second ordre, et qui ont fait l'objet des recherches de M, Goursa t ; leur
intérêt provient de ce qu'on peut les intégrer par des systèmes (Inéqua-
tions différentielles ordinaires, comme nous le verrons au para-
graphe VIII.

III.

Ces notions pré l iminai res étant bien posées, nous allons nous
occuper de ce que l'on peut appeler le premier problème de Cauchy. Le
problème que nous désignons a ins i est le suivant :

Etant donnée une multiplicité intégrale à p dimensions M», (t'un système
d'équations aux différentielles totales^ faire passer par M» une multipli-
cité intégrcile àp -h t dimensions M^n.

Une remarque évidente, c'est que, si le problème est possible, par
tout élément Ep de M.p il passe au moins un élément intégrai E^.,^ à
savoir un élément E^ de M^i. On arrive donc immédiatement à une
première condition nécessaire.

Pour que le problême de Cauchysoit possible, i l faut que par chaque élé-
ment ïîp de la multiplicité intégrale donnée Mp il passe au moins un élé-
ment intégral E î.

Sans rechercher si cette condition est suffisante, ce qui n'est d'ailleurs
pas, nous allons nous borner à un cas particulier, mais qui présente
néanmoins une grande généralité. Nous supposerons, dans ce qui suit, le
système donné tel que par tout élément intégral Ïî^ de l'espace il passe au
moins un élément intégrait^ ̂ . Autrement dit , la propriété qui appar-
tient aux éléments Ï î p de M^,, nous la supposons appartenir à tous les
éléments intégraux E^ de l'espace.
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Avec cette hypothèse, le problème de Cauchy est toujours possible. Mais
avant d'aborder la démonstration de cette proposition, il nous sera utile
de présenter quelques remarques géométriques sur les éléments inté-
graux E^+, qui contiennent un élément intégral donné E^. Si l'on défi-
nit l'élément E^ au moyen de p éléments linéaires indépendants E.^,
^w, . . ., s^, on pourra définir un élément E^i contenant Ep au moyen
d'un nouvel élément l inéaire £ indépendant desp premiers. Nous aurons
les éléments E^i cherchés en exprimant que £ est un élément linéaire
intégral et qu ' i l est associée chacun des éléments linéaires ̂ \ ̂ \ . . .,
s^. 11 résulte de là que le lieu des élémenis intégraux E^,.^ qui contiennent
un élément intégrai'En est un élémentplan (non nécessairement intégral),
car, si s et £' fournissent deux solutions distinctes E^., et E ' , les/? 4~ 2
éléments linéaires 6e15, ^\ . . ., s^, e, s/ dé te rminen t un élément Ep^
et tout élément l inéaire de E/,^ est intégral et associé à 6e0, e.^, . . .,
s^; autrement dit , tous les éléments E^+i contenus dans Ëp+^ et con-
tenant 'Ep sont intégraux.

Aîialytiquement, les éléments E^,,M <iui cont iennent îîy dépendent
de r —p paramètres homogènes ( '); les équations qui expriment que
E^i est intégral sont linéaires par rapport à ces paramètres.

Supposons que, pour un élément cirbùraî'reEp, ces équations se rédui-
sent à r — p — s — ï indépendantes, v ê t a n t nu l ou positif, alors par
chaque élément intégral, arbitraire E^, i l passera au moins un élément
intégral ïîp, .„„, ; il en passera un, et un seul, si s est nul, e t i l e n passera
une in f in i t é dépendant de s constantes arbitraires si s est positif. Nous
dirons dans les deux cas qu'il en passe co\ .Le l ieu de tous ces éléments
est un élément E^^.,n *

II se peut que pour un élément intégral particulier Ep il y ait encore
une plus grande indéterminat ion; nous dirons alors que l'élément
intégral E^ est singulier. Une mult ipl ici té intégrale M.?, dont tous les

0) Par exemple, si les équations de Ey; sont
, Pi^ p2==. . .==P, .^==o,

où los P sont dos formes linéaires en dx^ . ..,&,., les équations do Ep^i sont

^^.^p^
Ai À ̂  A/'—^



2 56 E. CAPxTAN.

éléments Ep seraient singuliers, sera di te mul t ip l i c i t é in tégra le singu-
lière.

Arrivons main tenant à la résolution du problème de Cauchy. Nous
allons démontrer le théorème su ivant :

Etant donnée une multiplicité intégrale non singulière M.,, // passe
toujours par cette multiplicité au moins une multiplicité intés'rcde M^^ ; i l
en passe une, et une seule, si chaque élément intégral non si'igulierïi^ appar-
tient à un élément intégral 1Èp^^ et à un seul; il en passe une infinité
dépendant de s fonctions arbitraires dep 4- T. arguments si chaque élément
intégral non singulier E^ appartient à co'9 éléments intégraux En^ .

Pour préciser, p renons un élément pa r t i cu l i e r non s i n g u l i e r de M n ,
soit E^. Soient (,y0, x^, . . ., ^)) les coordonnées du point d'où est issu
cet élément. Nous supposons l a - m u l t i p l i c i t é M,,analytique, c'est-à-dire
qu'au voisinage du p o i n t (^), r — p des coordonnées x, soit.z^..i, ...,
.r,., s'expriment, en fonct ions holomorphes de x^ — x^ ,x^— x^, . . .,
x^—x^ Alors les r — p équations do l ' é l énx în t E° p e u v e n t êlr( i
résolues par rapport à dv^,..^ . . . , dx^ Prenons un é l é m e n f , in té -
grai par t icul ier JÇ^ passant par E^; l e s r — / ^ — i é q u a t i o n s l inéa i res
qui le définissent p o u r r o n t être résolues par rappor t a r — p — i d(^
diflerentielles dx^^ . .., dx,, soit dx^, ^+;p - . . , d.x',. Si u n ( î
mu l t ip l i c i t é intégrale M^ admol l ' é lément E^p cela s ignif ie qiuî
Xp^, . .., Xr s 'exprimeront en fonctions hoiomorphes de.r^ . . ., x «^
au vo is inagedupoin tcons idéré . Pour la commodité de cequ i va suivre,
nous al lons changer de notations en conservant x^ x^,... ., x.,, rem-
plaçant x^^ par x et les autres variables .̂ ,..̂  < - ^-^r p^ï* ^^ ^» • - ^
^m. {m == r — p — 1).

Avec ces notations les équat ions de la m u l t i p l i c i t é M. sont

(4)
x =y (.z'i,^, ., .,.'y/),
^ ==:9i (^1,^2, .. .,^),

n^^;n{x^x^ . . .,,:r,/),

et la multiplicité cherchée M^ peut être dé f in ie en se donnan t s,,
•^ ..., ̂  fonctions hoiomorphes de x, x\, ..., x.p au voisinage de ̂ ,
r0 T0w ̂  • * " » '̂ ^ •
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Enfin nous a l tons faire un changement de variables en conservant
les variables .r^ x.^ . . . , Xp\ z^ . . . ,^ /z et en prenant pour nouvelle
var iable x la quant i té x — cp, ce qui ne change évidemment rien aux
conven t ions p récédemment faites. Cela rev ien t , dans les formules (4),
à supposer y E=^ o et x° === o.

Pour t e rmine r l 'énoncé de ces conven t i ons préliminaires, nous
supposerons les coefficients ci, & , . . . , / du système ( i ) holoinorphes au
vois inage de Çx\ x\, ..., ̂ ).

La m u l t i p l i c i t é cherchée M^,, est définie par m fonctions z^ z.^ ...,
^ des p -+-1 variables , A?, x^ . . . , «r? holomorphes au voisinage
de (o,^^, . . . , .'x.'0) et assujetties à se réduire, pour x == o, aux mfonc-
t ions données à l'avance cp^ Ça, . . . , y,^ de <'ri, ^a» . . . » Vp-

Les équa t ions q u i dé te rminent ces fonct ions se déduisent des équa-
tions (i) en remplaçant dz^ . . . , rZs^ par leurs valeurs et iden t i f i an t ;
mais nous allons substituer au système ainsi obtenu un autre système con-
tenant un plus ^rcmd nombre adéquations et qui exprimera tout simple-
ment que les éléments E .̂̂  de la muluplicùéMp^^ sont intégraux.

Pour cela remarquons que chaque élément E^ de M^+i peut être
défini par/) -h ï é léments l inéa i res indépendan ts , à savoir ceux qu'on
ob t i en t en f a i s a n t varier seulement l 'une des variables indépen-
dantes x, x ^ , . » •y*^. Cesp-h ï éléments, que nous appellerons e0^ ...,
Ê^ sont définis par

(s)

(^)

(^)

dx dx^ ^ dxp _ dz^ _ _ <^w
ï o " ' " o àz^ àZfn

àx àx
dx dx^ _ ___ dxp _ dz^ _ _ dz^,
^ ^ . . .-̂ .. ^ ^^ . . . ûz,^

àxi àx^

dx _ dx^ dxp _ clzï _ _ dz^i
0 0 • " •-— ^ ^^ • • ' ^^

()Xp àx^

Nous partagerons en deux groupes les équa t ions qui expriment
que 1^4., est intégral; dans lo premier groupe nous exprimerons que
l'élément Hp déf in i pars^^s^,.--,^ est intégral; dans le second groupe
nous exprimerons que £ est intégral et associé avec ^y é^, ..., E^.

Ann.de l ' É c . Normale, 3' Série. Tome XViK. — JUILLET igor, 33
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Si l 'une des équat ions du système est

ù} ̂  a dx -4- a^ dx-^ -4-... -\- dp dxp -+- b^ ciz^ 4- . . . -h ^//; dz,^ =:: o,

nous poserons

^^^-....-.^s
^^fe-1--^6"1^ (-^•••^).

Avec ces notations les équations du premier groupe sont, comme
est facile de le voir,

l o ^ à^ / • • s
(.() )^0. ^-^f=0 (.,/=î, 2,..,/.),

efc celles du. second groupe sont-, par exemple,

( o ()^ ^^/
(II) . û=::07 ^——-^-0 (^X,.,..,^).

les ^ l i g n e s de points se rappor tant a u x au t res , équa t ions ^ == o, . . . ,
^==: o - d u système donne. Le symbole —Ç se rapporte à une dér iva t ion

O t X " {

par rapport à ^, en regardant ^^^3 , , . . , s^ comme des fonctions
de x^ , , • , ,

Les équa t ions - ( I ) ne c o n t i e n n e n t pas ̂ 1, - ., à^; celles du second
OiÏî (f.'îî

groupe sont linéaires par rapport à ces quant i tés ; on peut d'ailleurs les
modif ier en tenant compte des équations (I).

Tenons compte m a i n t e n a n t des hypothèses faites. Dès que l 'élé-
ment E^ défini par e,^, ̂ \ ..., e^ est intégral, les équa t ions aux-
quelles doit satisfaire cp pour que E^ soit intégral sont compatible.
Cela signifie que,,, dû'que les écjuadons soni vérifiées^ les équations (II), eon-
ndérées comme équations, linéaires en (—^' ^ , ̂ ^ sont algébriquement

compatibles;'à''une manière plus précise, elles se réduisent à m — ,s'
équat ions l i néa i r emen t indépendantes . En par t icul ier il en est ainsi,
par hypothèse, pour l.e système de valeurs (o, ̂ . ..., ^)< Nous sup-
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poserons, pour fixer les idées, que ces m — s équations sont, pour les
valeurs initiales, résolubles par rapport à,par rapport à

()Z^ à^^ ^^//Z-A-

à x î 6 '̂ ' <?^

/ àzk ^,»~.<.--4-i ^: <Ï>i ,y, <r/, ^/,, ,— , ———— , . . . , —
soit

OZi .,, / O^A V^m-s^\ V^m \
—— ==: <&, X , X i , Zf^ -,— î ———r——— î ' • • 3 —;— î.̂;r l \ 5 àxj ôx ôx )

(IF)
à^n^^^ (^ ^. _ ^\[ ^à^ ~ mws \ ; 7 z 9 ̂ ? " ' " ? ^ y

les <& étant holornorphes au voisinage des valeurs in i t ia les de leurs
arguments [et l inéa i res par rapport; à ̂ ^1,..., ̂  J.

Cela étant , au l ieu de conserver l 'ensemble des équat ions ( f ) et ( I I ) ,
nous ne conserverons que les équa t ions (II.'), en nous rappe lan t
toutefois que les équations (l) et (II ' ) e n t r a î n e n t a lgébr iquement les
équations ( I I )*

Nous allons main tenant chercher à dé terminer une solut ion des
équations (II ') sat isfaisant aux condi t ions suivantes : ^, . . . , . ̂
sont des fonctions holornorphes de x, x^ ..., ^ au voisinage de
(o, oo\, ..., ^0) et se réduisant , pour oc = o, aux m fonct ions données
9 < , . . . , <?,„ de x^ ..., x^

Or le système (11') est un système de M1'10 de Kowalewski ; d'après
les travaux laits sur ces systèmes, i l existe une so lu t ion , et une seule,
holomorphe au voisinage de (o,^'0, ..., ̂ ), tello que ^-^-o - • - ? ^
soient des. fonctions (holomorphes). a rb i t r a i rement données et que
z^ ... ̂  se réduisent pour x = o à s fonctions données de oc^ , . ̂  x^.

Cela étant, on prendra donc

^m-s^\ ''^ fm-s'iri ('^î ûc\'^ - - ' ? x'p ) f

^m '^J'm ( ̂ î '̂l î • • • ? x p ) ?

les s fonctions f étant assujetties à (a seule condition de se réduire,
pour ^=o, aux s fondions données ç/^^i, ..., Cm- Ces s fonctions
étant choisies, le système (IT) admettra une solution, et une seule, satisfai-
sant aux conditions énoncées»

On voit de' plus qu'on pourra toujours s'arranger de manière :'que
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pour x •==. o, ,r,== x^ les s quan t i t és ~^—^-1, . . . , —^ p r e n n e n t des
valeurs a rb i t r a i r emen t fixées, c'est-à-dire pour que la multiplicité U^,.^
ainsi déterminée admette à volonté un des éléments intégraux E/,_n
passant par E°

Le problème p r i m i t i f n'est m a i n t e n a n t pas encore résolu, car , s ' i l est
c la i r que les m u l t i p l i c i t é s i n t ég ra l e? cherchées ne peuven t être trouvées
que parmi les m u l t i p l i c i t é s que nous venons de d é t e r m i n e r grâce a u x
théorèmes de M1110 de Kowalewskv, i l n 'en résul te pas que ces m u l t i -
plicités soient vrai men t intégrales. A u t r e m e n t d i t , i l nous reste encore a
prouver que ces m u l t i p l i c i t é s sa t i s font a u x é q u a t i o n s (I ) el (II) . Pour
cela nous allons démontrer que, si {(ne multiplicité M^., déterminée comme
il a été dit satisfait aux équations ( I ) et (\\) pour une certaine valeur
de x, elle y satisfait aussi pour la Dateur in/in une ni voisine y -h o.r.

Si cela est démontré, c o m m e p o u r , r = o, les é q u a t i o n s ( 1} e x p r i m e n t
que la m u l t i p l i c i t é M^, à l a q u e l l e se r é d u i t M / / , , » ost' i n t é g r a l e , ce q u i
n'est aut re chose que rhypoll ièse, et q u e les é q u a t i o n s (W) sont
supposées vérif iées p a r l a m u l t i p l i c i t é M^.i, pa r s u i t e , e n f i n les équa-
t i o n s ( I I ) ; i l en r é s u l t e r a q u e les é q u a t i o n s ( I ) et ( I I ) seront vé r i f i ées
pour toute va leur de x.

Or, supposons que pour u n e cer ta ine va leu r de .r les é q u a t i o n s ( \ )
et ( I I ) soient vér i f i ées . On a alors , eu p a r t i c u l i e r , pour cet te v a l e u r
de .r,

o ,., (m, àSÎ
lî = o, ^r=r 0, —— -- —— =::: o-

ùx ÔTi

Mais si û est nul , i l en est de même de sa dérivée ^ prise nar
à^i l . 1 1 '" l

rapport à la variable ^- indépendante de .r. Donc ^ est n u l pour la

valeur considérée de .r. Or, dire que Û, et ()i^1 s ' a n n u l e n t pour la va-
leur x^ c'est dire que Û, s ' annu le pour la va leur i n f i n i m e n t voi-
sine x 4- î.r. Il en est de même, pour x + o^, clé ̂  et des quan t i t é s

" y
analogues. Donc, pourx 4- Ïx, les équations (I) sont wri/lées. I I en est
de même par hypothèse des équations (ir), et, comme conséquence
algébrique, des équations (II) qui sont équiva lentes à HT} en t e n a n t
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compte de (I). Donc pour oc -+- Sx, toutes les équations (I) sont vm-
/iées .

Le théorème est donc démontré . Nous lu i donnerons le nom dï1

Théorème de Cauchy^ par analogie avec un théorème bien connu dans
la théorie des équations aux dérivées part iel les du premier ordre et
qu i n'en est qu ' un cas par t icu l ie r .

Si nous nous reportons, comme appl ica t ion , au système (3), nous
voyons que chaque é lément l inéa i re intégral issu d 'un point d o n n é
d 'a i l leurs arb i t ra i re peut être représenté par un p o i n t de l'espace ordi-
na i re et q u ^ u n é l émen t in t ég ra l Ea est alors représenté par une droite
q u i , dans le cas général, est a s su je t t i e à rencontrer deux droi tes fixes
non si tuées dans le même p lan . I l r é su l t e de là d 'une manière évidente
que par tout é lément intégral i l passe u n , et u n . s e u l , é lément intégral à
deux d i m e n s i o n s (par un p o i n t de l'espace ordinaire i l passe une , et une
seule, droite r e n c o n t r a n t d c u x dro i tes fixes). Donc par toute m u l t i p l i c i t é
intégrale non s i n g u l i i î r e M i il passe u n e , et une seule, m u l t i p l i c i t é in té-
grale M^ Les éléments linéaires s ingu l i e r s sont ici ceux qu i sont repré-
sentés par les dijt ïerents p o i n t s des d e u x dro i t es fixes. Les mul t ip l ic i tés
intégrales M , s ingul iè res se par tagent donc en deux séries d is t inctes ;
ce ne sont au t r e chose que ce qu 'on appel le les caractéristiques dans la
théor ie des équat ions du second ordre.

Revenons au cas général. U n e m u l t i p l i c i t é intégrale M^ du sys-
tème (3) s 'ob t iendra , par exemple , en p renan t pour x, j, z, p , q cinq
fonctions d 'un même paramètre va r i ab le assujetties à vérifier Inéqua-
t i on

dz —- p dx — q dy ==: o,

et en d é t e r m i n a n t u par l 'équation
// — uq' — ax^ — b y ' === o.

On obtient a ins i , en langage géométr ique, dans l'espace Ç . x , y , z ) ,
l 'ensemble d 'une courbe et d 'une développable circonscri te a cette
courbe, et le théorème de Cauchy mon t r e que l'éyuation aux dérivées
partielles du second ordre équivalente au système Ça) admet toujours dans
/' 'espace («y, y, z\ une surf ace miéguile, et une seule, passant par une courbe
arbitrairement donnée et inscrite le long de cette courbe à une dévelop-
pable arbitrairement donnée.
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IV.

Le théorème deCauchy meten évidence l ' importance de la propriété
du système (i), d'après laquelle chaque élément intégral E^ appartient
au moins à un élément intégral E/^- Cela légitime la déf ini t ion sui-
vante :

Nous disons quun système d'équations aux différentielles totales est
de GENRE n si les éléments intégraux par rapport à ce système satisfont
aux conditions suivantes :

Par un point arbitraire il passe au moins un élément intégral V^ ; par
un élément intégral E, arbitraire il passe au moins un élément inté-
gral ¥^, etc. ;

Par un élément intégral E,^ arbitraire il passe au moins un élément
mlé^mIE^ ;

' Enfin, par un élément intégrcd E^ arbitraire il ne passe pas d'élément
intégral'Ë,,,,,.

D'une manière plus précise, nous supposerons qu ' i l passe

par un point a r b i t r a i r e . . . . . . . . cc^ éléments intégraux Ei,
par un EI intégral a rb i t r a i r e . . . cc^ ) ) » E.^,
par un E/^i » » ... cc^. » )) E//,

les nombres r^ , r^ ,. . , /^ pouvant être nuls en parties et nous cont i -
nuerons à désigner par r le nombre des variables, ce qui revient à
dire qu'il, y a a/ points.

Nous dirons aussi quelquefois que le système, considéré comme
étant à i^n variables indépendantes y est en iwolution.

Un système de genre zéro en t ra înera i t nécessairement

(lx^ == dx^ =r . . » (lx r ̂  0 ;

on peut laisser de tels systèmes de côté-
D'après ce qu i précède et d'après le théorème de Cauchy, on aper-

çoit immédia tement les propriétés suivantes d 'un système de genre •n:
Un système de genre n admet toujours au moins "une multiplicité inté-

grale M\ passant par un point arbitraire, une multiplicité intégrale Mg
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passant par une multiplicité intégrale M ^ arbitraire, etc., une multiplicité
intégrale M^ passant par une multiplicité intégrale M,^ arbitraire.

Convenons de dire qu 'un élément intégral E^ est singulier s'il ap-
partient à au moins un é lément intégral E//,n ; qu 'un é l émen t in té -
gral E,^ est singulier s'il appa r t i en t à plus de co^" éléments inté-
graux E^, ou si lesccA éléments intégraux a u x q u e l s il appart ient sont
tous singuliers, etc., enfin qu 'un po in t est s ingul ier s'il. appar t ien t à
plus de o/'i éléments in tégraux .E, , ou si les co^ éléments l inéaires
intégraux qui en sont issus sont tous s i n g u l i e r s .

Les condit ions auxquel les doit satisfaire un élément intégral sin-
gulier étant des condi t ions légalité, on voi t n e t t e m e n t qu'on peu t
t o u j o u r s , et d 'une i n f i n i t é de manières , t rouver u n e sui te d 'éléments
intégraux

I? U '17 VJ^O, Jb], A^iy . . . , .L</(,

où E() désigne un p o i n t , tel que chaque é l é m e n t de la suite appar t ienne
au su ivan t et où, ^ a u c u n d'eux ne soit s ingu l i e r . Alors on pourra
aff irmer l 'existence d 'une m u l t i p l i c i t é intégrale M'i passant par le
po in t Eo et admet t an t l'élément E,,, d 'une mul t ip l i c i t é intégrale &'L
passant par M^ et admet tan t l ' é l ément Ea, • - » d 'une m u l t i p l i c i t é in té-
grale M,, passant par M,^ et a d m e t t a n t l ' é l émen tE^ ; mais, en revanche,
on peut affirmer que par M1,/ il ne passe aucune multiplicité intégrale M,;,,,,
pu i sque l 'é lément E^, n ' a p p a r t i e n t à a u c u n élément intégral E^»

Donc, un système de ^enre n n ad met pas de multiplicité inté-
grale M,^ passant par une multiplicité intégrale ordinaire.

Ces propositions mettent en évidence l ' impor tance du genre d ' un
système d 'équat ions aux di f férent ie l les totales.

V.

Les noml)res r, r^ r^ ..., ^ jouen t un grand, rôle dans r é rude de
l ' indéterminat ion de la mul t ip l i c i t é intégrale à n d imens ions la plus
générale. Aussi, avant d'aborder cette étude, al lons-nous démont re r
quelques propriétés remarquables de ces nombres.

Nous démontrerons d'abord, le théorème su ivan t ;
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Dan-y /a suite
r? riï rî9 ... y î'nf

chaque nombre est supérieur au suivant (F au moins une unité,

En effet, d'abord les éléments l inéaires issus d'un point dans l'es-
pace dépendant de r - — i paramètres. Or, tous ces éléments linéaires
ne sont pas nécessairement intégraux; donc

r — ï ^ r ^ .

Prenons, d'âne manière générale, un élément intégral non singu-
lier 1 ,̂. Cet élément appar t ient , par hypothèse, à <x/p éléments inté-
graux E^,, dont l 'un au moins n'est pas s ingu l ie r . ;Chacun d'eux peut
être défini par un élément l inéaire ( intégral) indépendant de E^.,, ce
qui nous donne T^+ i éléments linéaires

£^ El? Ê2? • • * ? ,̂

indépendants entre eux et indépendan t s de E^, ; et nous pouvons
supposer, par exemple, que l 'é lément intégal (E^,,£) n'est pas sin-
gulier. Cet é lément appar t ient , à son tour, à co^-. éléments inté-
graux E^i, dont chacun peut être défini au moyen d'un é lément
linéaire indépendant de (E^.e), mais qu i dépend nécessairement
de E^-<, £, £1, .... E^. Il est donc nécessaire qu'on paisse trouver
/y^ +ï tels éléments indépendants. Donc on a

. r/» àr^.}-! "+• ï . , ! c. o. y. D,

II résulte de là que chacun des nombres

r, /'i4-ï, /'s-h a, ..., r^-i, ..., r^ + n — i, r^+n

est au moins égal à n, puisque ces nombres ne vont pas en augmen-
tant et que le dernier est au moins égal à n,

Voici maintenant une seconde proposition :
Partout élément intégral non singulier 'E^^ U passe ocV^.r-1 éléments

intégraux E^ ( p ï n — î ) .

En effet, prenons un élément intégral non s ingul ier E^. Soient

Sf ÊI, €3, . . ., g^
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r^-t- i éléments linéaires indépendan t s entre eux et indépendants de
E^_i et définissant r^-i-i é léments in tégraux E/, indépendants . Sup-
posons, pour fixer les idées, que Pélément (E^.i, s ^ ) , que nous dési-
gnerons par E^, ne soit pas s ingul ier . Supposons enfin que l 'un des
éléments intégraux E^+,| qu i passent par E° soit (E^,.,i, £ , £ , ) , ce q u i
est toujours permis ; soit E ° , cet é lément . Tout é lément intégral E^ ,
passant par Ë^^ s 'obtiendra en a j o u t a n t à E^^ deux éléments •
l inéaires £/, € d é p e n d a n t s de £, £,i , . . . , £ ^ ; en général, i l existera un
seul. é lément combina ison l inéa i re de &\ € et dépendant de ( £ , , . . . , £,./)
(car il en est a ins i pour Félément par t icul ier E0.,.,). Nous voyons donc
que tout é l é m e n t intégral E^.^ passant par E^i peu t être obtenu, et
d'une seule manière , en p r e n a n t un élément l inéaire £' d é p e n d a n t de
£, , £2, * . . , £ , .^ et en f a i s a n t passer par l ' é l émen t E^ a ins i ob tenu un
élément K«,|^ de la maniè re la p l u s générale. Or, £' dépend de r^,—- ï
paramètres; donc il en est de même de Ep; de p lus , par Ey, passent
exac tement co^-i-' é léments in légraux E .̂,̂  (car ponr le cas pa r t i cu -
l ier E° é lément non s ingul ie r , il en est a i n s i ) ; donc, f ina lemen t , E^.,
dépend d(î

r?— ï 4- r^,4.41

paramèircîs.
La dérnonstralion subsiste même pour/^=== ï .
Nous allons démontrer de la même manière que si p5 n—2, par

un élément intégral non singulier E ^ il passe cso^24'7^^-^-^-^ éléments
inlé^raiw E».^.

Conservons toujours nos mêmes nota t ions . Désignons par E^, un
élément intégral non singulier passant par.E^,,,, soit (E^pÊ^) , par
E^.^ un élément intégral non singulier passant par E^,, soit (E^, £, , £2),
et enfin par E^ un é lément intégral passant par E^, soi t (E^,_.p £, £,, £2).
A l o r s - t o u t é lément intégral E^ peut, et (rime seule manière, être
obtenu en adjoignant à E^ un élément l inéa i re € d é p e n d a n t do
( £ ^ , £ 3 , . ..,£,.5 et en fa i san t passer par réié-ment intégral E^ a ins i
déterminé un élément intégral Ë^ : l 'élément intégral particulierE^
contient, en effet, un seul, élément intégral E^ sa t i s fa isant à cette
condition, à savoir E^. Or, l'élément € dépend de r ^ — 2 paramètres;
il en est donc ainsi de E^; de plus, par E^, qu in 'es t .pas s ingul ier
(puisque, en particulier, E^ ne l'est pas), il passe co^-i4-7^-41 éléments

Ann. de VÈc, Normale, 3e Sérifâ. Tome XVIÏI. - JUILLET 1 9 0 1 . 34
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intégraux E^+a. Donc le nombre des paramètres dont dépend E^ est
bien égal à

( / p — 2) 4- (rp+i—j) +/-P4-2- G- Q- F. D.

On voit comment le théorème se généralise de proche en proche,
D'une manière générale, sip^n — /, par un élément intégral non sin-
gulier E^-i il passe des éléments intégraux E^- dépendant de

(^p—0+(/^+.i—î—l) -(-"•.. .4-(/p-H-i--ï) 4- /p+/=/p4-. . .-4- /^+^—-^~-—

constantes arbitraires.
Bien entendu, le lieu de tous ces éléments n'est pas, en général, un

élément plan, sauf si z e s t nu l .
En particulier, par un point non singulier de l'espace il passe une

infini té d'éléments intégraux lî^ dépendant de
n ( n — t ), /.^ 4« ,̂  -(-... 4. ,̂  «_ ^———i

constantes arbitraires. Si n == r, alors r, == n — î , . . . , r^= o, et il y
a un seul é lément intégal E,,.

Enfin, voici un dernier théorème très important sur la suite des
nombres r :

Dans la suite des entiers positifs ou nuls

r — r i — ï , r^—/1^!, . . . , r^ — /(,,— i,

chaque nombre est au moins égal au suivant.
Le fait que les fxombres considérés sont positifs ou nuls résulte du

premier théorème démontré sur la suite

r, r^ ..., r^

Pour démontrer le théorème énoncé, considérons un élément inté-
gral E^ non^ingul'ier. Il est possible de faire passer par E ^ un élé-
ment intégral E^.non singulier, par celui-ci un élément intégral W
non singulier, ,et enfin par ce dernier un élément intégral E^. (Nous
supposons ^ ^ n — 2 . ) Soient ê, <^, 5^ trois éléments linéaires indé-
pendants de E^ et définissant E^. Ces trois éléments sont donc
intégraux, associés à E^ et associés entre eux. Or, il existe r -+-1 élé-



SUR L INTÉGRATION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS, ETC. 267

ments linéaires intégraux indépendants associés à E^_, ; nous pouvons
donc les désigner par

^ £!» E•îf . . . , 6/. .

Cherchons tous les éléments intégraux E^ qui contiennent E ,,.
Chacun d'eux contiendra au moins un élément linéaire C se dédui-
sant linéairement de

£â> £;ïï • • • ? Ê/^y

et, en général, il en contiendra un seul (comme E^); de même il
contiendra un, et en général un seul élément linéaire € se déduisant
l inéa i rement de

Si? Ê;i» . . • » £/.^

et enfin un et un seul. e " ' se déduisant l inéairement de

S i » ^ • - - , £/•,,.

On voit donc que, en général, une élément E g cherché sera défini
par les trois éléments linéaires £', €\ € ' . Chacun d'eux dépend de
/ . — à paramètres, ce qu i . f a i t en tout

3 ( / ^ — 2 )

paramètres. Pour que l 'élément soit intégral, il faut et il suff i t que ces
trois éléments soient associés deux à deux. Or, un élément arbitraire s,
dédui t l inéa i rement de c, e^ . . . , £^, est associé à r + i autres élé-
ments indépendants de la même forme; autrement dit , pour exprimer
qu'un élément arbitraire, dédui t l inéa i rement de e, . . . , £,,^ et dépen-
dant par suite de r paramètres, est associé à un élément particulier
de la même forme, il f au t que ôes r paramètres satisfassent à
r — r — i relations. En revenant à nos trois éléments £^, C, € ' ,
nous voyons donc que, pour exprimer que deux d'entre eux sont asso-
ciés, il faut au plus r — r ^ relations entre leurs paramètres, ce q u i
donne en tout au plus

3 ( r / , — / ' p , + . i — ï )
relations. Comme il y a

3(/y-2)

paramètres, on voit que les éléments intégraux E^+g qui passent par un
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élément intégral non singulier Ep.^ dépendent AU MOINS ̂

3(/ 'p— a) —3(/^—r,^ i—i) == 3/^.1-- 3

pa/WTî^n?.?.
Or, cTaprès un précédent théorème, ce nombre de paramètres est

égal à
r p -I- ̂ -n ~^~ /'7^-^-2 — û ?

on a donc
/'p -+• r^-n -+- r?^ — i> ^ û ̂ '//-n — ^y

c'est-à-dire
r^— /*^+l^ /7 ;"•^î— rp^-s3.• c* Q- y- ^'

La démonstration s 'applique même si p est égal à i.
On peut compléter ce théorème par la remarque suivante :
Si n est le genre du système, on a

r/i^-i — ya — i :̂ /"/;"

En effet, soit E^ un élément intégral non s ingul ier ; désignons
par (E^,£),,OU E^ un élément intégral noa singulier passant par
E/^ et par (E^..^ £, ^), ou lî^ un é lément intégral non singulier pas-
sant par E,^. On peut trouver r^^ +i éléments l inéaires intégraux
indépendants associés à E,^, et comme £ et £^ sont,déjà deux d'entre
eux^ on peut les désigner par

1 £? Ê ^ 7 Ê2? • • • ? Ê /'/t.-.-.i*

ParE^^ passent exactement c^", éléments intégraux E^; nous pou-
vons donc supposer qu'ils se déduisent tous de

(E^a, s, £1 ), (Ë/^a, e, £3 ), .. ., ( E,^g, s, £,.̂ 1,1 ).

Prenons main tenant l'élément intégral (E^, s, ); il apparl ient aussi.
àco^" (au moins) éléments intégraux E^; on peut les o.btenir chacun.au
moyen d'un élément linéaire déduit de

s? ^ i » £&» - - - ? Ê/v.....i?

et associé à £,. Or, si nous prenons d'abord ceux qui se déduisent de
Ê, 6iy , * » y 1 £^4..jy
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il n'y a que £, s inon, s'il y ava i t , par exemple, £^, l 'élément

(E^_â, £, £1, £2)

serait intégral, ce qui est contraire à l'hypothèse, puisqu'il passe par
l 'élément non singulierV^ ; donc il existe au moins r,^ éléments linéaires
indépendants pouvant être dédu i t s de

^r,t+Î9 • ' • f ^/'M-I '•}

on a donc nécessairement
/^i — r,,— ï ^ /^ (1) . c. Q. F. i).

// résulte de ces différents théorèmes la suite d9 inégalités

(^) /' "- ^'1 — î ^ ^1 — ^"â •11-~ î ^ • • • S ^'^-l —• ̂  — 1 ^ ^'/r

Les nombres de celte sui te j ouen t un très ^rand rôle. Nous les dési-
gnerons par

A', .9), A'a, . . ., A"^,

en posant

(6)

Un cas par t icul ièrement intéressant est celui où il y a dans la suite
des s un terme nul . Supposons que .Sv(v<;/z) soit le premier qui.
jouisse de cette propriété. Alors on aura nécessairement, diaprés les
inégalités (5),

,S"̂  "r:. .Çy4..i — . . . — S/i — 0.

Les considérations suivantes permettent, d'une autre manière, de se
rendre compte de ce résultat , et conduisent en même temps à des pro-
priétés nouvelles et importantes de ces systèmes-

Considérons un élément intégral E,̂  non s ingul ier ; soit (E^, s)
un élément intégral non singulier issu de Ey^, e désignant un élément

( ï ) La démonstration ne subsiste pas si ^=== î * Mais le théorème ne cesse pas d'être vrai
et il est îniitîle d'en donner la démonstration.
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linéaire intégral indépendant de E^ et associé avec E^. Par cet élé-
ment (E^, £) passent oo^+i éléments intégraux à v •+-1 dimensions,
c'est-à-dire, comme d'après ̂  ==o, /y^ est égal à r^— i, on peut trou-
ver r^ et r^ seulement, éléments linéaires intégraux indépendants entre
eux, indépendants de (E^, s) et associés à E^ et £ ; soit

Or on ne peut pas trouver plus de Ty-h i éléments linéaires intégraux
indépendants entre eux, indépendants de Ey.-^ et associés à E^. Donc
tout élément linéaire intégral associé à E^ se déduit linéairement de

.LV—.I, £, ÊI , . . . , €,'.^

II. résulte de là que deux quelconques des éléments £ sont associés,
par exemple, £4 et £3 ; car l 'élément intégral (E,^,, £ , ) appar tenant à
au moins co7'̂  == cc^-* éléments intégraux à v 4- ï d imensions , est
associé à au moins r^ éléments linéaires intégranx indépendants entre
eux et indépendants de (E,^, £1) , et, comme il y en a au plus r^ qu i
jouissent de cette propriété, à savoir

^9 ^â» " • * » £/"^

on voit qu'en particulier (Jî^, £ 4 ) estassocié à £a. On v o i t d e p lus que
l'élément (E^,, £< ) appartient exactement à 00 .̂1 éléments intégraux
à v -h ï dimensions.

Prenons main tenant un élément intégral à v -+- î dimensions passant
par E^, soit (E.^, £ 4 , £ a ) î ° ^ verrait , comme toat à l'heure, qu'il
appart ient exactement à so'^2 éléments intégraux à v + 2 dimensions;
on a donc

r,̂ .2=: / y — a;

et ainsi de suite : un élément à v — T. 4- r\ dimensions passant parEv^,
sôit(Ey^i, e^ £3, ..., £.^), appartient exactement à un == co "̂"̂  élément
intégral à v dimensions, et enfin il passe par Ey.,^ un et un seul élé-
ment intégral à v 4- r^ dimensions, à savoir (JEy^, £ , £ , , . . . , £,.J, et par
cet élément il ne passe aucun élément intégral à v + r ^ + ï dimen-
sions. Il résulte enfin de laque tous les éléments intégraux qui passeni
par E,̂  sont des éléments non singuliers.
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En résumé, si l'on a
,s\ — /\ — r^i — i ==: o,

le genre du système est
n == ^ — /•"„ •

il passe par un élément intégral non singulier E^ u/i élément intégrale
et un seul; le lieu des éléments intégraux passant par E^ est F élé-
ment E^ ; de plus on a les égalités

/',/ == /"^4.« 4- i •== /•„,., 4" a •=. ...•== /i — v,

qui entraînent
s^ ^- s^.^^ '^z.. . . z^ •s'^—i "-̂  .ç/^ ^ :̂ o.

En part iculier , si v est égal à i , deux éléments linéaires intégraux
quelconques issus d'un point non singulier sont associés; un élément
intégral est simplement un élément formé d'éléments linéaires inté-
graux.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons déterminer les nombres r,
r\, . . . , r\ pour un système de h équations aux différentielles totales
à r variables, en supposant que les coefficients n'aient subi aucune parti-
cularisatwn.

On aura d'abord manifestement

,.,==r-(À+.i),

supposons d'une manière générale que le genre n soit supérieur àp
et que l'on connaisse r^. Si Ep^i désigne alors un élément intégral ar-
bitraire, tout élément linéaire intégral associé à E^ pourra être
déduit l inéairement de E^», et de r^+ s autres éléments linéaires

S, ÊI, £2, . . » , £,^.

Cherchons combien il passe d'éléments intégraux E^n par l'élé-
ment intégral (E^, s); il faut pour cela adjoindre à £ un élément
linéaire s', pouvant se déduire de

£ j y Êg,, . . . , S.f-p'S

et associé à e. Or cet élément € dépend de rp — i paramètres, et il
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faut h équations pour exprimer que cet élément est associé à s. On a
donc, si F p — I ^ À ,

. ^ /^-n== r p — ï — h ,

et si 7^— i <^ A, il n'y a pas d'élément intégral à p + i d imens ions . On
voit donc qu'on passe d'un nombre r CM suivant en retranchant h 4- î , et
cela autant de fois que possible

r,=zr— (A-4- i ) ,

/•2== r— 3 (^+1) ,

par sui te , le genre n est le quo t ien t , à une uni té près, de r par À-h- ï , et
r^ est égal au reste k de la d iv i s ion ,

/•„-=:/•— fî(h -h ï )=:/.:•.

£<? genre d'un système dont les coefficient ne sont pas particulansés e^t
donc égal au quotient^ à une unité près, du nombre des zKiriable-fî par le
nombre des équations plus un.

La suite des nombres A" est ici

A?=^i =. . .•"":.v,^,ï=/4 ^-:::/-.

En particulier, s'il y a une seule équat ion, le genre est la moi t i é du
nombre des variables; il, est^ s'il y a 2n ou 2n-+- ï variables. Dans I n
premier cas, une mul t ip l i c i t é intégrale M,^ appart ient à mw mul t i -
plicité intégrale M^ et à une seule. C'est un résultat bien connu.

VI.

Nous allons maintenant clierdier un système de condi t ions qu i dé-
termine toute m u l t i p l i c i t é intégrale M/, assujett ie à sa t i s fa i re à ces con-
ditions, n désignant le genre du système d'équations aux différen-
tielles totales (ï).

Faisons d'abord la remarque évidente que tous les résultais démon-
trés jusqu'ici subsistent sil'on ajoute aux équations (i) un cerlain
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nombre d'équations finies
J\ (^i, ^2. . • • ? ^r) ==0,

W
/. A (^'i, ^2» . • ., .^r) ==0.

Il suffît, en effet, d'ajouter aux équations (i) celles qu'on obtient
en prenant les différentielles totales des équations (î)', et en ne consi-
dérant dans le nouveau système obtenu que les points de l'espace qu i
satisfont aux équations (iy et qu'on désignera sous le nom de points
intégraux.

Cherchons quelles variations subissent le genre et les entiers r^
lorsqu'on ajoute ainsi h équations finies arbitraires. On obtient, en
somme, un nouveau système d'équations aux différentielles totales
dont les mul t ip l ic i tés intégrales sont celles des multiplicités intégrales
du système pr imi t i f qui sont assujet t ies à être contenues tout entières
dans la mult ipl ic i té arbi t ra ire (JL représentée par les équations (i)'. II
est évident d'abord que le nombre rest réduit de h unités; autrement
dit il n'y a plus que oc/^ points à considérer; nous supposerons que ces
points ne sont pas tous singuliers (par rapport au système primitif),
sinon la mul t ip l i c i t é [x sera dite non arbitraire.

Prenons maintenant un point Eo non singulier de p.. Il ••-passe par ce
pointa/* éléments intégraux E^, c'est-à-dire qu'on peut trouver r^ 4-1
éléments linéaires intégraux indépendants

d'autre part, l 'élément e^ lieu des éléments linéaires de pi contient
aussi r — h éléments linéaires indépendants. Si l'on a

^ 4-. y -̂ r — h $ r,

nous supposerons que e^k ne contient aucun élément linéaire intégral,
ce qui est le cas général; alors le deuxième système est de genre zéro,

/• /1-= r — 7^ ri '"- h < o.

Si, au contraire,
^4- î .4-. /• -.- h > r,

e^h contient au moins r^+ î —h éléments linéaires intégraux; nous
Ânn. de l ' É c . Normale^ Z9 Série. Tome X V 1 1 1 . — AOUT 1901. 35
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supposerons, ce qui est évidemment le cas général, que e^k en contient
exactement /•, + ï — A, On aura alors

,./ -==:r—h, r\-=:r,-h.

Nous supposerons, en outre, que les oc/Y^ éléments linéaires inté-
graux de e^^ ne sont pas tous singuliers.

Soit alors e un élément linéaire intégral non singulier de e^. Par £
passent oo^ éléments intégraux Ea du système (i); c'est-à-dire qu ' i l
existera + i éléments linéaires intégraux indépendants associés à £,
soit

Eiv e'i9 • * ^ ^34.1 ?

d'autre part, e^ contient, en dehors de s, r —h—i éléments linéaires
indépendants. Si l'on a

(/•24-a) +(/ '-— h— ï) 5 r,
c'est-à-dire

A, < À,

<?r-A ne contiendra pas, en général, d'élément intégral Ea; c'est ce que
nous supposerons; dans ce cas, on a donc

r^ < h, n1 = ï, r' = r — À, r'̂  = Fi — h.

Mais si ra^Â, e^ contient au moins r^ + ï — A éléments linéaires inté-
graux indépendants, associés à s; nous supposerons, ce qui est évidem-
ment le cas général, que e^n en contient exactement r^ + ï — À, c'est-
à-dire que par £ il passe co^ éléments intégraux contenus dans <^;
nous supposerons de plus que Fun d'eux au moins n'est pas singulier.
On aura alors

r^/»--/^ r^ri—A, r^r^—h, nîï,

On voit comment on peut,poursuivre et quelles sont les propriétés
que l'on suppose à la multiplicité (x pour qu'on ait le droit de la quali-
fier ^ arbitraire. Dans ce cas, si r^ désigne le dernier nombre r supérieur
ou égal à h, le genre devient égal à m et l'on a

, r^r-A,' •r\=r^h, .... r^r^.h.
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II est clair que les conditions auxquelles doit satisfaire une multipli-
cité p. pour n'être pas arbitraire sont des conditions légalité. En par-
t iculier , on peut trouver sur une multiplicité arbitraire un point Eo non
singulier, un élément intégral E^ non singulier issu de Eo, un élément
intégral non singulier E^ issu de E^, ..., un élément intégral non sin-
gulier E^ issu de E^. Mais par E^ il ne doit passer aucun élément
intégral E^.n appartenant à la multiplicité el le nombre d'éléments
intégraux E, appartenant à p- qui passent par l'élément intégral
E^O^^) doit être exactement os''*""" ̂

Cela étant bien établi , nous allons considérer un point non singulier
quelconque y.o. Parce point faisons passer une mul t ip l ic i té arbitraire
à r — r\ dimensions p^,.,.^; par^^^ une mult ipl ic i té arbitraire à r — 7-3
dimensions ^r^r^ ^•5 P^ P^-r^, ^ne multiplicité arbitraire à r— r,,
dimensions [x,._^ (1). A chacune de ces multiplici tés correspond un
certain système d'équations aux différentielles totales. Pour la multi-
plicité (x^^, on a h = r^ de sorte que

^.:=i, r ' ^ r — r ^ r^=o;

POUÏ* ^r-r^ on a ^ == ^ c*- P^* ^Uite

n" = 2, r " .̂  /• ~ /'a, /•'; = /•i — /•2, î\ == o,

et ainsi de suite.
Il résulte de là que le système donné admet une mult ipl ici té inté-

grale M < » et une seule, passant par [Xo et contenue dans p-,.-r, (puisque
le système qui donne les multiplicités intégrales contenues dans p .̂̂
est de genre i et que r\ est nul); dép lus cette multiplicité n'est pas
singulière, car elle admet (voir la note) un élément linéaire non sin-
gulier.

( 1 ) Cela est toujours possible; considérons, on effet, un élément intégral non singulier
Eï issu de Eo, un élément intégral non singulier (EÎ, £1) ou E^ contenant Eî , * . . , un
élément intégral non singulier (E°^i, e/ï-i) ou E% contenant E°^. Désignons alors par
€*/.-„,. un élément formé de E} et de (/" — ri — i) autres éléments linéaires non intégraux,
par e/.—rs nn élément formé de <^—r,i de si et de ri— r^—i autres éléments linéaires non
intégraux et non associés à E?, ..., par <?r-r^ un élément formé dô e,—/^, de É/i»i et
der^^ï—-/*,t—ii autres éléments linéaires non intégraux et non associés à B/°«i.ll suffit de
prendre pour ^r-r» une multiplicité admettant l'élément e,.-,.i, pour ^r.^.r, "ne multipli-
cité admettant réiément^r-/-aï 6t<s-
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De même les multiplicités intégrales contenues dans ^.^ étant
données par un système de genre 2 avecr^= o, et M< étant une inté-
grale non singulière de ce système, il en résulte, d'après le théorème
de Cauchy, qu'il existe une multiplicité intégrale Ms» et une seule, pas-
sant par M^ et contenue dans p^,.,; de plus cette multiplici té n'est pas
singulière,

On peut continuer de proche en proche, jusqu'à une intégrale M,^(
contenue dans p^-r^- Alors il existe une intégrale M,, et une seule
passant parM^ et contenue dans p,,,̂ , et cette multiplicité n'est pas
singulière. Donc, enfin, il n'existe aucune multiplicité intégrale M^n
passant parM^.

En résumé, en appliquant plusieurs fois le théorème de Cauchy, on
arrive au résultat suivant :

Étant donnés :

un point arbitraire [IQ,
une multiplicité arbitraire p/.^/., passant par ̂

>? ^/•-/•. ï) V-r-r^

. . . . . . * . , . . . . . . < * . » . • * . . - • " . » • • ' • ' " • * • • • - ' • ' » * • • »

)> ii. [J^^r,, ^ K'/— .̂..̂

il existe une multiplicité intégrale M,^ et une seule, passant par [x^.

ayant en commun avec p./._^ une multiplicité M^y
» ^,.^/., , » M^

. . . . . . . « . . . . * . . * . . > • » . » * . . • - • • * " ' • • ' • • • • • * ' • • - • * • • * y

» ^/"-/^-t )? M^î

et contenue tout entière dans y-i'^r^

de plus par celte multiplicité M,̂  il ne passe aucune multiplicité inté-
graleM^(^y

Le problème qui consiste à trouver M,, d'après les conditions
énoncées s'appellera le problème clé Cauchy. L'intégrale générale sera
l'ensemble des multiplicités intégrales M^ qui peuvent être obtenues
par le procédé précédent.

( ^ ) L'énoncé subsiste si le genre est supérieur à / î ; mais alors la dernière partie, cTaprèî
laquelle il ne passe aucune multiplicité intégrale M//+I par M/», doit être supprimée..
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Nous allons maintenant chercher à formuler le problème de Cauchy
d'une manière analytique^ ou plutôt, nous appuyant sur l'énoncé précé-
dent de ce problème, nous allons déterminer Fintégrale générale M^
par un ensemble de conditions analytiques qui mettent en évidence son
degré d'indétermination. Pour cela, nous partirons d'un point Ey non
singulier, nous désignerons par e^ un élément intégral non singulier
issu de ce point, par ( s^ , £3) un élément intégral non singulier E^ pas-
sant par £1, , . . , par (E^.s, £^) un élément intégral non singulier E^
passant par E,^, de sorte que

ÊI, 63, . . . , S^,

sont n éléments l inéaires intégraux indépendants tous associés entre
eux,

L'élément E,; peut être défini par un système (S) de r — n équa t ions
linéaires indépendantes en dx^ dx^, . . * , dx^ nous supposerons les
indices choisis de telle manière que ces équations soient résolubles par
rapport à dx^^, . . . , dûCy,' L'élément E,^ , sera à son tour défini par le
système (S) auquel il faudra ajouter une équation linéaire en dx^
âfa^, . . . , dx^, supposons-la résoluble par rapport à doc,^ soit
(E/^i) dx^"=. a,^irf.'y;i4-. - .+• cf.n^^cix^^'^r ^n,n-\dx^^

De même, on aura E,̂  en ajoutant aux équations précédentes une
équation linéaire en dx^, . , , , dx^^ résoluble, par exemple, par rap-
port à dx^^, soit
(E^) <^-i== 0/^1,^1 +. . .4- c^n^n^d^^,

et ainsi de suite, jusqu'à l 'élément Ei que l'on obtiendra en ajoutant
aux équations qui définissent E^ une équation linéaire en dx^, dx^
résoluble, par exemple, par rapport à dx^, soit
(Ei) dx^^^dx^.

Désignons maintenant par (Pô) la mult iplici té plane lieu des élé-
ments linéaires intégraux passant par le point Eo ; elle contient évidem-
ment E^ et elle est à (r,4-i) dimensions; e l le est donc définie par
r — r, — ï == s équations linéaires résolubles par rapport à s des diffé-
rentielles doo^ . „ ( , ..., dxr\ nous appellerons ces s différentiel les

dz^ ds^, ..., ds^;
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remarquons d'ailleurs que ces s équations ne sont autres que les
équations donnée's (i) elles-mêmes. Désignons maintenant par (P^) la
multiplicité plane lieu des éléments linéaires intégraux associés à E< ;
elle est évidemment contenue dans (Pô) et contient E,,; d'ailleurs elle
est a r^-4- 2 dimensions; elle est donc définie par r— r^— ^ =s + s^
équations parmi lesquelles les s équations de (Pô); o" l'obtient donc
en ajoutant à ces s équations ̂  autres résolubles par rapport à ̂  des
différentielles autres que dz^ ..., dz,; dx^, ..'., doc^ soient en changeant
les notations

//^d) /y-yd-' //^(1)
<^1 ? M^2 » • • * > —^i

ces différentielles. De même la multiplicité plane (Pa) lieu des élé-
ments linéaires intégraux associés à Eg s'obtiendra en ajoutant aux
s - ^ - s ^ équations de (Pi)^ autres équations résolubles par rapport à

//^(2) /./^(2) ,7^(2)a^ ^ , a^ g , ..., a^s^ 9

les ^(2) étant ^ variables autres que x^ ..,, x^ les ^ et les ^ (<). Et
ainsi de suite; la mult ipl ici té plane (P/z—i) l ieu des éléments linéaires
intégraux associés à E,^ introduira ^. ^ variables

.<^~i) ^.(/i-i)
•'1 » • " " 5 •<^/,..,.! ?

et enfin, l 'é lément E,/ sera défini en ajoutant aux équations qui définis-
sent (P^ ) r — s — ^ — - . , . — ,̂  === ̂  == ̂  équations nouvelles réso-
lubles par rapport aux ̂  variables autres que x^ ..., x,^ les^, -s^^ . . . »
^"1) et que nous appellerons

»(n» ^.(/t) ^(n)oi , *»a , . . ., ^ ̂

Finalement nous pouvons résumer dans le Tableau suivantles équa-
tions qui définissent (Pô ), (P<) , ..., (P,,,, ), E^ E^, ,,., E, :

(E^)< (E.) (P^î)
(Pi)

{l\)ch == [rf^d), rf5(2), ..., dzW, dx},
dz^ == [cizW, . ..,dz^, dx},

dz^^ ^{dzW, dx\,
d^W ==[rf^],
dûCn =: oc^ dx^ 4- w^dx^ 4- - . . 4" 6<w,n»,
^̂ i. == a,,<.i,-, dx\ "+-... 4- a/^t^^â^^ "2<

dx^ =: 0(9 4 rf*r<.
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La première ligne exprime que chacune des différentielles dz^
dz^, ..., dzs s'exprime en combinaison linéaire des différentielles
dz^\ - . . , dx^

Ces conventions étant faites, nous ferons la transformation de coor-
données suivante; sans changer les variables-s, ^ ( 1 ) , . . . , 5^\ nous
prendrons comme nouvelles variables

X\-=lX^

^ 2 = = ^ â " — O C î l ^ l »

^3=^3— 031^1—0(32^,

^^•== Xj^— a/ti-^i — ^712^2— • * • — ^'n,n—\xtt-\''

Autrement dit nous supposerons les coefficients a^ tous nuls.
Nous désignerons enfin (une fois cette transformation de coor-

données effectuée) par
a,, ..., ,̂; Ci, . , - , c,; c1/5, ..,, cl.0; .... c^, .... c^

les coordonnées du point Eo.
Remarquons en dernier lieu que toute mult ipl ici té intégrale M,^

admettant l 'élément E,, peut être définie par r — n équations résolubles
par rapport aux z, z^\ ..., z^ (d'après la forme même des équations
de E,,); il en sera de même de toute multiplicité intégrale M,, admet-
tant un élément suffisamment voisin de E,,. On peut donc prendre pour
ces multiplicités, x^ x^ ..., ;r,, comme variables indépendantes.

Cela étant, pour être sûr d'obtenir des mult ipl ic i tés |x,._^, ^_^, .. . ,
arbitraires, cherchons à faire passer par Eo un élément e,_^ admet tan t
un seul élément linéaire intégral F^, c'est-à-dire^/pan<î l'élément^,)
suivant E, ; par e^^^ un élément <?,.̂  admettant un seul élément inté-
gral à deux dimensions issu de E^, soit E^ c'est-à-dire coupant l'élé-
ment (P,) suivant Ea; etc.; par e^^ un élément e^^ admettant un
seul élément intégral àndimensions issu deE^, soi tE,,, c'est-à-dire
coupant l'élément (P,^ ̂ suivant E^ Toute multiplicité p.,̂ ,., admettant
l'élément e,.^ ou un élément suffisamment voisin satisfera évidemment
aux conditions imposées aux multiplicités arbitraires. Or, il est bien
facile de trouver des éléments e^^ e^^ .... ^^ jouissant des
propriétés énoncées tout à l'heure. Il suffit de prendre pour<?,^ le
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dz^=:[dx'\,

pour e^^ le système obtenu en ajoutant aux équations précédentes
les suivantes

dz^-^==[dz^, dx},

dûCn == 0,

pour e^,,^ le système obtenu en ajoutant aux précédentes les équa-
tions

^^-2)^ [^(^i), ds^\ dx},

d.Vn-i ==0,

et ainsi de suite; les crochets des seconds membres désignant les
mêmes combinaisons linéaires que dans les équations qui définissent
(Po) ,(PO,. . . , (P^) ,E,^

Cela étant, nous sommes en droit de définir p,._^ par les équations
»W — ^{n} l y y y \
•^l — Yl v*^!? '^a» • " « y ^n h

(A») 1 ^{n') — ^,n} ( w y y \ »'".?„ — y.̂ , v^ly ^S» . . . » A^;,

de définir [^,.^,.^, par les équations précédentes et les suivantes
, (/l " 1 ) _. ^(W-l ) / ̂  ^^ — Cp^ (^1, ^a,

(A^i)
^(/i-i ) — ,^n-'i ) ( ^ y
^s,^ — 9^^, ^-î» ^2?

* • » Xn^ ),

. . » . * * . . , y

. . , *V/(-.i)^

(B/,) x^a^

et ainsi de suite; jx,^^ par les équations déjà écrites et
^=9^(^),

(A,) . .
4^==y^)(^),

(Bg) ^==02$

et enfin le point y. par toutes les équations déjà écrites et en outre

(Ao)

(BO

Zi= <pi,

^^Ta?
. . . « » . ,
^rr (p^

Aîi-==: ûtî,
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Dans ces formules, les quantités cpi, © 2 5 ..., ç^ sont des constantes
arbitraires suffisamment voisines de c^ c^, ..., Cy. Quant aux fondions
o^, cp^, ..., ç^, c<? ,yo/^ des fonctions arbitraires holomorphes au voi-
sinage de

X^ =3: Ct^j X^zzz a^y . . . , SC^"=- Ct^

et telles que pour ce système de valeurs ces fonctions et leurs dérivées par-
tielles du premier ordre prennent des valeurs suffisamment voisines de cer-
taines valeurs fixes.

Avec ces hypothèses il existera une mul t i p l i c i t é intégrale M//, et une
seule passant par (Xy, ayant en commun avec ;Ji,._^ une multiplicité à
une dimension, avec [^r, unû mul t ip l i c i t é à deux dimensions, etc.,
avec j^/.-»./^ une mul t ip l i c i t é à ri -- ï d imens ions , et enfin contenue
tou t ent ière dans (A,._,,^. Cette mul t ip l i c i t é est d'autre part définie par

r — n == A",, 4- ^,-14-... +• .s-

fonctions^, z^"^, ..., z des variables indépendan tes x^ x^, ..., x,^
Dire que M,^ est contenue dans [^r-r,^ c/est dire que les ^premières
fonctions z^\ ..., ̂ \sont égales a u x fonctions données ç^, ..., y^1.
Si, d'autre part, M.n a en commun avec [J^-r,^ ^n(î mu l t i p l i c i t é à n — ï
dimensions, cette m u l t i p l i c i t é ne peut être obtenue qu'en faisant.r// == a^
dans les expressions des fonct ions s, z^\ ...; i l faut donc que pour
^== a^ les ,̂ .,̂  fonct ions z^^ ..., z^1^ se réduisent aux fonctions
données y^""^, . .., yl^- Et ainsi de suite.

Il résulte de là que dans les limites indiquées le système (ï), considéré
comme dé/inissant z^, ..., z^ en fonction dex^ ..., ̂ , admet une solu-
tion et une seule pour laquelle les fonctions inconnues sont holomorphes ciu,
voisinage de ̂  == a^ ..., oc ri ̂  ̂ /^ ^t telles que les s^ fonctions z^ soient
identiques

^{l) à la fonction arbitraire cp^^i, ..., ûCn),

^11} vv trW ( 'y* 'y \^s,/ )> ?A',» ^'%'lî * • * ? ^nîî

les s ̂ ^ fonctions z^^ se réduisant pourx ̂  === a^

^-n ̂  îa fonction arbitraire ̂ "'^ {oîiy ..,, ̂ -i),

^( / l - i ) ^ «.,(^-15 /^ •y ^^^«.i )) y^-, l'37!? - * • ? ^n—ih

Ann.de l'Éa. 'Normale. 38 Série/Tome XVIIL — AOUT x90ï. 36
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et ainside suite, les s, fonctions z^ se réduisant pour x^ === a.^ ...., <r̂  === a^

z^' à la fonction arbitraire ^^(.^i)?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . » . • • • ;
„«) .. cD^^-r ^^1 )) TA-I v^i h

et enfin les s fonctions z se réduisant pour x < == a^ ..., x^ -==- a^

Zi à (ci constante arbitraire <pi,

II estbien clair, d'antre part, que foute multiplicitéintégrale^^admet-
tant un élément voisin de l'élément particulier E^ ou (s^ ..., £^) précé-
demment défini, peut être obtenu par le procédé précédente les fonctions et
les constantes cp étant parfaitement déterminées^ et d'une manière unicfue.

On peut donc dire que toute multiplicité intégrale M^ admettant un
élément intégral à n dimensions suffisamment voisin d^un élément intégral
donné non singulier, est complètement dé finie par un ensemble de

^n fonctions arbitraires de n arguments ^\, ^"2, ...,*r,t,
.y^.—i » n — ï » iZ?i, x^y . " • > l'^/t—iy
. . . . . . . . . . . . . . . . * « . . « . . . * . - » . . , . . . . . . . » . * . « • . • , . * » . . . . * . . »

À"I 9) ï » ^\,
s constantes arbitraires^

sous la seule condition que pour certaines valeurs données des variables
indépendantes, les éléments arbitraires prennent des valeurs suffisamment
voisines de certaines constantes fixes ainsi que leurs dérivées du premier
ordre.

C'est dans ce sens que l'on peut dire que l'intégrale générale M^
dépend de ^constantes arbitraires, ^ fonctions arbitraires d'un argu-
ment, etc., ̂  fonctions arbitraires de n arguments.

On peut dire que les nombres de la suite

(S) «ç, s^ ,̂ , ..., ,y,̂

mesurent F indétermination de l'intégrale générale 'M^11/origine géomé-
trique de ces nombres montre que la mesure de l'indétermination ne
change pas si l'on effectue un changement quelconque de variables, car



SUR L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS, ETC. ^ 2,83

cela revient à effectuer une simple transformation homographique sur
les éléments intégraux issus d'un po in t ; ce qui ne change évidemment
rien aux valeurs des nombres r et par suite des nombres s.

Rappelons encore la propriété de la suite (S) exprimée par les iné-
galités

c ^ c ^ ' c - ^ ' ï" c Ï* ç1

" ="1 ;= "2= • • " == "^"1 ="/<-?

et enfin les valeurs des r au moyen des s :
•,, _— /*
/ ^ ——— àf^y

/•^i=^-+".^--i4-I,

r,̂ a == ̂  + À^i 4- s^ -+- 2,
/•^ = ̂  -+- .<?,,.-, -+- ... -+• St -+- n — i,
r == ^/,+ ^,,^1 + . .. -h ,? -l- /?.

Comme cas particulier, si nous prenons un système de h équations
aux différentielles totales à r variables avec des coefficients quelconques,
nous avons vu que le genre n é tai t égal au quot ient à une u n i t é près
de r p a r À - h î , et en désignant par k le reste, on a

,y =: ,̂  =...== s,^ -= h, s H =- A'.

On a donc le théorème suivant :
L'intégrale générale M^ d'un système de h équations aux différentielles

totales à r variables dont les coefficients sont des fonctions arbitraires et où
n désigne le quotient à une unité près de r par h 4- i et k le reste, dépend
de ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 -

k fonctions arbitraires de n arguments,
^ ^ ^ — i »
h » ri — s »

À » J ))

et de h constantes arbitraires,
C'est; avec beaucoup plus de précision, le résultat trouvé par M- Bier-

mann. On peut ajouter quil n'y a pas en général d'intégrale à n + i
dimensions,

Si A est égal à i etr pair, égal par conséquent à 2/î, il n'y a pas de
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fonction arbitraire de n arguments* Si r est impair et égal.par consé-
quent à in "4- i, il y a une fonction arbitraire de n arguments.

Revenons au cas général. Les résultats énoncés subsistent , même si
le genre est supérieur à n, à cond i t ion de prendre pour s^ la valeur r^ et
pour les autres ^ la valeur ^•-— r^, — i. // suffit que le système donné,
considéré comme étant à n variables indépendantes, soii en involution.
Mais si le genre est supérieur à n, s^ peut être supérieure ^_i.

Les résultats précédents se s imp l i f i en t si ̂  est n u l ; alors l ' intégrale
générale ne dépend que de fonct ions arbitraires de n — i arguments
au plus.

La recherche a n a l y t i q u e de l ' intégrale M^ revient à l ' intégration de
n systèmes successifs de M113® de Kowalewskî. Le premier donne les
s fonctions d.e <x^ auxquel les se réduisent s^ z.^ ..., ^lorsqu'on fai t

c'est un système d 'équat ions dif férent ie l les ordinai res qu'on obt ien t en
remplaçant dans les équations du système donné les ^0) parles cp^C/r,) ,
les z^ par les ^^(.r^ a^), .,., les z^ par les ̂ {x^ a^, ..., <^).

Le second système de M1^ de Kowalewskî d o n n e les s •4- ̂  fonctions
de x^ x^ auxquelles se réduisent s^ o.,^,^11 , ..., s^ lorsqu'on fait

'^3=03, ..., ^==a,,,

ces fonctions se réduisant à des fonctions connues de ̂  pour x^ == a^.
Et ainsi de suite; le dernier système donne les s •4- .̂  •+-.,, ""h ^-i fonc-
tions de oc^, x.^ ..., x^^ auxquelles se réduisent z ^ , . . . , z^^) lorsqu'on
fait

^Cff"^ Ctjty

ces fonctions se réduisant à des fonctions connues de <r,, .-.,^-.2
pour^^i ==a,^^.

Pour éclaircir tous les résultats précédents par un exemple bien
simple, prenons le système formé de la seule équation
( 1 ) . , ' dz—pdx—q dy == o,

où ce, y , s , p , q sont cinq variables- Ici il y a une équation exprimant
que deux éléments linéaires intégraux sont associés, c'est
(2) ' • 1 '1 ' 1 1 1 " 1 1 1 1 1 1 ' d^-Sp — dpïx--^r-dyïq—<Ay&y=:o1. " ' ! . ' 1 ! 1 :
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Ici /•== 5 e t r^ = 3; quan t à 7^, les équations qui définissentles éléments
linéaires intégraux associés à un élément linéaire intégral donné
(Sx, Sy, p'ôx -4- q^y, Sp, Sq) sont au nombre de deux indépendantes,
à savoir

dz — p dx — q dy =-. o,
^p dx ~\- S q dy — Sx dp — oy <^<y r.-r.r o ;

par suite r^= i. On a donc
. , ' ,ç == r , . .̂  ̂  ï , .93 ,== r .

Un po in t non s ingul ier Eo est par exemple

.r==y == s ==/?=</==o.

Un élément intégral E^ passant par ce point est par exemple

( Eg ) dz i=: dp = dq ̂  o,

et un élémentintégral non s ingul ierE, contenu dansEaes tpa r exemple

(Ei ) clz = dp = J^ •= dy == o.

Ici l 'élément (Pô) est donné par (î) où l'on f a i t ^ = = y == o,

(P,) d z ^ o ,

l 'élément (P i ) est donné, d'après (2), par

(P^) 1 „ ! • cïz=:dp-==o. . 1 1 1

II existera donc une intégrale et une seule formée par trois fonctions
z, /?, q de oc et de y, holomorphes au voisinage de oc =,y= o et telles
que

<7 soît identique à/C'r, y),
p s e r é d u i s e à 9 ( < a ? ) p o u r j ' = = : o
.? se réduise à c pour^^j^o; 1 1 1 ' "

où c estune constante assez petite, /ety des fonctions arbitraires holo-
morphes au voisinage de .r == o,y =: o et prenant pour x =y = o, ainsi
que leurs dérivées du premier ordre, des valeurs assez petites.

Ici il y a deux systèmes deW^ de Kowalewski. Le premier donne la
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fonction 5 de x qui se réduit à c pour ^=== o, lorsque p = ç(^) et
y ==/(^, o); elle est évidemment donnée par

d!
dx ==^==y(^).

d'où
5=C +• îp(^) AK*.

Le second système de M1110 de Kowalewski donne les fonctions/? et z
de x, y qui se réduisent respectivement pour y = o à ç(^) et

y^'
(?+• ^ ç^) ̂  lorsqu'on fait <7==/(^j)- Ce système est [iwr les

Jo

formules (II) du paragraphe IV],

àz /./ .^-/(^y)^o,

àp _ àf
à y àx w ' "

et donne
,^:^c+ ^ ç(^)rf.y+ ^ f { x , y )dy ,

«/O »y(,

^=cp(^)+jT^^
<y-=/(^j).

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant quelques déf in i t ions .
Dans la suite

s, s,

qui mesure rindétermination de l'intégrale générale M^ d'un sys-
tème (i) de genre n, le premier nombre s n^est autre que le nombre
des équations indépendantes en dx^ . . . » dxr de ce système (î\ c'est-
à-dire, en conservant les notations du § I, c'est le degré du mineur
principal de la matrice

! 1 ! ^ <^t <%% < - , Cty •

^ b, b, ... b, _
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Le nombre su ivan te , a reçu un nom particulier : on l'appelle le ca-
ractère ( ^ ) du système. Remarquons que s+s^ n'est autre que le
nombre des équations indépendantes qui expriment qu'un é lément
linéaire Çdx^ . . . » dxy) est intégral et associé à un élément l inéai re
intégral arbitraire (S^, ..., âo^). Or en posant

_ àcii àctfc
Cl ̂  ————— - . — — — — — — — — — ~ y

àxk àxi
y àli ai,.
^ik =: -,—— — ~\— •)

OXf^ OXi

ces équations sont

<r/i dx^ -t- a^ dx^ -+-... -i- cir clx^ ==: o,
• • • • • • " • • " " • " • • • • • " • * " * * • • • • • * • ?(0
/i dx\ -h l^ dx^ -4-.. . -i~ /,. dx,. •=•: o,

l ^LA a 1 1 ̂ xl' €^xi 4- ... 4- /,a1'i ̂ xi €^TI':== 0»
\ i

^.^i S^l d^î "+•..< " ^ ^ , ^ ' 1 S^i dXr == 0.

i i

Si donc on considère la matrice

(A i ) 2
li 1^ • • • lr

âiiê^i ^aîisxi • ' " ^arisxi

^ li i ÔX, ^4, SXi ... ^ l,,ox.

où §^4, ..., cw,. sont des arbitraires uniquement assujetties a vérifier
les équations

Oi 5^i + . . . + €tr 00?,. =:. ô,

^ rl^i 4- . . . 4" //. S^r =:- O?

( 1 ) Cette désignation est due, je crois, à M- ÏÏ. vox WEBEB, Zz^r I.nvariantGntliQorui
(1er Système Pfaff'scher Glelchungen (Leipz. Ber., p. 207-229; 1898).
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/^ caractère s, du système est la différence entre le degré du mineur prin-
cipal de la matrice (A^) et le degré du mineur principal de la ma-
trice (A).

On peut donner aux autres nombres ^, ^, ... les noms de ^e,
3e, .. . caractère du système (i). Ils se calculent par des degrés de
mineurs pr incipaux comme s et ^. Mais au lieu de dire quun système
de genre n a pour n1^16 caractère le nombres^ nous dirons que le sys-
tème est de (s,, + î)1^ espèce. Un système de première espèce est donc
un système pour lequel ̂  = o ; il jou i t de la proprié té que par une mul-
tiplicité intégrale M/^ il passe une mul t ip l ic i té intégrale M,, et une seule.

VII.

Nous allons, dans ce paragraphe, nous occuper des systèmes de pre-
mière espèce pour lesquels le {n — i)^ caractère ̂  est nul. Sup-
posons d'une manière générale que^ soit le premier nombre nul de
la suite

•S ^ly '^27 . . . y ^uf

v étant in fé r i eu r à n. Nous avons vu a u - § V quelques propriétés de ces
systèmes que nous rappelons :

Par un élément intégral Ey-i non singulier il passe un élément inté-
ffrall^n et un seul. Gel élément E^ est le lieu des éléments intégrauû^ qui
passent par E,̂ , et aucun de ces éléments nest singulier.

On a de plus

r/,==o, r^i=:ï, r,,-^"=^ • • • . r^n—v, r v ^ ï / i — ^ — a .

Comme corollaire à la propriété des éléments intégraux qui passent
par un élément intégral non singulierE^, nous allons démontrer le
théorème suivant :

Par une multiplicité intégrale non singulière My-^ il passe une multi-
plicité intégrale M^ et une seule.

Pour le démontrer, faisons passer par My^ une multiplicité arbi-
traire i^r-r^ c^ €^w est toujours possible, la mult iplici té intégrale My^
n'étant pas singulière. Si, en particulier, E^ est unélément intégral
non singulier de My-o la multiplicité [x^^ admettra un élément inté-
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gral E^ et un seul passant par E,^. Cela é tant , soit M/^ une multipli-
cité intégrale quelconque passant par My-i ; elle admet na ture l lement
l'élément intégral unique E,, q u i passe parE^. D'autre par t , la somme
des dimensions de M'^ et de p.,._^ étant

/• ^- ^ — /^ ̂  ;• .4̂  -^

ces deux mul t ip l ic i t és ont en commun une mul t ip l ic i té à au moins
v d imens ions , et cette m u l t i p l i c i t é est nécessairement intégrale; mais
[^r-rv n 'admettant pas d 'élément intégral à v •+• i d imens ions passant
par E,^i, cette m u l t i p l i c i t é intégrale commune à M/z et [J^—r,, est exac-
tement à v d imens ions , soit My.

Cela é t an t , rfous savons que par u n e m u l t i p l i c i t é in tégrale non sin-
gulière M^i i l passe une m u l t i p l i c i t é intégrale à v d i m e n s i o n s et une
séide assu je t t ie a être contenue dans la multiplicité arbi t ra i re [^r-r, :
Donc Ici muliiplicUé M^ est déterminée crime manière unique lorsqu'on se
donne [x/._^. Autren'ient d i t , si par My-i il passe deux multiplicités inté'
grales à n dimensions, 'M.^ et M^, ces deux multiplicités coupent [J^^-r^slu''
mnl la même mu l / f p l i a / l e My, et cela (fuelle que soit [J.r-r^ passant
par My^i.

11 résulte de là que les deux mult ipl ic i tés JM^ et M^ sont identiques.
Car si A,, est un p o i n t quelconque de la première, on peut toujours
faire passer par A et jM,^i une mul t ip l ic i té p-^^. A cette multiplici té
correspond une mul t i p l i c i t é intégrale My, située sur M/,, et passant
ensui te par A; mais elle est aussi située sur M^; donc le point A
appart ient à M^, et les deux mul t ip l i tés coïncident.

D'une man iè re plus précise et plus rigoureuse, faisons passer par
M,^ une m u l t i p l i c i t é [J^r^i arbitraire, c'est-à-dire n'admettant pas
d'élément intégral passant par E^ autre que E^ lui-même, ce qui,
est toujours possible. Faisons alors passer par cette mult ipl ici té
y^-r^i déterminée une f ami l l e de mul t ip l ic i tés p/.-^ dépendant d^
r^ -^ n — v paramètres et remplissant tout l'espace (1). Ces mult ipl ic i tés

( ] ) Si
Yl r " j ^ - ~ . . * . — //..-..M ^ 0

sonL les ôqaalionsdo y.,^,'^, il suffit évidemment de prendre

fi — hfr^t ^j\— ̂ ./^+l - . . . =:.//•, — ^ / - v fr^-l = o. •
Ann. de l'Eu. Normale, .̂  Série. Tome XVlIï . - AOUT 1901. 37
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sont toutes arbitraires, car elles ont évidemment un seul élément inté-
gral Ev passant par E^, et nous savons que tout élément intégral pas-
sant par E,^ est non singulier. Chacune d'elles contient donc une
multiplicité intégrale M^ et une seule passant par M^ et toutes ces
mult ipl ici tés M, appar t iennent à une mul t ip l i c i t é intégrale M,, quel-
conque passant par M^,. On peut ajouter que M/, est le lieu de ces
multiplicités My lorsque les n — v paramètres dont elles dépendent va-
rient; car chacune d'elles est contenue dans M,,, et, d'autre part, par
un point quelconque (le M^ il passe une des mul t ip l i c i t é s [^-r./q^i
remplissent tout l'espace) et, par suite, la mu l t ip l i c i t é M^ correspon-
dante. Par suite M^ est déterminée d 'une manière un ique .

Nous résumerons de la manière suivante les résultats que nous ve-
nons d'obtenir :

Par une multiplicité intégrale non singulière My^ il passe une multi-
plicité intégrale M,, et une seule. Pour l'obtenir on fait passer par M'̂
une multiplicité arbitraire [̂ r-r.-i el /)ar €eue dernière multiplicité une
famille de multiplicités ̂ ^ dépendant de r^ == n — v paramètres et rem-1

plissant tout l'espace. On détermine pour chacune de ces multiplicités (x ,̂.̂
la multiplicité intégrale M^ qui passe par My , et qui est contenue tout
entière dans ?-,.„/... Le lieu géométrique de ces multiplicités My, lorsqu'on
fait varier les n — v paramètres dont elles dépendent y est la multiplicité
Intégrale cherchée M,/,.

D'ailleurs, cette multiplicité^ est intégrale d'un système d'équations
aux différentielles totales à r— r\ variables et de genre v ; seulement ses
coefficients dépendent de n— v paramètres.

on déduit de la le théorème suivant qui se rapporte au problème de
Cauchy proprement dit :

Soit un système d^ équations aux différentielles totales de genre n pour
lequel le caractère s^ est nul (v <^ n). Étant donnés alors un point arfn-
traire [J.Q, une multiplicité arbitraire ?-,.„/., passant par ce point, etc.y une
multiplicité arbitraire pr-r̂ i passant par [^r-r^ ^ existe une multipli-
cité intégrale M,̂ , et une seule, passant par [Xy, ayant en commun
avec ;x,,_,. une multiplicité à i dimension, etc., avec [^r-r^i un€ multipli-
cité à ̂  — i dimensions. Pour l'obtenir'on fait passer par ^r-r^i une mul-
tiplicité arbitraire \^r^\ et parcelle dernière une famille de multiplicités
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[j^r, dépendant de T\, === n— v paramètres et remplissant tout l'espace.
Chacune de ces multiplicités contient une multiplicité intégrale M^ et une
seule passant par [XQ, ayant en commun avec [J-,—^ une multiplicité à
ï dimension, etc., avec p^^ ^ une multiplicité à v — ï dimensions. Le
lieu géométrique de ces multiplicités M^, lorsqu'on fait varier les n —- v pa-
ramètres dont elles dépendent est la multiplicité intégrale cherchée M/^.

Il suffit, en effet, de remarquer que la mu l t ip l i c i t é intégrale à v — i
dimensions située sur p-r-r,-i ^st la même pour M,^ et pour toutes les M,^ ;
il n'y a alors qu'à appliquer le théorème précédent à cette mul t ip l ic i té
intégrale à v — ï dimensions.

Le dernier théorème montre que le problême de Cauchy pour le sys-
tème donné da genre n est ramené au problême de Cauchy pour un nou-
veau système de genre v ; mais les coefficients de ce nouveau système dépen-
dent de n—v paramètres. Les nombres s, ̂ , s^y ..., ̂  ont, d'ailleurs,
les mêmes valeurs pour les deux systèmes.

Nous dirons que l'entier v est le genre vrai du système.
Nous allons main tenant traduire analyt iquement les résultats précé-

dents. Gardons les notations du § VI; ici il se présente une s impl i f i -
cation due à ce que ̂ , s^^ .... ^ sont nuls; par suite, il n'y a pas de
variables 5^, ̂ "^, .... ̂ . '

La mul t ip l ic i té pi,̂ .̂  est définie par

(Av^)
( ^.(V-'l) — — ^ ( V — l ) / , y . /y y \,̂ ^ / .— (? ^ ' ^ .J/,( , .Z. g, » . . , ^/v^. ^ ^ ,

< . . • , . , . . . . . . » . . . . . . . . . . • . . » » • * • ; »

( ̂ ) ̂  yl̂ ' (^ x^ • • " » ̂ -i )^
(By) ^ = a^ ^^.i = a^-i, , . . , ^v == av. •

La mul t ip l i c i t é ,̂.̂ ,,2 ûst définie par les équations précédentes, et,
en outre ,

[ z^ = 9^ (^i, ̂ ,, . .., ̂ -2),
(Av^) .............................

(^-?^(^^--^v^),

(I>v^j[) .. ^v-.r^ ûv—i 3!

et ainsi de suite, comme dans le cas général.
Nous pouvons maintenant prendre comme multiplicité (^-r,-i c^ll^
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qui est définie par les n - ̂ -h-1 = r, -+-1 équations (B,,),

x,t-=a,i, a-,t-i= o^-ii • • • ' a^^^»

et pour multiplicités .̂-,, celles qui sont définies par

(^r-rj

•TV-H — a-,.1.1 •== ^i (X^—av},

d?v+2 — ffv+2 = ̂  (^ ~~ av),

a'/i —0 'n ==f»_v(d"v—^v)-

Les résultats précédemment énoncés d'une manièro géométrique
peuvent maintenant s'exprimer de la manière suivante :

Le système donné admet une intégrale, et une seule, pour laquelle
\^ sont des fonctions de sc^, se-,, ..., oc.,, holomorphes au vom-

•^s \ » • • • f S . . i v

nage de
.TI ==0^, '̂"-^ a^

et se réduisent respectivement

3'^ à la fonction arbitraire ^^{x^ ^2, - . - ,Tv-.i) pour
X^ •^ ^v,

^•v,^l ""•:: ^v.,.,.1,

y^^ (<Ttly x^ " "t ^'"^ i xrt ̂  atn

y7^(^i, X^ .. ., ^v-.â)^(V—2)
*'!

j)<9^r
•TV^I "."̂  ^v.,..i,

(p^ (^i, ^2, - ̂  ^v-s) î ^/i ":lr: <^-

^(^t)

^M^l)

/>€>^/'

,r̂  =:: a^ ..., jy^ == ^^y

^^ à la constante arbitraire 91 pour
X\ ̂  Ci^y * . - y ^tl '̂̂  ^fl'1

P our obtenir ces fonctions, on remplace dans les équations du système
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différentiel donne
x.^ par a>^ 4- t^ ( ̂ y — a^ ),
^^-2 ^<?r ûTv+a -+- ^ ( x.) — a^ ),

a-n par a^ ^-v (-^v ~ ^v ),

oà /'o/i regarde les t comme des constantes. Le nouveau système obtenu
admet alors une intégrale et une seule pour laquelle z^ ..., z^ sont des
^onctions de x^ x^, ..., x^ holomorphes au voisinage defr

.2?i:::-= a^ x^-^ a^ .. ., x^-=^ Ov,

et se réduisant respectivement

^y-""11 à ^i) (.̂ , x^ . . .,. ,r î ) poa/- .r,, •= r/^

r.'y-^ rt ©^(.yi, x^ ...,.z'^..,2) />o^r .rv-i^av.-i, .Tyr-i r/v,
. . . . « » . . . . . » > . . . . . . . « • . • « . . - » . . . . . . . . . . . . . . * . » . . . y

^n a ^^K^l) /^O^^" ^a^^ ̂  • • ' » J:\==<''/v,

,3^ a cp/, ,/?o^r ,'J;i =: ai, . . ̂  • \ïv-^ ay

(^•r: i, a, ..,, ^-i ; y ̂  i, a, ..., .̂.2 ; /• = i, 2, ..., ̂  ; A ̂  ï , 2, . . ., .y).

5î r/a/2,y les fonctions ainsi trouvées on remplace les n — v paramètres t
dont elles dépendent respectivement par

_ 'T^..\-1 _"^_^V-^ 1
1 a/v — ^y

— ^-ZL^

<w obtient l'intégrale cherchée du système primitif.

On voit en somme que, si l'intégrale générale M,, rf^ système en
involution (cest-à-dire de genre supérieur ou égal à n) dépend de
fonctions al)itraires de v —ï. arguments, mais non de fonctions arbitraires
de v arguments, on peut ramener sa recherche à celle de F intégrale M^
d'wi système de genre v, par conséquent à un problême à v variables indé-
pendantes; mais les coefficients du noweau système dépendent de
n — v paramètres.

I l suffî t , en e f fe t /de remarquer que, M,, ne dépendant pas de
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fonctions arbitraires de n arguments, on a nécessairement r^=- o et,
par suite, le genre du système est exactement n.

En particulier, si l'intégrale générale M,, d'un système en invo lu -
tion ne dépend que de constantes arbitraires, on a v == ï ; le caractère .9,
du système est nul et le système est complè tement intégrable. On
ramène la recherche de son intégrale à celle d ^ u n système de genre i,
c'est-à-dire d 'un système d'équations d i f f é r e n t i e l l e s ordinaires. La
méthode se réduit à celle clé Lie-Mayer pour V intégration des système}!
complètement intégrables. Si les équat ions du système sont résolubles
par rapport à d^,, dz^, ..., clz^ les- autres dilierentielles é tant dx^
dx^ . , . , dx^ on remplace

• x^ par a^- ^( .^1—<^i ) ,

x^ par a^ 4- 1,^ ( .ri — (h )?

et l'on clierche l'intégrale du nouveau système pour que s^ , ̂ , ..., Zg
se réduisent '^pour x^=a^ à des constantes arbitraires données 9^
c^, . . . , <p^. On remplace ensui te dans les fonctions obtenues y^-i •-

.Z"/-.).,. j 1— Cl f.^.^par ^—f/ i
Comme exemple, nous prendrons le plus s imple possible, do

manière toutefois à ne pas avoir un système complètement în té"
grable; nous choisirons

v =2 a, n == 3, ^ j r : r i , . y = = i .

/^ = o, r\ == i , ri ==3, r == 5,

L'équatio-n suivante correspond à ce cas

Alors

œ^ dx^ — .z'/, a'Q dx^ — ( .ra Xi, -+" .̂ '3 "4"" ̂ i ̂ 'g ) ̂ 'yg == 0 ;

nous n'effectuerons pas la vérification et nous allons simplement
appliquer la méthode de Lie-Mayer généralisée pour trouver l'intégrale
générale de cette équation. On voit facilement que le point

.a^ ̂  Oy , ^==" 0, .yâ== 0, ^4== ï , '̂5, =: o

n'est pas singulier, que l'élément linéaire E, issu de ce point
dx^ == dx^ ̂ = clîff^ •-= d.x^ *==: o
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est intégral; ici (Pô) a pour équation

(Pô) ^1=0;

quant à (Pi) , on trouve facilement

(PJ clx^=dx^-= o

et l'on constate que cet élément Ea est intégral; de plus, 'E^ n'est pas
singulier.

On peu t donc prendre ici pour variables désignées dans la théorie
générale par s, z^\ x^, x^.x^ respectivement x^ x.^ x^ œ^ Xr,.

Il y aura donc une intégrale, et une seule, telle que

x'^ se réduise à /(.^s) pour x^= o, ,z'/,.== i,
x^ » c p o u r ^ 2 = = o , .y^==i , ^r^o.

Pour l 'obtenir, il suffit de remplacer dans l 'équation

Xf,—i par tx^
ce qui donne

(^•4- \}dx^— (^.z*2+ i)ûû^dx^— (^^|-+- ^g-h ̂ 3+ ̂ i^s)^5==o.

Il faut d'abord chercber la fonction ^ de ^s qui se réduit à c pour
.^==0, lorsqu'on fait ̂ ^/(^), x^=o. Cette fonction est donnée
par

r/r:-11 =:/(,^)-{-^i^,
at^g

d'où l'on tire
dl ^ r^ -^i

,r i ::= ce2 4" ̂  ^ G ï /( ̂  ) dx^ == y ( ̂  ).
*-'o

II faut ensuite chercher les deux fonctions x^ et ̂  de ^2? ^5 qui se
réduisent à/(^) et 9(^5) pour ^2== o. Elles sont données par

< î _ y , .
Tx^^ ^ • 1

() X^ + ,̂ i .̂ g
î == I + ̂ ^ ~^^-f" -
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La dernière donne

F ' |̂ ^J /^'S _ XJ ~î

^3+^l^5=:(^â+I) /(^s) 4-C^Ê12 4-^^ / <? ^(^i)^ ,
^o -1

puis la première
^ •î-l /"l>rs — "̂

^i =: x^ O;Q + ce2 •+- ^ '2 ^ <? :i /(^s ) ̂ û.
^o

En remplaçant dans la première formule t^^-+- ï par oc^ on obtient
l'intégrale générale qui peut encore s'écrire

^i-—.y2.:z"s^F(.ya),

^3-1- ^pr^^^F^^s),

en posant
F(^,) =^T+ ̂ " f ^"^/(.r,) ̂ r,.

'-' o

V I I I .

Nous allons, dans ce dern ier paragraphe , nous occupt^r do certains
systèmes pour lesquels le système do M1^ de Kowalewski dé te rminant
la mu l t i p l i c i t é in tégra le M^ q u i passe par une mul t ip l ic i té intégrale
donnée M^ présente certaines propriétés simples qui en r e n d e n t aisée
l ' intégration. Ce système, en conservant les n o t a t i o n s du § III, est, en
nous bornant au cas de ^,.< == o, résolu par rappor t u

()^i <.^% àz,^
ÔX ? (JX î û^ ?

les seconds membres dépendan t des var iables .e t des dérivées du
premier ordre des fonct ions inconnues z, par rapport aux variables
indépendantes x^x^ , » . , x autres que x.

Si l'on résout le problème de Caucby pour u n e équation aux dérivées
partielles du premier ordre 'à une1 f onc t ion inconnue, on es t - ramené
précisément, p a r ' u n changement de 'var iables indépendantes1 , 'à 'un
système de M11^ de Kowalewski, mais où les $écondîf membres ne dépendent
pas des démée^—1- Alors on est ramené en somme à un système1

. , 1 , - ! . . OXfs ! 1 1 1 1 . 1 ! ! ! • ' ^ " ' " ; 1 1 1 '

d'équations dif lerent iol les ordinaires. 1
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• Cherchons clans quels cas ce même fai t se produira. En dés ignan t
cornme nous l 'avons fait au § I I I , par £, E^, e.^, ..., ^(p} les p -4-1 élé-
ments l inéai res

cîx
l

dx
0

cLr,
0

d:^
i

cîx^
0

dXf,
0

dz^

Oz,
àx

dz^. -̂ ...

().r,

<^m

Ô^,n ?

Ô^

^m

-•••"-^?

ÔX[

(s )

[^1 ) ]

1 . ^ - 1 dx. -ir ^rï — •̂  <^ == -^1- •=. . == ̂ ^,1 , j o " o "" ' ' ' " i "" ()z^ ' ' ' àz,f,
à^p à^'p

les éyualion^ de M1"6 de Kcwcdfwski expriment que F élément £ est intégral
cl associé à l'élément E , [ e^, ^î\ < . . , e^J, sous la seule condition que cet
élément E^ soil intégrai.

Cela étant , supposons que les équa t ions de M"16 de Kowalewski ne
dépenden t p^ ^'s <•^l•> c'est-à-dire en somme de ̂ \ . . . , E^. Alors les1 A ax/c
valeurs de ^lï? ...,t"^ qu'elles dé te rn i inen t fou rn i s sen t un élémentà.r ô^ 1

l i n é a i r e i n t é g r a l e, u n i q u e m e n t dépendan t du p o i n t d'où i l est issu et
(fui esi associé à fous les éléments linéaires E^ passant par ce point; car
un é l é m e n t I î , a rb i t r a i r e peut toujours se d é d u i r e l inéa i rement de & et
d'un é lément de la forme [e^0, £^, .. -, e^].

En somme, il passe par chaque point de l'espace un élément linéaire
intégml jouissant de [a propriété d ' ê t r e associé à un élément linéaire
intégral quelconque issu du même point.

Cet é lément l inéa i re est nécessairement singulier, car il a p p a r t i e n t .
à cc/V"* é léments in tégraux E^; nous dirons qu'i l ^{.caractéristique.

En général, un élément intégral E^ issu d ' u n point non singulier
de l'espace est dit caractéristique s ' i l est associé à un élément linéaire
intégral quelconque issu du même point.

Tous les éléments l inéaires contenus dans un é lément caracté-
rist ique E//À;> i) sont eux-mêmes caractéristiques et le l ieu des élé-
ments linéaires caractéristiques est nécessairement un élément p lan

Ann. de l ' É c . Normale. 3* Séné, Tome KVlï l . — AOUT 1 9 0 1 . 3o
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caractéristique, qui est le plus grand élément caractéristique issu (lu
point .

Pour obtenir analyt iquement les éléments l inéaires caractéristiques
issus d'un point donné non singulier, désignons par

Qx^y 0^2, . .., S.Vj.

les coordonnées d'un tel élément, et par

dx^ dx^ . . . » dxy

les coordonnées d'un élément l inéaire intégral var iable issu du môme
point. On aura, pour déterminer les Sx,, les équat ions

a^ â.̂ i 4". . . -4- <%/• r5^,.== 0,

/l Ô^i "4" . . . 4- //. Ô^r = °?

San €lXi Ô^i -4- ... -h 2 ̂ r/ ̂ / S^r ̂  0»

2 /i [ dxi (î.yi+... ""•I1- 2 iri dxi ô.'r,. r:= o,

où les notations sont les mêmes qu'au § 1 (r). De plus, ces équa t ions
doivent avoir lieu quels que soient

dx^, dx^ ..., dx^y

sous la seule condit ion que ces quantités vérifient les équations (i) en
nombre s, ;

Oi dx^ -4"... •+-a/, dxy ==- ô,

(ï) i : ' ! " 1 " 1 . . • • . • • - . - 1 - - - "—- !

/"i dx^ -4-. . , •4" //• rf^r ^^ <>•

Par suite, Téquation en dx^ . . , , dûCy.,

, , . .1 ïa^SûDidXi-^r.. .4-^la^5^1rf^r::r"':l o,

( î ) On a posé simplement

<?^ ÔÛfc

• • • • • . . • ()nKfç 1 <),'^i
li^-

^_^
Ô,Kfc Ô^f
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doi t être une conséquence des équations (i); autrement di t tous les
mineurs à s + i colonnes de la matrice

Oi €ï^ . . . Cf).

(A; l, . . . /,

^a^iQXi ïtd^Sxi ... ïa^iSxî

doivent être nuls. I l en est de même si l'on remplace dans cette matrice
la dernière l igne par l e s , ? — i lignes analogues dédui tes des s—i der-
nières équat ions (i), ce qui donne les matrices (B), ..., (L).

En déf in i t ive , les équations qui déterminent les éléments linéaires
caractéristùjues sont de deux sortes : d'abord les s équations

a, o.Ti 4-. . . -4- a,. o.;r/."=: ô,

( l^S^^ +.. .4- IrS^r^O,

nui expriment que cet élément est intégral; ensuite les équations obtenues
en annu'ant tous les mineurs à A'+I colonnes des s matncesÇA), ..., (L),

( A )

ïa^^Xi ... lOri^^i

(L)

I/,/5..r/ I/,,̂

Si parmi ces équa t ions il y en a moins de r indépendantes, il existe
des éléments l inéai res caractéristiques et ces équations déterminent
leur l ieu, c'est-à-dire le plus grand élément caractéristique issu du
p o i n t »

Si le système donné est complètement intégrable, deux éléments
linéaires intégraux quelconques sont associés et, par suite, les équa-
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f ions des éléments caractéristiques doivent se réduire aux équa-
t ions (Y); les mineurs p r inc ipaux des matrices (A), ..., (L) sont de
degré .? en tenant compte de (i').

Voici m a i n t e n a n t quelques propriétés fondamentales s imples des
éléments caractér is t iques :

Etant donné un élément caractéristique lîp, tout élément intégral non
s ingul ie r E^. conlieniEy, sinon, en effet, le p lus pe t i t é lément contenant
E^ et E serait au moins à n -+• ï dimensions et il serait nécessairement
intégral puisque E,^ e tE sont associés; l ' é lément intégral E,, appar-
tenant à un élément in tégra l E^| .̂ serai t donc singulier. Bien
entendu n désigne le genre du système donné .

Si par tout point^singulier de l'espace il passe un élément caractéris-
tique, le système digère n fiel donné est de première espèce. Car soit £ un
élément l inéaire caractéristique, tout élément intégral non s i ngu l i e r
1̂  contenant e, il existe cer ta inement des é léments in tégraux E/^ qu i
ne c o n t i e n n e n t pas £, et n a t u r e l l e m e n t , parmi ces é léments in tégraux
i l y en a qu i ne sont pas s ingul ie rs (1). Soit lî,^ l 'un d 'eux. Par E^,
passent oo^ éléments intégraux E^ et l'un d'eux au moins n'est pas sin-
gu l i e r» c'est-à-dire cont ien t £; si r e s t a u moins égal, à .1, il y a u r a i t
au moins un élément intégral E^ au t r e que (E^,£), soit (E/^,s/);
mais alors l 'élément (15^,, e, £') serait intégral et l 'é lément non s ingu-
lier (E^,,, £) appart iendrai t à un autre é lément intégral à n + i di-
mensions, ce qui est impossible. Il faut donc que r^ soit nul, c'est-à-
dire que le système di f férent ie l donné soi t de première espèce, l i n y
a donc que les systèmes de première espèce pour lesquels il puisse exister
des éléments caractéristiques.

On voi t de la même manière que s9 il existe un élément intégralcarac"
iéristiqueïi^ le genre vrai du système est au plus n — p -4» r . Car i l existe
certainement un élément intégral E,/^ non s ingul ier n 'ayant aucun
élément commun avec E^; tout élément intégral non s ingul ie r E,^ pas-
sant 'par E^p doit contenir lîp, il est donc déterminé 1 d 'une manière
un ique et l ' o n ' p e u t le désigner par^E^^E^ Si E,̂  appartenai t à'
u n - a u t r e 1 é l é m e n t ' i n t é g r a l E^, l 'élément (E^E^) serait intégral et

(1) Sinon tout élément intégral non singulier E^--.i sérail assujetti à une condition
i\1 égalité : celle de contenir z-
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aurait au moins n -+- i d imensions; il con t iendra i t d'autre part
(E^,,E^) q u i serait par suite singulier . Donc E/^ appartient à un
seul é lément intégral E^. Par suite, enfin, le genre vrai du système est
au p l u s n~— p + i.

On peut a jouter que s'il existe un élément intégral non singulier E,/...,
-contenant E , le genre vrai est au plus n—p. Car i l existe tou jours un
élément intégral E^p^ contenu dans E/^, et n 'ayant aucun élément
commun avec E^. Si un é lément in tégra l à n d imensions passant par
E/^^, con t i en t Ep, i l contient aussi E^, et, par suite, est complète-
ment d é t e r m i n é et u n i q u e , pu i sque l 'é lément intégral non s ingu l ie r
E^i a p p a r t i e n t à un seul élément intégrai à n d imens ions E/,, qui lui-
même n'est pas s ingul ier . Si ma in tenan t il passait par E/^^, un autre
élément in tégra l E^, l 'élément (E^, E^) serait au moins à n •+• i d imen-
sions et i n t é g r a l ; d'autre part , il cont iendra i t (E^^,E^), c'est-à-
dire E^, ce qui est impossible, car i l ne passe par E,̂  aucun élément
intégral à plus de n d imensions. Donc, parE^^, passe un seul élé-
men t Intégral à n d imens ions ; donc, enfin, le genre vrai d u système est
au p lus n — p .

De ces propriétés découle la suivante qu'il suffira d 'énoncer pour
q u c 1 a d é m o n s tra t i o n e n p a ra i s s o év iden te , :

Si pour un système différentiel de genre n, il passe par chaque point
non singulier de l'espace un élément caractéristique à p dimensions,
lou(es les rnul/iplicites intégrales non singulières M^ qui passent par un
point non singulier ont en commun un élément à p dimensions issu de ce
point, et réciproquement.

Voyons m a i n t e n a n t que l parti on peut t i rer de l 'existence d^éléments ,
caractér is t iques pour la déterminat ion de mu l t i p l i c i t é s intégrales non
singul ières à n d imens ions .

Supposons d'abord qu' i l existe un é lément linéaire caractéris-
t ique. Alors cet é lément l i n é a i r e fait correspondre à tout point arbi-
traire de l'espace une cer ta ine droite D passant par ce point . Comme
on le sai t , i l existe une famil le de courbes (mult ipl i 'c i tés à une dimen-
sion) telles qu 'en chacun de leurs points elles so ien t tangentes à la
droite D correspondant à ce point ; ces courbes dépendent de r — i pa-
ramètres et par chaque point non singulier de l'espace il en passe une
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et une seule. Nous les nommerons courbes caractéristiques; ce sont évi-
demment clés courbes intégrales.

Cela étant, considérons une mult ipl ic i té intégrale non singulière M,z;
en chacun de ses points non singuliers elle admet un élément inté-
gral E/, non s ingul ie r qui, par su i te , contient l 'élément caractéris-
t ique s issu de ce p o i n t ; au t rement dit, en chacun de ses points, la
multiplici té M,; est tangente à la droi te D correspondant à ce point.
Sur M/, il existe donc une famil le de courbes tangentes en chacun de
leurs points à la droi te D correspondante; ces courbes dépendent ,
de n — î paramètres et par chaque point non singulier de M^ il en
passe une et une seule. Maiâ il est évident que ces courbes sont des
courbes caractéristiques; donc, on arrive au résultat su ivan t :

Toute multiplicité intégrale non singulière M^ est engendrée par une
famille de courbes caractéristiques dépendant de n — î paramètres; par
chaque point non singulier de M,; // passe une de ces courbes et une
seule. Si deux multiplicités intégrales non singulières M^ uni un point non
singulier commun, elles ont en commun toute la courbe caractéristique
issue de ce point.

Il résul te de là (\M étant donnée une multiplicité intégrale M,^, non
singulière et non engendrée par des courbes caractéristiques, on aura la
multiplicité intégrale M^. qui passe par M^ ^ en faisant passer par chaque
point de M,^ la courbe caractéristique issue de ce point.

On a donc a ins i la so lu t ion du problème de Cauchy lorsque M,^
n'est pas engendré par des courbes caractéristiques.

Nous allons m a i n t e n a n t démontrer ces résu l ta t s ana ly t iquement , ce
qui nous permettra de voir ne t t ement à quoi se rédui t le problème de
l ' intégration lorsqu'on connaî t les courbes caractéristiques.

Dans 'le cas où nous 'nous sommes placé, les courbes caractéris-
t i ques ' son t données par un système de r — i équations aux d i f fé ren-
t iel les, totales,;'ce sont les équat ions trouvées précédemment 'qui dé-
terminent l 'élément 'caractéristique issu 'de.chaque point .de l'espace.
Soient

y î =: Ci, y, = (^, /.., jr- î = C/. -„. î

r — î intégrales premières indépendantes de ces équations; elles dé"
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t e rminent les courbes caractéristiques. Faisons un changement'de va-
riables en prenant pour nouvelles variables y^.ys, . • - » yr~\ ^t W^ rtl

quan t i t é yr indépendante des /• — i premières. Avec ces nouvelles va-
riables, le système des éléments linéaires intégraux et des éléments
l inéaires associés n'est pas changé? par sui te , le système d 'équat ions
aux d i f fé ren t i e l l e s totales qui détermine les éléments caractéristiques
reste le même; c'est donc

d\\ •=. dy., =-....=: dy,^ •=- o.

Les équations du système transformé devront donc d'abord être vé-
rifiées pour r/Ki ==...= ^jr-i = 0 î P^ suite, on pourra mettre ce sys-
tème sous la forme

\ dy^ + ^ 1 , ^ 4 1 ^y,s-n -i- • • • ̂  ^i,r--i ̂ jr-i == o,
(Oi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .<. . . . . . ,

f c/y,-4- ^ ,̂.,n dy^\ -h.. . -t- ^,/.~-i ^Jr ..i = o,

les 6 dépendant dey^y^, ...,j^. Ecrivons maintenant que l'élément
intégral d\\ _ .̂/r-i _ '^y?-

0 * ' ' 0 X

est associé à tout au t re élément intégral (<^, . - -, d y r ) ; on aura
d'abord

à^i ç+i y ^^i r-i j
"^^-+•••+-~<)^ • ! •

sous la seule condi t ion que les dy satisfassent à (1)1; c'est-à-dire, on .
aura

<^^-+-i — _ ^Éhrr.i —
"àyr~ ""'*""" àyr ~ î , ' " ! -"

autrement dit, enfin, tous les coefficients b sont indépendants de y,..
Le système transformé peut donc se mettre sous une/orme telle qu'il ne

reste plus trace, soit dans les coefficients, soit dans les différentielles^ que
des r — i variables

Vi» y^ - ' ^ Yr-r
On voit donc bien que le nombre des variables est réduit d 'une uni té ;
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pour chercher les mult ipl ic i tés M,, du système p r imi t i f , il suffira de
chercher les mult ipl ic i tés intégrales M,̂  du nouveau système. Le
^enre de ce nouveau système est diminué d'une unité, mais le degré de
l'indétermination n'a pas changé. Seulement, le nouveau système peut
n'être plus de première espèce.

Ainsi , dès que l'on a intégré les équations différentielles des caractéris-
tiques^ on est ramené à un nouveau système différentiel avec une variable
de moinS) le genre ayant subi aussi une diminution d'une unité; on a

s == ,ç, s ^ == s\, .. ., .̂  ,.̂  i = ^n -1 ?
n1':=: n — i,

r^r—i, ri=:/"i—i .... /̂ ...i == r,,^,i—ï.

Passons main tenan t au cas où il passe par chaque point de l^ espace un
élément caractéristique Ep à deux dimensions au moins. Les équations
linéaires en dx^ ..., dx.r qui dé te rminen t ÏSp sont alors au nombre de
/ • — p indépendantes. On pourra i t croire que ces équat ions ne déter-
m i n e n t pas e n ' g é n é r a l un système d i f fé ren t i e l complètement inté-
arable ; mais il n'en est rien. Ce système différentiel^ que nous appellerons
système différentiel caractér is t ique, est toujours complètement inté-
arable.

Pour s'en rendre compte, il suff i t de choisir dans chaque Ep un élé-
ment l inéai re part iculier s, c'est-à-dire il suffi t d 'ajouter ail système
différent iel caractérist ique p — i équat ions l inéaires quelconques,
mais déterminées. On a ainsi un système de r— ï équat ions indépen-
dantes, qui est, par suite, complètement intégrable et dont nous dési-
gnerons par

y\ï }''ï7 - * • i J^r-l

un système de r — i intégrales premières indépendantes . Parun chan-
gement de variables, les équations du système, comme nous l'avons
vu tout à Fheure, ne dépendent plus que dey,, . .1. ,,y,^. Le système
difïerentiel caractérist ique se change donc en un sys tème'de r — p
équations, mais à r~î variables. On raisonne sur celui-ci comme sur
le premier jusqu 'à ce qu'on ait rédui t les variables à n'être plus qu'au
pombre de r — p , soit
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Alors il est clair que le système différentiel caractéristique n'est
autre que

dz^ =: dz^ ==... •=. dz^p •==. o.

Donc, le système différentiel caractéristique est complètement intégraUe
et Von peut, par un changement de variables, mettre le système donné
sous une forme telle que ses coefficients et les différentielles ne dépendent
plus que des r-~p intégrales premières du système caractéristique.

On voit encore qu'il existe une famille clé multiplicités àp dimensions
admettant en chacun de leurs points l'élément caractéristique En; on les
appelle multiplicités caractéristiques. Elles dépendent de r — p para-
mètres et, par chaque point non singulier de l'espace, il en passe une et
une seule.

Toute multiplicité intégrale non singulière M^ est engendrée par une
famille de multiplicités caractéristiques dépendant de n — p paramètres. //
passe une et une seule de ces multiplicités par tout point non singulier
de M^. Si deux multiplicités intégrales non singulières à n dimensions ont
en commun un point non singulier, elles ont en commun la multiplicité
caractéristique issue de ce point.

Si une mul t ip l i c i t é intégrale non singulière M^«/, n'a en commun,
en chacun de ses points, aucune courbe avec la mul t ip l ic i té caracté-
ristique issue de ce point , pour avoir la multiplici té intégrale
unique 'Mn qui passe par M/^, il suffit de faire passer par chaque
point de M^p la mult ipl ic i té caractéristique issue de ce point.

Enfin, la détermination générale de l'intégrale M/̂  revient à l'intégra-
tion d un noweau système différentiel dont le genre s est abaissé de
p unités^ ainsi que le nombre des variables y mais qui a même degré d'index
ter/mnation que le système donné.

Il suffit, pour voir ce dernier point, de se rappeler que le genre vrai .
du système donné est, au plus, n — p+ i; par suite, que Fon a

s^ z^. <9%-.i ̂ -. » • ̂ : Sn—p^-^ ::::^:::::• o-
On a alors

n^n—p,
s^^.p'^- Sj^p, • * • ? s^ == s^y s^=^s^

r^p-^Sn^^r^—p, .... ^=ri—p, r^r—^. 1 1 :

Mais il ne faut pas oublier que la réduction à ce nouveau système
Ann. de FÉe. Normale. 3e Série. Tome XVÏÏl. — AOUT 1 9 0 1 . 89
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suppose la déterminat ion préalable des mul t ip l i c i t é s caractéristiques.
La méthode de Lie-Mayer généralisée permet de ramener à un 'système
de genre n—p+i (au lieu de n — p ) sans intégration préalable;
mais ce système dépend, du problème particulier de Caucliy que l'on
veut résoudre.

Enfin, remarquons que si le nombre des variables du système diffé-
rentiel donné peut être réduit de p uni tés par un changement de
variables convenable, le système différent ie l caractéristique est néces-
sairement formé, au plus, de r — p équat ions indépendantes ; on a
donc le théorème suivant, énoncé pour la première fois sous une
forme légèrement différente par M. von Weber ( ^ ) , et qui n'est lui-
même qu'une généralisation d'un théorème dû à Frobonius pour les
systèmes d'une seule équation :

]Le nombre minimum de variables dont, par un changement de
variables, on peut faire dépendre les coefficients et les différentielles (F un
système donné est égal au nombre des équations linéairement indépen^
dantes de son système différentiel caractéristique; l7 intégration de ce
système caractéristique fournit ces variables.

Enfin, pour terminer ce sujet, nous allons démontrer l'existence
d'éléments caractéristiques dans les systèmes différentiels de première
espèce et de caractère égal à un.

Prenons un système différentiel de genre n et pour lequel on a i t
.̂  == i; alors les nombres s^, ^3, . , , ne peuvent pas dépassera, c'est-
à-dire l 'uni té , et l'on aura, pour fixer les idées,

A'^ 'zz, S^ '^ < « . ̂  A'v-'l =: î y ^"v:=: * * * =: ̂ tl '^ 0 ?

v est le genre vrai (qui peut être égal à n).
Cela étant, considérons un point non singulier Eç et l 'ensemble des

éléments linéaires intégraux issus de ce po in t ; ils forment un élé-
ment E^^,i; dans ce qui, va suivre nous ne parlerons que d'élémenis
situés dans E^n, c^est-à-dire d'éléments formés d'éléments linéaires
intégraux» (On a d'ailleurs r^ + i == n "+- v — i,) . ,

Prenons un élément intégral E/î et un élément linéaire e non contenu
dans E^; le lieu des éléments linéaires ( intégraux) associés à e1 est un .

(1 ) Loc. cit.
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élément à 'f\ -+-1 — ^i == ^ d imens ions ; cet élément coupe donc Ensui-
vant un élément H,̂  (à n + r< — ^ + i === 71 — i dimensions); tous les
éléments linéaires contenus dans H/^ sont alors associés à En et à s,
c'est-à-dire a l 'élément E/^n : (E^, s).

Prenons main tenant un élément linéaire £' non contenu dans E/z-n;
le lieu des éléments linéaires associés à € est encore un élément à
j\ dimensions qu i coupe H/^ suivant un élément à n — 2 dimensions
au moins H^a et tous les éléments l inéai res de H,^ sont associés à E/^
et à s', c'est-à-dire à l 'élément E/^ : (E/^,, e/). On peut continuer ainsi de
proche en proche : on aura un élément Ïlri~ï don t tous les éléments
linéaires sont associés à un élément E,/.^, et ainsi de suite, jusqu'à ce
que, enf in , on arrive à un élément H/^+i dont tous les éléments seront
associés à un élément E^.,p^, c'est-à-dire à E/^. Autrement dit, il
existe 'un élément H^^n dont tous les éléments linéaires sont inté-
graux et associés à un élément l inéaire intégral quelconque. Cet élé-
ment H/^^,1,,1 est donc caractéristique.

Il résulte de là que le système différentiel donné de genre n, de genre
vrai v et de caractère i admet des multiplicités caractéristiques à
^ — - y -+" j dimensions. Il se ramènera alors y après, la détermination de
ces caracléristu/ueSy à un système de genre v — r .

Ce résultat s 'applique à une seule équat ion de Pfaff (pourvu qu'elle
soit de première espèce). On retrouve ainsi les mult ipl ici tés caracté-
ristiques des systèmes d'équations aux dérivées partielles du premier
ordre à une seule fonction inconnue .

En par t icul ier , si l'intégrale générale d'un système différentiel dépend
d'une seule fonction arbitraire d'un seul argument Cet de constantes
arbitraires), V intégration se ramène à celle du système caractéristique^
complètement intégrable, et à celle d'un système d'équations différen-
tielles ordinaires ( i ).

(1) M. Beadon a démontré ce résultat pour un système d'équations aux dérivées par-
tielles à une fonction inconnue. Il s'est, dans une série de Notes et de Mémoires, occupé
des équations aux dérivées partielles de cette nature qui admettent des multiplicités
caractéristiques au sens donné à ce mot dans le texte. Voli\ en particulier, Sur Les sys-
tèmes d'é/fueitlan^ wx dérivées partielles clor/t ^caractéristiques dépendent d'un
nombre fini de constantes arbitraires {Annales de l'École Normaie^ t. XIIJ, supplément,
p. 3-5j; 1896).



3û8 E. CARTAN.

Si l 'intégrale générale d'un système de première espèce dépend
d'une fonction arbitraire de i, 2, . . . , v — i arguments (et de con-
stantes arbitraires), v — i étant au moins égal à 2, on peut démontrera)
que le système peut, sans intégration, se mettre sous la forme sui-
vante : d'abord, un système de s — i équations complètement inté-
grables; ensuite, une ^ième équation qui peut se mettre sous la forme

dz — p^ dx^ — . . . — pv—i dx^^ == o,

par l'intégration convenablement condui te du système différentiel
caractéristique.

Le problème de l'intégration du système différentiel caractéristique
n est pas, en effet, un problème quelconque d^ intégration (F un système
complètement intégrable d'équations aux différentielles totales. Pour s^en
rendre compte, imaginons qu'on ait trouvé une intégrale première y<
et considérons dans l'espace la mult ipl ici té j^ == G, où C est une
constante arbitraire.

Considérons alors, 'en un point arbitraire A de cette mult ipl ic i té ,
l'élément E^ : dy^=o; l 'élément caractérist ique lîp issu de A est
nécessairement contenu dans l 'é lément E/^, ; mais si l'on cherche les
éléments linéaires intégraux de E^, q u i sont caractéristiques/Mrmp"
port aux seuls éléments de E/,^, on peut, dans certains cas, en trouver
qui ne sont pas contenus dans Ep, de sorte qifon ob t ien t un élément
caractéristique Ey contenant Ï î p ( / / ^ > p ) y mais qu i n'est Caractéristique
qu'autant qu'on ne sort pas de l 'élément E,.^. Autrement d î t , le
système différentiel caractéristique, du système donné, où l 'on ferait
y ^ = G, ̂  == o, peut contenir plus d'une équation de moins que le
système caractéristique primit i f . On cherchera une, intégrale pre-
mière y^ de ce nouveau système, et ainsi, de sui te; on arrivera à, un
certain nombred'mtégrales premières y^ y^ • - - •> y^ ̂  t0^0 manière
qu'en faisante == C^ — . , j A = = C / p le système différentiel obtenu ait
toutes ses équations caractéristiques vérifiées.

Il est clair alors que les équations du système donné peuvent toutes
se mettre sous la forme

1 ! a^(/i+.. .4"a/^rf//,=:o

(1) 7'oir, en particulier, VON WBBER, toc, cit.
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et l'on conçoit que, par un choix convenable des s équations linéaire-
ment Indépendantes qui définissent le système, ceux des coefficients a,
qui sont indépendants entre eux et indépendants des y, définissent les
intégrales différentes des y du système différentiel caractéristique.

C'est d 'ai l leurs ainsi que l'on procède pour une seule équation de
Pfaff. Prenons, pour fixer les idées, une équation à quatre variables à
coefficients quelconques. Si l'on représente un élément linéaire par
un point d 'un espace IL^ à trois dimensions, les éléments linéaires
in tégraux sont représentés par les points d^un certain plan (P) de cet
espace, et les images de deux éléments l inéaires intégraux associés
sont tels que la droite qui les joint appartienne à un certain complexe
linéaire. Or, dans l'espace ordinaire , les droites d'un complexe linéaire
situées dans un plan (P) passent toutes par un point fixe A du plan.
Le po in t A est donc l'image d 'un élément linéaire caractéristique. Le
système différentiel caractéristique admet donc trois intégrales pre-
mières indépendantes. On en cherchera unej^, ce qui déterminera dans
l'espace R..j un plan (Q). Les éléments l inéaires intégraux satisfaisant
à dy^ = o ont alors pour images, dans ï\^ des points appartenant à la
fois à (P) et à (Q), c'est-à-dire les points de la droite (û) d'intersec-
tion de ces deux plans. Mais, maintenant , deux points quelconques de
celte droite sont associés, de sorte qu'on a un second système différentiel
caractéristique formé d'une seule équatfon [l 'équation de la droite (D)
dans le plan (Q)]. Soifcja son intégrale première. Alors

Jji =: J/a = o

sont, si l'on veut, les équations de la droite (D); l'équation du
plan (P), qu i n'est autre chose que l 'équation de Pfaff donnée, est
alors de la forme dfz—y3dyi=(>f
ctj3 est la troisième intégrale première cherchée, car il est évident
que le système caractéristique de l 'équation mise sous sa nouvelle
forme ne peut être que

d)\~=:dy^dy^o.

Pour prendre un autre exemple, considérons le cas de deux équa-
tions à six variables- Le genre du système est, dans le cas général,
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égal à 2 = ——• On peut représenter un élément l inéaire par un poin t
dans un espace Rg à cinq dimensions. Les images des éléments
linéaires intégraux sont alors situées dans un espace R^ à trois dimen-
sions et, dans cet espace, les droites qui jo ignent deux points associés
appart iennent à deux complexes l inéaires. Nous avons vu, au § II, que
trois cas pouvaient se présenter; prenons le dernier, celui où les
droites du complexe sont les droites passant par un point fixe A de B.3
et, en outre, les droites situées dans un certain plan (P) passant par A-
II y a donc ici un élément l inéai re caractéristique dont l'image est A.

Le système di f fé rent ie l caractéristique admettra cinq' intégrales
premières indépendantes. On en' cherchera (Fa'bord u n e y ^ ; en rem-
plaçant ji par C, on .aura dans Bg un espace B./. qu i coupera B,;.( suivant
le plan (Q); dans B/^ les images des éléments l inéaires intégraux sont
situées dans ce plan (Q), qui passe naturel lement par A et, dans ce
plan (Q), les droites jo ignant deux points associés sont les droites
issues de A; il y a donc encore ici un seul é lément l inéaire caracté-
ristique; le nouveau système caractéristique est formé de quatre équa-
t ions qui , déf in issent le po in t A dans B/.. Soitj^ u n e intégrale première
de ce nouveau système* Elle d é f i n i t dans B/. un espace B^ qui coupe (Q)
suivant une droite (D) passant par A; mais alors tous les points
de (D) sont associés entre eux. Le nouveau système caractéristique
est donc formé des deux équat ions qui définissent (D) dans B^. Il n'y
aura qu'à chercher deux intégrales premières indépendantes y;, etj^
de ce système.

On aura ainsi quatre intégrales à chercher, par des opérations
respectivement d'ordre 5, 4 ? ^? ï .

En réalité, on peut encore simplifier cette intégration après la pre-
mière opération et se borner à trois intégrales données par des opéra-
tions d'ordre 5, 3, ï * Mais,, pour cela, il faut faire entrer en considé-
ration certaines équations covariantes, ce qui sort du cadre de ce
Mémoire.

Il y a encore un cas où Tintégratio.n se simplifie : c'est celui où l 'in-
tégrale première y^ donne un espace R/, contenant le plan (P), c'est-
à-dire le cas où les trois é(f nations qui définissent (P) admettent une
combinaison iniégrable, Dans ce cas, les images des éléments linéaires
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intégraux du nouveau système sont les po in ts de (P) et ces points sont
tous associés entre eucc; le nouveau système caractéristique est formé
par les deux équations qui définissent (P) dans B^. En les intégrant,
on aura deux intégrales premières y^ et yg, et les équations de (P)
dans R-5 sont alors

dyi = cly^ = c</3 == o.

L'espace Ka, lieu des images des éléments linéaires in tégraux, pas-
sant par (P)» les deux équat ions qu i le déf inissent , c'est-à-dire les
équations données, sont de la forme

d./ 2 —y 4^/1^0,
dy^ — y..; dy^ =: o;

yn Gtys> sont les deux intégrales premières autres que y^ y^, y ^ . On a
ici, par la même occasion, une forme canonique du système.

Les opérations à effectuer, dans ce cas part iculier , sont d'ordre 3,
2, i, car il suf f i t , en somme, d'inf.ég'rer les trois équations qui
définissent le plan (P), ces trois équat ions se t rouvant former un
système complètement intégrable.


