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THEORIE MATHEMATIQUE DU JEU,

Par M. L. BACHELIER,

DOCTEUR IS SCIENCES.

wmmtaraiss S B - o

INTRODUCTION.

La théorie du jeu constitue encore aujourd’huila plusbelle étude du
saleul des probabilités, anquel elle a donné naissance. Le caleul des
probabilités, bien que nécessairement abstrait, ne comporte pas de
difficultés imsurmontables. Ses progres toutefois ont ¢(é lents et peu de
théories mathématiques ont donné liew & un aussi grand nombre d’in-
terprétations errondées.,

La théorie du jeu, présentée sous une forme irréprochable depuis
quelques années, comportait de nombreuses lacunes que cette étade
vient en partie combler. Les problemes réellement importants, ceux
qui, i toutes les époques, ontattive Fattention des géometres, sont rela-
Lifs aux épreuves répétées; ils constituent Pobjet de ce travail.

ln le composant, nous nous sommes proposé de suivre une voie
directe, négligeant i dessein plusicurs questions intéressantes qui
s'éeartaient de notre sujet. La théorie du jeu y est nettement divisée en
trois problemes dont la solution, jusqu’ici partiellement connue, est

enticrement ¢tablie.

NOTIONS GENERALES SUR LES PROBABILITES.

1. On appelle probabidicd &un événement le rapport du nombre des
cas favorables i Iarrivée de cet événement au nombre total des cas
possibles.

La probabilité d’amener le point quatee, par exemple, avee un dé
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I . . / . ’
est z parce que six cas peuvent se présenter quand le dé est jeté surle
tapis et qu’un seul est favorable & ’arrivée du point quatre. La pro-

“ Yy, . . 1 .
babilité de retourner un roi sur un jeu de 32 cartes est g: il ya en

effet 32 cas possibles et 4 favorables; la probabilité est done -3-[~ = é

Cette définition de la probabilité suppose toujours que les cas sont
également vraisemblables.

Dans le premier exemple donné ci-dessus, il faudrait se garder de
dire : le dé peut montrer le point quatre ou il peut montrer un autre
point : i1y a donce deux cas possibles dont un favorable : la probabilité
(Jst = Les deux cas possibles ne sont pas également vraisemblables.

La probabilité est toujours comprise entre zéro et un; cette dernicre
valeur correspond & la certitude.

Dans le langage ordinaire, on dit qu'un événement a neufl chances
sur dix de se produire pour exprimer que sa probabilité est o, 9.

2. Principe dela probabilité totale. — St Lon partage les cas favo-
rables a Uarrivée d’un ceénement en diffcrents groupes, la probabilité de
Uévénement sera la somme des probabiliids pour qu’il appartienne a
(:/zacun d(,‘S gl‘()llp(f&'.

On additionne en effet des fractions de méme dénominateur en addi-
tionnant les numérateurs.

Le choix des groupes est arbitraire, sous la condition de comprendre
dans ces groupes tous les cas possibles sans qu’aucun s’y rencontre
deux fois.

La probabilit¢ d’amencer avee deux dés une somme de points supé-
rieure a dix est ¢gale d la somme des probabilités pouramener 11 ou 12.

La probabilité d’amener le point 2 ou le point 5 avec deux dés n’est
pas représentée par la probabilité pour amener 2 ajoutée 4 la proba-
bilité pour' amener 5. On peut, en effet, les amener tous deux; le
point 2,5 considéré une premiere fois comme contenant 2 ne doit
pas étre comptc une seconde fois comme contenant 5

3. Principe de la probabilité composée. — Lorsqu’un événement B
depend du concours de deux autres, B, BB,, et que I arripée de B, est subor-
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donnée a celle de B,, la probabilité de B est égale au produit de la proba-
bilité de B, par la probabilité qu’acquiert B, quand on suppose B, arrivé.

Soit en effet . le nombre des cas qui peuvent se présenter quand on
attend I'événement E; sur ces w cas, il y en a, par exemple, m favo-
rables & l'arrivée de E, et, parmi ces m cas, n favorables 4 I'arrivée
de E,, la probabilité de E est ;’f; or

n m n

poopm

m R n . . -

- est la probabilité de E, et — est la probabilité qu’acquiert E, quand
on suppose K, arrivé : le principe est donc démontré.

4. En particulier : St les événements B,, B, sont indépendants, la pro-
babilite de B sera ¢gale au produit des probabilités de B, et B,.

Ce principe scrait encore vrai dans le cas d’un événement composé
dépendant de plusieurs événements E,, By, By, . ..

On a souvent commis des erreurs en confondant le cas particulier
de la probabilité composée aveele cas général, eten considérantcomme
indépendantes des probabilités qui ne I'étaient pas.

5. La probabilité d’un événement élant p, quelle est la probabilite
pour que ’¢ocnement re se produise pas en n. cpreuves.

La probabilité pour que I'événement ne se produise pas a la pre-
micre épreuve est 1 — p.

La probabilité pour qu’il ne se produise ni & la premiere ni & la
seconde épreuve est égale, d’apres le principe de la probabilité com-
posée, au produit de la probabilité pour qu’il ne se produise pas & la
premiére épreuve, multipliée parla probabilité pour que, ne s’étant pas
produit & la premiere épreuve, il ne se produise pas a la seconde; c’est-
i-dire est égale & (1 — p)?; etc.

La probabilité pour que I'événement ne se produise pasen n épreuves

e¢st done
(x—p)"

Cette probabilité décroit constamment lorsque » croit; la probabilité
Ann. de U Ee. Normale. 3° Série. Tome XVIII, — AVRIL rgo1. 19
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de Parrivée de 'événement finit donc par devenir une quasi-certitude.

6. Dans un jeu de 32 carles, on tire deux cartes au hasard, quelle est
la probabilité de tirer deux rois?

Le nombre des cas possibles est le nombre des combinaisons de
32 objets 24 2, ¢’est-d-dire: izig—"o’—l—; le nombre des cas favorables est celui

. . . . e 4.3 e
des combinaisons de 4 objets 2 & 2, ¢’est-a-dire : -'-Q——; la probabilité

4.3
32.31

On peut aussi résoudre cetle question en employant le principe de
la probabilité composée : la probabilité pour retourner deux rois est
égale au produit de la probabilité pour retourner un roi au premier
tirage multipliée par la probabilité pour que, ayant déja retournd
un roi, on en tourne un second au second tirage. La probabilité de

cherchée est done :

tourner deux rois est donc : ?/‘; 33_1_ puisque, au second tirage, il reste
31 cartes dont 3 rois.

Dans les mémes conditions, la probabilité pour tirer au moins un roi
est égale & la probabilité pour retourner un roi au premier tirage, plus
la probabilité pour en amener un au s/cc.on«l tirage si, au premier, on
of 28 /[

- .,}C -y

. . N
32 31

n’a pas retourné un roi, ¢’est done :

0
929

7. On méle un grand nombre de jeux de 32 cartes; quelle est la pro-

babilité de tirer quatre cartes noires de suite?
e . . 16 ‘

La probabilité de tirer une noire est 5> le nombre des cartes ¢lant

supposé¢ indéfini, la probabilité de tirer quatre noires (n® 4) de suite
167\ *

est : (g-;) .

Sil'on opérait sur un seul jeu de 32 cartes, la probabilité de re-
tourner quatre noires serait

16 15 14 13

32731 30 a9
Lorsque le nombre des jeux de cartes est limité, la probabilité est

Suapposons que nous puissions jouer a égalité sur la rouge ou sur

. . . 16\ %
comprise entre ce dernier chiffre et < ’> .
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la noire, en choisissant la couleur. La premitre partie est jouée, nous
avons retourné une noire; le nombre des cartes n’étant pas infini, il
y aura avantage a parier pour la rouge; sila noire passe une seconde
fois, il y aura & plus forte raison avantage & parier pour la rouge, i la
troisitme partie, etc. Nous aurons toujours avantage  parier pour la
couleur qui est sortie le moins souvent. Ce fait est généralement bhien
cOmpris.

8. Ce qui nel'est géndéralement pas, ¢’est qu’un tel avantage n’existe
plus quand le jeu est identique & chaque partie; il n’existerait plus
dans le jeu précédent si, apres chaque partie, on mélait & nouveau les
sartes apres avoir remis dans le jeu la carte sortie. ‘

On joue i pile ou face. Pile est sorti quatre fois, & la cinquitme
partie, il n’est pas plus avantageux de jouer face que pile.

On joue & pair ou impair avec un dé. Sept fois de suite le point ob-
tenu est pair; la probabilité pour que le point suivant soit pairn’en est
pas moins -l'

Avant de commencer le jeu, la probabilité pour obtenir huit fois de

. . s o, 18 . . .
suite un chillre pair était <7> » mais quand le fait s’est produit sept

v . ; syeg . . . N 1
fois, la probabilité pour qu’il se reproduise une fois encore est -

9). L'espérance mathématique. — On appelle esperance mathématique
d’un hénéfice éventuel le produit de ce bénéfice par lIa probabilité de
le réaliser.

[’espérance mathématique est done négative lorsquelle correspond
aune perte.

[ espérance mathématique totale d’un joucur scra la somme des pro-
duits des bénéfices éventuels par les probabilités correspondantes.

Il est ¢vident qu’un joueur n’est ni avantagé ni 1ésé si son espérance
mathématique totale est nulle. On dit alors que le jeu est éyuiable.

L avantage absolu d’un joucur est égal i la différence entre la somme
de ses espérances positives et la somme de ses espérances négatives;
Pavantage absolu est donc I'espérance mathématique totale; c’est la
somme que 'on devrait ¢quitablement donner au joueur si on I'empé-
chait de jouer, lorsque le jeu le favorise.
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10. L’espérance mathématique nous indique si un jeu est avanta-
geux ou non; elle nousapprend de plus ce que lejeu doit logiquement
faire gagner ou faire perdre; mais elle ne donne pas un coelficient re-
présentant, en quelque sorte, la valeur intrinseque du jev.

Ceci va nous amener a introduire une nouvelle notion, celle de
Vavantage relatif. Nous appellerons ainsi le rapport de Vespérance
positive & la somme arithmétique des espérances positive et négative.

I’avantage relatif varie, comme la probabilité, de zéro i un; il est
égal & 1} quand le jeu est équitable.

Nous verrons que si un jeu est désavantageux, et si 'on considere
un nombre de plus en plus grand de parties identiques, Navantage
relatif est de plus en plus faible et tend vers zéro.

11. Application de la notion de l'espérance mathématique. — La
notion de I'espérance mathématique permet quelquelois de déterminer
les probabilités. On peut citer comme exemple ce probleme clas-
sique :

Deux joucurs font un nombre illimité de parties a un jew dont les con-
ditions sont équitables; leurs Jortunes sont m el n; quelle est, pour chacun
d’euz, la probabilue de ruiner (V) {'awtre?

Soit P la probabilité pour que le premicer joucur ruine son adver-
saire; son espérance positive est Pz, son espérance négative est
— (1 —P)m. Le jeu est équitable, I'espérance totale est nulle, et

'on a
Pn—(1—P)m=o0,

d’oll
po
— 2
ne —= 1
on aurait de méme
7
PR | P
Mo~ n

Les probabilites de gain des joucurs sont proportwnnelles awe sommes
qi’ils jouent.

(1) Pour simplifier le langage, on dit qu’un joucur est ruiné lorsqu'on veul exprimor
qu'il a perdu la somme totale qu’'il consacrait au jeu.
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12. On étendrait facilement ce résultat au cas de trois joueurs, en
supposant que le jeu se termine lorsque deux d’entre eux sont ruinés.
Si leurs fortunes sont m, 2, r, la probabilité pour que le premier
d’entre eux ruine les autres est

m
m-—n-r

On traiterait de méme le cas d’un nombre quelconque de joueurs.

13. Les probabilités de ruine de deux joueurs qui jouent indéfini-
ment ensemble sont inversement proportionnelles aux sommes jouées:
il en résulte que le plus pauvre d’entre cux sera vraisemblablement
ruiné. Celui qui joue continuellement contre tout adversaire qui se
présente se trouve dans les mémes conditions qne s’il jouait contre
un adversaire tres riche; sa ruine est & peu pres certaine. Elle serait
plus certaine encore si le jeu le désavantageait.

Nous verrons plus loin que si un jeu est avantageux, quelque faible
que soitson avantage, la probabilité de ruinene tend plus vers 'unité
lorsque la fortune de Vadversaire augmente indéfiniment.

Celui qui joue équitablement contre tout adversaire qui se présente
jouc un jeu dangereux; mais en méme temps que sa probabilité de
ruine s’approche de la certitude, le bénéfice espéré par lui croit indé-
finiment. I y a plus : dans ce cas, la durée moyenne du jeu est infinie,
comme nous le verrons.

14. Principe relatif a la théorie du jeu. — Nous appliquerons en-
core la notion de Pespérance mathématique 4 la démonstration d’un
principe fondamental de la théorie du jeu :

Quand on joue plusicurs parties dans des conditions identigues, U’ avan-
lage du jew est proportionnel aw nombre des parties.

Supposons que, & chaque partie, on ait la probabilité p de gagner
la somme o ct la probabilité ¢ de perdre la somme .

L’avantage absolu pour une partie est la quantité

9]
ap—Pq;

¢’est la somme qu’on devrait équitablement payer au joueur pour I'em-
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pécher de jouer une partie, si le jeu est avantageux pour lui; c’est la
somme qu’on devrait lui verser pour le forcer a jouer sile jeu le dé-
savantage.

Dans ce dernier cas, & chaque nouvelle partie qu’on le contraindrait
i jouer on devrait lui verser la méme somme.

On lui verserait donce une somme proportionnelle au nombre des
parties; cette somme représentant le désavantage absolu du jeu, la
proposition est ainsi démontrée. ‘.

THEORIE DES EPREUVES REPETEES.

15. La probabilité d’un événement est p, celle de ' événement contraire
est g =1 — pj; on fail p. épreuves dans les mémes conditions, Quelle est lu
probabilite pour que le premier événement se produise n fois, et le second
b — n fois?

Cherchons d’abord la probabilité pour que les événements se sue-
ctdent dans un ordre déterminé. D’apres le principe de la probabilité
composée (n° 4), la probabilité cherchée est

Pl

Elle est indépendante de I'ordre considéré. L'ordre étant indéter-
min¢, la probabilité cherchée est, en vertu du principe de la proba-
bilité totale (n° 2), Ia somme d’autant de termes égaux a p*g¥=" qu’il
y a d'unités dans le nombre des permutations avee répétition de
n lettres A et de p. — nlettres B; ce nombre est (')

__
nl(p—nyt’

La probabilité demandée est done

!
N A pragver,

ni(p—n)l

Jest I'un des termes du développement de (p -+ q )

() On emploie le symbole ! pour désigner la factoriclle : 1.9.3.., .. Le symbole o !
fdoit étre remplacé par un,
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Si 'on éerit

!

(P~ q )= p¥ + vt g + m

py.—3 (]2 4 ,lp.,
le premier terme représente la probabilité pour que I'événement,
dontTa probabilité estg, ne se présente pas une scule fois; le deuxieme
représente la probabilité pour que cet événement arrive une fois; le
troisicme pour qu’il arrive deux fois, cte.

La somme des & premiers termes est la probabilité pour que cet évé-
nement arcive au plus £ — 1 fois sur p épreuves.

La somme de tous les termes est la probabilité pour que P'événe-
ment se présente au plus g fois; ¢’est la certitude, et la somme des
termes est égale, en eflet, d unité, puisque p + g ==1.

16. Probabilité maxima. — La probabilit¢ d’un événement est p, celle
de U'éoénement contraire est q; on fail 1. cpreaves dans les mémes condi-
tions. Quel est, pour chacun des événements, le nombre d’arrivées le plus
probable?

Le rapport d’un terme

[J'I n -
e e ) 7 e
nl(p—n)l £q

au précédent
!
(n—1)l(p.—rn~+r1)!

l)uwi (/[J,-—u—H ,

¢’est-d-dire la quantité

deyra, pour le terme maximum, étre plus grand que un, mais il devrs
devenir plus petit que I'unité si 'on remplace n par n + 1.
La valeur de ~ qui correspond au maximum doit donc vérifier les
inégalités
E_'_.;.’i'._ti £ > 1,

n q
A
n- 1 g <b

d’ott 'on déduit
pptp=n>pp—q.
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"Le nombre entier n, compris entre deux limites dont la différence
p ¢ est égale & 'unité, est donc déterminé, sauf dans le cas on
w.p -+ p est entier; alors pp — ¢ est aussi entier. Deux termes consé-
cutifs dans le développement de (p + ¢)¥ sont égaux entre eux. On
peut dire, en négligeant la fraction, que p.p est le nombre le plus pro-
bable d’arrivées pour I’événement dont la probabilité est p; le nombre
d’arrivées le plus probable, pour I'événement dont la probabilité
est g, est

p—pp =g
La combinaison dont la probabilité est la plus grande est donc celle
dans laquelle les événements se produisent en nombre porportionnel a leur
probabilite.

’

17. Soit p, la probabilité pour qu’une certaine quantité a soit égale
Qda,.

Soit p,la probabilité pour qu’une certaine quantité @ soit égale
A dy....

Soit p, la probabilité pour qu'une certaine quantité @ soit égale
A a,.

La valeur moyenne de a cst, par définition,

Ay Py == Gy Po=t-o o=ty Py
Prtprtee P

Si, en particulier, p, +...+p,=1, la valeur moyenne de a est
I’espérance mathématique d’un joueur & qui 'on promettrait une
somme égale & a.

18. La probabilité d’un événement est p, on fait p. épreuves iden-
tiques, quelle est la valeur moyenne du nombre des arrivées de
cet événement?

D’aprés la définition ci-dessus, cette valeur moyenne est

3 pin e i
nl(p—n)yl
ou, en considérant p comme une variable indépendante de ¢,

9 Bl = p O »
Pd_pZml’ 7 ’——-P;)"/;(P‘*"/)‘*;
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¢’ est-a-dire
pp(p - q=t=pp.

La valeur p.p du nombre d’arripées de [’ épénement n’est pas seulement
la valeur la plus probable, ¢’est aussi la valeur moyenne du nombre des
arrigées de cel éeénement.

19. On considere Ja valeur p.p dunombre d’arrivées d’un événement
dont Ia probabilité est p comme une valeur normale, la plus probable
de toutes, et les autres sont définies par leur différence i celle-1a.

Cette différence prend le nom d’ceart. Si, par exemple, on fait
cent épreuves i pile ou face ¢t que pile se présente cinquante-quatre
fois, I'écart sera quatre.

Dire que U'écart est 4, ¢’est dire qu’il y a eu pp ~+ A cas favorables
et g — A cas défavorables. La probabilité pour que Iécart soit % est

done (n° 15)
A

(pp A=) (g — 1)

. /)[)‘/) Fh (/y,r/-~/1_

La plus grande probabilité (£ == o) a pour expression

!

.[.L_[_)_! [J'(/! /)!J»[) (/:I.//'

Ces formules n’expriment pas rigoureusement la probabilité (n° 16),
mais elles sont tres sullissamment approchées.

20. Formule de Stirling. — Le calcul de la factorielle n! devient
impraticable lorsque ~ est un peu grand, mais on peut alors remplacer
celte quantité par une autre facilement calculable d’apres une formule
célebre due i Stirling, dont je ne crois pas utile de rappeler la
démonstration.

La formule de Stirling

nl—=en n"\/'zn’n

exprime une égalité asymptotique, la différence de ses deux membres
croit sans cesse, mais leur rapport tend vers un.
Ann. de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome XVII. — AvRiL 1go1. 20
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Serret a démontré les inégalités suivantes :

- n n vy -
nl>e"n \/.),un,
1

nl<ennm/amn e
elles montrent la grande approximation fournie par la formule de Stir-
ling. Un exemple numérique montrera encove Papproximation fournie
par cette formule; en supposant, par exemple, que 2 = 20, on a
20! = 243 290200817664 0000,

€250 /o == 242278638551 0400000,
le rapport des deux nombres est 1,004 17.

21. Appliquons Ia formule de Stirling a I'expression de la probabi-
lité maxima (n° 16)

22l
pptpg

elle devient, en remplacant les factorielles par leur valeur approchée,

oW ‘,J'[J,\,’L;l' ;[; R

emthr ({J./:’)!"/’\/;,z'%;u.ﬁ/)‘ ot ([J.(/)!"‘/\/tl. T (/
ou, en simplifiant, et en remarquant que p —+ g =1,

I

Vamppy
Cette probabilité, la plus grande de toates, contient \/p. en dénomi-
nateur; clle tend vers zéro quand le nombre des épreuves augmente.

22. Expression asymptotique de la probabilité. — Appliquons la for-
mule de Stirling & la recherche de 'expression asymptotique de la pro-
habilité de I'écart 2 (n° 19)

w1

[ i — L=t 1 gy Wi == Tt
(pp -+ )Y (pg — R)! PRt

ho oo oo . . e L
en supposant m négligeable et -7= fini. La formule de Stirling réduit
' 7
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“T
(S5

.\
Pt

'expression ci-dessus & la suivante

! !
\/ 2 7‘:1'37/‘)7/ Wp ke ;, pg—h— <

(1 4 _ﬁ_ (i — _/_L_

\ P -1
On a

5 V'/’-G-/z»l-% \ p ) X
il ) o ) fom sti)
M, . 2 Lp ot 3ot ph
egad

/i / 2 ;
e e = )

By 2pigt T 3t T

en additionnant et en supprimant les quantités négligeables en vertu
des hypotheses faites, on obtient

, / Yph 41 ) e Yooy — I+ é )2
loe I L LA
08 (! | 1.1./,:) <~l [J.r/) 2 V. (/; + q

. f I I .

En remarquant que — -+ - = —— ¢t en passant des logarithmes aux
' . r 7. rq

nombres, on obtient

\{!./lllz-tl It h

3 N Yg— : 2
(l -} ,.,{{‘) <I — __/L) : o (!211.]111;
e [+

en portant cette valeur dans I'expression ci-dessus elle devient

—_h
— ¢ 2PPq,

Varppy

I

Telle est la formule asymplotique exprimant la probabulité de U'écart /
en . epreuses.

23. Cette formule a I’avantage de se préter aux calculs numériques;
elle est de plus continue; on peut considérer I'écart 4 comme une va-
viable continue, en assignant & un écart compris entre x et @ -+ dzx la
probabilité

a®
! T e,

e

Vamppq



156 L. BACHELIER.

Il faut rappeler que 'on nomme ceart la différence entre le nombre
des arrivées de I'événement ct la valeur p.p qui est la valeur la plus
probable et la valeur moyenne.

Sous sa forme continue, I'expression ci-dessus peunt se délerminer
directement, et c’est la sa meilleure justification. Telle que nous
I’avons établie, son exactitude peut faire naitre quelques doutes qu’il
est utile de dissiper, dautant qu’on applique cette expression
lorsque . n’est pas tres grand, et quelle que soit la valeur de /4.

24. L’écart le plus probable est z = o, sa probabilité

décroit proportionnellement i la racine carrée dunomhbre des épreuves.
Cette valeur avait ¢(é trouvée précédemment (n°21) et nous la savions
trés approchée (n” 20).

La formule asymptotique fournit done la valeur de Ta plus grande
probabilité avec une tres grande approximation.

25. Cherchons quelle est Ta somme des probabilités de tous les
écarts, ¢’est-a-dire

P Ik

1 ! -
: / ¢ ARl
-

posons ——-— = A, celte expression devient
\/f’.{}./l{/

ol

. / e ).
yrdo.,

(Cest une intégrale classique dont Ia valeur est un.
Ce résultat n'était pas évident, puisque la formule asymptotique
n’est qu’approchée.

26. La formule asymptotique accorde une probabilité i des ¢earts
qui, en réalité, n’existent pas. Le nombre des épreuves étant w, le
plus grand écart possible est p.g ou - wp suivant que ¢ est supéricur
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ou inférieur i p. Supposons p < ¢, la formule asymptotique se trouve
attribuer la probabilité

"R f ERd
e e

iy Vorppy

aux éearts compris entre g ct =, écarls qui, en réalité, ne peuvent
étre alleints.

Nous verrons plus loin comment on calcule ces sortes d’intégrales ;
un exemple suffiva ici : si P'on suppose que =32 et que p=¢ =1,
'expression ci-dessus a pour valeur

O ) ()()()()()()()()’77 ;
clle est done tout i fait négligeable.

27. La formule asymptotique attribue la méme probabilité a des
ymj | l

¢earts symétriques, aussi est-clle trés approchée lorsque p est égal & ¢

ou tres voisin de ¢ @ p élant méme un petit nombre. Quand p est tres

différent de ¢, lTa symétrie ne s’établit qu'a la longue, et la formule

asymptotique n’est approchée que si p. est grand.,

28. Nouvelles déterminations de la formule asymptotique. — On fait
., épreuves, I'éeart est 2, cela revient & dire qu'il y a eu ., p + x cas
favorables.

On faitune nouvelle série de p, ¢preuves, Uécart est y, cela revient
a dire qu’il y a, dans cette nouvelle série d’épreuves, p.p+y cas
favorables. Parmi les ., -+ p, épreuves, il yena (p 4+ po)p +a +y
favorables, 'écart est donc & -+ y; nous le désignerons par s.

Soit @, da la probabilité de I'écart » en ., épreuves (c’est-a-dire
la probabilité pour que I’écart supposé continu soit compris entre x
et - dx); en la multipliant par o, , = o, _,,, on obtient, d’aprés le
principe de la probabilité composée (n°3), la probabilité pour que
Pécart soit @ -+ y ==z en ., -+ Py ¢preuves, cet écart ayant été « en
Py épreuves.

D’aprés le principe de la probabilité totale (n° 2), la probabilité de
Vécart « +y ==5 en ., + P, épreuves est la somme de toutes ces
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quantités telles que ©,, < &, , dx, 2 prenant toutes les valeurs
de — oo i 4. Laprobabilité de I'écart 5 en ., + 1, épreuves est done

o w
ds / s, Do gy A
.

— o0

D’apres nos notations, la probabilité de cet écart a pour expression
@, yep. 425 00 doit done avoir

vt
Wz, Uy + e dz=ds / Ty 5,104y dr,

o

ou

SRkl
[OFNIPRSTNES / [ORTORROERTAEIN dr.

Ve 0

Telle est I'équation de condition a laquelle doit satisfaive la fonetion .

29. On vérifie facilement (*) que la fonction

ad

LT Ee

w oo

“Vamppy

satisfait bien & 'équation ci-dessus.

30. Enfin, la théorie durayonnement de la probabiité permet d’ob-
tenir directement la formule précédente. Cette théorie a ¢té exposeée
ailleurs (*), je ne crois pas utile de la reproduire ici.

31. En résumé :

La probabilite d’un événement étant p, U hypothése la plus probable en
Jaisant p. épreuves identiques correspond au nombre p.p d’arrivées de cet
événement.

La probabilité d’un deart x, ¢'est-a-dire la probabilite pour que le
nombre d’arrivées de cel doinement soit compris entre pp - x el

(1) Comsulter la Z%dorie de la spéeulation dans les dnnales de I Ecole Normale, p. 36 ;
1900.
(%) Id., p. 45.
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Ot
o

1 V4 i A o dx est G.Z'[)I‘I.ﬂ'l(,"(f par la /ormule

Bl
! -3
—_— e PP,

\/ 2 T’lU V&

32. Courbe de probabilité. — La fonction

e

e 2y

\,/ ' T

peut se représenter par une courbe dont 'ordonnée est maxima i ori-
gine, el qui présente deux points d'inflexion pour

oo e \/ 121

33. La probabilité de 1'¢eart & est une fonction de g, elle croit
jusqua une (:m'l,nim:‘ alenr de poet déeroit ensuite. Sa dérivée par
rapporti . s’annule lorsque a == Vupyg. La probabilité de I'écart 2 est
done maxima quand cct écart correspond au point d'inflexion de la
courbe des probabilités.

34. Probabilité dans un intervalle donné. — L’intégrale

X x?

l 4 — '-“V‘h__
(1 s / e T dy
) \/‘J. T

n’est pas exprimable en termes finis, on 'évalue soit par un dévelop-
pementen série dont on calcule les termes de proche en proche, soit
par un développement en fraction continue.

‘

35. La fonction

. vy
Oy) == 2 / e dy

Ty

¢lant ’un usage continuel dans le caleul des probabilités et aussi dans
la Physique mathématique, on a édité des Tables donnant les valeurs
de cette fonction; ces Tables sont reproduites a la fin de ce Mémoire.
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Si, dans la formule (1), I'on pose

x _)
Vappg
elle devient

x

V2Upg PP
2 / e dl = :'- 0 (—_l_ .:)-
2yrJ, 2 \Vappy

Telle est Uexpression de la probabilite pour que Uéeart sou compris

entre zéro el x.

La probabilité pour qu’il soit compris entre ==  serait

) (-,, . >
Vo

36. La probabilité

pour que I’écart soit plus grand que 2 (dans un seul sens), croit cons-
tamment avec .. Si p. était infini, elle serait ¢gale a §, résultat évident.

37. La probabilité

Ty

Jib.pg

1 ) . -
~ -—-—/ e dd.,
2 \/?r

Yy

Vit
pour que l'écart se trouve compris dans Uintervalle finix,, z, (2, et x,

sont supposés de méme signe), est nalle pour p. = o et pour v. = =;
elle est maxima lorsque

; I ay —
o =

. i SRS U W
24 Z
29 log 22

\ Ty

Si nous supposons Uintervalle x,, @, trés petit, nous retrouvons
pour w la valeur déja obtenue (n° 33) :

a?

[J, Z20 e w
F= 1
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38. La fonction ©(y) s’approche beaucoup de I'unité lorsque y est
supériecur a 3; on a, en eflet,
0(2) =o0,9953223,
0(2,5) ==0,9995930,
0(3) =0,9999779,
0(3,5) =0,99999925.

La courbe des probabilités, asymptote & 'axe des a, s’approche
donc extrémement vite de cet axe dés que y =2, c¢’est-a-dire des
que x = 2\2pu.pg.

39. Ecart moyen. — L’dcart moyen (n° 17), ou espérance mathéma-
tique de celui qui toucherait une somme égale & la valeur absolue de
I’¢eart, a pour valeur

at

;B g
wd

9 - o ————
— = _._,f ae A dae,
VerppqJy

Posons

R
Vappyg
Pintégrale devient

2V2ppy / e = V2 , _ ;c_;_u’ _Veupy 0,79789 \Vop7g-
\/TC p \/TE 0 \/Tf

2
L'écart moyen est proportionnel ¢ la racine carrée du nombre des
cpreuves.

40. Ecart probable. — C’est I’écart qui a autant de chances d’étre ou
de ne pas étre dépassé; sa valeur (n° 35) vérifie donc I'équation

1 1 () @€ I
e QY ——riewiimno | T )
a2 \Vappg) 4

= 0,47693\/2 1pg.

Ann. de I’fic. Normale, 3% Série. Tome XVIIl. — AvmiL 1gor. 21

on en déduit
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L’écart probable est proportionnel a la racine carrée du nombre des
épreuyes.

Le rapport de ’écart probable & I’écart moyen est 0,8463.

41. Plus généralement, considérons un intervalle ==« tel que la
probabilité pour que I’écart soit inférieur 2 soit égale & une quantité
donnée quelconque u; on doit avoir (n°® 35)

) z =u.
(\/ 211-10/1)

L’intervalle == 2 est donc proportionnel 4 laracine carrée du nombre
des épreuves.

Les écarts de probabilité donnée, de méme que I’écart moyen, crois-
sant proportionnellement a la racine carrée du nombre des épreuves,
déeroissent done relativement i ce dernier nombre. Cestle théoreme de
Jacques Bernoulli.

PREMIER PROBLEME DE LA THEORIE DU JEU.

42. Etude de la probabilité. — La théorie qui précede fournit la solu-
tion de ce que nous appellerons le premier probléme de la probabi-
lité :

On suppose deuzx joucurs ayant & leur disposition une somme indcfinic,
Jouant un nombre détermine de parties, et réglant les différences & la fin du
Jeu.

Soitp la probabilité pour qu'un des joueurs gagne i chaque partie, et
soit ¢ = 1— p la probabilité pour qu’il perde. Dans 'hypothese la plus
probable, le joueur gagnerait pp parties ct il en perdrait pg.

La probabilité pour qu’il se produise un écart égal a A, ¢’est-a-dire
pour que le nombre des parties gagnées soit pp -~ £ (n° 19), est

p!
(pp + 1) (pg—h

) . p[Lp+/! qp.q—lr._

43. Sile nombre des parties est suffisamment grand, la probabilité
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d'un écart compris entre % et & + dh (n° 22) est

e
e ridh.

Varnppg
44. La probabilité pour que I'écart soit supérieur a %, dans un sens
déterminé, est donné par expression (n° 36)

A

« o2 [VEepg
- -—_"/ C‘—)"tn..
2 2.4/nJ,

On peut calculer cette probabilité en se servant de la Table qu’on
trouvera a la fin du Mémoire.

45. L'écart moyen (n° 39) a pour valeur \/ﬂ%’-ﬂ ou0,79789 V p1pq-

Léeart probable (n° 40), ¢’est-a-dire celui qui a probabilité égale
d’étre ou de ne pas étre dépassé, a pour valeur : 0,47693 2 u.pg.

Ces €carts sont proportionnels a la racine carrée du nombre des parties
Joudes.

Ils sont donc de plus en plus faibles relativement au nombre des parties
joudes.

46. Plus généralement, si I'on considere un écart (== u) variable,
mais tel que la probabilité pour que cet écart ne soit pas dépassé soit
constante, cet ¢cart est proportionnel & la racine carrée du nombre des
parties jouées.

47. ¥tude de l'espérance mathématique. — La connaissance des pro-
habilités est insuffisante pour faire connaitre le désavantage d’un jeu;
ce désavantage dépend en effet des sommes jouées.

Supposons que le joueur ait, & chaque partie, la probabilité p de ga-
aner la somme o et la probabilité ¢ de perdre la somme f3.

L’espérance mathématique ou avaniage absolu (n°9) sera, pour une
partie,

op —pyg.
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L'avantage relatif (n° 10) sera, pour une partie,

Ot/)
ap~+ By

48. Cherchons quelle est I'espérance correspondant & un écart £,
en 1. parties.

Si Iécart est 4, ¢’est qu'il y a eu wp + 4 parties gagnées et g — 4
parties perdues; chacune des premieres donnant le bénéfice «, ct cha-
cunc des dernitres la perte B, le bénéfice correspondant a I'écart / est

(pp+0)a—(pg—0)p = p(ap —Lq) + h(z-+ B);
en multipliant cette quantité par la probabilité de I'écart & (n” 22), on
obtient 'espérance mathématique cherchée :

he
[p(ap —Bq) ~+ (e -+ B)] e ¢ 0P (),

49.. L’espérance mathématique totale ou avantage absolu du jeu
s’obtiendra en intégrant cette expression entre — » et - % :

b

. A he webhn LB
_\7,__' [(1»&—@) f he 2BPT Al p(ap—Fo) / ¢ 2!""'/(//,].

2T py

La premitre intégrale est nulle, la seconde a pour valeur y2mppg;
I'expression ci-dessus se réduit donce &

plop —Bq)-
L'ayantage absolu du jew est proportionnel au nombre des parties
Jouées.

Ce résultat avait déja été obtenu (n° 14).
Cette expression est aussi celle de la perte moyenne et celle de la
perte la plus probable puisqu’elle est la perte correspondant i A = o.

50. Cherchons Ja probabilité pour que la perte soit supérieure i m.
Supposons la perte égale i m; soienta le nombre de parties gagnées,
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v. — 2 le nombre de parties perdues, on aura

ox —pP(p—z)=— m;
d’ou
p=b2=m
a—+0

I écart £ est égal & wp — ; on a donc

pB—m _ plap—0Bqg)+m
a—+0B a0 ?

o= pp—

la formule (n° 44) donne alors la probabilité pour que I'écart Z et, par
suite, la perte m soient dépassés : ’

wap —Bagi-+m

T R f @+BV2ury e
2 o \/ T Jy

ou

, 1 1 ‘plap —Bqg)-+—m
[ pe—— L /i q._____.,. -
> 2 | (x+P)Vappg

51. En particulier, la probabilité totale de perte qui correspond
m == 0 a pour valeur

_plap=Bag)
L __'):‘_/(ow-ﬁ) VIEPY , 32 )
2 % \/TE o
52. L’espérance positive totale a pour valeur
Iz
- ¢ 2Py
Sv= | [plap—Bq)+ k(e + )] =—=4d,
o \/27T[J.[)([

h, étant la valeur de % qui correspond & m = o, ¢’est-d-dire
_p2r—Pe,
o+
La différence entre les valeurs absolues de I’espérance mathématique
positive &, et de I'espérance négative &, est n(ap — Bg).
L’avantage relatif du jeu est
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L’expression de I'espérance positive peut s’écrire

_hr he
21 g —2[.1.111

1= —l-ﬁ)f e Ilf”L+f*(°¢1)-ﬁf/)f £ an.
i 5/]\/27_(*’1)’] ocp— ';\/271'51-17([

a-+f3 o~ (3

La premiere intégrale peut se calculer exactement; en posant, dans la

seconde, l___ =\, on obtient
Va2ppg
U-(Otp—-[‘}(/]’ . »©
Si=(a—+pB) \/P Pq  2pgla+Br p(ep - f*//)f o= ().
T — otp—-{;r,

(oc-o-[ip Jz,u,

53. Cherchons la valeur asymptotique du second terme lorsque .
devient trés grand. Rappelons la formule connue (*)

© —) D — e—u* et - 3 e—u?
A 20 bud 8ub

Cette série diverge au dela d’un certain terme; cette divergence
n’importe pas, on a asymptotiquement, lorsque p est trés grand,

o 2
(,-—u
f —‘”(l) —_— .
A(l
u

D’apres cette formule, le second terme de I'espérance positive a pour
valeur asymptotique

—— (uct,:-(ﬂ(/)’
LY T
—(a+B) \/fglﬁ ¢ rrra,

Il est égal au premier terme changé de signe; la valeur asymptotique
de &, est donc zéro.

Lorsqu’un jeu est désavantageuz, si l’on considére un nombre de plus
en plus grand de parties, I’espérance positive finit par décroitre, méme
en valeur absolue, et elle a pour limite zéro.

(1) Pour la démonstration de cette formule, consulter entre autres les Annales scien-
tifiques de IEcole Normale supérieure, p. 43; 19oo.
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La valeur asymptotique de I’espérance positive d’un jeu avantageux
est égale, lorsque p. est tres grand, A la quantité p(ap — Bq).

54. Nous avons vu que la perte moyenne avait pour cxpression
v(Bg —ap).

A Iécart moyen en plus ou en moins (2 = 0,79789yppg) correspond
la perte moyenne en plus ou en moins de

h(o+ ) = 0,79789 (¢ + B) Viepq-
Alnsi, en résumé:

La perte moyenne
p(Bg —ap)

est proportionnelle aw nombre des parties jouées; I écart moyen en plus ou
en moins est proportionnel a la racine carrée du méme nombre, i a pour
expression

0,79789 (e + E)Wppg-

L’écart moyen diminue donc relativement au bénéfice ou a la perte
moyenne; ¢’est pourquoi, en jouant un grand nombre de parties, la
perte du ponte est tres voisine de la perte moyenne; le bénéfice réa-
lis¢ par les maisons de jeu est trés voisin du bénéfice moyen.

55. Cas ou le jeu est équitable. — Lorsque le jeu est équitable,
po=qB, toutes les formules précédentes se simplifient, 'espérance
totale est nulle, les espérances particlles positive et négative ont pour

valeur
._?_j: ﬁ,__ f he 1!’/"/ Al — \/lj/’]( + B
ZﬂVPV

L'espérance particlle vare proportionnellement a la somme des muses
et a la racine carrée du nombre des parties.

L’espérance particlle est égale au double de I’écart moyen (n°® 45)
multiplié par la somme des mises.

56. Pour obtenir la probabilité @ pour que la perte m soit dépassée
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en w parties, il suffit de faire ap — B¢ = o dans la formule du n° 50;
on obtient ainsi

m

=11 _;/<1+ 6h/w,"/e""E ).
2 2 \/77.' A
ou
“—-—.E.___I. ——-—-—liL—-:-::_: .
F=37a0 [(a-i—ﬁ)\/zw)f/.

— . \ I ’
57. Dans le cas le plus simple ot = f§, p=¢ = -, I'espérance po-

sitive devient

[

_

2T

. " : .
[’écart moyen a pour valeur L5 pour p =100, il est voisin de
2T
quatre.

La probabilité pour que la perte soitplus grande que m en p partics

est

m

T 12 i .
‘.f = o - / (&4 - 13 (I)\
9 2 \/71- Jo

L p m .
P o — -0 == | ¢~ (/).
2 2 \ayap

58. Si I'enjeu par partie est de 1™, « =1, et I'on a simplement

ou

mn

2 vig
——— f e~ d)..
NP

Telle est I'expression de la probabilité pour que la perte soit supé-
rieure & m & la @i partie.

® =

W=
-

59. Quelques exemples. — Supposons que, pour chaque partie, un
joucur ait une chance sur dix de gagner; il a neuf chances sur dix de
perdre.

Il joue 1™ par partie, et s’il gagne il touche ¢ (son bénéfice est
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de 8™ puisque sa mise est de 1™). Dans le jeu considéré (') on a done

1 ()
1) I ey ( == ==,
! 10 7 10

? Ape 1 312 » 1 ¢ arfy 3 8 o ? A A
Lespérance positive pour une partie est — ou 8o, I'espérance néga-
. C .
tive est-2 ou 0o°.
10 ‘
La perte moyeune pour une partie est donc 1o, L’avantage relatif
. 3
du jeu est — = o0,/47.
lu jeu es ' A7
60. Supposons maintenant que U'on joue deux partics; la probabi-
s o 1 rep
lité de les gagner toutes deux est p* = —, le hénéfice correspondant
270 100
. . 18 -
est 16, La probabilit¢ de gagner une partie est 2pg = 7(17, le béneé-
DO

fice correspondant est 7™ enfin le joueur a 81 chances sur 100
de perdre Tes deux parties.

e , . 1 18 IC
La probabilité totale de réussite est — + — = 19, elle a done
100 100 100
:lugnmn(.(-.

) , .. 16 18, 142 , , .
Lespérance positive est- = - 227 - 182 [’espérance négative est

D0 100 100
v ¢ 81 160 , . .
== e Llespérance totale du jeu a done pour valeur — 20°.

LOO 100 h

.o 140 . . .. ,
Iavantage relatif T,v»‘»')/ = 0,467 a, comme on voit, diminué.
o0/

61. Sil’on jouait 500 parties, la perte moyenne scrait

. Hoo
—plop —Bg)= 5 =

20,

Cette perte moyenne de 5o™ correspond au gain de 50 parties;
I'écart moyen en plus ou en moins correspond & 48™. La probabilité de
gain est 0,20.

I’espérance positive est égale & 7™ : ¢’est contre celte somme que le
joucur pourrait abandonner sa chance de bénéfice.

(1) est le jeu des petils chevaux communément pratiqué dans les casinos.
Ann. de L' e, Normale 3¢ Série. Tome XVII — Mar rgorx. ) 22
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I’espérance négative est 57,

L’avantage du jeu est o,11.

La probabilité de réaliser un bénéfice de quelque importance est trés
faible, le joucur a moins de 6 chances sur 100 de gagner plus de 50™.

62. La probabilité de réussite et 'espérance mathématique totales
d’un jeu varient & chaque partic depuis le début du jeu. Dans
I'exemple qui précede, je suppose que, sur les 200 premieres épreuves,
25 aient donné un gain et que, par suite, ces 200 parties aient pro-
duit un bénéfice net de 25™.

L’espérance totale du jeu de 500 parties est alors

25~ p(ap —PBg) =25 —300 < 0,1 =— 5.

La probabilité totale de réussite, ¢’est-a-dire la probabilité de gain
au bout des 500 partics, est o,45.

63. Supposons que I'on joue 50000 parties, la perte moyenne est
5ooo™, avec un écart moyen en plus ou en moins de 480™; la proba-
bilité de gain et I'espérance positive sont d’une excessive petitesse; on
n’a que 5 chances sur roo de perdre moins de 4000,

64. Cet exemple suffit pour montrer que Ie moindre désavantage
dans un jeu rend impossible & Ia longue toute chance de bénéfice;
il montre aussi que I'on peut prévoir la perte avec une erreur relative
de plus en plus petite.

SECOND PROBLEME DE LA THEORIE DU JEU.

65. Nous avons supposé deux joueurs ayant i leur disposition une
somme indéfinie, jouant un nombre de parties convenu, et réglant a la
fin du jeu les différences. C’est le premier probleme de la théorie du
jeu.

Nous allons aborder maintenant ’étude du second probleme : la
somme totale que 'un des joueurs veut risquer au jeu, et que, pour
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simplifier, nous appellerons sa fortune, est limitée; la fortune de son
adversaire est supposée infinie.

Ces conditions sont réalisables : en effet, jouer contre toutadversaire
qui se présente, c’est, en réalité, jouer contre un adversaire de fortune
infinie.

Nous dirons, pour simplifier, que le joueur est ruiné quand ila perdu
la somme totale qu’il consacrait au jeu.

Le probleme dont nous allons nous occuper peut étre considéré
comme actuellement résolu; de Moivre en avait traité un cas particu-
lier que Laplace et Lagrange ont présenté sous une autre forme. Ces
savants n’ont pas fait usage des formules asymptotiques que Laplace
appliquait & la théorie des épreuves répétées.

Nous nous occuperons d’abord du cas particulier du jeu équitable
et des probabilités égales. Il nous a été possible de simplifier beau-
coup I'étude de ce dernier cas, en sorte qu’il constitue aujourd'hui un
des problemes les plus simples du calcul des probabilités.

On trouvera & la fin de ce Chapitre ’étude du cas général du second
probleme de la théoric du jeu; cette question, du moins 4 notre
connaissance, n’avait pas été résolue.

66. Etude d'un cas particulier. — Un joueur A posséde m francs; il a,
pour chague partie, probabilité égale de gagner ou de perdre 1™; quelle
est la probabilité pour qu’il perde ses m francs en jouant au maxiunum
p parties?

Soit P la probabilité cherchée; désignons par @ la probabilité pour
que la perte soit supérieure a 7 si I'on jouait p parties, on a

P=24&,
c’est-a-dire :
La probabilité pour qu’une certaine perte soit dépassee avant un nombre

donné de parties est le double de la probabilité pour que cette perte sott
dépassée au bout de ce méme nombre de parties.

En effet, la perte m ne peut étre dépassée au bout de . parties sans
I’avoir été antérieurement; la probabilité @ est donc égale & la proba-
bilité P multipliée par la probabilité pour que, la perte m ayant été
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atteinte avant u parties, soit dépassée en . parties, c’est-a-dire multi-

. I
pliée par ~- On a donc
1)

2

EI?

67. Cherchons la valeur exacte de @. Si le joucur a perdu m francs

TPV y. AP , P~ m e
en | parties, c’est qu’il a gagné parties et perdu —,— parlics.

2

La probabilité de cette éventualité (*) est (n° 15)

S S S AL
Wy, m = [T m.I - — I’I»I <)>
2

2

La probabilité @ est la somme des expressions analogues obtenues
en remplagant m par (m —+ 2), (m+14), ..., p.. On a donc

mz=s [J.

-
¢ = 2 Ty, m
[y (

m n

et, par suite,

mnes

P2 Z

1
Wy, mee

[
moesm

68. Pour avoir I'expression asymptotique de P il suftit de rem-
placer @ par sa valeur asymptotique (n° 58)

nr

I 1o VR L,
g / e dh,
’ K \/W g
Pe=ry—

m
il

C’est Uexpression de la probabilité pour que le jew se termine avant
w parties.

on a done

]

2 [

" e dh.

(1) La lettre wvy, » ne désigne pas ici la méme probabilité que précédemment (n” 28).
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69. On calcule la probabilité

m

P:r———’z-f e‘“a’l:r—@(—ﬂ:)
Vr. Vap

0 \

en employant les Tables de la fonction ® qui se trouvent & la fin du
Mémoire.

70. Nous allons retrouver les mémes formules en cmployant, dans
le probleme particulier que nous étudions, laméthode qui conduit a la
solution du probleme général. Ce dernier probleme présente quelque
complication; ¢’est pourquoi nous avons cru devoir traiter séparément
un cas particulicr.

71. Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d'avance. — Un joucur A posséde m francs, il a pour chague partie pro-
babilité égale de gagner ou de perdre 1™; quelle est la probabilité pour
qu’il perde ses me francs précisément apres avoir fadt (. parties, de telle
sorte que la p/* partie lui enléve son dernier franc?

Si le joucur a perdu m francs en . parties, c¢’est qu'il a gagné
[J. == TN . L 4= TN . cye .
1—--»;)»--~ parties et perdu I»Mr;«-— parties; la probabilité de cette ¢ven-

tualité est (n° 15)

! 1\
Bpam == 7 m, p—m,\a/) "
7  E 2\ 2

2 2

Cette probabilité est plus grande que celle que nous cherchons, elle
est relative i toutes les séries de parties amenant la ruine du joueur A
en p coups, nous devons en retrancher celles qui auraient amené sa
ruine avant le wiéme coup.

Nous allons done chercher, parmi les séries qui auraient produit la
perte moen o coups, celles qui auraient produit cette perte avant
le pieme coup.

Considérons unc série qui aurait produit la ruine (¢’est-a-dire la
perte m) eny partics; cette série, si elle avait pu se continuer, se serait



174 L. BACHELIER.
composée, au dela du yi*»e coup, de B parties gagnées et -1
parties perdues, puisque la perte totale aurait été égale a m.

Donc, 4 partir de la yé™¢ partie, il se produit une suite de pertes et
de gains que I'on peut représenter symboliquement comme suit :

G,G,P,...Gp_y.. 'PE:l_, Pu_y-
2 2

2

G, indique que la (y + 1)*me partie a donné un gain;

G, indique que la partie suivante a donné un gain;

P, signifie que la partie suivante a donné unc perte, cte.
Considérons une suite quelconque

Gl [’1 oo (‘l!]_,']r o I)V'“‘Y 1 I)p,‘.-v
e o =

se terminant par une perte, et la suite symétrique

PyGrn Pucy oGy Gy
: ; :
se terminant par un gain.

A chacune des suites de la premitre forme correspond une suite de
la seconde et inversement.

Sinous lisons ces suites en commencant par la droite, le nombre de
celles qui commencent par un G est ¢gal an nombre de celles qui
commencent par un P. Donc le nombre total de ces suites estle double
du nombre de celles qui commencent par un G, et cela a lieu évidem-
ment quel que soit v.

Or, pour que la pi*me partic fournisse un gain, il faut que la perte
soit (m 1) ala (. — 1)me partie. Done :

Le nombre des séries qui auraient produit la perte m en moins de
p parties est égal au double du nombre des séries qui, produisant la
perte m—1 en p—1 parties, produiraient la perte m en . parties (*).

Passant du nombre des séries aux probabilités, nous pouvons dire
que la probabilité cherchée II,.,, est égale & la probabilité o, dimi-
nuée du double de la probabilité pour que, la perte étant m + 1 en

(') Co raisonnement, appliqué d’une fagon un peu différente, est di 4 M. André.
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w — 1 parties soit ¢gale & m en . parties, c’est-a-dire diminuée de
Wy, me 3 ON a done
H]J.,m == mu,m - m;.b -1, m-+1

' PRLL ! 1\ _ m
Yoyrn — — - = — Du,m-
{J- 3 -+ m 1 [~ m 1 2 -
2

ou

2

Telle est la probabilité pour que le joueur perde ses m francs précisément
a la pfom partie.

72. Sile nombre p est grand, on peut, dans cette derniére formule,
remplacer la quantité @, par sa valeur asymptotique; on a ainsi

m?

Hu‘.m: vl

73. Probabilité pour que le jeu se termine dans un nombre donné de
parties. — La probabilité pour que les m francs soient perdus apres le
pieme coup s’obtiendra en intégrant I’expression ci-dessus entre les
limites p. et oo apres 'avoir divisée par 2, puisque la ruine ne peut
avoir licu que de deux en deux parties.

Prenons d’abord I'intégrale entre les limites zéro et %, nous avons

m?

/‘” m Pt
0 ‘/27'-'("'\/1:

’7 -3
2 e
anf

(’est une intégrale classique dont la valeur est un. Ce résultat est
exact (n 11, 93).

Il n’était pas évident qu’on devait I'obtenir, puisque la formule
asymptotique n’est qu’approchée.

dp.

m?
ou, ¢n posant o =2,

74. La probabilité pour que la ruine ait lieu apres la pi“m¢ partie est

m o
—e € s (lﬂ
o Vampyp
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9

m-=
2 [~

ou, en posant

m

/513

) Vg
2 f e d).
\/‘ﬂf 0

La probabilité P, » pour que la ruine aitlieu avant le ™ coup scra,
d’apres le numéro précédent, égale & U'unité diminuée de Uintégrale
ci-dessus. On a donc

m

=

. 2 Vape o

'I)[J.,m: I / e d}.
TSy

C’est Uexpression de la probabilité pour que le jew se termine avand
. parties.

Nous retrouvons donc la formule obtenue précédemment (n° 68).

75. Durée probable du jeu. — La probabilité
'l/I
P o /"/;"'"' 2 0
=] - — e h )
\/‘E q

est une fonction de m et de ..

L’étude de sa variation en considérant m comme variable ne présente
aucune particularité; la fonction déeroit constamment quand 2 croit.
Supposons maintenant que m soit constant, et étudions la variation de
la fonction en considérant g comme variable; nous aurons i résoudre
trois problemes importants sur la durée du jeu.

76. Cherchons quel est le nombre p. de parties qui correspond i la
plus grande probabilité pour que la ruine du joucur s’accomplisse
précisément i la ¢ partic; en annulant la dérivée de Pexpression

- 2t
m\/2 =5
Y2

Vi

on obtient le nombre cherché
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77. Cenombre est fourni parla formule asymptotique, il n’est done
qu'approché; on peut obtenir sa valeur exacte.

St dans la formule
m ! <l>€’-
Pooprm ey Ay 2

2 2

on remplace p par -+ 2 (la perte m ne peutse produire que de deux
en deux parties), elle se multiplie par

22 (1) (p-+2) (l\)z
M2 <£:_f_1 " 1> <[J.v-:iv— m ’> 2
2 \ 2
¢lest-h-dire
)

((J 42 )E— mt
L'expression augmente avee . tant que on a

P 1) = (- 2)2 = et
¢ est-i=dire
<< mt—

et la probabilité maxima correspond a

m* 4
1), T e e

« v .
3 3

La valeur de p est donc tres voisine de celle que 'on déduit de
[a formule asymptotique.
78. Ladurde probable du jeu est exprimée par le nombre p. de parties
I 1
tel que P == . Ce nombre est
=2, 17 m?,

79. La durée moyenne du jeu, ou la somme des espérances de
durée, est exprimée par intégrale

/.WIJ ar ([[J e - 7,7,“{:5;_ ([[J.
o oK L Vaynype

dne. de ['Ee. Normale. 3® Série, Tome X VI, — AviiL 14901, 23
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m? - .
en posant — = A%, elle devient
2
m2 [P e
-—/:: ":}‘_',— (0.,
VT ey

cetle intégrale est infinie.
La durée moyenne du jeu est donc infinie.

80. Pour résoudre completement le probleme actuel il resterait &
¢tudier le cas ol e joueur n’est pas ruiné; si cette éventualité se réalise,
quelle est la distribution de la probabilité, ¢’est-a-dire : quelle est la
probabilité pour que le joueur ait perdu 1, 2, .., (. — 1) ou pour
qu'il ait gagné ™, 2™, ... ? Si le joucur n’est pas ruiné, il est probable
qu'il a gagné; quel est alors son bénéfice probable, son hénéfice
moyen, son bénétice le plus probable (¢’est-a-dire celui qui a la plus
grande probabilité)? Quelle est son espérance positive?

Le joueur peut perdre non seulement parce qu’il peut ¢tre raind
avant qu'il ait joué g partics, mais encore parce que, les g parties ¢lant
jouces, il a pu perdre une fraction desm franes qu'il possédait. Quelle
est la probabilité totale de perte?

Toutes ces questions ont ¢Lé résolues dans un Mémoire récemment
publié (*); je ne crois pas utile de reproduire ici leurs solutions.

§1. Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d’avance dans le cas général. — Un joucur A posséde m [rancs; il a,
pour chaque partie, la probabilite p de gagner la somme o et la probabi-
lité g =1 — p de perdre la somme B quelle est la probabilité pour qu'dl
perde ses m francs précisément apres avoir fait . parties, de telle sorte que
la o™ partie lui enléve ses derniers b francs?

Nous reprendrons le raisonnement du n° 71, Si le joucur a perdu

m franes en o parties, c'est qu'il a gagné BT parties et perdu
anc . parties, c’est 4 gagné S ——p= parties ct |

Gl A= . e . ’ Y

-;-;—;l; partics. La probabilité de gain étant p, la probabilité pour que

(1) Consulter la Zhiorie de te spéculation dans les Adunales scientifiques de U Ecole
Normale supéricure, p. 81 el suivantes; 1900.
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cel événement se produise PE—=7 fois en w épreaves (n° 15) est
: se 51 n . éj s (n° 15) es
{J’ E.‘i:’;f oY +m
Wy = = ) G+P3 g AP
[ B —m | op—+m | 14 i !

o+ oa+B

Cette probabilité est plus grande que celle que nous cherchons; elle
est relative & (outes les séries de parties amenant la ruine du joueur A
en . coups. Nous devons en retrancher celles qui auraientamené cette
ruine avant le pime coup.

Nous allons donc chercher, parmi les séries qui auraient produit la
perte m en pocoups, celles qui auraient produit celte perte avant
le picme coup.

Considérons une série qui aurait produit la ruine (c¢'est-a-dire la
pertem) eny parties; cette série, si elle avait pu se continuer, se serait

Y - itme G —7) . ,
composée, au dela du pime coup, de P%{TIE/_ parties gagnées et de

AP B X ot ) _ C .
T parties perdues, puisque la perte totale aurait été égale a m.

Quel que soit v, le rapport du nombre des parties gagnées au nombre

P

des parties perdues est toujours >
A partir de la yieme partie, il se produit une suite de pertes ct de
gains que 'on peut représenter symboliquement comme suit :
o+ o

al

(G, indique que la (y -+ 1)¥™® partie a donné un gain, G, indique que
la partic suivante a donné un gain, P, signific que la partie suivante
a donné uneperte, etc.

Considérons une suite quelconque

GP....

(est une permutation quelconque qui contient, comme nous I'avons
vu, desnombres de lettres G et de lettres P proportionnelsa f et e. Donc
le nombre de ces permutations qui se terminent par P est au nombre
des permutations qui se terminent par G dans le rapport de o & f.
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Donc, le nombre total des permutations est égal au nombre de

,}_f)

celles qui se terminent par G multiplié par 'C(j =

Si la dernitre lettre est G, c’est que la derniere partic a ¢té un gain;
or, pour que la pi®me partic fournisse un gain, il faut que la perte soit
(m +a)id la(w—1)"" partic.

Done :

Le nombre des séries qui auraient produit la perte en moins de . par-

ieme

. ‘ . o~ 5} ; . e -
ties est égal au produit par —“FJ“ du nombre des séries qui, produisant
)

la perte (m+a2) en (@ -—1) parties, produiraient la perte me en
u parties.

Passant du nombre des séries aux probabilités, nous pouvons dire
que la probabilité 1T, ,, est ¢gale & la probabilité @, , diminuée du pro-
E . oo~ (D g, , ’ N
duit par ---—tf de la probabilité pour que la perte étant (e o) en

p

(1 — 1) parties soit égale i m en p parties, ¢ est-d-dive diminuée de

o -3 :
PR T . On adone
5 Yot et
’ «1p
Yyt m'(l,,m a Z /j" Ty e
i

’

82. Si P'enjeu B n'est pas ¢gal a Uunité il pourra se faire que le
joueur soit forcé de cesser de jouer avant d’avoir tout perdu, possé-
dant une somme inféricure & 8. Nous négligerons cette petite somme,
qui cependant metteait Ta formule en défaut dans le cas on elle for-
merait une partic notable de Ia fortune du joucur.

La méme remarque s’applique i toutes les questions analogues.

83. Si, dansla formule précédente, on remplace ey ym o PA S Vit
leur, on obtient finalement
Wy, =

m
LG P

Telle est Uexpression de la probabilité pour que le joueur perde ses
m francs a la 5" partie.

84. Lorsque la quantité i est grande on peut remplacer la valeur
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exacle @y, par sa valeur asymptotique, on obtient alors

I,»u —m —pp (%Pt
ne TP -

e . -nl—-l—-,u W pg
piampy

Ily,, P

ou, en mettant en évidence les quantités ap — Bg et o + B qui caracté-
risentle jeu,

_miap—Bq mEa-ptio - gt
me (ot 2 /u/ ¢ 2ok 3t upy
6Y27pg e

85. Probabilité pour que le jeu se termine dans un nombre donné de
parties. — Lorsque le nombre donné est faible, on doit faire la somme

-
-”(!,,///

en donnant i 1L, , sa valeur exacte.

Silon cherche Ta probabilité pour que le jeu se termine entre la i
et la p™ partie, lorsque ., ¢t g, sont grands, on est ramené 2 une in-
(égrale.

On integre entre @, et ., l’(fxpx'(‘.ssum asymptotique de l[(, m APres

e

4
["avoir mulllph( 6 par puisque la ruine ne peut avoir licu que

toutes les 277 p arties. On obtient ainsi :
l
///1’/./;—,’5/[] ool Il"li! l‘A/l-u/»-
me  \EEBEpy e ey
e -—~»—7 .,
(o BN27 " e

Telle est Pexpression asymplotique de la probabilité; son calcul
parait pénible.
86G. Cas ou le jeu est équitable. — Lorsque le jeu est ¢quitable,

ap — Bg == o, et 'intégrale devient

m*

e e /. i _ e— 2%+ By ([‘u_,
(2 p)Worpy ) pve

Intégrons entre zévo et I'infini ¢t posons

m
2(a+pB)ppy

~7
»
“e
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9 o
- f e=" d).
\/71' 0

(Vest une intégrale classique dont la valeur est un. Le résultat est
exact (n® 11 et 93) et il n’était pas évident, a priori, que la formule
asymptotique qui n’est qu’approchée conduirait & ce résultat exacl.

nous ohtenons

87. La probabilit¢ pour que la ruine ait lieu apres le piéme coup est

m*

m . /” 1 c— 20+ Bty .
(a+B)Worpgd, pyp

m?
2 (a4 [3)ppy

-
= A*,

ou, en posant

n

o .;7;-{51¢1 [J,/'n} .
__:/ e ).
\/n Jy

Dapres le paragraphe précédent, la probabilité P pour que la ruine
ait lieu avant le ™ coup est ¢gale 2 Punité diminuée de Uintégrale
{ 1 5 e
ci-dessus, on a done

mn

o 2 (0 |~|’frl Ve [J./u}
| / e d..
Vo
Telle est U expression de la probabilité pour que la perte m se produise
avant la /" partie.
On peut encore I'éerire

m

P endl SRS @ |~—-—-——~ el (]
(@ B)Wappyg

¢t 'on peut calculer P avee I'aide de la Table de probabilité.

88. La probabilité pour que la perte m soit dépassée au bout de
. parties est (n° 56)

o £l ,/2“;;:7;'}}
2 -
: / e 2l
0

= -
Vr

ISR

I
2
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on a done

comme dans le cas particnlier précédemment étudié (n° 71). La
démonstration dirccte de cette formule sera analogue i celle du n° 66,
mais il faut bien remarquer que 'égalité est rigoureusement exacte
quand p = ¢, quel que soit w. Si, au contraire, on suppose p différent
de ¢, le jeu restant équitable, 1'égalité 2@ =P n’est vraie qu’asym-
ptotiquement.

PROBLEME GENERAL DE LA THEORIE DU JEU.

89. Ce que nous appellerons le probléme géneral consiste dans
Pétude du cas ol les joneurs ont tous deux des fortunes limitées.
Nous étudierons seulement le cas olt le jeu est équitable et ol les
joucurs ont pour chaque partie égale probabilité de gain ou de perte.

90. Etude d'un cas particulier. — Traitons d’abord un cas particu-
lier tres simple, 'an des seuls qui puissent étre étudiés d’une facon
¢lémentaire.

Le joucur A posséde un [rance, le joucur B posséde deuzx francs: ils
Jouent un franc par partie avec égale probabilité de gain et de perte;
quels sont les résultats que fournit le calcul sur cette question?

Pour que le jeu ne se termine pas il faut que le joueur A gagne Ia
premieve partie, le joucur B la seconde, le joueur A la troisieme, efc.
La probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé en 72 parties est

N\
done <-—) .
2
Le joucur A peat perdre i la premitre partie, la probabilité de cetle

3
, . . . . el I
éventualité cst;; il peut perdre & la troisieme, la probabilité est (—)) ;

. . . .y e, 1\? .
il peut perdre & la cinquieme, la probabilité est <;) » ete.

\

. eye, s 1
Le joueur B peut perdre & la seconde partie, la probabilité est (;) 5

. o N \"
a la quatrieme, la probabilité est <5> ) etc.
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91. La probabilité de perte du joueur A en n parties est

g
- —x — T ... —_
o 23 b on

Cette méme probabilité pour un nombre infini de parties est la
somme des termes d’une progression géométrique décroissante; cette

, .2
somme est égale a -
°© 3

La probabilité de perte du joueur B pour un nombre infini de par-
. I
ties est -
3
Les probabilités totales de gain sont donc proportionnelles aux
sommes engagées.

92. Le nombre probable des parties jouées est un, car il y a une
chance sur deux pour que le jeu s’arréte & la premiere partie.

La durée moyenne du jeu est espérance mathématique d’un joucur
qui receveait un franc si le jen se terminait par la premicre partie,
deux francs s'il se terminait par la seconde, ete.

Cette durée est done exprimée par la série

G,

0t

1 T X
PR e e

qui se décompose, comme lon sait, en une somme de progressions
géomeétriques.
La valeur de la série est deux.

93. Cas ou le nombre des parties peut étre illimité. — Lorsque le
nombre des parties n’est pas limité on peut calculer la probabilité de
gain de chaque joueur et la durée moyenne du jeu. Pour chacun de
ces problemes nous étudierons d’abord le cas d’un jeu équitable.

Le joueur A posséde m. francs, le joucur B posséde n francs ; ils jouent
ur nombre ilimité de parties ; quelle est, pour chacun d’euzx, la probabi-

\

lité de ruiner Uautre?

Supposons d’abord le jeu équitable; solent § la mise du joueur A
et o la mise du joucur B. Soit y, la probabilité qu’a le joueur A de
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ruiner son adversaire quand il possede « francs et quand, par suite,
le joueur B possede m + n — x francs.
On aura

(n Ye=PYxrat+ qYx—p-

En effet, en jouant la partie suivante, le joueur A a la probabilité p
de gagner la somme « et la probabilité ¢ de perdre la somme B; 1'équa-
tion (1) résulte donc de I'application des principes de la probabilité
composée et de la probabilité totale.

po ttant égal a ¢, puisque le jeu est équitable, la solution géné-
ale de équation (1) est

Ye=rx 4,

A ety étant arbitrairves; on les détermine par les conditions

Yo== 0, Ym+n=1;

on ¢n déduit
I

V=0, T s
nm = n
Done
P m
Y= +
et, par conséquent,
P n . n
‘}”‘wm—i—n' y"—_m—i—n

Les probabilités de réussite de chacun des joueurs sont proportionnelles
a leurs fortunes.

le résultat avait déja été trouvé d’une facon plus simple (n°® 11),
mais on admettait alors que la probabilité pour que le jeu se continue
indéfiniment est nulle. La démonstration actuelle ne nécessite pas
cette hypothese.

9%4. Lorsque le jeu n’est pas équitable, en employant les mémes
notations, on a toujours I'équation (1); la solution générale de cette
équation est

Yz =Cy+ Cy0%,
Ann.de ' Fe. Normale. 3° Sévie. Tome XVIII. — Mar xgox. 24
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C, et C, étant des constantes arbitraires et ¢ satisfaisant a4 la con-
dition

) G Va+ _I_.-
= pot g =g
les constantes C, et C, se déterminent par les conditions

YYo= 0, Ym+n=—1,
et 'on trouve

pmM . 1
( 2 ) . Ym= ";m‘"“

1
Ce résultat est dt i de Moivre.

95. Dans le cas du jeu équitable, sile joucur B a une fortune tres
grande, la probabilité de ruine du joueur A est trés voisine de unité;
elle tend vers un, & mesure que la fortune du joueur B eroit.

Quand le jeu n’est pas équitable, la probabilité de ruine

(o

]

Yn== .‘;;}i b '

n

I . e ey, .
tend vers — lorsque n tend vers Uinfini, celte probabilité de ruine est

tres faible si le jeu est avantageux etsizz est suffisamment grand.

La quantité ¢ sera donnée par I'équation

qv?— ¢ -+ p=o0,
d’olt 'on déduit

Hi

P I ems
19
Sim est égal a 100, la probabilité de ruine n’est que o,0018. Cet
exemple, comme ceux qui ont été précédemment donnés n°® 59 i 64,
montre & quel point le moindre désavantage change les conditions de
réussite d’'un jeu.

96. Occupons-nous maintenant deladurée moyenne du jeu supposé
équitable.
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Soit y, cette valeur moyenne lorsque le joucur A possede « francs,
c’est-a-dire I'espérance mathématique de celui qui aurait promesse de
recevoir 1™ par partie jouée; on aura

(3) Yo=1-+FPYatrat §Yzx-p-

Le nombre des parties jouées comprend, en effet, la partie par
laquelle on commence et qui certainement aura lieu; aprés cette
partie, espérance mathématique devient y,,, ou y, g selon que le
joueur a gagné ou perdu, la premicre évenlualité ayant pour probabi-
lité p et la seconde pour probabilité ¢, 'équation ci-dessus est la con-
sé¢quence immédiate des principes.

La solution générale de cette équation est

xr
Yo==— —C{-ﬁ = A - .
Les conditions
Yo==0, Ymr-n=—0

donnent

et, par suite,

La durée moyenne du jew est proportionnelle au produit des fortunes
des joueurs.

Elle sera infinie si la fortune de 'un des joueurs est infinie. Ce ré-
sultat avait été obtenu précédemment (n° 79) dans un cas particulier.
. 97. Lorsque le jeu n’est pas équitable, le probleme est encore régi
par'I'équation (3), mais celle-ci a pour solution

x

— o — Ve
Vo= e =B

¢ est la racine de I’équation

pv“'*‘ﬁ— o8 — q=o,
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G et C” sont des constantes arbitraires que 'on détermine par les con-

ditions
Yo=0, Y m4n=—0-

Si 'on nomme U la probabilité n® 9% [formule (2)] pour que le¢
joueur A ruine son adversaire, on trouve en effectuant les caleuls
(m—+n)U—m
mE= T T )
ap—Pq
ap — Bq est 'avantage absolu (n° 14) du joueur A pour une partie; son
espérance positive totale est Un, son espérance négative est (1 — U)me,
le numérateur de y,, est donc I'avantage total du jeu; par conséquent :

Le nombre moyen des parties est égal au rapport de U'avantage total
de l'un des joueurs a ’avantage du méme joueur dans chaque partee.

Ce remarquable résultat est da 2 M. Rouché.

98. Probabilité pour que le jeu se termine par une partie indiquée
d’avance. — Nous allons, maintenant, nous occuper du cas ou le¢
nombre des parties est limité, et nous résoudrons d’abord le pro-
bleme suivant :

Le joueur A posséde m francs et le joueur B, n francs; ils jouent un franc
par partie avec ¢gale probabilité de gain ct de perte; quelle est la proba-
bilid pour que le jeu se termine a la p/*™ partie par la ruine du joucur A.

pésign<)ns par 1L, ... l.a probabilité pour que le jeu se termine par la

ruine du joueur A, précisément en p. parties, en supposant la fortune

de sonadversaire infinic. Cette probabilité a été calculée (n°71), ellea
pour valeur

n .1 1\ P

(1) II[J?,IH',«:/: — “"‘"““’I‘J‘**‘*—""“ <") .

P ey e ey N2
2 2

Désignons par II, ,, , la probabilité cherchée, nous pouvons poser en
premiére approximation (nous faisons remarquer, des maintenant, que
la formule définitive & laquelle nous arriverons est rigoureusement

exacte) :
Hu,, myn = Hp,,m:v« .
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Cette formule donne pour la probabilité cherchée une valeur trop
forte; de toutes les séries d’alternatives de gain et de perte produisant
la ruine du joueur A précisément en p. parties, nous devons retrancher
celles qui produiraient précédemment la ruine du joueur B.

Si le joueur B quand il est ruiné pouvait continuer & jouer jusqu’a
la pleme partie, il y aurait probabilité égale poar qu’il gagnit m + n
francs et qu’il ruinat le joueur A, ou pour qu’il perdit encore m -+ n
francs, ce qui porterait sa perte & m -+ 2n francs.

A chaque série d’alternatives de gain et de perte qui produit la
ruine du joueur B et qui aurait ensuite produit celle du joueur A cor-
respond une série qui donnerait au joueur Bla perte m -+ 2n5s’il possé-
dait cette sommej; et, comme aucune des premieres séries ne ruine le
joueur A avant la pi¢™e partie, aucune des secondes ne ruinerait le
joueur B avant cette pime partie, s’il possédait m —+ 2 francs. Ceci
nous incite & poser en secconde approximation

"(L,m,n = "u,,m,oo —_ H[J.,m+2n.,m-

La quantité 1L, , 0,,, que nous avons retranchée est trop forte, car
nous avons retranché les séries produisant la ruine du joueur B sup-
posé posséder m - 2n francs, alors que nous n’aurions di tenir compte
parmi elles que de celles qui ne causent pas d’abord la ruine du
joueur A. '

Or, si le joucur A supposé d’abord ruiné avait pu continuer & jouer,
il n’est ni plus ni moins probable qu'il eit gagné les 2m + 27 franes
qui auraient amené la ruine de B qu’il n’est probable qu’il eat perdu
ces am + 2n francs, ce qui aurait porté sa perte & 3m + 27 francs.
On doit donc poser en troisieme approximation

lI[L,m,n: II(J.,m,w - H[J,,m+2n,w+ Hy.,3/)1+2n,°°
et ainsi de suite, on a done

I[[b,m,n: "p.,m,w - II[J.,m—{—Zn,m -+ Hp.,am_+2n,ao T e
-+ H(L,{i)).»f—i}m-l—z).n,eo"" Hy.,(z)\—{-»x)m+(2).+2)n,w+ s

La formule s’arréte lorsque la quantité (2 + 1)m-2Ain ou
(2h-+1)m + (2h +2)n est inférieure & p.
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99. Cette formule établie par une suite d’approximations est ri-
goureusement exacte, car elle contient toutes les séries d’alternatives
amenant la ruine du joueur A dans les conditions imposées par
I’énoncé, et celles-1i seulement.

La démonstration quel’on vient de lire parait pénible, la théorie de
la spéculation la présente, comme nous le verrons (n° 118), sous un
aspect beaucoup plus clair; c’est, du reste, grace a cette derniere
théorie que la formule fut découverte.

100. Appliquons la formule ci-dessus & quelques exemples simples :
Supposons que le joueur A posstde 1™ et le jour B 2, et cherchons
quelle est la probabilité pour que le jeu se termine précisément i la
septieme partie par la perte du joucur A.

La formule

Il[L,m,n: II[}.,m,w - "[J.,/n i 2:1,»'1“ IR

devient iel
W=y Al 10

1WYTy?

On calcule Ies termes du second membro par la formule (1) (n° 98 ),
on obtient ainsi

\7 \7 N7 7
11,,1,2z5<_') -.‘.5<1) - (L) - (1)
2 2 2 2

Cest bien le résultat obtenu directement (n° 90).

101. Supposons, maintenant, que les joueurs A et B possident
chacun 3™; quelle est la probabilité pour que le jéu se termine par la
perte du joueur A, & la neuvieme partie?

On peut résoudre le probleme dircctement : on voit que la probabi-
lité de perte du joucur A est :—; a la troisicme partie, -;g a la cinquieme

. 3 vy . 27 . .
partre, % a la septieme partie, —575 a la neuvieme partie, etc.
Employons la formule ci-dessus, on aura

"o,s.a: Ho,a,w“' “9,9,»

1\? 1\ 2
119,3,3::28@) _<;) =2

(’est le résultat trouvé directement.

ou



THEORTE MATHEMATIQUE DU JEU. G
. 102. Application a la théorie des combinaisons. — Le joucur A «

. . , — m . .
perdu 7 francs en u parties, il a donc gagné i—;—— parties, et il en «
(L~ m ;. - . ,
perdu ’—~)~—— Désignons par la lettre K les parties gagnées et par la

lettre H les parties perdues; une quelconque des permutations des p.
lettres K et H produisant la perte 7 en . parties peut s’écrire, par
exemple,

K, K, ILK,....

K, indique que le joueur a gagné la premiere partie, K, indique qu’il
a gagné la seconde, H, indique qu’il a perdu la troisieme, ctc.

B2 Jottres H ol

Le nomlre t ral des indices est p, et il y a

2

IJ':; Zeires K.

St le joueur est ruiné en p. coups précisément, la permutation doit
se terminer par un H, et en la lisant & 'envers, ¢’est-a-dire de droite
a gauche, le nombre des lettres H doit, durant toute la lecture, étre
supéricur au nombre des lettres K. Puisque le joueur B n’a pas été.
par hypothese, ruiné avantle joueur A, en lisant toujours la permu-
tation de droite & gauche, le nombre des lettres H ne doit jamais, pen-
dant la lecture, surpasser celui des K de la quantité m + n.

La théorie présente nous permet done de résoudre le probleme sui-
vant :

P -+ M

Quel est le nombre des permutations de p lettres dont

== I . ’
lettres H et »’im;f» lettres K, ces permutations étant telles que, en les

lisant dans un sens déterminé :

1° Le nombre des lettres H soit, durant toute la lecture, toujours
supérieur au nombre des lettres K;

2° I’excés du nombre des lettres H sur le nombre des lettres K soit,
durant toute la lecture, inférieur & une quantité donnée m + n.

La probabilité étant le rapport du nombre N des permutations au
nombre des cas possibles, on a

—y d’olut N= 2ll'np.,m,n'

IIp.,m,n == by
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Je crois qu’il serait pénible de résoudre directement cette question.
Si, par exemple, . = 7, m =1, n= 2, on doit avoir N = 1. Il esl
facile de reconnaitre qu’en effet la scule permutation acceptable est

K H K, H KU H..

Si p. =06, m=n = 2, la formule donne N = 4.
On vérifie trés facilement qu’il y a quatre permutations ¢t quatre
seulement satisfaisant aux conditions de I'énoncé.

103. Probabilité pour que le jeu se termine dans un nombre donné de
parties. — Lorsque p. est un grand nombre, on peut, dans la formule

H(J«,m,n = Hp.,m, w II[J,,III+2!I,m .,

remplacer les valeurs cxactes des quantités II par leur expression
asymptotique (n°®72), on a ainsi '
Vo oom _tmA2m? ILLL A L
Uy, pp=—=— [me *—(m~an)je * -Q@m-an)e *F —..
VT ey
Telle est Pexpression asymptotique de la probabilité pour que le jeu
se termine en . parties par la ruine du joueur A.

10%. La probabilité P, , pour que le joucur A soit ruiné avant
(- parties s’obtiendra en intégrant Vexpression précédente entre les
limites zéro ct p aprés I'avoir divisée par deux, puisque la perte ne
peut avoir lieu que de deux en deux parties.

On aura ainsi

3| _m? 12 lme-2m®
t me 20 (m--2n)e 0
, . )
Pumpn= —— ———ee (g — ) .
Van 0

o pVe PV

al _l.’; ne 42 n)*
Im-+oan)e 2
- / ( ) dp— . ..

e 0 - \/f;

Posons, dans la premikre intégrale,

m?
2 [

==
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dans la seconde, posons
(mA4-2n)*
2@ -

2%
Lte.
Remarquons, enfin, que

Y
2 ° 2 v
\—/:/ e dh=1— — eV d);
TJ Y T o
Ve

nous ohtiendrons

ne \ m-—+4-2n
2 vim 2 v
[)(J.,m,,u: I == / e d)\) - I — —:f e""a’)\
. \/71' <o \/T’-' 0
3m-4-2n
2

Telle est Uexpression de la probabilitd pour que le jew se termine avant
W parties par la ruine du joucur A.

La probabilité P, ,, pour que le jeu sc¢ termine, dans les mémes
conditions, par la ruine du joueur B s’obtiendrait en remplagant dans
la formule 72 par n et inversement.

La probabilité pour que le jeu se termine avant . parties par la ruine
de 'un quelconque des joueurs est

Py,.m,n"!" P(J,,n,m-
La probabilité pour qu’aucun des joueurs ne soit ruiné en w parties

est

) >
I— I Yrnt,n ™ 1 Wyr2,me

105. Sil’on désigne par P, , la probabilité pour que la ruine du
joueur A ait licu avant p parties, probabilité calculée (n° 68), on a

> —_— P > 5 _
I [N I [ 3 [y A2y 00 T I Ly 3m-2n, © Pp.,snz+wz,ao ...
ou

7 3m +2n
Pypn=1—0 ’,_’_?_>—-1+®<’_’fi_-§—'i>+x—®<—-_—_—>—....
* (\/211- Vap Vap

Ann. de ’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X VIII. — Mar rgo1. 25
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Lorsque p est trés grand, on calcule P ,, , par les formules (n° 93).

106. Second écart probable. — Je suppose deux joueurs devant jouer
au maximum p parties; il y a, pour chacun d’eux, une certaine for-
tune 7 que nous allons fixer de telle sorte que le jeu ait une chance
sur deux pour étre terminé avant la fin des w parties.

La quantité m doit satisfaire 4 I’équation

Pyyneym= -[I;
d’ott on déduit
m = 0,6/ environ.

Le second écart probable est proportionnel a la racine carrée du nombre
des parties; il est égal aw premier écart probable multiplié par 1,7 .

On comprend bien la différence entre les deux écarts probables : le
premier a des chances égales d’éire ou de ne pas étre dépassé a la
pieme partie, tandis que le second a égale probabilité d’étre ou de ne
pas étre dépassé pendant les p parties.

107. Second écart moyen. — Le second écart moyen est la valeur
moyenne du plus grand des écarts qui se sont produits pendant les
w parties; il a pour expression

/ ” J
N = (1 =2 P Ydm
Veanrym
Jo Jdm

ou

“Vam( - ~ LL
/ Lo (e W3 o be PP —-...>cl/n.

Cette quantité est une somme d’intégrales de Ia forme

' i_—_‘_’—_ ame Lo';i:_’f dm = \/——*) \/{7 ¢ a;I‘:- ”':: ‘\‘/‘;‘\{E’
v \/TE{J- “\/TE ’ a\/TE

elle a donc pour valeur

Vave( ot 1 x Y
VT 3 5 g
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Du développement classique

a3 b 27
arclanger =« — 5 4+ = — — —+...
3 5 7
on déduit, en posant x =1,
T ——arctltangir—i ! -+ ! ! —+
4 5T 3 5 9

Le second écart moyen a donc pour valeur
2T —
VIR i,

d est proportionnel a la racine carrée du nombre des parties et égal au

. , . e, T
wremier ceart moyen mulliplié par = -
f a Y pue par -

108. Durée probable du jeu. —— Nous venons de résoudre deux pro-
blemes en prenant le nombre des parties pour donnée et les fortunes
pour inconnues. Nous allons maintenant étudier les problemes in-
verses relatifs & la durée du jeu, en supposant les fortunes connues.

109. Le nombre p qui correspond i la partie donnant la plus grande
probabilité pour la ruine du joueur A est obtenu par la formule

()2
(_)7—5 (P[J',m,n) = 0.

Le méme nombre relatif au joueur B s’obtiendrait par la résolution de
I’équation
()‘2
(’7{:; (P(J,,n,m) = o.
Le nombre de parties le plus probable pour la terminaison du jeu
serait fourni par I’égalité
()2
(“)?ﬁ (Pp.,m,n -+ P[L,n,m) = 0.
110. La durée moyenne du jeu a déja été calculée (n° 96), clle a
pour valeur mn. La durée probable du jeu, autrement dit le nombre
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robable de parties jouées, est donné par I’équation
J P
. : . I
Pp,,m,u‘i— Pp.,n,m:: P

En particulier, si » =m, la durée probable du jeu est . = o, 76m?*;
elle est plus petite que la durée moyenne, égale i m?, et elle est
environ trois fois plus faible qu’elle ne le serait siun des joucurs avait
une fortune infinie (n° 78), I'autre possédant toujours la fortune m.

111. Nous pensons qu’un exemple ne sera pas inutile pour bien
faire comprendre les questions étudiées dans ce Chapitre.

Supposons que le joueur A possede 50'7, le joueur B, 100™, ¢t que
le jeu se compose au maximum de 20000 parties.

Cherchons d’abord la probabilité de ruine P, , du joucur A; cette
probabilité est exprimée par la formule

m 5m Tm
Poyam=1— ®<—:;:> —1+0 (—-—:::w> 10 _~> — ey
! \/ 2. Vo P X2

m N
dans laquelle m = 50, p.= 20000 et —=— = 0,25. lin employant les
'.%[J.

Tables de la fonction @ qui se trouvent i la fin du Mémoire, on obtient

P pn=0,6598.
On calculerait de méme
P, m=0,3265.
La probabilité pour qu’aucun des joueurs ne soit ruiné quand
20000 parties sont jouées cst
1—0,6598 — 0, 3265.
Si le jeu pouvait se continuer indéfiniment, les probabilités P auraient
pour valeur (n°® 93)
Pon=0,6667, P, ,=0,3333.

Le nombre probable des parties jouées est 3357; le nombre moyen
est 5000.
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112. Probléme général de la théorie de la spéculation. — Nous avons
démontré ailleurs (*) que la théorie de la spéculation pouvait, sous de
cerlaines réserves, étre assimilée a la théorie du jeu; elle se propose
de résoudre trois problemes, de difficulté croissante, correspondant
aux trois problemes de la théorie du jeu.

113. Le premier probleme consiste, étant donné le cours actuel, et
en supposant les variations de cours dues au hasard, & déterminer la
probabilité pour que le cours z de la rente soit @ une époque déterminée ¢
compris dans I'intervalle z et @ + da; cette probabilité a pour expres-
sion

X2
1 Tiwmu
zd

anli\/L

b

D=

le cours actuel correspond & x = o, c’est le cours considéré par le
marché comme le plus probable. L’acheteur de rente 4 terme gagne
proportionnellement a la hausse, ¢’est-d-dire proportionnellement aux
valeurs positives de z, de méme qu’il perd proportionnellement aux
valeurs négatives de x; son espérance totale est nulle, son espérance
positivc/ ap,; de = kyt; on la désigne parlalettre .

0
La quantité £ est le coefficient d’instabilité qu’admet actuellement
le marché; Pécart moyen est égal & 2a, ’écart probable & 1,668a.
La probabilité pour que, & I'époque ¢, le cours soit compris entre ¢
ct oo est donnce par la formule suivante, analogue a celle du n° 57 :

® =

1
2

C
2k
12 f R e,
2 \/7’-' o
Cette probabilité se calcule i I’aide de la Table de la fonction ®; on a,
en effet,
@ =

W=

~io (i)

(1) Théorie de la spéculation (Annales de I’Ecole Normale, p. 21; 1900).
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114. Dans le cas actuel, il est plus simple de faire usage de laTable
suivante qui donne directement la valeur de la probabilité € correspon-

dant au cours ¢ exprimé en prenant @ = £y/¢ pour unité :

Eeart. Probabilité &. Ecart. Probabilits €.
0,00 vovvvnrnnnnnnnnnns 0,500 2,3 v i 0,179
O, L€ e eeevnnenannnnnnns 0,484 2,40@ vo i 0,169
0,20 covvnevnnnnnnennns 0,469 2,0 . o 0,159
0,30 oviveiiiniininns 0,453 2,60 . .0 i 0,150
044G vovivieveanenninns 0,437 DT eevenunnne sunnne 0,141
0,508 civeiiaiiiiis 0,492 2,8 . o 0,132
0,6@ . 0vviiiiiiiiiiiann 0,404 D2y e e e viie e 0,124
0,70 ceveieniannennnnns 0,390 3,0 i, 0,116
0,8 voviiiieiiiiiiinns 0,374 5 T 7 0,108
0,00 v vvvinennenrennans 0,360 3,2 v ii it 0,101
T00 o oee e vnnnneennans 0,345 3,3 i, 0,004
1,00 cieinieinnnnnnnns 0,331 3, 4@ v 0,087
L 20 covviennennnennans 0,316 3,5¢ i 0,080
N 0,300 3,6 i 0,075
1,00 coiivi i 0,289 3,7¢0 v v ivii i 0,070
L0 cieive i vers o 0,275 0 2 0,065
L 0,262 3,00 o i 0,060
S 0,249 B o eisin s ineennenns 0,005
LB@ v 0,237 P X 2P 0,037
o 0,225 S 0,024
2,00 huviiiiiiiieiiaens 0,214 I 0,015
D 7 0,202 L7 0,009
2,2 o et e 0,190 TU ve i nranans 0,00%

115. Cherchons, par exemple, la probabilité pour que le cours soit,
dans vingt-cinq jours, supérieur au cours actuel de 36¢ au moins. On
suppose que, en prenant pour unité de temps le jour et pour unité de
variation le centime, la quantité £ qui est une donnée de la question
est égale & 4, par exemple.

Dans ces conditions, @ = k¢ = /4.5 = 20; le cours considéré de
36°=20<1,8 =1,8a. Le Tableau ci-dessus donne directement la
probabilité cherchée : 0,237.

116. Le deuxieme probleme consiste dans la recherche de la pro-
babilité pour que le cours ¢ soit atteint ou dépassé dans Uintervalle de
temps .
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Pour résoudre ce probleme on suit le méme raisonnement que dans
le cas de la théorie du jeu, on calcule d’abord la probabilité II pour
que le cours ¢ soit atteint & 'époque ¢, sans I'avoir été précédemment;
cette probabilité a pour expression

o2

c ; iy
= ——\/—e WAL gy,

T VRt

On en déduit ensuite la probabilité pour que le cours ¢ soit atteint
dans V'intervalle de temps ¢ :

¢

o 2/TRYT
Po=o2®=1— — / e~ d},
\/77 0

I’époque moyenne i laquelle le cours est atteint est infinie; 'époque
probable est

2

S8R

117. Le probleme général dela théorie de la spéculation se propose
de résoudre la question suivante :

Quclle est la probabilité pour que le cours ¢ (supposé positif pour fizer
les Uddes ) soit atteint ou depassé dans Uintervalle de temps t, les variations
en baisse n’ayant jamais atteint un cours donné b.

Nous croyons utile de présenter ’'énoncé sous une forme plus expli-
cite, en Pappliquant & un exemple.

JVachite de la rente (4 terme) avee Uintention de la revendre avant
un mois si, dans cet intervalle de temps, elle se trouve & un moment
donné un franc au-dessus de son cours actuel. Voulant limiter nron
risque & deux francs, je m’engage a revendre ma rente si, dans le cou-
ant du mois, il se produit une baisse de deux francs au-dessous du
cours actuel.

On demande : La probabilité pour que, dans le courant du mois,
jaie pu revendre avec le bénéfice d’un franc; la probabilité pour que
jaie revendu avee deux francs de perte, et la probabilité pour que, au
bout du mois, je n’aie pu faire aucune des reventes.
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118. Comme dans la question qui précede nous résoudrons d’abord
le probleme suivant :

Quelle est la probabilité 11, pour que le cours ¢ soit atteint a I’époquet,
sans I'avoir ¢été auparavant et sans que la variation en baisse ait €Lé su-
pérteure a un cours donne b.

Nous désignevons par IL.. la probabilité déja calculée n° [16 pour
que le cours soit atteint en supposant b infini.
Une premiere approximation consiste a poser

IIL.,[, = ]'Ic-’ w?y

il est évident qu’elle donne pour II., une valeur trop forte. De toutes
les séries d’alternatives de hausse ct de baisse qui forment la proba-
bilitéII, ,, il faut, en effet, retrancher celles pourlesquellesle cours — b
aurait été franchi & un moment donné. Or, aw moment o le cours — b
est atteint, le cours ¢ n’est ni plus ni moins probable par suite de la
symétrie de la probabilité que le cours symétrique — (¢ -+ 20b).

Done, & chaque série d’alternatives de hausse et de baisse dépassant
le cours — b en haisse et revenant au cours ¢ i I'époque 7, correspond
une série aboutissant en baisse au cours — (¢ + 20). Lt, comme
aucune des premieres n’a dépassé, par hypothese, Uintervalle ¢ en
hausse, aucune des symétriques ne dépassera Pintervalle — (¢ -+ 20)
en baisse.

(’est ce qui nous incite & poser en seconde approximation

][{!,/1: l[/,',w - ]l(‘+2l),v.-

En retranchant I, . nous avons retranché a tort des séries qui
ont abouti au cours — (¢ + 24) en baisse ayant dépassé¢ d’abord le
cours ¢ en hausse. Mais, lorsque le cours ¢ est alteint en hausse, le
cours — (¢ +2b) n’est ni plus ni moins probable, par suite de la sy-
métrie de la probabilité que le cours symétrique 3¢ -+ 26, en hausse.

(Vest ce qui nous incite & poser en troisitme approximation

Hc,/; - ]Il','n - "1: +2b, -+ ":w»wz/,,w-
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En continuant le méme raisonnement, nous serons conduits i la série
Hc,b: Hc,w - HL'—H[:,:-Q -+ ch-{»zb,m - IIsc+'.h,w -+ Hse+sl;,m T e

C’est Ia formule fondamentale de notre étude.

119. En remplagant dans cette formule les quantités II par leur va-
leur et en intégrant, on obtient finalement : /a probab.lité P, pour que
le cours ¢ soit atteint ou depassé dans !'intervalle e temps t, les variations
en baisse n’ayant jamais atteint le cours — b.

IR buh -
o [EVmEYO 2 symhyL
Pepo| 10 == / e~ dh | — | 1— = f e~ " dh
\/77.' Jy _ \/71: 0
B2l -
o eymh T
- e / ed) | —. ..,
- Ty -
ou bien
P,,v,, o= ])r:,w - [’“..._,,,m-i_ Psc 20,0 P:u: fhbyw ey 8.
ou encore (n® 116) o

Y e (P ) o (P
I bR (i(.',w -2 l't('-l 2, = 2 (l:w\t-?/',z —2 (l‘}i(‘) Wy aRERD)

ou enfin

R I P | R Rl v Bl K e |

120. La probabilité pour que le cours — & soit atteint dans l'inter-
valle de temps ¢, les variations en hausse n’ayant jamais atleint le
cours ¢, s’obtiendra en remplacant dans les formules précédentes
b par ¢ et ¢ par b. La probabilité pour que, jusqu’a I'époque ¢, Ie cours
ne soit pas sorti de I'intervalle — b, + ¢ est

| S Pr,‘,l)'_ P/;,c-

121. Les probabilités P sont difficilement calculables lorsque ¢ est
tres grand. Dans ce cas, on peut appliquer au probleme actuel un rai-
Ann. de I'Ee. Normale. 3* Série. Tome XVIIL - Mar rgor. 26
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sonnement connu (n® 11) qui conduit i la valeur asymptate de la pro-

babilité
b. , __c
b+c Poe= 577

P.,=

122. Lesformules qui précedent sont susceptibles d’un grand nombre
’applications intéressantes :

1° Sion suppose b = ¢ = a =£\/t, P,, est égal & 0,496. La proba-
bilité pour que le cours ne sorte pas de 'intervalle est tres faible :

1 — 23X 0,496 = 0,008.

2° Lorsque b = ¢ = 24a, P,,,, == 0,410; la probabilité pour que le
cours reste compris dans I'iutervalle == 2a est

1—2 X 0,41 =0,18.

Si I'on achéte une prime double avec I'idée préconcue de revendre
ferme si 'écart 2a est atteint en hausse, ou de racheter ferme si
I’écart 2a est atteint en baisse, la probabilité pour que 'une des deux
opérations puisse s’eflectuer est o0,82. Remarquons que Py, ., = 0,41
alors que Py, ,,= 0,428. Quand I'écart en hausse et en baisse est supé-
ricur & 24, la probabilité qu’un cours soit atteint dans un sens est i
peu pres la méme que si les variations dans Uaulre sens pouvaient étree
quelconques.

3° Supposons que ¢ = a et que b = 2a, la probabilité pour que l¢
cours ¢ soit atteint, P,, est 0,652 ¢t la probabilité pour que le cours
b = — 2a soit atteint est

P,.=0,325;
la probabilité pour que le cours reste dans intervalle considéré est

1— 0,652 — 0,325 = 0,023.

Si nous avions supposé-a priori cette probabilité négligeable; nous
aurions obtenu par les formules (n°® 121) les valeurs tres suffisamment

approchées
P.,=0,666 ct Py,.==0,333.

123. Nous appellerons second écart probable'intervalle = vy tel que,
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pendant le temps ¢, le cours ait autant de chances de rester compris
dans cet intervalle qu’il a de chances de le dépasser. On doit avoir

T
> —_
'l Y, Y — Z;.
On en déduit
7 =2,9a.
o 1 R , , . ,
En posant P, , = 77 onavait ¢également trouvé ( Théorie de la spécu-
lation, p. 77) (') :
7= 2,94;
comme on I'a déji fait remarquer; Py, est tres voisin de Py, lorsque vy
SUrpasse 2 a.

124. Nous appellerons second écart moyen lamoyenne du plus grand
¢eart existant entre le cours actuel et tous les cours cotés dans Uinter-
alle de temps ¢, Le second ¢cart moyen a pour expression

“ 0
f ¢ g (1—=2Pe)de.

0

Une suite de caleuls analogues & ceux du n® 107 démontrerait que la
valeur du second écart moyen est wa. Ce résultat est remarquable par
sa simplicité.

On pourrait imaginer de nouvelles sortes de prime : moyennant
I'abandon d'une prime égale & 2a, on gagnerait le plus grand écart entre
le cours actuel et tous les cours cotés pendant intervalle £, en ne con-
sidérant que les écarts positifs ou que les écarts négatifs. Sil’on pouvait
toucher la valeur du plus grand écart, qu’il soit positif ou négatif, la
valeur de la prime devrait étre wa.

125. Nous venons d’étudier deux problémes dans lesquels nous
avons considéré un intervalle de temps fixe et des écarts variables,
nous allons maintenant supposer les écarts fixes et la durée de I'opé-
ration variable.

L’époque la plus probable i laquelle le cours sortira de I'intervalle

(1) dnnales de I’Licole Normale, 1000.
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c, b) en cotant le cours ¢, sera donné par la formule

0*P.y

oa¢?

I’époque la plus probable i laquelle le cours atteindra la limite — &
s’obtiendra en résolvant I'équation

02 Pl),r‘ —
“oE T

L’époque la plus probable & laquelle le cours sortira de I'intervalle
(¢, b) est donnée par I’égalité

o?
'(}Z;(Pc,/)_*— Pl),(.') == 0.

Supposons que ¢ = &v/¢,, b=2c = 2&yt,. Bn résolvant les équa-
tions ci-dessus, on voit que I'époque la plus probable & laquelle le cours
atteindra la limite ¢ est environ le sixieme de ¢,. L’époque la plus

. v ’ 2 > ’
probable & laquelle le cours & sera dépassé est 3 ¢,. Enfin, 'époque la
plus probable & laquelle 'intervalle (¢, &) sera dépassé est égale aux
deux cinquiemes de ¢,.

126. L’epogque probable a laquelle le cours sort delintervalle ¢, —&
s’obtient par la résolution de I’équation

1
Pc,b -t P/J,C: ;

Supposons d’abord que & = ¢, on devra avoir

CZ
L= B a

R —_ I3 . —
Si, par exemple, ¢ =a = £y/t,, on aura ¢ = g g Sl c=2a=2kyl,,
)

2
2,06
Supposons maintenant que b = 2¢, I’époque probable correspond a

on aura I =

c? be

L= T 5k
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Si, par exemple, ¢ = a = ky¢,, b= 2&y(,, on aura

__h
4,6

127. On a vu (n° 96) que le nombre moyen de parties jouées i un

m.n

jeu équitable était donné parlaformule ;.5 ; met n étant les fortunes
des joucurs; o, 3 étant les mises.

La spéculation est assimilable & un jeu, le temps ¢ est égal au
nombre de parties multiplié par 8=4*, et les quantités 7 et n ayant
respectivement pour valeur cy2m et by2w ().

Si on désigne par ¢ I'époque moyenne a laquelle le cours sortira de
Iintervalle (¢, — &), on aura

— ch
=

: — L s
Sic=b=a=Fkyt,,onat= 7 lorsque c=0 =24, testégaliy,;

. 14
enfin, en supposant que ¢ = a ¢t que b = 2a, on obtient = -

128. Reprenons a titre d’exemple le probleme suivant :

On a acheté de la rente avec 'intention de la revendre avec le béné-
fice @ = %yt ou avec la perte 2a; on termine 'opération si,  I'époque ¢,
la revente n’a pu avoir lieu. Quels sont les principaux résultats
que fournit le calcul des probabilités sur cette opération?

La probabilité de revente avec le bénéfice « est 0,652.

La probabilité de revente avec la perte 2a est o, 325.

La probabilité pour que la revente n’ait pas lieu avantI’époque ¢ est
0,023.

I’époque la plus probable de la revente avec le bénéfice @ est é-

’4 b 3 2 1
L’époque la plus probable de la revente avec la perte a est 5 ¢.

Théorie de la spéculation ( Annales scientifiques de U Ecole Normale supérieure,
P. 41; 1900).
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. ¢
I’époque probable de la revente est R
e
> ¢
I’époque moyenne est -
129. On peut conclure de ce qui précede que la théorie du jeu n’est
pas sculement un exercice d’analyse; elle présente un grand intérét

par elle-méme en nous faisant connaitre une des loisles plus curieuses
que la Science nous ait révélées : la loi du hasard.
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