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SUR

CERTAINES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES

ET LE

PROBLEME DE PFAFF,

Par M. BEur CARTAN.

Le probleme de Pfaff a été I'objet de nombreux travaux. Je n’ai pas
'intention de les passer tous en revue ('); les plus saillants sont ceux
de Pfaff lui-méme, puis de Grassmann, Natani, Clebsch, Lie, Frobe-
nius et Darboux. Le probleme dont il s’agit est, en somme, la résolu-
tion d’une équation aux différentielles totales, et il s’y est joint plus
tard celui de la réduction d’une expression linéaire aux différentielles
totales, ou expression de P/ajf, & une forme canonique au moyen d'un
changement de variables convenable.

Pfaff (*) ale premier donné le résultat qu'une équation aux diffé-
rentielles totales peut toujours étre vérifiée par un systeme d’équa-

. - ’ ’ n . . n-—41
tions intégrales dont le nombre ne dépasse pas - si n est pair, ——

si » est impair. Sa méthode est fondée sur la réduction graduelle
du nombre des éléments différentiels dans I’équation, chaque réduc-
tion d’une unité étant fournie par I'intégration compléte d’un sys-
teme d’équations différentielles ordinaires et par un changement de
variables.

(1) Consulier, par exemple, pour la bibliographie, Fonsyru, Theory of differential
equations, I'* Partie, Chapitre IIl; dans cct Ouvrage le probleme de Pfaff est exposé d'une
maniére (rés intéressante, au point de vue historique (Chap. IV a XII).

(%) Methodus generalis cequationes differentiarum partialium necnon wquationes dif-
Serentiales wvulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque wvariabiles complete inte-
grandi (4bh. d. K.-P. Akad. d. Wiss. zu Berlin, p. 76-136; 1814-1815).
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Grassmann, dans la seconde édition de son dusdehnungslehre ('),
applique les principes de son calcul extensif au méme probleme. Sa
méthode est au fond la méme que celle de Pfaff, mais ne s’applique
quaux équations qui, par une réduction graduelle, peuvent se
ramener & une équation générale 3 un nombre pair de variables. Il
donne la condition nécessaire et suffisante pour que I’équation puisse
étre vérifiée par un systeme intégral de 7 équations. Ses résualtats ont
une forme extrémement concise.

Natani (*) et Clebsch (®) réduisent successivement le nombre des
¢léments différentiels de I'équation; mais, ce qui est un grand pro-
gres, chaque réduction n’exige la recherche que d’une secule inté-
grale d’'un systeme d’équations différentielles; mais, comme dans la
méthode de Pfaff, il faut chaque fois faire un changement de variables.
Néanmoins, Natani a cherché, sans arriver i des résultats bien simples,
a former directement les systemes aaxiliaires successifs par la seule
connaissance des intégrales déja trouvées des systemes précédents.

Dans un second Mémoire (*), Clebsch a résolu le probleme d’une
maniere tres élégante dans le cas des équations générales i un nombre
pair de variables; on a & chercher une intégrale d’un certain nombre
de systemes complets successifs et chaque équation d'un systeme de
cette série dépend linéairement des dérivées particlles d’une seule des
intégrales précédemment trouvées, sauf une équation commune 4 tous
ces systemes, qui ne dépend que des coefficients de I'équation donnée.
Sa méthode ne s’étend pas aux autres cas et, d’ailleurs, Clebsch n’a
jamais résolu completement le cas d’un systeme général & un nombre
impair de variables. Dans ce méme Mémoire, Clebsch indique la ma-
niere de déduirve d’un systeme intégral particulier le systeme intégral
le plus général.

M. Lie (*) est, en somme, le premier qui se soit occupé de la réduc-
tion d’une expression de Pfafl’; il a mis en évidence le carvactere inva-

(1) Die Ausdehnungslehre, vollsténdig und in strenger Form bearbeitet. Berlin; 1862.

(2) Journal de Crelle, t. 38, p. 301-328; janvier 186o.

(3) Ibid., t. 60, p. 193-251; septembre 1860.

(%) 1bid., t. 61, p. 146-179; seplembre 1860.

(3) Poir plus spécialement : Theorie des Pfaffschen Problems (Arch. for Math. og
Nat., t. 11, p. 338-379; 1877).
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viant d’un certain nombre entier (la classe de 'expression de Pfaff
d’apres Frobenius), qui détermine complétement la forme canonique
a laquelle on peut la réduire. Sa méthode est basée sur la théorie des
transformations de contact. La réduction est obtenue comme dans la
premiere méthode de Clebsch, mais en la combinant avec la méthode
d’intégration de Mayer pour les équations aux dérivées partielles du
premier ordre.

Frobenius, dans son beau Mémoire du Journal de Crelle (*), emploie
une méthode toute nouvelle. Elle est fondée sur la considération de ce
qu’il appelle lé covariant bilinéaire associé a I’expression de Plaff. Les
conditions d’équivalence, c¢’est-a-dire de réduction possible & la méme
forme, de deux expressions de Pfaff sont alors les conditions d’¢qui-
valence algébrique de deux formes, linéaire et bilinéaire, par rapport
aux éléments différentiels. Il arrive ainsi & la notion de la classe. Sa
méthode de réduction est analogue & celle de Natani et Clebsch, mais
ici les systemes complets successifs sont formés sans changement de
variables et leurs équations dépendent des dérivées partielles de toutes
les intégrales précédemment trouvées. ’

Enfin, dans nn Mémoire contemporain de celui de Frobenius, bien
que publié cinq ans plus tard (*), M. Darboux part du méme covariant
bilinéaire dont les propriétés d’invariance lui permettent de déduire
du premicr systeme auxiliaire commun & toutes les méthodes de
réduction la classe de I'expression de Pfaff. Il en tire aussi d’une
maniere tres ¢légante les formules fondamentales de la théorie des
transformations de contact. . :

Le présent travail constitue une exposition du probleme de Pfaft
fondée sur la considération de certaines expressions différentielles.
symboliques, entieres et homogenes par rapport aux dillérentielles
de n variables, les coefficients étant des fonctions quelconques de ces
variables. Ces expressions peuvent étre soumises aux regles ordinaires
du calcul, & la condition de ne pas échanger ordre des différentielles
dans un produit. Le calcul de ces quantités est, en somme, celui des

(V) Ueber das Pfaffsche Problem (Journal de Crelle, 1. 82, p. 230-315; 1877).
(2) Sur le probléme de Pfaff (Bulletin des Sciences mathématiques, »° série, L. VI,
p. 14-36, §9-68; 1882).
Ann. de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome XVI. — Jein 18gg. 31
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expressions difféventielles qui sont placées sous un signe d’intégrale
multiple (*). Ce calcul présente aussi de nombreuses analogies avec
le calcul de Grassmann; il est d’ailleurs identique au calcul géomeé-
trique dont se sert M. Burali-Forti dans un Livre récent (*).

Il est elair que si I’on fait un changement de variables, toute expres-
sion différentielle de degré p se change en une expression différen-
tielle de degré p par rapport aux nouvelles différentielles. Dans le cas
d’une expression de Pfaff, qui est du premier degré, on peut lui asso-
cier une autre expression différentielle du deuxieme degré, qui est un
covariant par rapport aux changements de variables et qui n’est autre
chose que le covariant bilinéaire de Frobenius et de M. Darboux; je
l'appelle la dérivée de U'expression de Pfaff. Mais, grace & la notion
des expressions différentielles symboliques, ce covariant est le pre-
mier terme d’une suite de covariants symboliques du troisieme, qua-
triéme, ... degré, qui se déduisent intuitivement de [’ cxpression de Pfaff
et de sa dérivée par des multiplications; ils constituent les dérivées
deuxiéme, troisieme, ... de I’expression de Pfaff, la dérivée pime étant
de degré p +1.

On concoit le parti que 'on peut tirer de la considération de ces
dérivées, grice a leur caractere invariant. Ce sont les seules quantites
qui interviennent dans les énoncés de tous les résultats de la théorte, dont
la forme est extrémement simple.

La considération de ces dérivées permet de trouver d’une maniere
pour ainsi dire intuitive tous les résultats déja connus; mais elle m’a
permis d’en découvrir d’autres. Je signalerai entre autres ’extension
de la seconde méthode de Clebsch a la réduction des expressions de Pfaj)
quelconques (*), de classe paire ou impaire, & un nombre quelconque
de variables. Elle m’a permis aussi d’exposer complétement la théorie
des iniégrales singuliéres d’une équation de Pfaff (*).

(1) Cf. Csnran, Le principe de dualité et certaines intégrales multiples de Uespace
tangenticl et de U'espace reglé (Bulletin de la Société mathématique de France, 1. XXV,
p. 1-39). ' ~

(%) Introduction & la Géométrie différenticlle, suivant la méthode de Grassmann (Gau-
thier-Villars; 1898).

(*) Foir plus has, Chap. IV, §§ 69, 70, 75.

(*) A partle cas classique des intégrales singuliéres de I'équation & trois variables, je
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Ce Mémoire est divisé en cinq parties. Dans la premiére, j’expose les
principes du calcul des expressions différenticlles qui interviennent
dans la suite. Dans la seconde, j’introdnis les dérivées d’une expression
de Pfaff et la notion de classe, et je démontre la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une expression de Pfaff’ soit de classe p : le
résultat est extrémement simple, c’est que la dérivee p*™ ait tous ses
coeffictents nuls. Jintroduis ensuite ce que j'appelle le systeme com-
plet adjoint et expose la réduction d’une expression & sa forme cano-
nique, soit par des changements de variables successifs (méthode de
Natani et Clebsch), soit sans changements de variables (méthode de
Frobenius).

La trotsiéme partie est consacrée a la résolution d’une équation de
Pfalf, probleme qui admet des solutions générales dépendant de la
réduction du premier membre & sa forme canonique, et des solutions
singulitres obtenues en annulant tous les coefficients d’une certaine
dérivée.

La quatriéme partie est consacrée aux deux problemes suivants :

Résoudre une équation de Plajf au moyen d’un nombre donné r de
relations inconnues ;

Résoudre une equation de Plaff au moyen d’un nombre donné r de
relations, parmi lesquelles h sont données a I avance.

Ces deux problemes admettent des solutions générales et des solu-
tions singulieres. Les premicres sont données par la recherche d’une
intégrale de plusieurs systemes complets successifs, les équations de ces
systemes contenant linéairement les dérivées de toutes les intégrales
déja trouvées. Quant aux solutions singulieres, ce sont les solutions
d’un probleme analogue, mais ol les relations données entre les

variables sont en plus grand nombre et peuvent étre formées par dif-
férentiations.

ne connais qu’un Mémoire de Frisiani, que je n’ai pas pu consuller et qui est intitulé :
Sull’ integrasione delle equaszioni differenziali ordinaric di primo ordine e lineari fra
un numero qualunque di variabili (Effemer. astr. dé Milano; 1848). D'aprés Forsyth, il y
discute la possibilité de satisfaire &4 une équation de Pfaff par des équations en nomhre
moindre que le nombre canonique.
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Dans le cas, assez général, out les solutions cherchées ne sont pas
des solutions singulicres de 1’équation de Pfaff, ou, d’une facon plus
précise, n’annulent pas tous les coefficients de la dérivée (ar — 2)ime
de Uexpression, la forme des systemes complets peut étre simplifiée
pour le calcul, de maniere que chaque équation ne dépende plus que
des dérivées d’une seule des intégrales précédemment trouvées. Cette
méthode donne en particulier la généralisation de la seconde méthode
de Clebsch.

Enfin la cinquieme partie est consacrée aux applications de la
théorie a I'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre, ordinaires ou homogenes. J'y indique aussi comment la consi-
dération des dérivées se préte a 1'établissement des formules fonda-
mentales de la théorie des transformations de contact.

I. — Expressions différentielles.

1. Etant données nvariables z,, z,, ..., x,, considérons des expres-
sions w, purement symboliques, se déduisant, au moyen d’un nombre
fini de signes d’addition ou de multiplication, des » différentielles
dz,, dz,, ..., dx, et de certains coefficients fonctions de z,, z,, ...,
x,; ces expressions étant, dans le sens ordinaire du mot, homogenes
en dz,, dx,, ..., dz,. Comme elles sont purement symboliques, nous
nous astreindrons, toutes les fois qu’il y aura un signe d’addition ou
de multiplication, & ne pas changer 'ordre des termes ou des facteurs
réunis par ce signe.

Soumises aux régles ordinaires du caleul, ces expressions pourraient
se mettre sous la forme de polynomes entiers et homogenes en dux,,
dz,, ..., dz,. Le degré de ces polynomes sera, par définition, le degré
de P'expression correspondante w. Les expressions différenticlles du
premier degré s’appellent encore expressions de Pfajf’'; elles sont de la
forme analogue 4 la suivante :

(1) Asdry+ A do +. ...

Comme cxemples d’expressions différentielles de degré supérieur,
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on peut avoir les suivantes:

(2) . Ajdxsde,+ Ay dasde,,
(3) (A, dxy+ Ay dx,) (B dredxy+ Bydr,dx) + Cdedx,dx,,

2. Eaxpressions differentielles monomes. — Ce sont celles qui se dédui-
sent par des signes de multiplication d’un certain coefficient et de
certaines des différentielles do,, dzx,, ..., dx,, répétées ou non; par
exemple la suivante :

(4) Adz,drydzx, de,dx;dx,.

Les plus simples, aprés ces expressions différentielles, sont celles
qui se déduisent par des signes d’addition d’un certain nombre d’ex-
pressions différentielles monomes de méme degré; clles ont la forme
de polynomes en dz,, dx,, ..., dx,. Telle est I'expression (2).

Nous considérerons aussi, apres ces expressions particuliéres, celles
quon déduit par des signes de multiplication d’un certain nombre des
expressions différentielles précédentes. Telle est I'expression

(5) (Ada,+ Ay dz,) (B deyde, + B, dz, dz,) (C, de,dxy+ C, dzyda,).

3. Rang d’une dyfférentielle dans une expression diyférentielle. — Con-
sidérons une différentielle entrant en un certain endroit dans une
expression différentielle. Si cette expression différentielle est une
expression monome, le rang se marque d’apres la place que cette dif-
férentielle occupe dans le monome; ainsi, dans I'expression (4), la
différentielle da, occupe le quatrieme rang.

S’il s’agit d'une expression différentielle polynome, le rang d’une
différentielle est celui qu’elle occupe dans le monome o elle entre.

Enfin, dans le cas général, si I'on soumettait unc expression dilfé-
rentielle queleonque aux regles ordinaires du calcul, de maniére a la
transformer en une expression polynome, mais en ayant bien soin
dans chaque produit de respecter 1'ordre des différentielles, le rang
d’une différentielle donnée est celui qu’elle aurait dans I'expression
polynome ainsi obtenue. Par exemple, dans I'expression (3), la dif-
férentielle d,, qui entre dans le deuxieme terme de la deuxieme
parenthese, est au troisieme rang. Dans une expression différentielle,
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produit de plusieurs expressions différentielles polynomes, les diffé-
rentielles du premier facteur, supposé de degré %, ont les rangs 1,
2, ..., h; celles du deuxieme facteur, supposé de degré £, ont les
rangs A +1, A+ 2, ..., A + k, et ainsi de suite.

4. Valeur d’une expression dyfferenuielle. — Pour définir, par con-
vention, la valeur d’une expression différentielle w, de degré 4 par
exemple, nous considérerons z,, x,, ..., z, comme des fonctions de %
parametres indétermings ., oo, ..., 04 SUPPOsés rangés dans un cer-
tain ordre que nous appellerons I'ordre naturel.

Cela étant, on considere toutes les 2! permutations des lettres «,,
Uy, «v.y oy Soit (B, Bus ..., Bs) une de ces permutations. A cette
permutation, on fait correspondre la valeur que prend, d’apres les
regles ordinaires du calcul, I’expression w, lorsqu’on y remplace les
différentielles qui occupent le 1%, 2°, ..., Ai‘m¢ rang respectivement par
les dérivées correspondantes prises par rapport & 8,, B,, ..., B, On
fait précéder la quantité ainsi déterminée du signe + ou du signe —,
suivant que la permutation (8, B., ..., B,) présente un nombre pair
ou un nombre impair d’inversions. La somme algébrique des 4! quan-
tités ainsi obtenues est, par définition, la valeur de I'expression diffé-
rentielle donnée.

Ainsi la valeur de I'expression (2) est

02, ()mz) . ( A dz, Qﬁ

O, 0oty "Oa, O,

<A ()ml ()-Tl

100, Omy

-+ A2

LA, dxy ()xQ)-

5. Expressions différentielles équivalentes. — Deux expressions diffé-
renticlles sont dites équivalentes lorsque, étant de méme degré, elles
ont la méme valeur, quels que soient les parameétres qu’on choisit pour
définir cette valeur.

Il résulte de la définition donnée plus haut qu’on peut, sans changer
la valeur d’une expression différentielle, lui appliquer toutes les
regles du calcul ordinaire, & condition de laisser inaltéré le rang des
différentielles, c’est-a-dire 2 condition de ne pas intervertir I'ordre des
différentielles dans les produits qu’on ecffectue. En effet, ces modifi-
cations ne changent aucune des /! quantités qui servent & définir la
valeur de I'expression différentielle.
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Il résulte de la qu’une expression différentielle quelconque est équi-
valente & une expression différentielle polynome et que, de plus, dans
cette expression polynome, on peut intervertic d’une maniere quel-
conque I'ordre des monomes et méme réduire en un seul monome
deux monomes ne différant que par les coefficients.

C’est ainsi que 'expression (3) est équivalente & I'expression poly-
nome

(3" A By de,dx dxy,+ (A By+ C) deydxyde, + ALB, daydx dx,
+ A, By dasdzdx,.

6. Valeur d’une expression différentielle monome. — Si I’on cherche,
d’apres la regle donnée plus haut, la valeur d’une expression différen-
tielle monome telle que

Adz,, dz,,. . . dxy,,

my, my, ..., my étant A, distincts ou non, des indices 1, 2, ..., 7, on
trouve tout simplement le produit de A par le déterminant fonctionnel
de z,,, ., --., x,, par rapport & a,, ¢, ..., o, 1l résulte immédia-
tement de la que, si espression différentielle monome contient deux
différentielles identiques, clle a une valeur nulle; on dit qu’elle est
tdentiguement nulle. 11 résulte également de la théorie des déterminants
que Pon peut intervertir d’'une maniere quelconque 'ordre des diffé-
rentielles d’une expression monome, & condition de changer le signe
du coefficient si cette substitution revient & un nombre impair de
transpositions; ou encore si les deux permutations des indices des dif-
ferentielles sont de parités contraires. On a, par exemple,

my

Adz,drydas—= Adz,dz,dr,— Adz;de,dr,—— Adx,dz,dz,
= — Adx;dx,dz,=—=— A dx, dx; dz,.

7. Réduction d’une cxpression diyferentielle a sa forme la plus simple.
— De ce qui précede, il résulte que 'on peut toujours mettre une
expression différentielle quelconque sous la forme d’une expression
polynome, chaque monome de cette derniére expression ne contenant
pas de diftérentielles identiques et les différentielles qu’il contient étant
rangées par ordre d’indices croissants. Nous disons que dans ces con-
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ditions I'expression est réduite d sa forme la plus simple. Cest ainsi
que la forme la plus simple de I’expression

(A1 dx,+ Ay dry+ Aydxy+ A, dz,) (By doy dxy + By dxy dey)
esl

A\B,dx,dx,dry— A,B,y dxy de, dx, — A3Bs doy dzgde, + AL B, dx, dxs da,.

8. Expressions différentielles identiquement nulles. — Ce sont celles
dont la valeur est nulle quels que soient les paramétres dont on fait
dépendre z,, ,, ..., x,.

Une expression différentielle & n variables et de degré supérieur
4 n est nécessairement nulle, car, si on la met sous la forme d’une
expression polynome, tous les monomes doivent avoir au moins deux
différentielles identiques.

Une expression différentielle de degré A= n sera identiquement nulle
si, en la réduisant & sa forme la plus simple, les cocfficients de tous
les monomes sont nuls. On s’en rend compte en prenant pour o,
%y, - .., % hoquelconques des variables z,, @, ..., x,.

0. Interversion des facteurs dans un produit d’expressions différen-
tielles. — Considérons un produit (symbolique) o d’expressions diffé-
rentielles ©,, ©,, ..., ©,,. Soit

0 == 0 Mg« o O e

Imaginons que nous intervertissions deux des facteurs de ce pro-
duit, w,, o,, supposés d’ordre & et £, et supposons que ces deux fac-
teurs soient séparés par un ou plusieurs autres facteurs w, de degré
total p. Il est clair qu’une telle opération revient & faire une certaine
substitution sur les rangs des différentielles d’un quelconque des mo-
nomes de w réduit & une expression polynome.

Si cette substitution est paire, la valeur de w n’est pas changée; si
elle est impaire, elle est changée de signe.

Or, pour effsctuer cette opération, on peut d’abord faire passer w,
devant w,, ce qui exige k(% + p) transpositions, puis faire reculer w,
apres le groupe de facteurs w,, ce qui exige zp transpositions; donc en
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tout Ak + (A + £)p transpositions. L’expression différentielle w est
donc multipliée par (— 1)++hr,

Supposons en particulier que les deux facteurs considérés aient des
degrés de méme parité; alors p(A + £) est pair et » est multiplié par
(—1)*. Donc la transposition de deux facteurs dans un produit
d’expressions différentielles ne change pas ce produit si ces facteurs
sont tous les deux de degré pair et change ce produit de signe s’ils sont
tous les deux de degré impair.

Il en résulte que, si une expression dyfferentielle « est le produt de plu-
steurs aulres expressions différentielles parmi lesquelles il s’en trouve deux
identiques et de degré impair, I’expression  est identiquement nulle.

10. Puissances d’une expression differentielle. — On appelle puissance
piéme d’'une expression différentielle w le produit symbolique de p
expressions identiques a w.

La puissance pi™¢ d’une expression monome est identiquement
nulle, car ¢’est une expression monome qui contient des différentielles
identiques.

La puissance pi“™ d’une expression différentielle de degré impair est
aussi identiquement nulle, car ¢’est un produit qui contient deux fac-
teurs identiques de degré impair.

Il suffit donc de considérer les expressions différentielles w de degré
pair. Réduite & sa forme la plus simple, o est une somme de m monomes
de méme degré :

0 == 0)) + Wo .o . Gy

On voit immédiatement que le carré de w est
W= 2(0 W O Wy .o Wy Wy Wy Wa . Wy Wy ),y

car les carrés de w,, w,, ..., w, sont nuls et le produit de deux mo-
nomes de degré pair est indépendant de I'ordre des facteurs. On verra
de méme que

w?= 2.3(m1w2w3+ W1 Wa 0o e o O g i1 W)

et, d’'une maniere générale, que »? s’obtient en multipliant par p! la
somme de tous les produits p & p des m monomes w,, ®,, ..., ®,.
Ann. de ’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Juix 1899. 32
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11. Changement de variables dans une expression differentielle. —
Imaginons qu’on fasse sur x,, #,, ..., «, un changement de variables
en prenant pour nouvelles variables n fonctions indépendantes y,,
Yas ooy Yo de @y, s, ..., 2,. Alorsréciproquement x,, ., . . ., &, sont
des fonctions indépendantes de y,, ¥s, -..» Yn

Cela étant, remplacons dans une expression différentielle » en z,,
x,, ..., &, lesanciennes variables par les nouvelles et les différentielles
dz,, dx,, ..., dx, par

oz , oz, 0x,
—(jﬁ [l]l —+ 93/—2 (Zyg -+ . -+ () N duyn,
oz, Jdxy, . dxy
Oy W gL e A

Nous obtiendrons ainsi une certaine expression différenticlle o de
méme degré en y,, y,, ..., ¥, et dans laquelle chaque différentielle
dy aura le méme rang que la différentielle d qui I'a fournie avait
dans . :

Il résulte de la que la valeur de o est égale a la valeur de @ si 'on
exprime les variables en fonction des mémes parameétres «; car dans
les 2! quantités qui définissent la valeur de w, on remplace en somme

Lo 0z .
les dérivées telles que 561 par des expressions

r

04 Oy | 0%: 9y 02; 0Yn
0)’1 dﬁl Uy'z d@l e ()yn ()61

qui leur sont manifestement égales.

Ilrésulte immédiatement de 1a que, siles expressions w,, @,, ..., w,,
se transforment, par le changement de variables, en ©,, @,, ..., ©,,
I'expression

(A==l A P VO A Y

se transforme en
[oJeR o - PR >

Cette propriété est capitale dans les applications que nous ferons de
cette théorie.
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On a, par exemple,

- 0 0z, 0
dz, dz,— (7 dy,+ 3;1 (z)‘.‘l) <5% dy,+ ?9}% dy2>
— <¢2£ dzy _ 9z, iﬂ:)

oy1 0y, O0y2 Oy

ce qui concorde avec la propriété bien connue des déterminants fone-
tionnels exprimée par I’égalité

D(z,, z,) — D (2, 25) D(,)’1,,7'2).
D (ety, o25) D(J’uya) D (e, as)

II. — Application des théorémes précédents aux expressions de Pfaff.
12. Ezpression dérivée d’une expression de Pfaff. — Ltant donnée
une expression de Pfaff 4 » variables
w=Adr,+ Aydzy~+...+ A,dz,,

on appelle expression dérivée I'expression différentielle du deuxieme
degré définie par I'égalité

o' =dA, dx,+dA,dx, ...+ dA, dx,.

La propriété fondamentale de cette dérivée est la suivante :

TutoriMe. — St un changement dé variables transforme [’ expression de
Plaff w en une expression ws, ce méme changement de variables transforme
Uexpression dérivée o' dans I'expression dérivée w'.

En effet, supposons que, avec de nouvelles variables y,, yu, ..., ¥0, ®

devienne
w=B,dy,+ B, dy,+...+ B, dy,.

Sil'on désigne par «, B deux parametres quelconques, on a alors

(6) A1%+A2%€1 +---+A,;%2:B1% +B2%}‘,‘o: +---+Bn%’
dzy 0z, 0z, .+ Oyy 0y O0Yn
(7) A1 dﬁ +A2'EB—+...+AIZ—()-B———-B1—(TE+B2‘JE +..-+B,,,—0‘B—'
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Différentions la premiere de ces équations par rapport & 3, la se-
conde par rapport i o, et retranchons les deux équations ainsi obte-
nues; nous aurons

8 (0:&%__25_1_% + '+<thin_%iﬁz)

%) P2 08 08 02) T 0w o T 0B o
— (9B s IB: 0 (Q_‘igd_&_dﬂn fly_>
T\ox 93 9B dx) da 03 9 dz

Le premier membre de (8) n’est autre que la valeur de o” relative-
ment aux deux paramétres o, B; le second membre est la valeur de &’
avec les deux mémes parametres.

Ces deux valeurs étant égales quels que soient « et 3, le changement
de variables transforme w” en une expression différentielle équivalente
h @' et qui, par suite, n’est autre, apres les réductions faites, que @'
Le théoreme est donc démontré (*).

13. Deripées d’ordres supérieurs. — En méme temps que la dérivée
d'une expression de Pfall’ w, nous considérons d’autres expressions
différentielles de degrés supérieurs w”, w”, ..., et que nous définirons
de la maniére suivante :

(9) o = wo' =(Ajde+...+A,dz,) (dA dx,+ ...+ dA, dx,),

(10) " = éw: %(dA, dzy+ dAy day ...+ dA, dxn)zzszi de;dA; dx;,
ij
(11) "= wo" = (A, dz,+...+ A, dxz,) <Z dA; dax; dAj dx,) .
i

D’une maniere générale, la dérivée d’ordre 2m — 1, 0", d'une
expression de Pfafl' w, sera la puissance mi¢ de ) divisée par m!, ou
encore la somme de tous les produits m & m des n monomes dA, dx,,
dA,dx,, ..., dA,dx,. La dérivée d'ordre 2m, o®™ sera le produit
de w par w®”=", La dérivée pieme est de degré p + 1.

Ces dérivées jouissent de la méme propriété que la dérivée w'; il est

(1). La considération de la dérivée ' ou, ce qui revient au méme, du covariant bili-
néaire de w, forme la base des belles recherches de Frohenius et de M. Darboux sur le
probleme de Plaff (loc. cit.). ’
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évident que, st un changement devariables transforme w en @, ce méme
changement de varvables transformera la derivée p“™® de o dans la de-
rivée p* de o3, car cette dérivée se déduit par multiplication des deux
expressions différentielles w et " qui sont transformées en et o'

14. Expressions de Pfaff différenticlles exactes. — Supposons que
I’expression de Pfaff w soit une différentielle exacte. Il est clair alors
que, par un changement de variables, elle peut se mettre sous la

forme
w =dy;.

Or la dérivée de west ici identiquement nulle, puisque les coefficients
des différentielles sont des constantes; il en résulte done que o' est
¢galement nulle. La dérivée d’une expression de Plaf différentielle
exacte est donc dentiquement nulle.

Réciproquement, supposons que la dérivée ' d’une expression de
Pfaff

w=A dr,+ Ay dxs+...+ A, dx,

soit identiquement nulle. Je dis que w est une différentielle exacte.
Le théoreme est vrai pour » =r1. Supposons-le vrai jusqu’a n — 1, et
démontrons-le pour n. Si, dans w, on fait dx, = o et qu’on regarde x,
comme une constante, on obtient une expression de Pfaff o, 4 n —1
variables, dont la dérivée ' se déduit de o’ par les mémes opérations.
Il en résulte que cette dérivée o' est identiquement nulle et que, par
suite, w, est une différentielle exacte du. Si maintenant on ne regarde
plus «, comme une constante, on voit que ’on a

w=du + <Al-— -3);—l> dz,,
R}

et, par un changement de variables, on peut supposer
G) = A.] dxl -+ dxg.

En calculant o’ qui doit rester identiquement nulle, on trouve

o' = dA, do, = gi:" dzy dxy—+ gi—‘ dzsdx,+. ..+ (% dz, dx,= o.
2 3 n
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On voit donc que les dérivées de A,, par rapporta @s, s, . .., Z,, sont
nulles, et, par suite, A, ne dépend que de x, et

o):d<x2+fAldx1>

est une différentielle exacte.
Les conditions pour qu'une expression de Pfaff soit différentielle
exacte sont donc données par I’équation

o' =dA dx,+ dA, dxy 4. ..+ dA,dz,=o,
ol, en termes finis,

(12) g—i—l’—:—-%%:o (G, j=1,2,...,n).

15. Classe d’une expression de Pfuff. — Dans le cas que nous venons
d’examiner, on peut, par un changement de variables, mettre © sous
une forme quine contienne plus explicitement qu’une seule variable y,.
Dans le cas général il se peut que, par un changement de variables,
o prenne une forme = qui ne contienne explicitement que p variables
Yir Yer oo ¥Yp

w=B,dy,+Bydy,+...+B,dy,,
les B,, B,, ..., B, ne dépendant que de y,, s, - - ., ¥p-

On appelle classe (*) de I’expression de Pfaff le nombre minimum de
variables au moyen desquelles puisse s’exprimer cette expression par
un changement de variables convenable. Une expression de Pfaff de la
premiere classe est une différentielle exacte.

16. Condition nécessaire pour qu'une expression de Pfaff’ soit de
classe p. — Si une expression de Pfaff w est de classe p, on peut, par
un changement de variables, la mettre sous la forme d’une expression
de Pfafl o & p variables. Considérons alors la dérivée pi™ de o, qui est
de degré p + 1. Cette expression différentielle étant & p variables et de
degré p +- 1 est identiquement nulle. Il en résulte que la dérivée pitme
de @, qui lui est égale, est aussi identiquement nulle.

(1) Cette expression a été introduite par Frobenius, loc. cit.
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Donc, pour quune expression de Plaff soit de classe p, il faut que sa
dérivée p'™e soit identiquement nulle (*).

17. Réciproque du théoréme précédent. — Nous allons démontrer
que, réciproquement, si la dérivée p'“¢ d’une expression de Pfaff est
identiquement nulle, cette expression est de classe p au plus. Le théo-
reme étant vrai pour p =1, nous allons le supposer démontré pour
1,2,...,p—1etledémontrer pour p.

Considérons donc une expression de Pfaff

w=A;dz,+- Ay dx.—+ ...+ A, dz,

dont la dérivée pime ' soit identiquement nulle

p+1 '

si p est impair, ou

si p est pair.

Il est clair que, si n est inférieur ou égal & p, cette expression de
Pfaff est de classe p au plus. Supposons donc démontré qu'une expres-
sion de Pfaffi 1, 2, ..., n — 1 variables, dont la dérivée pi“@° est nulle,
est de classe p au plus, et démontrons-le pour une expression & » va-
riables.

Si dans ® nous regardons x, comme une constante et y faisons
dz, = o, nous ohtenons une expression w, & n — 1 variables dont la
dérivée pit™e 0’ se déduit manifestement de w® en y regardant x,
comme une constante et y faisant do, = o. Celte dérivée pi=e w{?’ est
donc identiquement nulle et par suite, d’aprés I’hypothese faite, w, est
de classe p au plus. On peut donc faire un changement de variables.tel
que w, se transforme en

@ =Body,+Bsdy;+...+ Bpir1dypis,

(1) Cf. GRASSMANN, loc. cit.
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ol ¥ay ¥3» - - -+ YVpeu sONt p fonctions de z,, z,, ..., x,, et ol les B
sont des fonctions de ., ¥4, - .., ¥ €t aussi de Ia constante «,. Si
maintenant dans o on ne regarde plus 2, comme une constante, on
obtient manifestement

o =A,dxr,+B, <dy2 — Qg—’dr,) +...+Bpyy <cz’y,,+1 — 05;’“ dan) .
1 J

dxy

Finalement, en changeant les notations, on a

w=Adz,+ Asday—+.. .+ Apiy A2y,

ou A,, Ay, ..., A, nedépendent que de z,, x,, ..., x,,,.
Cela étant, deux cas peuvent se présenter : ou bien A, est indépen-
dant de «,, «,, ..., #,.,; ou bien A, ne dépend que de ces p+1

variables.

18. Dans le premier cas, on peut toujours supposer qu’on a pris
A, =ux,,,. Si alors, dans ©®, on groupe les termes ui conticnnent
dx,.,, on vérifie facilement qu’on obtient

dx pis daywiP™,

ol @, a la méme signification que plus haut. La dérivée w'” étant iden-
tiquement nulle, il en doit étre de méme du groupe de termes de cette
dérivée qui contiennent dz,,,, et, par suite, de »{""*. L’expression de
Pfaff w,, ayant alors sa dérivée (p — 2)i®m¢ nulle, est d’ordre p—2 au
plus. Autrement dit, on peut supposer que A, et A,,, sont nuls et que
A,, A,, ..., A,_, ne dépendent que de z,, x,, ..., x,,. L'expres-
sion w devient alors une expression  p variables seulement z,, ., ...,
Tp_ys Tpyos €t le théoreme est démontreé.

19. Dans le second cas, on est ramené & une expression w & p +1
variables @,, @,, ..., %,.,. Considérons alors I’expression différen-
tielle du (p + 1)ieme degré

W= df,
ol f désigne une fonction quelconque de z,, @,, ..., z,.,; elle est de
la forme

) 9 9
Hdz, dz, ...dz,.,—= (""E)‘xfj +a25-£; e Oy 0$'f+l>dx1 e A2y,
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les o étant des fonctions des 2 qui ne dépendent que des coefficients A.
Siun changement de variables transforme w en @ et la fonction f de
Lyy Tyy « .5 Xpey dans la fonction ¢ de v, yo, ..., ¥ ey, ce change-
ment de variables transformera w”-"df en =" dxs, et, par suite,
toute fonction f qui annulera la premiere de ces deux expressions se
transformera en une fonction ¢ qui annulera la seconde, et récipro-
quement. Or I'équation

PV df=0o
ou

oG of ai
CAIEE+0$2R+...+O(I,+I————_

est une équation aux dérivées partielles, linéaire en f, qui admet p
intégrales indépendantes; on peut faire un changement de variables
en prenant pour y, 'une de ces intégrales, ou encore on peut, en
changeant de notations, supposer que z, est une de ces intégrales,
c¢’est-a-dire que I'on a

w?- dr =o.

Le coefficient de dx,, dans le premier membre de cette égalité, n’est
autre que o', ol I'on aurait fait de, = o; c’est donc, si I'on y
regarde 2, comme une constante, la dérivée (p — 1)¢de w,, oll », a
) 1 1
la méme signification que plus haut. L’expression », ayant sa dérivée
(p — 1) nulle est donc de classe p — 1 au plus. Autrement dit, on
peut supposer
o =Adr,+ Aydxy+...+ A, dz,,

ol Ay, Ay, ..., A, ne dépendent que de x,, 2., ..., 2, Si A, est
indépendant de x,, x,, ..., x,, on est ramené au premier cas et le
théoreme est démontré. Si A, ne dépend que de ,, x,, . .., x,, © est
mise sous la forme d’une expression & p variables et le théoréme est-
également démontré.

20. Introduction d’un systéme complet remarguable. — Considérons
une expression de Pfaff de classe p 4 7 variables

o =A dor,+ Ay dxy~+...+A,dz,

et I’équation qu’on obtient en égalant & zéro I'expression différentielle
dnn.de l’ Ec. Normale. 3°Série. Tome XVI. — Jux 189g. 33
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w®=2 df, ot f désigne une fonction quelconque de x,, @, . .., x,. En
écrivant que cette expression est identiquement nulle, on obtient pour
la fonction / un certain nombre d’équations aux dérivées partielles
linéaires du premier ordre.

Considérons une transformation de variables amenant » 4 ne dé-
pendre plus que de p variables

w=B,dy,+B,dy,+...+B,dy,,

et soit o la fonction de y,, ¥,, ..., y, dans laquelle / est transformée.
Il est clair que les deux équations

(13) =2 df =o,
(14) wr=2dy= o

se transforment I'une dans 'autre par le changement de variables,
ou que le systeme d’équations aux dérivées partielles en f équivalent
a4 I'équation (13) se transforme dans le systeme d’équations aux déri-
vées partielles en ¢ équivalent a I'équation (14). Or ce dernier sys-
teme comprend d’abord les équations

Jdo _ do __ _ 0J9
0.)/1""1 - ()yp+2 T ()‘)//t

(13) =03

car wP~¥ n’étant pas identiquement nulle, sans quoi @ et, par suite ,
ne seraient pas de classe p, le coefficient de dy,dy,...dy,_,, par
exemple, dans -, n’est pas nul, et, par suite, les équations (15)
s’obtiennent en annulant dans le premier membre de (14) les coeffi-

cients de
Ay dys...dyp-1@Ypars ..y dyidy,...dy,_dy,.

Outre les équations (15), l'équation (14) fournit une équation -
et une seule en ¢, obtenue en prenant dans (14) le coefficient de
dy,dy,...dy,, soit

99 . g, 99 99 _
(16) 61 0‘),1-‘{'@2 ().y2+...+ﬁp.'(m——0.

L’équation (14) est donc équivalente au systeme des équations (15)
et (16). Les § étant des fonctions de y,, y.,...,¥,, ce systeme est ma-
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nifestement un systeme complet admettant p — 1 intégrales indépen-
dantes fonctions de y,, y., ..., ¥,.

En revenant a 'équation (13), nous voyons qu’elle est équivalente
4 un systeme complet admettant p intégrales indépendantes. L’inté-
gration de ce systeme, d’apres la méthode de Mayer, par exemple,
revient 4 celle d’un systeme d’équations différentielles ordinaires 2
p variables.

Nous appellerons ce systeme le systéme complet adjoint & Pexpression

de Plaff (*).

21. Exemple. — Considérons, par exemple, I'expression de Pfaff &
5 variables, '
(17) o == 2y X3 d Xy + 2 Xy dwy -+ (2, 4+ 2325)dx, + 2,2, d;.

On aici, en faisant le calcul,

o' = xydrde, -+ xodr dey+ dx dz, + x;dxy,dz, -+ x,dr,dr;,

4

1 ,
w'= - o=z, xydr dryde,dr, — z,dr, de,dx,dey - 2, 2,dx, dxydx,dr;,

puis
V= nn"=o.

L’expression w est donc de la quatrieme classe. Le systeme complet
adjoint est donc donné par I'équation

w'df = ow'df = o,

et doit admettre 3 intégrales indépendantes. En faisant le calcul, on
trouve, pour I’équation précédente,

o'"df = (xxsdade,de, + z}x,dedeydrs + 2y 2y 25dx dayda,
A4 2oy x, dxde,dr s+ 2y 2,dx, dz,dzg

+ 2wy xsdxy, dxydze, -+ 2y 2y 2, dxydeydes— xy 2, dzyda, doy)

< (—()-[—dx1 -s——()'idx.z-—i—. Lo+ ﬁdx) —=o,
Jdx Z Z

(1) Dans le cas ol p est pair et » égal & p, c’est le premier systeme auxiliaire qu’on
trouve dans toutes les méthodes de réduction.
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ce qui donne pour /le systeme

Lo of J _
d i’—'.rgllr() -+ 25 a(—)——_o,
of of o _

S P P P

(Cestbien un systeme complet qui admetles trois intégrales indépen-

dantes ; Xy g+ X, T, 5.

22. Propriélés des intégrales du systéme complet adjoint. — Considé-
rons une expression de Pfaff @ de classe p et une des p intégrales indé-
pendantes du systéme complet adjoint. Faisons un changement de
variables en prenant pour une des nouvelles variables y, cette inté-
grale particuliere. Alors I'expression ® devient une certaine expres-
SION @ €N ¥y, ¥as - -, ya et 'on a '

w'P=Ndy, = o.

Cette égalité exprime que, si dans won regarde y, comme une con-
stante et qu’on y fasse dy, = o, lexprcssxon @, obtenue a sa dérivée
(p — 2)me identiquement nulle. Autrement dit 'expression @ est de
classe p— 2 au plus; elle n’est, d’ailleurs, certainement pas de classe
inférieure sinon lintroduction d’un terme en dy, ne pourrait pas
rendre o de classe p.

Réciproquement, si @, est de classe p — 2, sa dérivée (p — 2)ie
est nulle, ou encore ’expression w'?~*'dy, est nulle.

Une intégra'e du systéme complet adjoint est donc une fonction f qui,
égaléde a une constante arbitraire, abaisse de deux unités la classe de
Uexpression de Pfaj} considérée.

Naturellement, cet énoncé suppose implicitement qu’en méme
temps qu'on lie z,,,,...,2, par la relation

f('ri’x2’ CRIREY -'rn) =a
on lie les différentielles par la relation

_ 9 o . - a 4. _
df— %—1 (l.%'l—i- M(l»ﬂg‘i‘...ﬁ- J;;d.l‘,l_().
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Ainsi, dans U'exemple traité précédemment, si Uon prend Uintégrale
j—; du systeme complet adjoint, la substitution de ax, & z, et de adx,
a dz, doit abaisser la classe de w de deux unités. En effet, w devient

o = ax}dr,+ ar,xrydr,+ xz(a + x;)dx, + 232, drg

=zyd[az, x5+ (a + x5) 2],

(18)
et n’est plus que de deuxieme classe.

23. Réduction d’une expression de Pfaff de classe p & une forme cano-

nique. — Etant donnée une expression de Pfafl o de classe p, soit /,
une intégrale du systeme complet adjoint. Considérons I'équation
(19) o P=4 df, df = o,

ot f désigne une fonction arbitraire de z,, z,, ..., 2,. Si 'on fait un
changement de variables en prenant /, pour une des variables y,, si ce
changement de variables transforme » en @ et fen o, U'équation pré-
cédente devient

(20) w4 dy, dy = o.

Si dans o et @ on regarde y, comme une constante et qu’on fasse par-
7 g 1 I
tout dy, = o, celte équation peut encore s’écrire

(2r1) w PV do =o0.

Comme @, est de classe p — 2, on voit qu’elle est équivalente au sys-
teme complet adjoint & w,. Ce systeme admet p — 3 intégrales indé-
pendantes fonctions de y,, ¥y, ..., ¥, et aussi de la constante y,. En
remontant & I'équation (20) et en ne regardant plus y, comme une
constante, on voit que cette équation est équivalente & un systeme
complet admettant p — 2 intégrales indépendantes, parmi lesquelles
Yi-

Finalement, I’équation (xg) est équivalente & un systeme complet
qui admet p — 2 intégrales indépendantes, parmi lesquelles se trouve
la fonction f, elle-méme.

Celles des intégrales f du systéme complet équipalent a (19) qu sont
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indépendantes de [, sont les fonctions telles que les relations

(22) f:aa fl—_-an
o df =o, df,=o,

abaissent la classe de o de quatre unités. La démonstration est absolu-
ment la méme que dans le cas précédent.

Dapres la méthode de Mayer, ces fonctions sont données par I'inté-
gration d’un systeme d’équations différentielles ordinaires & p — 2
variables.

[l est bien clair que, lorsqu’il sera pratique de tirer de /, = @, une
des variables en fonction des » — 1 autres, il suffira d’intégrer le sys-
teme complet adjoint & P'expression de Pfaff qui résulte de w par cette
substitution.

On peut continuer ainsi de proche en proche. Désignant par £, une
intégrale indépendante de /, de I'équation (19), on considérera I'é¢qua-
tion

(23) ) w(P=9df df,df = o.

Cette équation est équivalente & un systeme complet admettantp — 5
intégrales indépendantes de f, et de /, et ces intégrales sont les fonc-
tions f telles que les relations

| f=a Si=a,  fo=a,
ld/:o, d/,:o’ d/s_;:O

abaissent la classe de w de six unités. Et ainsi de suite.
Cela étant, deux cas peuvent se présenter, suivant que p est pair ou
impair.

24. Forme canonique d’une expression de classe paire. — Si p est pair
et égal & 2m, par exemple, le (m — 1)me systeme complet sera donné
par I’équation

(23) u)"dfldfz...df,"_gtéfzo,
et le mie™e sera, par suite,

(26) odfidf...df—gdf_1df =o.
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Il est clair qu'il donnera les fonctions f, telles que les relations

( ,fl :al? ,f2 :azv Tty fm—l = n—1, .fm = Uy,

(27) 2 dflzov df“l:()’ ey dflll'—l:o’ ay‘m:O

rendent o identiquement nul. Si alors on prend pour nouvelles va-
viablesy, = /i, .= /s, - .., Y=, et m autres fonctions quelconques
indépendantes des premieres, w prend la forme

w=B,dy,+ Bydy,+...+ B, dy..

Il est clair que les m coefficients B sont des fonclions indépendantes
entre elles et indépendantes de y,, ¥a, - .., Ym, sinon @ serait de classe
inférieure & 2m. On peut donc les prendre pour les m variables indé-
pendantes autres que y,, ¥,, - .., Yo En changeant de notations, nous
avons le théoreme suivant:

TutoriME. — Ftant donnée une expression de Pfajf quelconque de
classe am, on peut toujours, par un changement de variables, la mettre

sous la forme
(28) o =pde,~ pydes+...4+ p,dx,,
Ly Loy ooy Ty Poy Pas « -+ P €lant 2m variables independantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d’une intégrale de m
systemes d’équations différentielles ordinaires respectivement i
a2m, 2m — 2, ..., 4,2 variables (*).

25. Dans l’exemple traité plus haut, on a m = 2; nous avons trouvé
une mtwrale du premier systeme complet. Le second est fourni par

I'équation

(29) [azida,+ axsxsday + xy(a + x5)dao, + 232, dz; ]
a9f af o 5, N\ _
x(() za’zl—q—b——: drg+. . 1—()25(1.15 =o,

(1) Les équations (25) ne different que par la forme des équations qui se présentent
dens la méthode de réduction de Frobenius.
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et peut se mettre sous la forme

o I 9 9

N das Ox, Jdx, 0.r
(30) =0 = k.

axr} aQr,x; x3(a + x3) Xy,

On trouve facilement une intégrale, & savoir :
XX
ALy Ty (A + T5) Xy = b =2, 29+ 2, 25+ 'L,L‘ﬁ

En posant alors, par exemple,
b—ax,x,
I

&= axs, Ty=— a +
Z,

et substituant dans (17) en regardant @ et b comme des variables, on
trouve, toutes réductions faites,

w=— &y (2, + 22y )da + x4cdb.

Iei les variables ,, 2, p,, p, de la forme canonique sont

Z, &,
7. HiF LT =y =2 (2o~ zy2y),
A3 A3

26. Forme canonique d’une expression de classe impawre. — Si p est

impair et égal & 2m + 1, par exemple, le mim® systeme complet est
(31) w' dfidfy ... df,—,df =o. ,

Si donc f,, est une intégrale indépendante de f,, /o, ..., [, les rela-
tions
(52) \ flzan f‘z:azy ey f.m:f(//z
{ dfi=o, dfy=o, . dfp=0
rendent o de premiere classe, ¢’est-d-dive differentielle exacte ds. 1l en
résulte le théoreme suivant: ‘

TukoriMe. — Ktant donnée une expression de Plaff quelconque de
classe 2m +1, on peut toujours, par un changement de variables, la
mettre sous la forme

(33) o =ds —pydey— pyday,—...— p,dx,,
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Ol Zyy Xyy <oy Ly S5 Pys Pas s P SONL 210 + 1 variables indépen-
dantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d’une intégrale de m
systemes d’équations différentielles ordinaires respectivement i
am—+1,2m —1, ..., 5,3 variables et par une quadrature.

27. Prenons, par exemple,

w =&y dx,+ 2, dxs— 23205 d2x, — 232, drs + 225 d2,;.

On trouve
o' =dxydry— x5 dxs de, — z, dx, d;,
0" =—zsdr,dxy dx, dry— 2, da, dx, dz, dr,
wY = o.

L’expression o est donc de cinquieme classe au plus; on constate
facilement que, ' n’étant pas identiquement nul, o est effecti-
vement de cinquieme classe.

Le systeme complet adjoint est ici

w"df =o,
qui se décompose en
a _
oz, %
A 9 _
Z,, ;‘i‘—,‘ — Xy 01.5 — 0.

On peut prendre «, pour une des intégrales de ce systeme complet.
Faisons alors x, = a, et formons le systeme complet

o' df =o,
ui est ici
! v _,
Jdx, ’
o _
Jxg
a9 a _

&, — — x5 —~— —o.
‘o, Y 0xy

La fonction «, est une intégrale de ce systeme. En faisant donc
Ann. de U’Fe. Normale. 3° Série. Tome XVI. — JuiLLeT 18Hg. 34



266 ELIE CARTAN.

z,=a,, x,= a,, » doit devenir une différentielle exacte; on trouve,

en effet,
w=d(a, &, — @ X, 254+ A Tg);

en ne regardant plus @, et @, comme des constantes, on obtient

w=d(a,x,— a2, x5+ &, ;) — xsda, + 1, x5da,,

o= d(2,Xy— X320, T35+ Ly25) — Zodrs+ 2, 25dxs ().

28. Remarque. — Le systeme complet adjoint & une expression de
Pfaff mise sous sa forme canonique se réduit, dans le cas ou la classe
est paire, a ’équation

of of

== Py +... Py
Pldpl p2dP2 I

o g,
I~

dans le cas ou la classe est impaire, a I’équation

I _
&———Oc

Il admet donc, dans le premier cas, les intégrales indépendantes

P Pe , Pm—1 .
L

Ly,  Tay RN L s 1 .- 5
Pm Pm Pm

dans le second cas, les intégrales indépendantes
xh x?: vy Ly [)h p27 RS Pm-

On voit que toutes les intégrales du systeme complet qu’on ren-
contre dans la réduction satisfont au systeme complet adjoint,
puisque les m intégrales dont on s’est serviici sont ,, @,, ..., z,,.

On verra plus loin (IV, 69, 70, 75) une nouvelle forme sous
laquelle on peut mettre les équations des systemes complets successifs
qui servent a la réduction.

(1) La méthode de réduction de Frobenius pour les expressions de classe impaire differe
de celle qui vient d’étre exposée en ce qu’il commence par déterminer une fonction f telle
que o — df soit seulement de classe 2m.
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III. — Equations aux différentielles totales.

29. Les équations aux différentielles totales dont nous allons nous
occuper sont celles qu'on obtient en égalant & zéro une expression de
Pfaff.

Résoudre une équation de cette nature, ¢’est trouver un systeme de
relations finies entre «,, x,, ..., @, tel que ces relations entre les
variables et celles qu'on en déduit entre leurs différentielles annulent
I’expression de Pfaff. ®

Nous allons d’abord nous proposer de trouver d’'une maniere géné-
rale tous les systemes d’équations qui annulent une expression de
Pfaff. A cet égard, toute expression de Pfaff peut étre supposée de
classe impaire, car, par division par un facteur convenable, on peut
toujours abaisser d’une unité la classe d’une expression de Pfaff de
classe paire. C’est ainsi que I’équation

prLodx,+psdrs—+. ..+ pude,—o

peut s’écrire

Da _
A, —+ ;f—‘ da, + P2 dzy .. .- Pn=lgy  —o,

m m Pm

et le premier membre est de la classe 2m — 1.

30. Nombre minimum d’équations annulant une expression de Pfaff.
— Considérons une expression de Pfaff o de la classe 2m —+1

(ou 2m -+ 2) mise sous sa forme canonique et cherchons & résoudre
I’équation

(1) w=ds—pydx,—p, dxy—...— p,dx,=o,

au moyen du nombre minimum de relations entre x,, x,, ..., 2,, =,
Pi» Pas -+ Pm €t les autres variables qui n’entrent pas explicitement
dans w. Une premiere solution est fournie en égalant x,, ., ..., @)y, 5
A m -+ 1 constantes arbitraires, ce qui donne 72 —+ 1 relations. Je dis
qu’il n’est pas possible de satisfaire & I'équation (1) avec un moins
grand nombre de relations.
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En effet, 'équation (1) exprime qu’il y a au moins une relation
entre s, &,, Xy, ..., &,. Supposons qu’il y en ait exactement % + r
et, pour préciser, que ces relations soient mises sous la forme

Xy = @4 (Zhrts Thaas « ooy Tip)s
Xy = Oy (X i1y Zhray « o5 Tin)s
(2) e
Zp= (,D/L(xlz—i—l, X ptas -« xm),
5 = U (Zpt1y Zhoy o o3 Ty )e
Les variables @), @315, ..., 2, n'étant liées par aucune relation,

I’équation (1) donne

{ ()4’ dCPl ()(P2 ()(P A
—lVh — Pp+1 =0,
0% iy 0 iy 02 p4y P dxy, Pr+1
() e ,
A 991 99, Jo
dx'” o1 ax—n; o p2 ()xm. - - 1)/' m 1)”1 =0

Ces m — f nouvelles relations (3) sont indépendantes entre elles et
indépendantes des équations (2). Elles forment avec (2) un systeme
de m + 1 équations qui résout le probleme.

On voit en méme temps que, pour avoir la solution la plus générale,
il suffit d’ajouter & ces équations un nombre quelconque d’autres
équations formant avec les premieres un systeme algébriquement
compatible. On peut prendre pour ¢,, 9., ..., 94, & des fonctions
absolument arbitraires, le nombre % étant égal 4 o, 1, 2, ..., m. La
solution particuliere obtenue plus haut s’obtient en prenant A =m,
les fonctions o et ¢ étant alors des constantes.

31. Pour préciser et compléter ce qui vient d’étre dit sur la résolu-
tion générale de I'équation

(1) ds — pydey—pydes— ... — ppdz,=o,

cherchons directement tous les systemes de relations satisfaisant &
cette équation et par lesquels un systeme de valeurs donné i, ...,
@y, 2% pls ..., P, constitue un élément simple, ¢’est-a-dire tel qu’au
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voisinage de ce systeme de valeurs, un certain nombre 2m—~A+ 1 des
variables puissent s’exprimer en fonctions holomorphes des % autres;
ou, ce qui revient au méme, cherchons tous les systemes de 27 — 2+ 1
relations telles que les premiers membres de ces relations soient holo-
morphes au voisinage de ce systeme de valeurs et que de plus les
déterminants fonctionnels de ces premiers membres par rapport a
2m — h +1 des variables ne soient pas tous nuls pour le méme
systeme de valeurs. Les 4 variables différentes des 2m — A + 1 par
rapport auxquelles on peut résoudre le systeme seront dites les 4 va-
riables indépendantes.

Cela étant, on peut toujours supposer que s n’est pas une des
variables indépendantes; sinon, en effet, on aurait

()d.fl ().Z'-z 0,
V—=Pi57 — P — T Pmy =05

cette égalité montre que x,, ,, ..., 2, ne peuvent pas étre toutes
variables indépendantes, sans quoi le premier membre se réduirait
a 1 et que, de plus, I'une des dérivées %: e %% est différente de
zéro pour (x, ..., p,,), la premiere par exemple. Cela montre qu’on
pourrait tirer 5 en fonction holomorphe de «, et des ~— 1 variables
indépendantes autres que z et que, par suite, on pourrait remplacer =
par x, comme variable indépendante.

On peut, de méme, supposer que parmi les % variables indépen-
dantes, qui sont prises dans les et les p, il n’y en a pas deux telles que
x, et p,, autrement dit que ces A variables ont % indices distincts.
Sinon, en effet, on aurait, en considérant la dérivée o', qui doit étre
nulle pour le systeme de relations considéré,

D(Ll’ pl) “(‘”21 P?) l)(xm’])m)
~+ + L
D (zy, py) D (2, p1) D (x4, p1)

—_= O.

Le premier terme de cette égalité est égal & 1; il en résulte que 'un
au moins des indices n’est représenté dans aucune des % variables
indépendantes, car sans cela tous les termes qui suivent le premier
seraient nuls. Si alors les indices non représentés sont par exemple
les m — o derniers, il n’y @ que les m — « derniers termes de 1’égalité
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qui puissent étre différents de zéro et, par suite, I'une au moins des

quantités
0%qs, 0Zyia ox,, . ()/]a-m ,

dx, = O, T 0x’  Ox,

oz,

e ey

« o . . Oz
est différente de zéro pour (2, ..., py), soit ==t On pourra alors
1

tirer 2, en fonction holomorphe de x,., et substituer z,,, & x, comme
variable indépendante. Les indices 1 et o -+ 1 ne sont alors repré-
sentés chacun qu’une fois parmi les 4 variables indépendantes. S'il y
a un autre couple de variables tel que (., p.), on pourra répéter la
méme opération, de maniére & arriver finalement & 4 variables indé-
pendantes & indices tous distincts. Cela prouve en particulier que 4 ne
peut pas dépasser m.

32. Cela étant, supposons que les % variables indépendantes soient
Ly, Xyy  eevy Ly Pavts Pavzs o ces Phe

On aura alors des relations de la forme

5 — ZarPar1 - -+ —TpPr= (X1 «.., Zoy Paits » s Ph)s

Zhv1 = ulH—i(xl: ceoy Loy Poaty + 0 [)/l-)’
.................................. ,

(&) A= um("l’l; ooy Loy Purty ---;ph),
Pt = $241(Z1y <oy Loy Paty « -5 Pr)s
.................................. ,

Pm: ‘Jln<x17 c ey Ty [)(‘A+1, sy I)h))

les fonetions w0y, (s ..., Uy 944qs -y 9m» w étant holomorphes au voi-
sinage de (x{, ..., z), py,.» - -., pi) ot assujetties & 'unique condition
de prendre, pour ce systéme de valeurs, les valeurs respectives

0 0 0 [ - 0 0 0 n0
Lhts  +voy Ly Phets <oy Py ~'0'_“'sz+-l[)oc+1_“' Xy P~

En portant dans I'équation aux différentielles totales (1), elle prend
la forme
dw —pide,—. .. — pydxg—+ Tors dpgay

A xpdpy— oy ditgg . . — vy du,, = o0,
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1o
~1
—

ce qui donne immédiatement les valeurs de p,, p.r - Pur Zorys ..
2y, & savolr

o= O o Qutpyy . du,, ,
1= ~— — ¥ —_— .= ——
1 d(l"l 1 01'1 m (933'1
P dsv o AUl jpry o du,,
o — S T Via+ m ?
) dx, dx, dxy
2 dsy o Aty . du,
od-+1 — T Je4-1 .. m
OP ot 0P+ OPu+1
....................................... R
an dtt g4y du,,
X — = T Vhar1— —+ Vm
| ‘ ()])lz ) apu dpn

Les formules (4) et (5) résolvent la question. La solution dépend
donc de 2m — 24 + 1 fonctions arbitraires de 4 arguments et 4 peut
prendre les valeurs o, 1, 2, ..., m. Si nous réunissons ces deux
groupes de formules, nous obtenons, comme solution générale de
I'équation (1), admettant le systeme de valeurs (a" .. ,pm) comme
élément simple, les relations suivantes :

] , .
| F=W— P+ ()—Ig:‘::x =P )op =+ 0 (Pa+1 3[[):”_1 e Pa %) -+
+ O <1)a+1 Ju + P Ju "'>,
Opa + dp s
v Dt gy du,,
Pi= .()—;—l — Vp1 ()“5'1 R R ) ()‘1,1 2
....................................... .
ow QU yiy i,
Poa=— 0z — Rt Oy Pm Pk
dw 1 du,,
(6) Loy == — m -+ 1 m e ()[):44-1 )
....................................... ,
Xp = g‘ﬂ)“ + 9 n du,L"H R ()Um
9P opn opn’
X pe1 == Upt-1s
........ ,
x"l = (t”l7
Pr+1= Yn41,

p))l - Vl)l’
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OU Upyys +v vy Upy Pnars + 55 ¥ms w0 sont des fonctions holomorphes de
Xyy oo s Loy Passs - -5 Pur holomorphes au voisinage de (7, ..., p;),
prenant pour ce systeme de valeurs des valeurs données, les dérivées
partielles du premier ordre des 2m — 24 premieres prenant des
valeurs données, faciles & calculer, toujours pour le méme systeme de
valeurs.

En particulier pour 2 =m, il y a une seule fonction arbitraire w de

m arguments, soient &, ..., Ly, Paris ---» Pmr €t 1’00 2
_ - ow adw
~ =w Pa+1 d[)a-H LI Pm dpm’
ow
Pr = oz,
.......... ,
dw
(7) Pa — dx“?
ow
Loy = — op ’
+1
.............. ,
ow
X 0 m.'
Si, en particulier, on prend pour w une fonction linéaire de p,.,, ,
-

P> ON retrouve, avec un simple changement de notations, les for
mules (2) et (3).

33. Solution générale d’une équation de Pfaff quelconque. — Nous
venons de résoudre I’équation particuliere de Pfaff (1). D’apres cela,
étant donnée une expression de Pfaff quelconque de classe 2m + 1 ou
2m + 2, on n'aura qu'a la réduire & sa forme canonique. L’équation
4 résoudre sera alors de la forme (1), et les équations (6) fourniront
la solution générale du probleme. On voit que si w®™** est la pre-
miere dérivée d’ordre pair qui s’annule identiquement, il faudra pour
annuler ® un systeme d’au moins 7 + 1 équations entre les variables,
et alors il y en aura une infinité dépendant d’une fonction arbitraire
de 7z arguments.

34. Solutions singulicres. — La conclusion précédente peut néan-
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moins étre en défaut dans certains cas particuliers. Il se peut que la
premiere dérivée identiquement nulle d’ordre pair d’une expression
de Pfafl » étant ™), on puisse annuler cette expression, soit au moyen
d'un systeme de moins de m relations entre x,, x,, ..., x,, soit au
moyen d’un systeme de 7 relations au plus, mais ne rentrant pas dans
la formule (7). Ces cas pourront se présenter lorsque, pour les sys-
temes de valeurs des variables qui satisfont & ces relations, le change-
ment de variables qui réduit © & sa forme canonique est illusoire.
C’est ainsi que 'expression du troisieme ordre

dr,— z2, x5 dx;

peut s’annuler au moyen de la seule équation
2= 0,

qui se traduit, en effet, avec les variables canoniques (x,, @, v,, x;)
par le systeme de deux équations

Xy T= Xy Ty 7= O
(’est ainsi encore qu’on peut satisfaire & I'équation

podr+...+p,dx,=o,
par le systeme des m relations
PL=pPa=...=P,,==0,

qui ne rentre pas dans le type général.

Il importe donc de savoir trouver toutes les solutions qui ne rentrent
pas dans le type général. Nous allons pour cela donner un criterium
tres simple.

35. Conditions pour qu'une solution soit singuliere. — Nous allons
démontrer que, pour qu’une solution soit singulicre, Iexpression de
Plaff o étant de classe 2m — 1 ou 2m, il faut que celte solution annule
tous les coefficients de la dérivée (2m — 2)" de v, supposée mise sous
sa forme la plus simple.

Nous supposons que les coefficients de o sont des fonctions holo-
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome XVI, — JuiLLer 1899. 35
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morphes des variables et nous ne considérons que des solutions, gén¢-
rales ou singulieres, définies par un certain nombre 2 d’équations a
premiers membres holomorphes au voisinage d’un systeme arbitraire
de valeurs satisfaisant & ces équations, les déterminants fonctionnels
de ces A premiers membres par rapport d 4 quelconques des variables
n’étant pas tous nuls pour ce méme systeme de valeurs.

Cela étant, nous allons démontrer que si, pour un systeme arbi-
traire de valeurs des variables correspondant & une solution donnée,
les coefficients de w®™~2 ne sont pas tous nuls, cette solution est gené-
rale, ¢’est-d-dire peut étre obtenue par le procédé exposé plus haut.

Considérons, en effet, d’abord I’équation

(8) w@n=2) f —o;

st w est de classe 2/m, cette équation est équivalente au systeme com-
plet adjoint & w et admet 2m — 1 intégrales indépendantes; ce sys-
teme complet est donc formé de n — 2/m 4+ 1 équations indépendantes.
Si w est de classe 2m — 1, et si 'on prend des variables y ., yu, ..., ¥,
telles que @ ne dépende explicitement que de yys Yoo -+ Yomi» I'équa-
tion (8) est manifestement équivalente au systeme

o _ 9 _  _I9 _

- == =...= =0,
(),yim. d)’?m-kl (),},IL

ct, par suite, 2 un systtme complet admettant 2, — 1 intégrales indé-
pendantes et formé de » — 2m + 1 équations indépendantes. Dans tous
les cas, I'dquation (8) fournit un systéme complet que nous appellerons
SYSTEME COMPLET adjoint a l'équation aux differentielles totales o = o et
qui admet 2m — 1 intégrales indépendantes.

36. Cela étant, revenons & notre solution particuliere et soit
(2,23, - 55 23)

un systeme arbitraire de valeurs correspondant & cette solution. Par
hypothése, les coefficients de w®”~?, qui est de degré 2m — 1, ne sont
pas tous nuls pour ce systeme de valeurs. Supposons, par exemple,

que le coefficient de
day dxr,. .. dxy, 4
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ne soit pas nul. L’expression »®”~2 pésultant du produit de w®m=*
par o', il en résulte que dans w®™=% les coefficients des différents
monomes formés des difféventielles dx,, dx,, ..., dx,,, ne sont pas
tous nuls, toujours pour le méme systeme de valeurs; supposons, par
exemple, qu’il en soit ainsi du coefficient de

dx,drs...dxs, .
Nous pourrons continuer ainsi et supposer que :

dans o®7=2 |e coefficient de dex, dx,...dx,,_, n’estpas nul;

n o pEm—E) » dr,de,...dr,,_» »

dans o le coefficient de dx, n’est pas nul.

Dans ces conditions, considérons le systeme complet adjoint &
I'équation w =o; pour le former, prenons dans le premier membre
de (8) les coefficients totaux des monomes

([.1‘1 d'rﬂ- .- dxﬂm—l d‘r‘zm,

d"l"l d.‘l’g. .. d"’"?m—l dxzm-r—iv

deydx,...dxy,_ dr,.

Nous aurons ainsi, d’aprés les hypotheses faites, n — 2m +1 équa-

) o A
0Ty OZames  0x,
des autres dérivées étant holomorphes au voisinage de z9, 3, ..., x).
Comme le systeme complet contient exactement n — 2m 41 équa-
tions, il est completement déterminé. Nous voyons de plus, d’apres la
théorie des systemes complets, que ce sysiéme admet 2m — 1 intégrales
indépendantes holomorphes auvoisinage de x|, x}, ..., x, et se rédutsant
respectivement @ x,-— Xy, Xy— Ly + s Loy — Ly, POUT Ty == Ly,
Dot = Xy is -+ -» &, = x. Nous prendrons celle «, de ces intégrales
qui se réduit & &, — @|. Cette intégrale, en négligeant les termes du
second degré et des degrés supérieurs, est donc de la forme

» les coefficients

tions résolues par rapporta

—_ X . p 0 : )
U= xy— 1(1)"" am ('7"2"1"_ lgm) -+ ‘z‘l/n+1('r2m+1 — Zym -4-1) ...+ an(fn Z, )
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Sil'on égale u, & une constante et qu’on tienne compte de du, = o,
I'expression o n’est plus que de la classe 27 — 2 ou 2m — 3, puisque
sa dérivée (2m — 2)¥™¢ s’annule et que sa classe ne peut pas s’abaisser
de plus de deux unités.

37. Nous considérerons maintens "équation
37. Nous considérerons maintenant |
(9) =4 du, df = o,

qui, d’apres ce qui précede, est équivalente au systeme complet adjoint
a I’équation w = o, ott I'on fait #, = const.

Ce systeme complet admet 2, — 3 intégrales indépendantes, et en
ne regardant pas «, comme une constante, 27, — 2 intégrales indépen-
dantes; il est formé de n — 2m + 2 équations indépendantes. Ici pour
les avoir, il suffit de prendre dans le premier membre de (g) les coef-
ficients de dz, dx, . ..dx,, ,dx,,_,, dxe,dx,...dxy, ,dx,,, ...,
dx, dx, . ..dx,,_,dx,. Ces coefficients contiennent respectivement les
dévivees 2L, o i)f— maltipliées par un coefficient par hypo-

02y —y 0Zsy, dx, - .
AW o A .

these différent de zéro, et en outre des termes en —=, <, ..., =
daxy” day OZLam—s

En égalant ces coefficients & zéro, on a 2 — 2m + 2 équations indé-

9 LA ’ . J
pendantes qu’on peut considérer comme résolues par rapport a ;7;-/—_,
A 2m—1

9 of o . e hne

—=—; ..+, ==, les coelficients des autres dérivées étant holomorphes
AT da,

au voisinage de z, x3, ..., x,. Ces n— 2m + 2 équations sont les
équations du systéme complet cherché. On voit de plus que ce systeme
admet 2m — 2 intégrales indépendantes holomorphes et se réduisant

respectivement a &,—x}, &, — &), ..., Loy — Xy,, , POUT

— 0 o —_— 0 gy —— 0
Lam—1= Lyn-1» Lo == Lams s Xp=—=&p.

La premiére n’est autre que u,. Nous désignerons la seconde par u,; &
des termes pres de degrés supérieurs, u, est de la forme

Uy == Xy — J’g -+ gezzm-—l (3?'2;11—1 - xgnz—l) -+ ﬁ?m("r*Zm.‘-‘ 'l’%m) et f;)/z ('/13/1. - ‘52 )
Nous continuerons ainsi en formant

(10) : =8 du, du, df = o,
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¢quation équivalente & un systeme complet admettant une intégrale
holomorphe u, se réduisant & a, — 2 pour

Xamea == XYy s, L1 T= LY ey e, &L= 2.
Et ainsi de suite jusqu’au systeme complet
o du, duy ... diy,_ df =o,
qui admettra I'intégrale holomorphe u,, se réduisant d x,, — 2!, pour
L] == Ty Xy = Xy ias ey XTp= ).

38. Nous sommes donc finalement arrivés en somme i 72 fonctions

holomorphes
Uy, Usy vy Uy

se réduisant respectivement &

P 0 ] . 0
Xy— 2, Xy XY, .., X, — T

lorsqu’on y fait

» 0 —_— N _— — )
Lt = Ly == Lppepa == Ly ==« 0 025 Ty = A 7= O,

De plus, lorsqu’on donne & ces m fonctions des valeurs constantes,
w devient nul, de sorte que I'on a une égalité de la forme

(11) o = Gy duy -+ Cydug+. ..+ G, du,,.

Les coefficients C sont des fonctions holomorphes an voisinage de
), x, ..., x,. En effet, si on fait un changement de variables en
prenant

Y=y, Vo= U, e ey Y= Uy,

— 70 — 0
Y1 == Xyt = Ly LR Yn—Lpn— Ly

toute fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage de
), ..., 2, est une fonction holomorphe des nouvelles au voisinage de
Yi=Ys=...=y,= o et réciproquement. En particulier, v reste ho-
lomorphe au voisinage des y nuls, et comme il ne doit contenir que
dy,, dy,, ..., dy,, il en résulte que C,, C,, ... G, sont holomorphes.

On voit de plus que C), est différent de zéro, car I’expression (11)
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développée donne pour coefficient de dir,, une quantité dont la valeur
poura!, ..., x,, supposée par hypothese différente de zéro, n’est autre
que C!. Il en résulte quau voisinage de x, ..., ), 'équation aux
différentielles totales est équivalente a I'équation

C C
1 2 —1
(12) due,, + C—dtn—& G dug—. ..+ TI]”_ dt 4
m A mn
=du,,— ¢, du;—...— ¢y dit,_, =0,

ot les ¢ sont encore holomorphes. Enfin, si 'on réduit u,, u,, ..., u,,
©iy Oa0 -vvy Oy & leurs termes du premier degré, on obtient 2m — x
expressions du premier degré en z,, x,, ..., x,, qui dowent étre inde-
pendantes.

En effet, il n’y a que ces termes du premier degré qui interviennent
pour donner la valeur des coefficients de "= lorsqu’on fait x, = 1,
Ty = XY, ..., T, =Xy sl ces 2m —1 quantités n’étaient pas indépen-
dantes, clles fourniraient une expression de Pfaff de classe 2m — 2 au
plus, et, par suite, ©®"= serait nul poura, = x|, ..., x, =z, ce qui
est contraire & hypothese.

39. 1l en résulte enfin que si ¢, 0o, ..., ¢, prennent les valeurs

0, 00y ooy o, pOUr & =2, ..., 2,= ), on peut faire un change-

g
ment de variables en prenant pour nouvelles variables «,, w,, .. , u,,
Oy = 01 Pa— 00y ceny Oy — O, L0 — 2m + 1 des quantités x; — @)
Toute fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage des
2} sera holomorphe des nouvelles au voisinage de leurs valeurs zéro.
La solution considérée se transformera alors en une solution contenant

le systeme de valeurs zéro des variables et annulant I’expression

duy— v duy— vy duy—. .. — ¢, dit,, 4.

Elle ne pourra étre fournie que par le procédé général de résolution
de cette équation aux différentielles totales.

On aura unc infinité de systemes de m, m + 1, ..., 2m — 1 équa-
tions dépendant de fonctions arbitraires, auxquelles on ajoutera au
besoin des équations quelconques en nombre quelconque, si n est su-
périeur & 2m — 1.
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Le probleme que nous venons de résoudre est en somme le suivant:

Trouger toutes les solutions de I'equation «» = o admetiant pour poinl

7 F I
stmple un point (ou systéme de valeurs) (z). x}, ..., z)) r’annulant pas
lous les coefficients de la deérivée (2m — 2)i¥me de w.

On voit que toutes ces solutions sont données par des formules qui
rentrent toutes dans un nombre fini de types dépendant de fonetions
arbitraires.

40. Recherche des solutions singulicres. — D’apres ce qui précede,
nous appellerons SOLUTION SINGULIERE une solution dont tous les points
annulent les coefficients de w®™=2 supposée réduite a sa forme la plus
sumple.

Sil’on égale tous ces coefficients & zéro, on a un systeme d’équations
qui peut étre algébriquement incompatible, ct alors il n’y a pas de
solution singuliere; qui peut aussi se décomposer en plusieurs autres
indécomposables. Chacun de ceux-la peut se mettre sous une forme
telle que les premiers membres des 4 équations qui le composent soient
holomorphes par rapport & un systeme arbitraire de valeurs des va-
riables satisfaisant au systeme et que de plus les déterminants fonc-
tionnels de ces 4 premiers membres par rapport & 4 quelconques des
-ariables ne soient pas tous nuls pour Ie méme systeme de valeurs.

Cela étant, considérons une solution singuliere déterminée et un
point simple arbitraire (2}, x,, ..., 2,) de cette solution. Si pour ce
pointles deux conditions énumérées plus haut sont vérifiées, on pourra
tirer 2 des variables en fonction holomorphe des » — 4 autres et porter
dans o. On aura alors une nouvelle expression de Plafl holomorphe
au voisinage de @}, 23, ..., z,, et qui sera de classe 2m — 2 au plus. On
scra ramené & chercher les solutions de I’équation obtenue en égalant
cette expression & zéro.

Si, pour tous les points (x}, 2, ..., z,) de lasolution considérée, la
deuxitme condition, relative aux déterminants fonctionnels, n’est pas
réalisée, on a une solution d’un ordre supérieur de singularité. On
aura toutes ces solutions en ajoutant aux 4 équations trouvées plus
haut celles qu’on obtient en égalant & zéro tous les déterminants fone-
tionnels de leurs premiers membres par rapport & 4 des variables. On
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obtient ainsi un nouveau systeme de 4>% équations qu'on peut
mettre sous une forme satisfaisant aux deux conditions énoncées plus
haut. On proctde pour ce second systeme comme on a procédé pour
le premier et ainsi de suite.

Ces opérations ont nécessairement un terme, car on est nécessaire-
ment ramené & un nombre find d’équations aux différentielles totales
d’ordre inféricur i 'équation donnée; chacune d’elles pourra conduire
A d’autres équations aux différenticlles totales, mais dont Pordre ser:
inférieur au sien propre. Il est bien clair qu’on finira par s’arréter dans
la suite de ces opérations.

41. Exemples. - Prenons Pexpression de Pfaff’
(13) o = @y do) 4+ oy des 4+ 2y dae, 4+ 2y dag.
On aicl

| o =dzx dr,+ dx,dx,,

’ o' =—rydr de,dr,— 2y de, dre, dr, — 2 dey doy de,
(14) + &y dxe, dx, drs— 2, des doy drs,
( 0" =— 2, dr, dx, dr, dx, dr;,
o' == 0.

Ici donc 7 = 3. Les solutions singuliéres seront celles pour les-

quelles on aura
Z2;=0,

le seul coefficient de w™ étant ,. Si l’on remplace, dans w, la variable
2, par zéro, on obtient I’équation
W =aydr,==0.
La solution générale de cette équation est
ry=a,

et la solution singuliere est
Xy= 0.

Par suite, les solutions singulieres de I'équation & = o sont
(15) xr{=o0, ry=a
et

(16) x,= o0, 3= 0,
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et celles qu'on obtient en ajoutant des équations quelconques &
chacune de ces solutions.

Ici la solution générale est donnée par trois équations au moins,

tandis qu’on a des solutions singuliéres formées de deux équations
seulement.

42. Considérons encore l’expression de Pfaff, qui nous a déja servi
d’exemple,
W =, &3 dxg+ X, 2y dxy+ (2, + 2325) do, -+ 232, dz;.
On trouve ici
o' =aiz; dx, ;lx2d.z4 “+ z?dz,x,dx, clx,,—F Ly Xy &y dx drde,

+ 2y 2?2, da,dryday+ 2y 2, dx da,dxs+ 2, 2% 2y drydesde,
+ 2\ &332, Avgdusdaxs— 2,2, dzydz, dors,

(17)

w'V=o.

On a donc m = 2. Les solulions singulieres s’obtiennent en annu-
lant les coefficients de »”. On trouve ainsi

(18) Xy = X3, = X3 X5=O.
Ce systeme se décompose en trois autres

X, == 0, Xy, = 0, &,= 0,
(18),) ' (18),1 7 (18),

Zy3= 0, x,=o0, Z3= 0.

Le premier systeme, ainsi que le second, annulent identique-
ment o; ils constituent donc deux solutions singulieres. Le troisieme
donne

(19) w = 23dx,+ X Xy dax3 =0,

et pour @, m = 1. La solution générale de I'équation (19) est immé-
diate, c’est

(20) Xy 3= Q.

Quant aux solutions singulieres, elles s’obtiennent en annulant
Ann. de I’Ee, Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — JuiLLeT 189g. 36
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x,x, et 2, x,, coefficients de . On a donc deux cas: ou bien
xy=o0,

ou bien
Zy= Z3==O0.

Le systeme (18),donne donc pour I’équation primitive les solutions
singulieres

(21) Z,= o0, Z5== o0, TyXz=a;
(22) Z,=o0, x5=o0, x,=0,
(23) x,=o0, Zx5= o0, x, =0, Z3=o0.

La derniere rentre d’ailleurs dans la solution singuliere (18),.

43. Considérons enfin I’équation
(24) w=A,dr,+ Aydz,+ Aydr;=o,

olt les A sont des fonctions de x,, 2,, x;. Dans le cas général, w est
de troisieme classe et, par suite, m = 2. Les solutions singulitres
seront fournies en annulant les coefficients de w®”~» = w’. Or ici

i [ A, (0A, oA3> A, <0A3 _f?i&) + A, <‘)ﬁ — QAJ)] dr,drydr,.

dx;  0xy oz, 0z, ox, Oz,

Sila quantité entre crocliets est identiquement nulle, on peut satis-
faire & I'équation (24) par une seule équation dépendant d’un para-
etre arbitraire. Sinon en annulant cette quantité, on peut avoir une
solution singuliére qui, dans certains cas, pourra étre formée de la
seule relation obtenue ainsi, mais qui en général aura besoin d’étre
complétée par une autre relation. C’est ainsi qu’en prenant

(25) w=a,(1 —at— x) de,+ x, 2} dr,+ x3 dz,,
I’équation obtenue en annulant le coefficient de w” est
2Z Xk (X7 + 23+ 2F—1) = 0.

Cette équation se décompose en quatre autres, et, chacune d’elles
étant traitée séparément, on est conduit finalement aux solutions sin-
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gulieres suivantes:

(23)a x,=o, x4+ 2iz=a;

(25), zy=0, 22}— 't ai=a;
(23)c Ty=a, xy;=o0;

(25)a zi+xi+ai=1.

De chacune de ces solutions, on déduit, bien entendu, une infinité
d’autres en ajoutant des équations quelconques aux équations qui la
déterminent.

IV. — Systémes formés de plusieurs équations finies et d'une équation
aux différentielles totales.

4%4. Etant donnés une équation aux différenticlles totales
(26) w=Adr,+~Aydxy+... 4+ A, dr,— o
et un systeme de % équations finies entre les variables

(fl ("tl’ Loy oo uy mn):O7
(27) ] Sa(2y, 9, ..., 2,) =0,

il s’agit de satisfaire & I'équation (26) au moyen d’un systeme d’équa-
tions comprenant les équations (27).

Nous supposerons comme toujours que les premiers membres des
¢quations (27) satisfont aux deux conditions fondamentales énoncées
plus haut relativement & tous les systemes d’équations dont nous
nous sommes occupé.

Avant de résoudre le probleme, nous allons démontrer un théo-
reme, important en soi, dont nous nous sommes déja servi implici-
tement.

45. Classe d’une cxpression de Pfaff, en y supposant les variables lices
par des relations données. — Considérons I'expression de Pfaff . Sup-
posons qu’on tire des équations (27) /4 des variables en fonction des
n — hautres et qu’on porte dans w. Cette expression ne contient plus
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alors que n — % variables. Je dis que la classe de cette nouvelle expres-
ston est le plus petit nombre entier p tel que les coeffictents de I’expression

(28) o df df,...dfn

supposée réduite & sa forme la plus simple, soient tous nuls en verlu des
relations (27).

Supposons en effet que le déterminant fonctionnel de /., fs, ..., /4
par rapport & @, @, ..., ; ne soit pas identiquement nul. Alors on
peut prendre pour nouvelles variables

yjzfls :)’2_:.}02: ey yh:,f/u }’/z+1:—"=l'/z.+1, ey Yn=—%n,

et toute fonction holomorphe des anciennes variables sera fonction
holomorphe des nouvelles, et réciproquement. Si ’on désigne par &
ce que devient w par ce changement de variables, I'expression (28) se
transforme en

(29) @' P dy dys...dy,;

il est bien clair, de plus, que chaque coefficient de (28) est une com-
binaison linéaire & coefficients holomorphes des coefficients de (29)
et réciproquement. (Les coefficients de ces expressions s’entendent,
une fois la réduction effectuée a la forme plus simple.) Or les coeffi-
cients de 'expression (29) sont les mémes que ceux de =?, ot 'on
aurait enlevé les termes qui contiennent les différentielles dy,,
Yy ..., dy;. St donc dans les coefficients de (28) on tient compte
des relations (27), cela revient, dans @', & faire d’une part

dy,=dy,—=...=dy,=o,
d’autre part
Yi=Ye=...=¥Ynr=0.
Soit @, ce que devient o lorsqu’on fait ces substitutions; il est
tacile de voir que par ces substitutions @’ se change en @ ; si en effet

w=Bidy,+...+Bnrdy,+ Buy Ay 1+ .+ By dy,,

on a
Wy— B;)LH d)’h-H . Bg d.)"n
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w
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d’ol1 I'on tire

r dB})H—i — ()B/t+i § .
Ty = Z ()—_}’/z+j dylH-i d) h+j=— 2 <d3/,,—+j>o Cl‘}/h-(-i d) hi+js
if i

les indices o exprimant qu’on fait y, = y,=...=y, = 0. On voit bien
que o, se déduit de »’ en faisant

Yi=...=yr=dy,=dy,=...=dy,=o.

7

Par cette derniere substitution, & se changeant en @, et &’ en @,
il est clair que ©'? se change en @} et que w'? se change en m,w/,
autrement dit que @ se change en 7.

On voit par la que la condition nécessaire et suffisante pour que les
coefficients de (28) soient tous nuls en vertu de (27) est que @’ soit
identiquement nul ; ou, comme @, est ce que devient w lorsqu’on tire
Z, %y, ..., 25 de (27), que la classe de w soit p au plus, apres que les
variables y sont liées par les relations (27). Cette conclusion démontre
le théoreme.

46. Solutions générales du probléme proposé. — D’apres cela, reve-
nons & notre probleme et supposons que m soit le plus petit nombre
entier tel que les coefficients de

(30) wCm df,df,. . .df,

soient tous nuls en vertu de (27). Les solutions générales seront
celles en vertu desquelles les coefficients de

(31) o@n=2df df,...df

ne seront pas tous nuls. En particulier, pour ces solutions, les déter-
minants fonctionnels de /,, /., ..., f5 par rapport a & quelconques des
variables ne seront pas tous nuls, sinon l'expression df,df,...df,
aurait manifestement tous ses coefficients nuls (ces coefficients étant
ces déterminants fonctionnels eux-mémes) et il en serait de méme de
I'expression (31).

D’apres cela, si (2], x}, ..., z,) désignent un systeme arbitraire de
valeurs correspondant & une solution générale déterminée, on pourra
de (27) tirer 4 des variables en fonctions holomorphes des autres au
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voisinage de (], ..., z,) et en portant dans » nous serons ramené i
résoudre une équation aux différenticlles totales dont le premier
membre sera d’ordre 2m ou 2m — 1, la dérivée ™2 n’ayant pas
tous ses coefficients nuls pour le systeme de valeurs considéré (a})-
On y arrivera par la considération de m systemes complets successifs
pour chacun desquels on déterminera une intégrale holomorphe.

47. Tci on peut donner a ces systemes complets la forme suivante.
Le premier sera équivalent & I’équation

(32) w2m=2 df\df,. ..dfndf = o,

les variables étant supposées liées par les relations (27). Si f,,, est
une intégrale holomorphe ne se réduisant pas & une constante en
vertu de (27), le second systeme complet sera

(33) o@m= df dfs...dfdf p df = o,
et ainsi de suite jusqu’a
© ([_/1 ({/2- - '({//l+lll—1 d/: 0,

qui donnera une intégrale holomorphe /., ,,. Nous aurons ainsim fonc-
tions holomorphes f, s fis2s - --»/2em indépendantes, méme en tenant
compte de (27). On pourra de plus s’arranger pour que I'équation 2
résoudre se mette sous la forme

(34) df/H-m — Qptq (l/./t—H — e o™ O ptm—1 d_f/t-i—m—i =0,

les © étant aussi holomorphes au voisinage de @{, ..., ). On sera
ainsi en mesure de trouver toutes les solutions admettant le point
(29, ..., 2)) comme point simple.

m

.

48. Solutions singuliéres. — Pour avoir les solutions singulitres, on
ajoutera aux équations (27) celles qu’on obtient en annulant tous les
coefficients de I'expression différentielle

(31) o= df, df, ... df.

On aura ainsi un nouveau systeme de relations, et I’on sera e¢n somme



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 287

ramené a un probleme analogue au premier, sauf que U'entier 4 sera
devenu plus grand. Pour ce nouveau probleme, nous aurons une nou-
velle valeur " de m, au plus égale & m, et il admettra des solutions
générales et des solutions singuliéres qui seront données par les solu-
tions d’un troisiéme probleme, ou % aura encore augmenté. Il est clair
que % ne pouvant pas dépasser le nombre » — 1, ces opérations auront
un terme.

49. Résolution d’une équation aux différentielles tolales au moyen
d’un nombre donné d’équations. — Le nouveau probleme que nous
nous proposons est le suivant. Etant donnée 1'équation aux différen-
tielles totales (26), résoudre cette équation au moyen de r relations
~finies entre les variables, parmi lesquelles 2 <Cr relations don-

nées (27). '

Nous allons d’abord, i cet effet, démontrer que, si un systéme de r
relations annule ['expression de Pfaff o, tous les coefficients de »®" sont
nuls en vertu de ces relations.

50. Soit, cn eflet,
5 fi(zxy, sy ...y x,) =0,

f2($1s$2, ---9‘1‘/1):Ow

(33)

le systeme de r relations annulant w; on suppose que les premiers
membres vérifient toujours les deux mémes hypotheses fondamen-
tales. Si alors le déterminant fonctionnel de f,, fa, ..., f, par rap-
port & x,, @,, ..., x, n’est pas nul en vertu de (35), nous pouvons
prendre pour nouvelles variables

Y1=ro Y2=J s Yr="Fr Yr+1=— Zrts R Yn==%ny

et, d’apres une remarque faite plus haut, si w se transforme en o, les
coefficients de w® s’annuleront, en vertu de (35), en méme temps que
ceux de w'?) et réciproquement.

Or, si nous formons I’expression &

w=B,dy,+ Bydy,+...+B,dy,+ B dy o+ ...+ B,dy,
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il faut, par hypothese, que B,.,, B,.s, ..., B, s"annulent en méme
temps que ¥,, ¥a, - .., ¥ Considérons alors
(2r) — ! Ir

w = :'" o.w,
et faisons dans les coefficients y, = y,=... = y,= 0. Les termes
de @ dont les coefficients ne s’annulent pas ne peuvent étre que les
termes en dy,, dy,, . .., dy,. De méme, si un terme de @’ a un coeffi-
cient différent de zéro en vertu de (35), il doit contenir une au moins
des différentielles dy,, dy., . .., dy,; sinon ce serait un terme de la
forme

()Bl'+i ,

()}’r-i-j dyr+J d,) r+is
et la valeur du coefficient de ce terme pour y, =y, =...=y,=o0
peut manifestement s’obtenir en faisant d’abord y,=...=y,=o0

dans B,,; et en dérivant ensuite par rapport & y,.;, ce qui donne néces-
sairement zévo.

Si donc on ne conserve dans les r -+ 1 facteurs & et &’ de & que
les termes & coefficients différents de zéro, chaque terme de chacun de
ces facteurs contient une au moins des r dillérentielles dy,, dy,, . ..,
dy,; comme il y a plus de facteurs que de différentielles, les coeffi-
cients du produit symbolique total seront certainement tous nuls.

Les coefficients de ®” s’annulant en vertu des expressions (35) en
méme temps que les coefficients de ©®”, le théoreme est démontré.

On démontrerait de la méme facon que tous les coefficients de w®"+"
s’annulent.

51. Nousallons encore démontrer un théoreme un peu plus général.
peu plus g

St une expression de Pfaff o s’annule au moyen de r relations dont . re-

lations donndes (27), tous les coefficients de I’expression

(36) W= qf dfy . .. df),

s’annulent en vertu de ces r relations.

Si d’abord, en effet, tous les déterminants fonctionnels des premiers
membres £, f,, ..., fndes /hrelations données par rapport 4 A quel-
conques des variables s’annulent en vertu des r relations considérées,
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le théoreme est vrai, car alors 'expression df, df, .. .df, a tous ses
coefficients nuls en vertu des relations considérées, et par suite aussi
I'expression (36).

Si ces déterminants fonctionnels ne sont pas tous nuls en vertu des
r relations, nous pouvons tirer de (27) 4 des variables en fonctions
holomorphes des = — % autres et porter dans . Nous aurons alors une
expression @; de plus, les coefficients de o? df, df, . . . df, s'annule-
ront en méme temps que ceux de w'? et réciproquement. Or I'expres-
sion @ peut s’annuler au moyen de r — / relations entre les variables;
par suite, d’apres le théoreme précédent, tous les coefficients de la
dérivée w24 s’annulent en vertu de ces r — A relations. Par consé-
quent, tous les coefficients de (36) s’annulent en vertu des r relations
considérées. Il en est de méme de tous les coefficients de

=2 df dfy L df)

52. Cela étant, arrivons 4 la solution du probleme proposé : Resoudre
le systéme des équations (26) et (27) au moyen de r — h relations dis-
tinctes de (277).

On formera 'expression différentielle

(36) W= df df, ... dfy,

et 'on égalera tous ses coefficients & zéro. En général, on obtiendra
des équations distinctes des équations données, de sorte que le sys-
teme (27) sera remplacé par un nouveau systeme de 4> % équations.
Si ' est supérieur & r, le probleme est impossible. Si non, on for-
mera, pour ce nouveau systeme, I'expression différentielle analogue
a (36) et ainsi de suite. On finira par arriver soit & un systeme de
plus de r relations, auquel cas il y aura impossibilité, soit & un systéme
de £ <rrelations pour lequel expression w®—*Ydf, df, .. .df, aura
tous ses coefficients nuls, en vertu de ces £ relations. Alors, si m est
le plus petit nombre entier tel que w®™ df, .. . df; ait tous ses coeffi-
cients nuls en vertu des & relations obtenues, on aura la solution géné-
rale du probleme par la résolution d’une certaine équation de Pfaff

dl —P,dX,—...— Py dXpm_1=o0,

ou les X, P, Z seront donnés par des systemes complets successifs. On
Ann.de ULc. Normale, 3¢ Série. Tome XVI. — JuiLLET 1899. 37
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aura ainsi une infinité de systemes de m relations & chacun desquels
on ajoutera r — k£ — m équations quelconques.

53. Les solutions singulieres s’obtiendront en ajoutant aux % rela-
tions considérées celles qu’on obtient en annulant tous les coefficients
de wC®™=2df, df,...df. On aura ainsi un nouveau systeme de rela-
tions et I’on sera ramené au probleme primitif, mais / aura augmenté.
On voit comment on continuera et I’on se rend bien compte que toutes
ces opérations auront un terme.

La solution qui vient d’étre exposée comprend comme cas particu-
lier celui ol il n’y a pas de relation donnée a priori entre les variables

(h=o0).
54. Exemple. — Prenons 'exemple déja traité (13)
0 = x5 dx,+ x5 day+ x, dx,+ 2, dz;.

Cherchons & annuler @ par un systeme de r = 3 relations dont 2 =1

relation donnée
X, = 0.

4

Il faudra former ici (r— /% = 2) I’expression o' dx,. Or, en se repor-
tant & la valeur (14) de »", on trouve

w'Ydr,=—o.
Il'y a doncici des solutions générales. Comme on a
w'dr,=— zydz,dz, de; dz, + 2, dz, dz, dz, dr;,

le nombre m est ici égal & 2 et les solutions générales sont celles qui
n'annulent pas 4 la fois x, et ;. En faisant dans (37) @, = o, on

trouve
©=2xs5de + 23 des+ 2y dey= 2, dxy+ d(z, x5) = o.

La solution générale du probleme sera donc fournie par
x,=o0, x5 =9 (x,), T3=— @' (z,).
Les solutions singulieres doivent comprendre les 2 = 3 relations

XNyZ= X, = XZy== 03,
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il faut donc annuler les coefficients de wodz,dz,dz,, puisque
r—h=3—3=o0; oron trouve

o dx,dx, drs—=— x;dx, dx,dx, dxy;
il Taut donc ajouter aux équations (40) I'équation
‘x,=o0,

ce qui donne plus de trois relations. [ n’y a’donc pas de solution sin-
guliere.

55. Autre solution du méme probleme. — Les équations qu’il faut
ajouter aux équations données (27) dans le cas général, 4 savoir
celles qu’on obtient en annulant les coefficients de I'expression dif-
férentielle .

(36) w2 df dfy. . .df,

sont assez compliquées si A est grand, puisqu’elles dépendent des

dérivées partielles de 4 fonctions f,, ..., f;. On peut, dans un cas

irés étendu, leur substituer d’autres équations plus faciles & former.
Remarquons d’abord que toute solution du probleme sera une solu-

tion du systeme

(37) PO

f1:O,

et par suite, A étant ici égal & 1, devra annuler tous les coefficients de
Iexpression w*”=2 df,. Nous voyons donc déja qu’on aura a ajouter
aux équations (27) celles qu’on obtient en annulant les coefficients
des % expressions différentielles

(38) =2 df; (e=1,2,...,0h).

De méme, si % est supérieur & 1, on aura pour une raison analogue
a annuler tous les coefficients des expressions différentielles

. 0)(2"_3) dfi d/j

W= df; df; (6 =1,2, ..., 1).

(39)

Ces expressions (38) et (39) contiennent des dérivées de deux seu-
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lement au plus des fonctions /. Voici un théoreme qui, dans trois cas
assez généraux, permet de se borner 2 la considération d’expressions
analogues.

56. Taiorime. — Etant donné un systéme de h relations

fl(x“ Zyy ooy Xy) =0,

(27) f?(xl’xz"'-;xn):oy

dont les premiers membres satisfont toujours aux mémes conditions rela-
tives & leurs déterminants fonctionnels.

Si l’on ne consvdére que des systémes de valeurs des variables satisfai-
sant a (27), W annulant pas tous les coefficients de I’ expression

wdfy dfs. . .df,

ni @ la fois tous ceux de " ~"et de w"=*, ils n’annulent pas non plus

ceux de l'expression
o@r=2h= df df,. .. dfy,.

De plus dans les mémes conditions :
1° Si ces systémes de valeurs n’annulent pas w'*"='), I'équation

(36) w2 dfy dfy. . .dfy=o
est algebriguement équivalente aux équations

W df,  =o

(40) | w0 df, df;=o

(L, =1,2,...,N);

2° Si ces systémes de valeurs n’annulent pas o*"=*), {’équation
(36) o= df df,. . .df=o
est algebriquement équivalente aux équations '
(41) o® = df;df; =o (LJ=1,2,...,h);

3° St ces systémes de valeurs n’annulent pas ©*"=*), I’équation

(42) w@r=2=0df df,...dfy=o0
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est algebriguement équivalente aux équations

0r=3) df; —o

3 A L =1,2, ..., h).
(ll ) o (2r—4) dfidfj——_——o (L,J 1,2, ’b)

L’entier % est supposé au moins égal a4 1 dans le premier et le troi-
sieme cas, et au moins égal & 2 dans le second cas. Enfin, s les coeffi-
cients de (36) ou (37) sont nuls, il en est de méme de ceux de " dans
les trous cas et, en outre, de w*"—" dans le dernier cas.

Nous allons d’abord démontrer le lemme suivant :

57. Lemye. — Etant données une expression différentielle o du second
degré et b + 1 expressions différenticlles », v,, ..., w, du premier degre
a nvariables x,, @y, ..., 2, :

1° S¢ pour un certain systéme de valeurs des variables n’annulant pas
W, ...y, les coefficients de " ne sont pas tous nuls, les coefficients de

B e, .. 0y

ne s’annulent pour ce systéme de valeurs qu’en méme temps que ceux des
expressions
w"lon;, @"lo;w; (L, j=1,2,..., 1),

et réciproguement ;
20 Dans les mémes conditions, st les coefficients de ww™"' ne sont pas

tous nuls, les coefficients de
Lo LAY VI A

ne s’ annulent gu’en méme temps que ceux des expressions
B 000 (6, =1,2,...,h);
3¢ St les coefficients de ww'™™" ne sont pas tous nuls, les coeffictents de
l [0 2y A VA A
ne s’ annulent qu’'en méme lemps que ceux des expressions
w" e, ' low;w, (& =1,2,...,h).
Dans tous les cas, les coefficients de [’ expression
w1 )Wy wae . L0y,

ne peuvent jamais s’ annuler simultanément.
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On peut supposer, sans rien changer aux conditions de ’énoncé,
que les coefficients des expressions ®, ®, ®,, ..., ®, gardent les
valeurs constantes qu’ils possedent pour le systeme de valeurs con-
sidéré des variables. Cela revient & supposer que ®, w,, ©,, ..., &,
sont des différentielles de formes linéaires en x,, x,, ..., x,.

Cela étant, I'hypothese faite sur le produit ww,...w, exprime que
ces & +1 formes linéaires sont indépendantes. On peut, d’ailleurs,
effectuer sur les 2 dernieres une substitution linéaire quelconque a
déterminant différent de zéro, sans rien changer aux conditions de
’énoncé; enfin, on peut de méme faire sur les » variables une sub-
stitution linéaire quelconque a déterminant différent de zéro, de
maniére 4 avoir par exemple

w, = dx,, Wy = dz,, ceey W= dz, w=dzx,

58. Cela étant, 'ensemble des termes de & qui contiennent dz, est

de la forme
dz,du,

ol u est une certaine forme linéaire, pouvant étre identiquement
nulle, de x,, «,, ..., @,_,. Considérons maintenant les termes qui
ne contiennent pas dx,. Si nous désignons

par ¢ j, ... lesindices 1, 2, ..., A;
» AP, ... » h+1, h4+2, ..., n—1,

nous voyons que @ se compose, outre dwx,du, de trois groupes de
termes :

1° Des termes de la forme A; ;dz;dz;;
20 » A dx; day;
3o » A, pdxy, dzy.

Supposons que, dans le troisieme groupe, le coefficient de

AZ a1 A2 rs

soit différent de zéro. Nous ferons alors un changement de variables
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en prenant

p=n—1
1
r
Ly — 2 A(J,/H—ﬂ“’m
p=1
p:n—l
! — /
Ajit, ha g = 2 A/z+1.pvr(.-
p=1

Nous voyons alors que le produit dz),, dx) , contient tous les termes
en dxy,, et dr,,, qui se trouvaient dans @ — dx,du. Donc, en pre-
nant x; , et z,,, au lieu de &, et @,,,, @ — dx, du ne contient plus
de termes en dz,,, et dz, .

En enlevant dx) ., dx),,, nous aurons une expression analogue &
n — 3 variables; s’il y a dans cette nouvelle expression des termes du
troisieme groupe, nous pourrons répéter I'opération précédente jus-
qu’a ce que tous ces termes soient épuisés. Autrement dit, nous pou-
vons supposer que les termes du troisieme groupe sont

AL jpyy AT pyy 4= AX pyy A+ o 4 A2 jpogy AXjyina,

les termes du premier et du deuxieme groupe ne contenant aucune
des différenticlles dzj.,, dx)prgy ooy dZpyog-

Prenons maintenant dans le second groupe, s’il existe effectivement,
les termes qui contiennent une des différentielles dx,, dz,, ..., dz,;
supposons, par exemple, que le coefficient de dz, dx) yy., soit dif-
férent de zéro. Alors nous pourrons prendre, comme tout a I’heure,
de nouvelles variables & la place de «, et de @00,

p:/t
—~
»’—
X, = 2 Ap,h-;—za—a—xxp,
p=1
p:n—l
Al,/L+2f1+1x/H-21+1: Al,pxp,
p:l

de manitre que dx', et dz' s,., n'entrent dans aucun autre terme du
premier ct du deuxitme groupe que dx',dx’,,,,.,. Finalement, en
répétant cette opération autant de fois qu’il sera nécessaire, on mettra
les termes du second groupe sous la forme

A2\ AL jigoiy - A2y AZ jpsga—+ o - 4 d-'lf'ﬁ dxh-(-za-bﬁ)
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les termes du premier groupe ne contenant aucune des différentielles
da,, dx,, ..., drg.
Enfin, les termes du premier groupe eux-mémes, s’il v en a,
I g A
peuvent, par un procédé identique aux précédents, se mettre sous la

forme
Axgiy A2y + d2g 3 dTEwy . o . 4 AZproy—1 AXB12y-

Finalement, en changeant les notations, nous pouvons écrire

(o =dzxdzj i+ dredxp s+ ..+ dxgdr) e
(46) 5 ~+ dZ gy AT gas + dxaﬂdxaﬁ + ...+ dxa+oﬁ_1 AZ oo
( A jyspqe1 AL jpsgen + AL fgogps dx/z+oc+4 e A2 gy =1 A hrars
+dz,du,

olt &, B, v sont des entiers, pouvant étre nuls, tels que
a+2B8ih, h+oa+2ySn—r.

59. Cela étant, passons a la démonstration du lemme. On peut
d’abord ramener les deux premiers cas I'un a Pautre. En effet, si le
second cas est démontré, il suffit de supposer que @ ne dépende pas
de dx,, de remplacer alors r par r +1, 2 par A + 1, les % expressions
W, Wy, ..., 0, devenant £ + 1 expressions w, w,, ®,, ..., W, pour
retomber sur le premier cas.

Nous n’avons donc que les deux derniers cas & démontrer.

60. DeuxitMe cas. — L’hypothese est que wa™' n’a pas tous ses
coefficients nuls, c’est-d-dire que @ — dzx,du contient au moins

r— 1 termes; on a donce
a+B+yZr—i.

On voit d’abord que @™*~*ww,...w, ne peut pas s’annuler, car en
enlevant de = les termes en dz,, dz., ..., dx,, dx,, il reste au moins
r—1— h termes.

Cela étant, si @ *ww,...w, est nulle, cela signifie qu’en enle-
vant de @ les termes en dx,, dz,, dx,, ..., dv, il reste au plus
r—h—1 termes; mais cela revient 3 en enlever au plus A de
@ —dx,du qui en contient au moins r — 1; il faut donc qu’on en
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enleve exactement h et que w — dx,du en contienne exactement r — 1.

On a donc
a+f3 +y=r—1
et

o=/, B =o;

et, réciproquement, s'il en est ainsi, o™ *ww, ..., est nulle.

Cherchons de méme les conditions pour que toutes les expressions
o w0, soient nulles. Il faut, pour cela, qu’en enlevant de = les
termes en dx,,, dr;, dx; il en reste au plus r — 3 ; or cela revient 4 enle-
ver au plus deux termes de o — dx, due qui en contient awmoins r —1;
il faut done que o — du, dee en contienne exactementr —1 et qu'on en
enleve exactement deux. Cela ayant lieu, quels que soient les indices 7
et/, il faut que chacune des différentielles dx,, dx,, ..., dx;soitcon-
tenue dans un, et un seul, des termes de & — dx,du, c’est-a-dire que
I'on ait

o+ Ay=r—r,

oo =1, B=o;

et, réciproquement, s’il en est ainsi, les expressions w2 ww,»; sont
toutes nulles.

St done
wmh—h 5)0) ] eea Yy

s‘annule, il en est de méme de
w2 wm, m; (G =1,2, ..., h)
et réciproquement. Le lemme est démontré.
61. Trowime cas. — L’hypothese est que wa™' n'est pas nulle,
¢’est la méme que dans le cas précédent; on a donc
a+L+yZr—r,

et I'on voit de la méme manitre que o™ *~'ww, ... w, ne peut pas élre
nulle.

Cela élant, si o™"

0, 0,...w, est nulle, en posant -

» =, +dr,du,
Ann.de U’fic. Normale. 3% Série. Tome XVI. — JurLer 1899. 38
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on voil que
ot =m " dr,dus AL

On a done
" "dr,dz,...dx,=o,

duw," " dx,dr,...dr,=o.

La premiere égalité montre qu'en enlevant de o les termes en
drv,, dz,, ..., dx, il en doit rester au plus 7 —/% — 1. On en déduit,
comme tout & 'heure, que o, contient exactement » — 1 termes et que
chacune des difféventielles doit figurer dans un, et un seul, des termes

de o, ; on a done
a+pB+y=r—r,

a=nh, B =o.
La deuxieme égalité s’écrit alors
dudxyde,...de,de,,  deyyey...dey, = o0,

ce qui montre que w« est une combinaison linéaive de a, ..., 2y,
Lyjiys s Tapey. Réciproquement, ces conditions sontsuffisantes pour
que @' w,w,...w, soit nulle.

Supposons maintenant, que les expressions @ ~'w; el & Fwm;0;
soient toutes nulles. En considérant ces dernieres, on verra, comme
tout & 'heure, que I'on doit avoir

a+B4+y=r—i,

a=~/h, B =o,

et que ces conditions sont suffisantes.
En considérant maintenant les premiéres, on a

"o = ey da, duw, " 2wy

le premier terme du second membre est nul, et il reste

duw,"*dr;=o,

¢’ est-d-dire
dudxl (l.”cg ce (l.L';,,(l.I’/L.H . e (/»L'/, - dul’/z—H'-{--i e //-l'g/, (l«cgh F1e - c/.l'., Py == O,

Cela ayant lieu quel quesoitlUindice ¢ =1, 2, ..., 4, il faut et il suffit
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que z soit une combinaison linéaire de x,, vy, ..., 24 Topeys - .o
o LI
Il résulte de 1 que les deux systemes

w0y =0
el
B, =" wn;n, =0

sont équivalents, ce qu’il fallait démontrer.

62. On voit facilement, de plus, que 'un des deux systemes en-
traine
mw' == 0
dans les trois cas; en effet, dans les deux derniers cas, @, lorsqu’on
y fait © = dx, = o, se compose de r — 1 termes et, par suite,

dr,w" = own"=o0;

dans le premier cas, @ est une somme de 7 termes dont un, et un seul,
contient o, de sorte que ww” est encore nul. On voit méme que, dans
le second cas, toutes les expressions @ ' ww; ont leurs coefficients
nuls. .

Le lemme n’a naturellement de sens que si 4 est supérieur ou égal
a 1 dans le premier et le troisieme cas, supérieur ou égal & 2 dans le
second.

63. Revenons maintenant au théoreme que nous voulions démon-
trer. Il se déduit immédiatement du lemme précédent en prenant
pour & 'expression dérivée o’ et pour w; la différentielle df;, et en
ne appliquant qu’aux valeurs numériques des variables qui satisfont
a(27).

64. Nous allons maintenant appliquer ce théoreme & la résolution
de Uéquation de Pfaff au moyen de r relations dont h relations données
(27) en supposant que ces r relations n’annulent pas simultanément les
coefficients de w®* =" et de 7).

Nous allons examiner successivement le cas ot 'on ne considere
que des solutions n’annulant pas »®—* et ot I'on ne considere que des
solutions n’annulant pas »®—,



300 ELIE CARTAN.

65. PREMIER cis. — Annuler une expression de Pfaff © au moyen de
r relations r’annulant pas »® ", parmi lesquelles h relations données
(27)-

Supposons d’abord que % soit au moins égal a 1, c’est-d-dire que
I'on se donne effectivement a priord une ou plusieurs relations entre
les variables. D’apres la théorie générale, il faudra adjoindre a ces
relations celles qu’on obtient en annulant tous les coeflicients des

expressions
mdr—z)d/‘i (¢=1,2, ce h),

et, si A est supérieur a 1, tous ceux des expressions
=3 df; df; (6, )=1,2, ..., h),

puisqu’on doit annuler @ au moyen de f;= o et de r— 1 autres rela-
tions, et aussi au moyen de

Sfi=fi=o

et de r — 2 autres relations. Si les relations obtenues ainsi sont des
conséquences de (27), le systtme sera dit ern involution. Sinon, on
aura un nouveau systeme de £'>> /% relations qu'on metlra sous une
forme satisfaisant aux conditions relatives aux déterminants fonction-
nels des premiers membres. On procédera sur ce nouveau systeme
comme sur le premier et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on arrive & un
systeme en involution. '

66. Le probleme est done ramené au cas ou le systeme (27) est en
involution. Si alors ce systeme contient plus de r relations indépen-
dantes, le probleme est impossible.

Supposons donc que 4 soit inférieur ou égal a 7.

St Pon avait d’abord
odfidfy...df=o0

en vertu de (27), comme df, df, ...df, n’est pas nul, les équations
(27) constitueraient une solution de I'équation de Pfaff; si donc 4 était
inférieur & r, les coefficients de w®? et, a plus forte raison, de w®—*
et aussi de =" seraient tous nuls en vertu de (27), ce qui est con-
traire & I'hypothese faite sur w®=". Donc, dans ce cas, 4 serait égal
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a r et les équations (27) conslitueraient Punique solution du pro-
hleme.
Réciproquement, si le systeme (27) en involution est formé de r
relations, on a
wdfydfy... . df,=o,
comme on le voit en se reportant au lemme démontré précédemment,
et les équations (27) constituent une solution.
Supposons donc maintenant que % soit inférieur a r; alors
wdfydfy ... dfy
n'a pas tous ses coefficients nuls en vertu de (27); par suite, on a,
toujours en vertu de (27),
WA dfy L df =0,

sans avoir
o 2r—2h=2) ‘I;/l ([‘/‘Z - (,.//‘:: 0.

67. On aura les solutions génerales en cherchant une intégrale /),

non constante du systeme complet ‘
Gr=2=2 df df, ... df, df = o,

¢’est-d-dive, d’apres le théoreme du n® 56, du systeme équivalent
e ( =) == o,
[P 4 . ~ ) )
(41 | @@ =31 dfy df = ey 2r=30df, df = ... == =3 df, df =0
puis une intégrale /.. indépendante de f;., du systeme complet

Iy =2l f =0,

46 , X
(46) =B df df = dfy df == DA df =0,
el ainsi de suite, jusqu’d une intégrale /. indépendante de /).,
Susas o ooy frmy du systeme complet

, | wrdf =o0,

7) S oy .
(47 I =S dfy df =0y df =. . .z= =3 df_ df =o.

Alors on aura, en tenant compte de (27), et des relations dérivées
en dxy, dx,, ..., dx,,

o = D1 Af oy + Ong2 s+ o 9 dfy,

ct les solutions générales s’en déduiront comme il a déja éte dit.
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En somme, le premier systeme complet (45) admet 2r — 24 —1
intégrales indépendantes en tenant compte de (27), le second (46)
admet2r — 24 — 3 intégrales indépendantes de /)., et enfinle dernier
admet une intégrale indépendante de /iy (s /s - -0 fr—i» toujours en
tenant compte de (27).

On a done i faire r — /2 opérations d’ordres

2or—ah—1, ar—a2h—3, ..., 3, 1.

Mais il ne faut pas oublier que cette méthode n’est valable qua la
condition de ne considérer que des solutions n’annulant pas tous les
cocfficients de w® =",

68. Les solutions singuliéres du syslteme (27) s’obtiennent en éga-
lant & zéro les coefficients de
y(2r=20—2) ([L/'l ({/2 .o ({‘/‘/‘,

¢'est-i-dirve, toujours en vertu du méme théortme, en annulant les
cocfficients de
wdfydfs ... dfy.
On égalera done & zéro tous les déterminants de degré 2 +1 de la
matrice

Al Az LR A/z.
AU O s
dey  dux, dx,

(‘18) DR - .. . .. ..
U U . s

day  dx, 0x,

Deux cas sont & distinguer. Si le systeme de relations ainsi obtenu
n’annule pas

Adfsdfy ... dfp,

¢'est-a-dive n’annule pas tous les délerminants fonctionnels des [ par
rapport a h des variables, ce sysiéme constitue une solution de [équation
de Pfaf. St d’ailleurs il n’annule pas »® =9 il contient au moins r
relations indépendantes, sinon w®~* et »®™" seraient nulles; s’il en
contient exactement 7, il donne la solution singulitre du probleme;
s’il en contient plus de r, il n’y a pas de solution singulikre.
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Si, au contraire, I’équation

wdfidfy...df,=0
entraine

dfydfy ... df,=o,

onne peutplus rien dire; on a un nouveau systeme de 2> 2 relations
qu’on traite comme on a traité le systeme primitif, qui peut étre incom-
patible, qui peut admettre des solutions générales et des solutions
singulicres.

69. Nous avons supposé jusqu’a présent qu’on se donnait a prior
au moins une relation entre les variables. Dans le cas contraive, il
s’agit d’annuler © au moyen de r relations inconnues, n’annulant pas
w1, On égalera pour cela a zéro les coefficients de w®7. Si w™ n’est
pas ldenllquement nulle, on retombe ainsi sur le cas précédent. Si
) est idonliqumnent nulle,  est une expression de Plaff' de classe
ar, puisque =" n’est pas identiquement nulle par hypothese. Iei les
solutions singulieres s’obtiendront en annulant w® =%, ou, comme on
ne veut pas que o® =" s’annule, en égalant a zéro tous les copﬂ‘men/c
de o.

Quant aux solutions générales, elles sont données par la réduction
de Pexpression o & sa forme canonique. On aura & chercher une inté-
rrale /, du systeme complet

2=t df = o,
puis une intégrale f, indépendante de /, du systeme complet

w®r=Ndf=o,

=3 f df = o,

et ainsi de suite jusqu’a une intégrale f, indépendante de fi, fa, ...,

Jfr—, du systéeme complet
=2 df=o,

2= df df == dfydf =. . .= df,_ df =0,

et 'on aura alors
o =0 dfi+ o dfs+.. .o df
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70. Si, en particulier, le nombre des variables est égal 4 la classe
ar, les expressions o =2 df, 0= df; df sont de degré 2r, de sorte
que chacune d’elles fournit une équation du systeme complet. Les sys-
temes complets successifs sont donc formés successivement de 1,
2, ..., r équations. Dans ce cas particulier, la méthode est due i
Clebsch; d’apreés les notations de Clebsch, on a

=0 df = (f)dzx, dx, ... de,,,
o=V dfdo=(f,0)dr,dr, ... dr,,.

Dans le cas ol le nombre des variables est supérieur a la classe, la
méthode est une généralisation naturelle de celle de Clebsch; prati-
quement, pour éerire les équations du (4 + 1) systeme complet, on
égalera & zéro dans w® =2 df les coefficients des monomes

dridxy ... dxspdxy, 4 (i==1,2, ..., n—2r—+1),

en supposant que le terme en dx, dx,...dr,,_, dans ©® = a un coef-
ficient différent de zéro; on aura ainsi 2 — 2r + 1 équations indépen-
dantes; puis dans chacune des expressions w® = d/f;df, on égalera i
zéro le coefficient d’un des monomes différentiels, de maniere a obte-
nir ainsi A nouvelles équations indépendantes des premicres. Ces
n —or-+h-+1 équations forment le systeme complet qui doit bien
effectivement avoir 2r — & — 1 intégrales indépendantes.

71. Druxitne cas. — Annuler une expression de Plaff w au moyen
de r relations n’annulant pas tous les coefficients de w2, parmi les-
quelles h relations données (7).

Supposons d’abord que % soit au moins égal & 1, c’est-a-dire que
'on se donne effectivement a prior: une ou plusieurs relations entre
Jes variables. Il faudra adjoindre & ces relations celles qu’on obtient
en annulant tous les coefficients de 'expression

w(2r=2) df,
si /2 est égal & 1, des expressions
(41) w2r=Rdfdf; (6, )=1,2, ..., &)

si & est supérieur & 1. Si les relations obtenues ainsi ne sont pas des
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conséquences de (27), on aura un nouveau systeme sur lequel on
répetera la méme opération, jusqu’a ce qu’on arrive & un systeme en
involution, ¢’est-a-dire tel que les coefficients de (41) s’annulent tous
en vertu de ce systeme.

72. Supposons donc que le systeme (27) soit en involution, 4 étant
au plus égal & r, sans quoi il y aurait impossibilité. On montrera,
comme dans le premier cas, que les coefficients de

(,)([f,dfg. ..df/,

ne peuvent étre tous nuls que si le systeme (27) constitue une solu-
tion de ’¢équation de Pfaff, et qu’alors 4 doit étre égal & r; et, réci-
proquement, un systeme en involution de r équations indépendantes
constitue une solution de I’équation de Pfaff.

St /& est inférieur & r, on aura les solutions géncérales en cherchant
une intégrale /)., non constante en vertu de (27), du systeme com-
plet

(49) W= df  df = 0 Ndfydf=... .= N df,df = o,

puis une intégrale f;.., indépendante de f;,, en vertu de (27), du
systeme complet

(50) W=V dfidf = oCrVdf,df =. . .= o\ df,df = o,

et ainsi de suite, jusqu'a une intégrale f, indépendante de f,,,.
Sisas <o oo frois du systeme complet

(51) oA df =, = oW df . df = o.
Alors, le systeme obtenu en joignant & (27) les équations
Sl = A f/:—«—‘z-'-': 25 sy Jr=a.,

est un systeme en involution de r équations; il constitue donc une
solution de I'équation de Pfaff qui, par suite, peut se mettre sous la
forme

Dt (/,’/‘/l—}-l -+ @ h-2 d.’/'/z-i—ﬁ_*' e (Pl(/_/lz o.

73. Ce procédé peut s’appliquer 4 toutes les solutions qui n’an-

nulent pas tous les coefficients de w®™—*. Pratiquement, on I'appli-
Ann. de I’Eec. Normale. 3° Série. Tome XVI. — JeiLLer 18g9. 39
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quera seulement & celles qui annulent simultanément tous les coeffi-
cients de w®=", puisque, dans le cas contraire, la méthode exposée
précédemment est plus simple. Mais il se peut qu'une simplification
soit possible dans la méthode générale. Supposons que les relations
(27) d’un systeme en involution annulent tous les coefficients des

expressions
wr=3df, (E=1,2, ..., 1);

alors, d’apres le théoreme du n° 56, comme il ne s’agit naturellement
que des systemes de moins de r relations, les coefficients de

odfidfy...df,
ne sont pas tous nuls et, par suite, les coefficients de
w2r=2h=0df df, ... df},

sont tous nuls; autrement dit, I'expression de Pfaff w, lorsquion y
tient compte des relations (27) entre les variables et des relations déri-
vees entre les differentielles, est de classe or — 2h — 1.

Si /2 est égal a r — 1, cela signifiec que w estune différenticlle exacte

et, par une quadrature, on a
w=df,

ce qui donne toutes les solutions du probleme.
St A est inférieur & r— 1, on réduira ® & sa forme canonique en
cherchant une intégrale du systeme complet

WE=20=3 df dfy . . dfpdf = o,
¢’est-a-dire du systeme complet

o { =3 df = o,

(52) i e : , ,
| wCr=9df df = 0@ —dfydf =.. .= 0®-Ydf,df = o,

systeme complet qui lui est équivalent puisqu’on ne peut pas avoir

wdfydfs. .. dfdf=o,

h + 1 étant inférieur a r. Si & est égal & r — 2, w se réduira & une dif-
férentielle exacte, en tenant compte de (27) et des relations dérivées
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entre les différentielles, et aussi de
Sni=a, dfpe1=o.
On aura done, par une quadrature,
o= dfr+ 0y df_;.

Dans le cas général, on aura & chercher » — 2 — 1 intégrales succes-
sives de r — A — 1 systemes complets, le dernier étant

53 | W= df = o,
l wer=0dfidf = Y dfydf =...= @ ="df,_,df = o,

et, en tirant de (27) et des équations
f/t»H = Ay, sy _/)'—1 = ey

r — 1 des variables en fonction des n — -1 autres, on aura une ex-
pression de Pfaff différentielle exacte; de sorte que, par une quadra-
ture, on obtiendra

o =dfr+ Qs dfper+ ..+ g dfry.
En somme, les opérations a faire sont d’ordre
or—oh—ao, ar—ah—4, ..., 6,14, 2, o0,

une opération d’ordre o étant une quadrature.

74. Les solutions singuliéres s’obtiennent, comme précédemment,
en annulantles coefficients de

wdf dfs. .. df,.
Si les coefficients de I’expression
df,dfy. . .dfs

ne s’annulent pas en méme temps, les relations obtenues, si jointes &
(27) elles donnent r relations indépendantes, constituent I'intégrale
singuliere; si elles donnent plus de r relations, il n’y apas d’'intégrale
singuliere.
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Si les coefficients de
dfdfy ... dfy,

étaient tous nuls, on aurait un nouveau systeme de plus de A relations
sur lequel on procéderait comme sur le systeme donné (27), et ainsi
de suite.

75. Dans le cas ou I'on ne donne pas de relations a prior: entre les
variables, il suffit de chercher les solutions qui, n’annulant pas tous
les coefficients de w® =2, annulent tous ceux de o™®~". Alors, si les
coefficients de w®=") ne sont pas tous identiquement nuls, on a un
certain nombre de relations entre les variables et 'on retombe sur
I’hypothese écartée. Si les coefficients de w® =" sont tous identique-
ment nuls, o est une expression de Pfaff de classe 27 — 1. Les solu-
tions singulitres, ici, n’existent pas, puisqu’on s’astreint & ne consi-
dérer que des solutions n’annulant pas tous les coefficients de w® 2.

La recherche des solutions générales revient & la réduction de w &
sa forme canonique. D’aprés ce qui précede, on cherchera une inté-
grale f, du systeme complet

o(=3)df =o,
puis une intégrale f, du systeme complet
w3 df = oY df,df = o,
et ainsi de suite, jusqu’a une intégrale f,_, du systeme complet
=D df — =N df df =. . .= w® N df,_, df = o;
alors, en tirant de
Sfi=ay, Ja=a,, RN Jr—1=dp—y,

r—1 des variables en fonction des » — r+ 1 autres et portant dans o,
cette expression devient une différentielle exacte; on achéve donc par
une quadraturce la réduction :

w=df+ 0 dfi + oy dfy+ ... 4 @y df_y.

Pratiquement, le systeme complet qui donne /), admet 27 — 4 — 1
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intégrales indépendantes; il est donc formé de n — 2r + A +1 équa-
tions linéairement indépendantes.

On les obtiendra en égalant & zéro les coefficients des n — 2r + 2
monomes différentiels

dx,dx, ... dxs,_sdx; ({=2r—i1,ar, ..., n),

en supposant que le coefficient de dz, dx, ... dz,,_, n’est pas nul dans
w9 on aura ainsi # — 2r + 2 équations donnant

af of af
0ry—,  dxy. T da,
en fonction de
af If af

S, y ey .
dxry  Oxy 09,5

On aura les ~ — 1 équations restantes en annulant, dans chacune des
expressions
WE=NAfdf, .., w0 df, df,

le coetficient d’un des monomes différentiels, de maniere a obtenir des
équations indépendantes entre elles et indépendantes des n — 2r + 2
premicres.

Si n est égal & 2r — 1, les équations sont formées d’elles-mémes,

les expressions
o@r=3 df, o= df df,

¢tant de degré 2r — 1.
Cette méthode constitue la généralisation, pour les expressions de

classe impaire, de la seconde méthode de Clebsch qui n’était connue
que pour les expressions de classe 274 27 variables.

76. Exemple. — Considérons I'expression de Pfaff (Forsyth)
= &y dy + Xy daxg+ 2, dy + x5 dx, + x5 dzy + x| dzg.

On aici
Y=o,

W == (Xy - &+ &) (dzy dzy dy dov, doey + doy dz, dog dae doy + dag dag day da, day)
4+ (24 @3+ 23) (dzy dzes doey, dzes dzg + dz, dxg dzxg dzy dzy + dxg de, dz, dz, dxy).
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L’expression o est donc de cinquieme classe. Pour faire la réduc-
tion, calculons les expressions w”df, ' dfdo. On a

o df = < I 01_3 df ) (davydawsdizy Az, s+ dzsde, dzy doyda+...)

dx;

-+ <(;)f +-———-—+— dgf—> (Azydxyda, drsdas+dx,drydrsdr des+...);

puis, en tenant compte de ce que les coef'ﬁcients de w”df, »”dy,
doivent étre nuls, on a

_ f d9 _9f d¢  9f do  Of do
o= (G R e g v 0 e
x [(2,+ 23+ x;) dz, dzy dzs dxy dz,
+ (2y+ 2, + 24) Aoy dzy dxy dex, dx; )

9 99 _ 9 Ie +0._/£2_*0._f_0_?_>
- 0z, dz, Oxy 0y & 0a; dxy Oy dxy
* (2~ @y x5) day day dx, dz; dx,

“+ (&g + 2, + &) dxg dag doey day duy]

+<0.f do _f 99 _Of dg I o@)

Oy Ozy Oy 0y T Oz 2, Oz dx
X (&~ &3+ xy) dag dxy dxy dy da,
+ (g4 2, + 25) dvydx, deg dxg dxy].

Le premier systeme complet est done

9 o _
ox, + o, ()Jbs + dxy =
9 Of o _
dx, + oz, ' Oxg 0

Soit f, = x, — @, une intégrale de ce systéme complet; ['autre s’ob-
tient en ajoutant aux équations précédentes

o, Of _Of ofi  Of Of _ of If

0z, 0y 0x; 0xs  Oxy 0z Oy Oy 7

c¢’est-a-dire
A —o.
0x,

Une intégrale de ce second systeme est, par exemple,

Jo=w— ;.
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Posons
SJi=x—a,=ay, Sr= oy — sy =a,,

et tirons o et o5 de ces équations; nous obtenons
o=2zydr + (r,—a,)de,+ x,dr,+ (r,— a,) dz, + xydr,+ x,dz,

ou

0 =d(Z, Xy+ )T, X, L5— ATy — Ay Z,) = A( 2y 23+ 2,25+ 267,),
et, en ne tenant plus compte de

Ji=ay, Jo= as,

on obtient
o =d(Xyxy+ 2, x5+ X52,) + (xy— 2,V d(2y— x3) + (2, — 25) d (2, — 235).

77. Remarque. — On voit quelles simplifications de calcul introduit
cette méthode de réduction des expressions de Pfaff sur la méthode
d’abord indiquée. Précédemment, chaque fonction dont la différen-
tielle entrait dans la forme réduite était donnée par un systeme com-
plet dont chaque équation contenait simultanément les dérivées par-
tielles de toutes les fonctions précédemment. trouvées; maintenant les
dérivées partielles d’une quelconque des fonctions déja trouvées
n’entrent plus que dans une seule équation du systeme, et cette équa-
tion n’en contient pas d’autres.

V. — Equations aux dérivées partielles du premier ordre.

78. Ktant données n variables indépendantes z,, «,, ..., x, et une
fonction inconnue = de ces variables, considérons un systeme de A
équations aux dérivées partielles du premier ordre

f ’ Jds Uz 3 .
/ Lgy Loy o ooy Xpyy Ty T3 =13 *°> -0
1 1y S29 » iy N ()1‘1 ()‘132 d(lJ,, 3

Fal @), oy ooy Xy Gymm—y ot oo
/'< e YT Dy’ Oy e
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Intégrer ce systeme, c’est, d’apreés la notion généralisée due 2
M. Lie, trouver 272 + 1 quantités ,, s, ..., &ys 5, Pys Pas -5 Pa
fonctions de n parametres et satisfaisant identiquement au systeme

(fl(x“a:g, iy Xy By Py ooy Pn) =0,

(.)) f'z(xhx%'--’xn95’[)1,~--9[)n)‘_—07

fh(‘xl’ Loy wvoy LpsSyPry v - -’[)n) =0,
et & I'équation aux différentielles totales
(3) w=dzs —p,dx,—p,de,—...— p,dx,= o;

ou encore c'est satisfaire aux équations (2) et (3) par un systéme de
n + 1 relations distinctes entre x,, Zy, ..., Ly, 5, Pys -y Poo

Nous sommes ainsi, par ce dernier énoncé, ramenés au probleme
traité en dernier lieu : Annuler 'expression de Pfaff w par un systeme
de r=n + 1 relations entre les 22 + 1 variables, parmi lesquelles 2
relations données (2).

79. Multiplicites. — Avant d’appliquer ici les principes du Chapitre
précédent, nous allons définir des expressions d’origine géométrique
dont nous nous servirons dans la suite.

Un systeme de valeurs z,, ..., ,, 5, p,, ..., p, sera dit un élement.

Un systeme quelconque de relations entre les z, z et les p sera dit
définir une multiplicité si ce systeme entraine comme conséquence
I'équation aux dérivées totales (3). Nous avons vu comment on pou-
vait trouver toutes les multiplicités. Si la multiplicité est définie par
r relations, elle sera dite & » — r + 1 dimensions. Tous les systemes
de valeurs des variables qui satisfont aux équations de la multiplicité
définiront des éléments de la multiplicité. Les ¢léments d’une multi-
plicité & n —r+1 dimensions dépendent alors de n—r+ 1 para-
metres. Une multiplicité & s dimensions se notera par le symbole M.

Une multiplicité ne peut pas étre a plus de ~ dimensions, car il faut
au moins n + 1 relations pour entrainer I’équation (3). Un élément
est encore une multiplicité M.

Un élément est dit élément simple d’une multiplicité M; si, au voisi-
nage de cet élément, on peut exprimer 27 — s + 1 des variables en
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fonctions holomorphes des 4 autres. Nous avons (formule 6 du Cha-
pitre précédent) déterminé toutes les multiplicités M, qui admettent
un élément donné comme élément simple.

Etant donné un systeme d’équations aux dérivées partielles (2),
toute multiplicité dont tous les éléments satisfont aux relations (2)
sera dite une multiplicité intégrale. Intégrer le systeme (2), c’est done
(rouver toutes les multiplicités intégrales M, & n dimensions.

80. Application des théorémes généraux. — Crochel de deux fonc-
tions. — D’apres la méthode exposée dans le Chapitre précédent,

voici comment on procédera pour intégrer le systeme (2).
Le nombre que nous avons désigné par r est ici égal & n+1. La
dérivée (2r — 2)i*me de o est ici
== = (ds — p,dx, —.,.— pyda,) (de,dp,~+. . .+ dx,dp,)™
=dsdx, dp, ... dr,dp,.

Aucune multiplicité intégrale ne peut donc annuler les coefficients
de cette dérivée w®?. Par suite, nous pouvons sirement appliquer la
méthode exposée i la fin du Chapitre précédent.

Nous avons donc & former, /" et o désignant deux quelconques des
premiers membres da systeme (2), 'expression différentielle

w4 df do,
¢’est-d-dire
n@e=2 df do = nw'*~1 df dy,
et & égaler tous ses coefficients & zéro. Or cette expression différen-
tielle & n + 1 variables est de degré 22 + 15 elle a donc un seul coefti-
cient. Si donc nous posons

(4) o= dfdo = (f,¢)dsdx,dp, ... dz, dp,,

Pexpression (f, ¢) qu’on appelle le crochet des deux fonctions / et g,
est une forme bilinéaire des dérivées partielles de / et de ¢, et les
équations 4 ajouter aux équations (2) sont

(3) (/i’fj):o (i’./.:]727"'7/1)'

81. Il est facile de former explicitement le crochet des deux fonc-

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — Aour 18gg. 4o
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tions / et g. L'expression difféventielle (4) ne change pas, en effet, si
Pon remplace df et (I? respectivement par

af afryN ;. af
df= df_ - <0 + Py >d'll+"'+—til),(l/)‘+"'
et
to=dop— 92 y—= (92 4 p 22 99
d'o=do 7= m_<().z Py )rlr,—l—- +()pldp1—|—...,

et cela en vertu de la présence du facteur » dans I'expression diffé-
rentielle (4). On a done

02N dfdo=wu'"d fd o,

et dans le second membre la différentielle dz n’entre plus que dans .
Par suite, le coefficient de dzdx, dp,...dz,dp, dans (4) n’est autre
que le coefficient de dz, dp,. . .dx, dp, dans I'expression o' d'/fd’ 3.
On a donc encore

(6) (fyo)de,dp,...dz,dp,= """ d fd o,
et, en 1’empla(;ant ! par sa valeur
w'?~t=Xdx dp, de,dp,...dr,_dp,_,,

le signe T étant étendu & toutes les combinaisons n — 1 A n — 1 des
indices 1, 2, ..., n, on obtient

=N (2, N\ (93 ., I\ I
(f>9) - (()1:,,, +Pn ds /) dp, or, - Pr dz ) dp, ’

le signe X étant étendu & tous les indices 1, 2, ..., n. Nous poserons,
conformément & la tradition,

D =3[ L (5 -2 (L )]

. Le crochet de deux fonctions jouit des propriétés suivantes.

D
189

On a

(fs ?) = ({?’/)-

De plus, si /et o dépendent des variables par 'intermédiaire d’un
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certain nombre de fonctions «, ¢, w, ..., on a

D(/, g
(8) (f,q):l—)%?—j—;(u,v)—}—l)gf ‘*’;(1,@4— +gg",f(‘:))(p,w)+....

Cela résulte en effet de 'identité

D(/.9) D(/s 9) D(/f¢)
dfdo = ’ VAR &) 4 2 ) ’
[f dy Dz, )dud‘ D e, )dltd(T+ +D(c' )a’t dw +
qui, par multiplication de ses deux membres par w®*-*, donne I'iden-
tité (8).

83. Systémes en involution. — Ces propriétés étant établies, reve-
nons au systeme (2). Nous lui adjoindrons toutes les équations (5),
ce qui donnera en général un nouveau systeme. Nous procéderons sur
ce nouveau systeme comme sur le premier et ainsi de suite. Nous
finirons par arriver ainsi soit & un systeme de plus de » +1 ¢qua-
tions, auquel cas il y aura impossibilité, soit & un systeme tel que les
crochets de deux quelconques des premiers membres de ce systeme
soient tous nuls en vertu des équations de ce systeme. Nous dirons
alors que ce systeme est en inpolution.

Un systéme en involution est donc un systéme de h S n + ¥ équations (2)
sur les premiers membres desquelles on suppose :

° Qu'ils sont holomorphes au wvoisinage d’un élément arbitraire
(xl. , 5%, pi) satisfaisant au systéme:;

29 Que les déterminants fonctionnels de ces h premiers membres par
rapport & h quelconques des variables ne sont pas tous nuls pour le méme
éléement ;

3° Que les crochets de deux quelcongues de ces h premiers membres
sont nuls en vertu des équations du systéme.

Si/est égal & 1, cette derniere condition est naturellement a laisser
de coté; dans le cas général, tous les coefficients de w® =2 df, doivent
étre nuls; ici ils le sont toujours, w® =2 df, étant de degré n + 2.

D’apres ce qui précéde, on peut toujours ramener I'intégration d’un
systeme quelconque d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre a celle d’un systeme en involution.
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84. Intégrale genérale d’un systéme en involution. — Soit a intégrer
un systeme en involution de 2 équations (2). D’apres la théorie géné-
rale, on a & considérer un certain nombre de systemes complets suc-
cessifs pour chacun desquels il suffit de trouver une intégrale. Le pre-
mier de ces systemes complets est donné par les équations

o= dfdf = 0PN dfydf =.. = o Ndf\,df =o,
¢’est-d-dire ici
(9) (fi, f)=o, (Jas /) =0, cee (fr> [)=o.

Soit A, une intégrale particuliere, ne se réduisant pas & une constante
en vertu de (2), de ce systeme complet.
On considérera le second systeme complet

(IO) (./.1!_/):0’ (fE;f):oy ey (flnf)zor (Aly/.):o’

et ’on cherchera une intégrale A, ne se réluisant pas & une fonction
de A, en vertu de (2), de ce second systeme. On aura ainsi n — 2 sys-
temes complets successifs qui donneront respectivement n — 4 fone-
tions A,, A,, ..., A,_, indépendantes méme en tenant compte de (2),
et enfin un dernier systeme complet

(fuf):(), ey (f/n,f):():

(II) (Alr.f):O’ L) (A/L—~/u./):09

qui admettra une intégrale et une seule indépendante de A, A,, ...,
An,--/n soit C.
L’équation & résoudre pourra alors se¢ mettre sous la forme

(12) dC—B,dA, — By dAy—...—Bp_pndA,_r=o,

ol les B sont n — A fonctions qui se déterminent par des différentia-
tions. De plus, d’apres la théorie générale, sil’on considere un élément
arbitraire (], 2°, p;) satisfaisant au systeme (2), on pourra toujours
choisir les intégrales A, A,, ..., A,_;, G, de telle maniere que les
on — 2h +1 fonctions A,, ..., A, C, B,, ..., B,_, soient holo-
morphes au voisinage de cet ¢lément. La multiplicité intégrale M, la
plus générale du systeme (2) admettant cet élément comme ¢lément
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simple, s’obtiendra en ajoutant aux équations (2) » — 2 + 1 relations
entre les A, les B et C, relations qui pourront étre résolues par rap-
port & n— /& +1 de ces quantités, les seconds membres étant holo-
morphes au voisinage de (A}, ..., A)_,, ..., B,_,). Ces relations ren-

trent dans le type général des formules (7) du Chapitre précédent.

85. Les systemes complets (g), (o), .. , (11) admettent respec-

tivement -
an—nh4+1, an—"nh, ..., n-+1I

intégrales indépendantes; mais bien entendu ils admettent toutes les
intégrales f,, /s, ..., f5. Bien plus, il faut essentiellement supposer
que les variables sont liées par les relations (2); ce n’est qu’'a cette
condition qu’on peut étre sur que les systemes (g), (10), ... sont
complets.

Enfin, si I'on remarque que, A, étant connue, le systeme (10) admet
A+ 1 intégrales connues; que, A, et A, étant connues, le systeme
suivant admet 4 + 2 intégrales connues, et ainsi de suite, on voit
que la méthode indiquée exige la recherche d’une intégrale de
n —h —+1 systemes complets successifs & 2n + 1 variables, mais qui
admettent respectivement

hy h=+1, h-4+2, ..., n

intégrales connues. D’apres la méthode de Mayer, cette méthode revient
donc i la recherche d’une intégrale particuliere de z — % + 1 systemes
d’équations différentielles successifs ayant respectivement

on—aoh—+2, an—2h, ..., 4, 2

variables.

86. En particulier, si 2 =1, le premier systeme complet est formée
de la seule équation
(S J)=0;
il y a ici n systemes d’équations différentielles successifs qui sont

respectivement i
2n, 2n—2, ..., 4, 2

variables.
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- Sihestégal A n—+1, il n’y a aucune intégration & faire; un systéme
en involution de n + 1 équations définit toujours une multiplicité inte-
grale & n dimensions. La réciproque est d’ailleurs évidente.

87. Cas particulier. — L’intégration d’un systeme en involution se
simplifie, d’apres la théorie générale, siles coefficients des expressions

0 @r=3) df; = w21 df; (i=1,2, ..., k),

s'annulent tous en vertu des équations de ce systeme. Or on a

=) df = o2 df = —31” dsdz, dp, dzy dp,. . .dx, dp,.

La simplification se produit donc si les quantités%é sont toutes
nulles en vertu de (2), c’est-a-dire si le systeme (2) ne contient pas
explicitement =, ou ne le contient que formellement.

Si done il s’agit d’intégrer un systeme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre en involution, ne contenant pas explicite-
ment la fonction inconnue z,

Sfl(xl, $2’ ""x/n[)wph -~-7[)/I.):01
(2) e e s
1, f/t(whx% sy Lpy Py Pay v ey Pn)zo,
on cherchera une intégrale A, du systeme complet
=D df — =2 df df =.. .= o= df,df =o,

¢’est-h-dire du systeme complet

gg:o’ (fl!f):Oy (f?;f):(), s (f/”f):O’

puis une intégrale A, indépendante de A, du systeme complet
% —0,  (fufN=0,  (Jof)=0,  cts  UnS)=o0, (AyS)=o,

et ainsi de suite jusqu’a une intégrale A,_, indépendante de A,,
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Aoy ooy A,y du systeme complet

—()——:o, fof)=0, ..o, (Auen—y, f) =03

a3

alors, en tirant » — 1 des variables «,, p, en fonction des autres
variables restantes autres que = des équations (2)’ et des équations

Al = a4, A?.: Qs, ey A/z—l;—l = Ap—h—1,

expression

w=ds —p de;,—psde,—...—p,dx,
devient une différenticlle exacte et, par une quadrature, on obtient,
en tenant compte de (2,

w=ds — dC — B, ([Al —_ B2 (lj\g'—' e ™ B,,._/,._l (/A,I._/,_.”

ol C est une fonction des = et des p.
Remarquons d’ailleurs que pour les fonctions qui entrent dans les
systemes complets & intégrer, on a

;oo af d¢ af ¢
; ”))_2-'<dpz Ox;  dx: 0pi)’

88. Intégrales singulicres. — L’expression o™~ = w ne pouvant
jamais avoir ses coefficients nuls, les intégrales singulieres du systeme
en involution (2) s’obtiennent en annulanl tous les coefficients de
Iexpression

(13) wdfydfy. . . dfy=dsd fid fy...d [y,
¢’est-d-dire en annulant tous les coefficients de I’expression
(14) d'fid fo...d [,
olt n’entre pas ds. On considérera done la matrice

:)’Q +p (_%_f +pn 3{{:%}/_1 |
(15) | e
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et on annulera tous ses déterminants 4 2 lignes et 4 colonnes. D'aprés
la théorie générale, deux cas peuvent se présenter.
Si les coefficients de

(16) dfdfy...df,

ne s'annulent pas en méme temps que ceux de (14), les équations
obtenues, jointes aux équations (2), constituent I'intégrale singulitre
si elles sont au nombre de » + 1 (elles ne peuvent pas étre en moindre
nombre); si elles sont au nombre de plus de n + 1, il n'y a pas d’inté-
grale singuliere.

8i, au contraire, les coefficients de (16) s’annulent en méme temps
que ceux de (14), on ne peut plus rien dire. Les équations obtenues,
jointes & (2), forment un nouveau systeme & intégrer. Ce systeme
contient certainement plus de % équations (% est supposé inférieur
a n—+ 1), mais il peut ne pas étre en involution. On le completera
donc au besoin de maniere A avoir soit un systeme de plus de
n -1 équations, auquel cas il y aura impossibilité, soit un systeme
en involution de A’'Sn + 1 équations. On intégrera ce nouveau systeme
comme le premier; il admettra des intégrales générales et il pourra
4 son tour admettre des intégrales singulitres qu’on trouvera au
moyen d’un troisieme systeme en involution de 2”> A’ équations et
ainsi de suite. I est bien clair que ces opérations auront un terme.

En particulier, si le systeme (2) est formé d’une seule équation, les
intégrales singulieres satisferont au systeme

_ o LU _ Y A _d_ > _ Y
f—O, ()1'1 +P1 (): —— e axn +.pnd:' —_— ()[)1 —— s d])n

=0,

. L , of ., .
si ces équations n’annulent pas 5=, clles donneront une intégrale sin-
guliere ou n’en donneront pas, suivant qu’elles peuvent se réduire ou
non a n + 1 équations indépendantes. Si elles armulento-{, on a un
nouveau systeme qui peut étre formé de moins de n + 1 équations et
qu’on integre directement.

86. Exemple. — Considérons, dans le cas de » = 2, I’équation aux
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dérivées partielles
(17) S=pi+(s—pi)r=o,
et cherchons ses intégrales singulieres; elles satisfont aux équations
Pi(3—p3)=pa(s —pi)=pi=p(s —pi)=o,
c’est-i-dire au systeme
(18) Ji=pi=o,
Jo=s35—pi=o,
qui est en involution, comme il est facile de le vérifier. Pour en avoir
les intégrales générales, tirons-en p, etp, et portons dans 'équation

ds — pydx,— pydas=o0;
nous trouvons
pa(2dp,— dzy) = o.

Nous avons donc, comme intégrale générale dépendant d’une con-

stante arbitraire a,
g <.1'.2— a>2
8 = —————— b
2

(19) ( P1==0,
Zy— @
2

P2=

)

et, comme intégrale singuliere,

5 == 0,
(20) pPi=o0,

o == 0.

90. Transformations de contact. — Une transformation de contact
est, d’apres M. Lie, définie par 2n + 1 fonctions Z, X, X,, ..., X,,
P,,P,, ..., P, des 2n +1 variables z, x,, ., ..., 2\, P, Pas -5 P
et telles que 'on ait identiquement

(21) Q=dl—P,dX,—...—P,dX,=p(ds —pda,—...—p,dax,)=pw;

p désignant une fonction non identiquement nulle des variables
z, -.’L'i,pk.
Ann. de UEc. Normale, 3* Série. Tome XVI. — Aour 18gg. 41
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Montrons d'abord que ces 22 + 1 fonctions sont indépendantes. De
I'identité
Q= o]

on déduit, en effet,
Q — pw’-{—— dp.m,

et, en élevant a la n'*™® puissance,

Qin — pn min -+ Pn—t m/r—1 ({p e

et, enfin,

(22) Q20207 == Q1) — pu+l gyt = prt i),

En remplacant w®” et Q2% par leurs valeurs, on obtient
(23) AL dX,dP, .. .dX,dP,=pt+'dsdxr,dp, ... dx,dp,

ou, enfin,
D(Z, X;, Pn ey Xn, Pn) .

])(55 Ly Prs oves -rn:/)n)

pzu—l-

Les 2n + 1 fonctions Z, X;, Py sont done bien indépendantes en vertu
de I'hypothese faite sur p.

Désignons de méme par F et ® deux fonctions quelconques de Z,
X;, Pret par /et o ce que deviennent ces fonctions quand on y rem-
place les fonctions Z, X, P, par leurs valeurs. On a

Q2n=2) @R dP — (pf,))(?"—z)d.fdcp;

mais
Q(zn-—z) — (pm)("lu—d) — p/z mm/n-i — pn w(2u—2).

On adonc
QEA=DdF d® = pn o)2n=2 df do.

Désignons par

e OF /0B od) OF | QF o

“"“J—m’ﬁ(ﬁ; +Pigz) - (@‘q* v 97) 9B, T
le crochet des deux fonetions F et ® considérées comme fonetions de Z,
X:, Pys et désignons, comme auparavant, par ( f, ¢), le crochet relatif

aux variables z, a;, p,. On a alors

[F, ®]dZdX, ...dP,=p*(f, ¢)dsdz, .. .dp,,
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ou, en remplacant le monome différentiel du premier membre par sa

valeur (23),
(24) (/s 9)=plF, @].

Cette égalité fondamentale s’écrit explicitement

Jdo’ g 0/
(ah ) S [()pl(d.rl Pigs )ﬂd;, ().L,+ ‘03 )]
" [ - [ SO (20 00 0k OF v
\ ()P,.( dr; "75,) TP, ( or; 1 d7, )'

/[ désignant ce que devient F et o ce que devient ® par substitution
des valeurs deZ, X,, P,.
Appliquons cette identité a tous les couples de fonctions Z, X;, Py.
On a alors
(23) X)) = (X, X)) = (X Pr) = (P, Pr) =0,
! (Z,P;)=—pP, (P:i. Xp) =p.

91. Récpproguement, etant données n + 1 _fonctions indépendantes Z,
X, X, ..., X, satisfaisant aux relations
(2, X;) = (X;, Xp) == o,
il existe n autres fonctions P, Py, ..., P, telles que 'on ait identiquement
dZ - P,dX,—. ..~ P, dX,=p(ds —p, de,—...— pydr,),
o élant une fonction non identiquement nulle.

En effet, les équations obtenues en égalant Z, X, ..., X,, a des con-
stantes arbitraires forment un systeme en involation de » 4-1 équa-
tions, ¢’est-a-dire déterminent une multiplicité. On peut done déter-
miner n + 1 fonctions A telles que

dz — pydey—. ..~ pydae,==hdX,+ hdX,-+.. .+ L, dX, 4 by dZ,
d’olt se déduit I'identité 2 démontrer, en posant

).1 I
Pz — - —_ —
: o P R

92. On peut, d’ailleurs, obtenir les crochets de ¢ et des fonctions
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Z, X;, Px. On a, en effet, en conservant les mémes notations,
Qien—1) JF — (pw)\'g"_” df,

c’est-a-dire

Q= dF = proy(2r=1) df — pn—1 o2n—2) dp df.
Mais on a

Qian-1) F — gi; dZdX,dP, . . .dX,dP,

= pn+t g—g dsdzdp,...dx,dp,,

puis
- o
wEn=Udf = ;)—_dz dadp,...dz,dp,,

wn=dodf =— (p, f)dsdx,dp, .. . dzx,dp,.
On a donc, finalement, en divisant par p"=*, I'identité

LOF _ 0f
9‘62295{4—(0,/),

cest-a-dire

. , OF d
(35) (B /)=0" gz — Pz

Appliquant cette identité aux fonctions Z, X;, Py, on obtient

J7

/
, 4
(pZ2) =p*—py;
| X,
(26) 1 (e Xi)=—p ==

)
(p,P/c)::—p(—d—;-

93. Equations aux derigées particlles homogénes. — Ktant données
an variables @, ..., .5 py, pas - .., po, 1l S7agit de satisfaire a I'équa-
tion aux différentielles totales

(27) w = pday+ pydzs+. ..+ ppdx,= o0,

au moyen de relations entre les variables et des relations dérivées
entre les différentielles, en se donnant a priori un certain nombre 4
de ces relations.
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L’expression o est de classe 2n, et sa dérivée (2n — 1)iéme st

w?rN=q'"=dp, dedpsdz,...dp,dz,.

Il faut donc au moins » relations entre les variables pour satisfaire &
(27), et les solutions singulieres de (27) s’obtiennent, puisque w®**~*
a ses coefficients essentiellement différents de zéro, en annulant les
coefficients de w, c’est-d-dire annulent & la fois p,, p,, ..., p,.

Une multiplicize étant un systeme de relations satisfaisant a (27)
sera dite non singuliére si elle n’entraine pas

Pil=pPr=...=pPp==0.

Elle est au plus & n dimensions et on ’obtient de la fagon la plus
générale, si, par exemple, p, n’est pas nul, en résolvant
)IL

25
dx, 4 P2 dxe—+...+“Ldx,=o0.
P P

Etant donné un systeme de % relations

’f1($1, Loy « ooy Tny Pry ---7[711):01

fﬂ('ﬁz"h’rzy seey *1"129[)1, . -’pn) =0,

(28)

intégrer ce systeme, c¢’est trouver toutes les multiplicités & n dimen-
sions dont les éléments satisfont A ces relations; ¢’est donc annuler w
au moyen de n relations, parmi lesquelles 4 relations données.

94. Nous pouvons, ici, appliquer la théorie du Chapitre précédent,
w1 ne pouvant pas avoir ses coefficients nuls. Pour I'appliquer, il
faut former les expressions

w0 df,  wr=3dfdo.

On a facilement

) 0 J )
2= f —— <p1 (—)—[—)/: -+ Py ap—/; +.. P WC) dp,dxe dp,dx,...dp,de,,
= dfdy =,

i==

of 99 _ Idf 99 . ,
<(-)"b—; a—‘a ~ I, -()71‘ dp,dx dpyda, . .. dp,dx,.
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Nous poserons

af ) a
(29) H(f):p.a—}{—! +/»2(ﬁ{+...+p,,5£:
6'—:"
.o Jdf oo af do’
(30) (/NP)——Z(&Z oz, 9z d‘u,-,).

i=1
Cela étant, le systeme (28) sera dit en involution si les équations
(31) H(fi)=o0, (foSu)=o0, (Lkhk=1,2,...,hk)

sont des conséquences de ce systeme. Les premieres équations ex-
priment que le systeme (28 ) est homogéneen p,, p,, - .. pas ¢’est-d-dire
qu’il est équivalent au systeme obtenu en remplacant p,, po, ..., p,
par Ap,, Ap, ..., Ap,; ou encore qu’il peut se mettre sous une forme
telle que les premiers membres soient tous homogenes en py, ..., p,.
Par suite, si le systeme (28) n’est pas en involution, nous lui adjoin-
drons les équations (31); nous aurons un nouveau systeme qui, s'il
n’est pas en involution, pourra étre étendu par le méme procédé, et
ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive % un systéme en involution
(2 moins que, dans la suite des calculs, on n’arrive soil & un systeme
incompatible, soit & un systeme de plus de » équations).

95. Supposons donc le systeme (28) en involution. On aura son

intégrale générale en cherchant une intégrale /,,, du systeme com-
plet
H(./.):()i (f1,f):-..:(f/“f)zo

puis une intégrale /;., indépendante de /,., du systeme complet
H(f)=o0, (Juf)=(losf)=...=([r+nJ) =0,

et ainsi de suite jusqu’a une intégrale /, indépendante de Shsrs
Sawzs oo er fuey du systeme complet

II(/):O’ (./nf):(f'nf)::---':(./u—nf)‘:-'o-
En tenant compte de (28), o peut alors se mettre sous la forme

O = Qpar A pai - - u df,

et la résolution s’acheve comme d’habitude.
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En particulier, un systeme en involution de n équations fournit une
multiplicité.

96. Les intégrales singulieres s’obtiennent en annulant tous les coef-

ficients de 'expression
wdf,dfy ... dfs,

c’est-a-dire tous les déterminants & 2 —+ 1 lignes et 2 + 1 colonnes de
la matrice

1 P )2 o e 0
] I T A TR
(32) dx, da, dor, Iy apy !' )
Mﬁ%”J&%“.%U
| 9z, oa oz, O, opn |

et si tous les déterminants formés des 4 dernieres lignes et de A co-
lonnes quelconques ne sont pas nuls, le systeme obtenu constitue une
intégrale singuliere s'il ne contient que ~ équations indépendantes.
Dans le cas contraire, on a un systeme qu’on traite comme un systeme
ordinaire.

En particulier, si % est égal & 1, c’est-d-dire si I'on a une équation
homogene en py, pa, ..\ pus

(33) Sy oo Xy Pls ey Pu) =20,

les intégrales singulieres satisfont aux équations

o o o,

opy  Opy T dpa
(34) Coh o o

_(}_.I_‘_ _ d.’l‘2 . . d-l;n“

P P Pn

et si les rapports de la deuxieme ligne ne sont pas nuls, les équations
(33) et (34) fournissent 'intégrale singuliere, au cas ou elles se
réduisent 3 n; on peut d’ailleurs se borner aux équations (34), car
(33) en est une conséquence en vertu de

H(/i)=o.
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97. Exemple. — Considérons, dans le cas de n = 2, 'équation
(35) Ji=pi+pi— (Pry+ paxy)?=0;
les équations (34) deviennent ici

Pr— 2 (P12, pa®y) =0,
P2— Lo ( Py &y Pa¥s) =0,

—pi( P12y paxs) — = Pap1x =+ pay) .
! P2

Les quantités p, et p, étant supposées non nulles toutes les deux,

les deux derniers rapports sont égaux d’eux-mémes et les trois équa-
tions qui déterminent 'intégrale singulitre se réduisent & deux

Pr=x(P1&1-+ Pa®s),
Po=Zy(P1X;+ PsTs);

ces équations entrainent d’ailleurs, par élimination de p, et de p,,
X+ x;— 1= 0.

98. Transformations de contact homogénes. — Une transformation
de contact homogene est définie par 27 fonctions X,, X,, ..., X,; P,,
P,, ..., P, des 2n variables @,, @,, ..., x,; p,, ps, ..., p, entrainant
I'identité
(36) P, dX,+ P,dXo—+...+PdX,=p,de,+pyda,+...+ p,dz,.

Si l’on désigne par Q le premier membre de cette identité, on a
d’abord

2n—1) — 2n—1
(2n 1)___0)( n )’

il

¢’est-a-dire
(37) dP,dX,dP,dX, ...dP,dX, =dp,dz,dp,dz, ... dp,dx,,

ce qui montre que les 2~ fonctions X;, P, sont mdependantes et que
leur déterminant fonctionnel est égal & I'unité.

On a ensuite, / désignant ce que devient une fonction arbitraire F
des X;, P, lorsqu’on remplace ces quantités par leurs valeurs,

Q2= dF — y(22—2) df,
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c’est-a-dire, en tenant compte de (37),

OF oF of of o

o oF B o i
(36) P,-(-)—[;-l +P2'd—P*2—l——...—I—P,,,—()—l—)—;.—_[)io?]--l—dep?—{—...—l—-[)

Cette identité, appliquée aux fonctions X;, P, donne

2Qy/ g I‘I(X,-):O,
(38) [ H(P,) =Py,

ce qui montre que les X sont des fonctions homogénes et de degré zéro,
les P des fonctions homogenes et de degré un en p,, p,, ..., p,.

On a enfin, F ¢t ® désignant deux fonctions quelconques des grandes
lettres et / et ¢ les fonctions des petites letires qu’elles deviennent

aprés substitution
Q=3 dF dd = »®»—3) df do,

¢’est-a-dire, en tenant compte de (37),

. ‘&/IF 00 OF 00N\ o /df de  of do
()Q) 2‘(()[), _()—X, - Z)X—, ()P,’> —Z<Upl ().l',' - ()l‘,' ()/)I-).
i=1 i=1

Cette identité, appliquée aux fonctions X;, Py, donne

0 ‘(Xiaxlr)::(l)h l')/r):(P[;Xlu)zo
(39) j . .
! (P, Xy) =1 (¢ k).

Les 2n fonctions X, P, satisfont donc aux équations (38)" et (39)".

99. Réciproguement, célant données n fonctions indépendantes X,,
Xoo oo, Xydexy, ooy Zuy pyy + - s Pay homogenes et de degré zéro en p,,
Pas - > Do €l salisfaisant aux relations

(X5, Xp)=o0 (6, hk=1,2,...,n),

il existe n autres fonctions P,, P,, ..., P, définissant avec les premicres
une transformation de contact homogene.

Cela est évident, car, par hypothese, les n fonctions X;, égalées
des constantes, définissent un systeme en involution, de sorte qu’on
peut déterminer ~ quantités Py, Py, ..., P, de maniére & avoir

pidzxy+...+ pyde, =P, dX,+...+ P,dX,.
Ann. de I Ee. Normale. 3 Série. Tome XVI. — Aour 18¢g. b2
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100. Equations aux deripées partielles en coordonnées homogenes. —
Etant données 2n variables ,, @y, ..., @, w,, uy, ..., u, liées par la
relation

(40) Q= Uy, X+ Uy . . . Up X, = O,
il s’agit de résoudre I'équation aux différentielles totales
(41) W=, dr,+ Uy dTs— ...+ U, dx, = 0

en établissant entre les variables un certain nombre de relations parmi
lesquelles un certain nombre sont données.

En se reportant au probleme précédent, on voit qu’il faut établir au
moins n — 1 relations autres que (40). Les solutions singulieres des
systemes (40) et (41) sont d’ailleurs données en annulant tous les
coefficients de wdop, c’est-a-dire toutes les quantités u;a;. On a done,
sott

Uy == Uy==.,. = U= 0,
so1t
X T= Xy

=X, == 0.

Nous exclurons ces deux solutions singulieres.
Nous avons & former (9, /) ol ¢ est donnée par (40). On a

_ .o o 9 9
(cp,f)_a(:,?)—x—1 +...+xna—x—’;- <u157l~1 +...-l—u,,‘—5(—(; .
Nous poserons
Jd
gII(f):u,dcf-Jr +1lna%>
(42) n
().
e K(f):xi()—/;—i— +zn,'()£v_f
et .
N (O O _ O O
(43) (f’f1)~2<57¢75£-_35 az-)'
=1

101. Etant alors donné un systeme de 4 relations

fl (xl’ -'-93711’ ui’ '~-’un):07
Jo( &gy ooy Zpy Ugy «v oy Up) == 0,

(44)
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ce systeme est en involution si les équations

{ H(fi) =K(/f:)=o,
((fofoy=o  (ihk=1,2,...,h)

sont des conséquences de (40) et de (44). Tout systeme peut se
ramener a un systéme en involution. Un systeme en involution de
n — 1 équations constitue une solution de I’équation (41).

Si 4 est inférieur & n —1, on integre (44) en cherchant une inté-
grale f),., du systeme complet

(45)

II(f):K(f):O’ (./lvf) :(./27.f) == .:(A/‘/,,f):O,
etainsi de suite jusqu’a une intégrale /,_, du systeme complet
H()=K(f)=0, (S, /)=, /)= ..=(fu=s,[)=0.

On a alors, en tenant compte de (40) et de (44),
O = QPp4q d;/lm—l -+ O ptr a{flz—;—? - Qp dfn——l-

102. Les intégrales singulieres s’obtiennent en annulant tous les coef-
ficients de I’expression
wdodf; ...df,

¢’est-a-dire en annulant tous les déterminants 4 4 —+ 2 lignes et &4 + 2
colonnes de la matrice

i, Us ... U, o o ... o
0 0 o Xy X ... X,
U U A o
(46) Jdx, Jdxy dx, du; OJu, du,
Un U U Ou Ur | U
dx, Odx, ox, Ju, Ou, du,

Dans le cas de % égal a 1, les intégrales singulieres sont données par
les équations

9 9 9
0371___9_{3_ __dx,
wg T ow, T w,
a A KJ4
L L —

>

x, Z, Zp
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et si ces rapports ne sont pas tous égaux entre eux, ces équations défi-
nissent I'intégrale singuliere, dans le cas ou elles se réduisent a n seu-

lement.

103. Cas particulier. — Lorsque n est égal 4 3, on obtient des équa-
tions différentielles ordinaires & deux variables z et y. Si nous dési-
gnons en effet par z,, x,, x, les coordonnées homogeénes d’un point,
par u,, u,, u, les coordonnées homogenes d’'une droite dans le plan,

on a, pour un élément,
U Ty~ Ug Lo+ UgLy3=— O
et
Ty @y u, Uy U,

== = —— — =

Zy
r Ty T Y91 T y—ay
Pour intégrer une équation

F(a, y, y')=o,

Ty Lo i,
F< 3y —y — — | ZTZ= 0,
Xy Xy Uy

il faut intégrer le systeme complet
H(f)=K(f)=o, (F,f)=o,

c’est-d-dire trouver une intégrale /homogene et de degré zéro en x,,
x,, x; d'une part, en u,, u,, «, d’autre part, du systeme d’équations
différentielles

c’est-a-dire

d._ic1 _dxy, % _ —duy _ —duy _ —du,
OF=OF T OF T OF — OF T oF
du, du, du, dx, dx, 0%



