E. LACOUR
Décomposition en facteurs de la fonction ®[u") (z) — G]

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 13 (1896), p. 415-420
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3 13 415_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1896, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'ENN.S. » (http//www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1896_3_13__415_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DECOMPOSITION EN FACTEURS DE LA FONCTION

O[u(z) — G|,

Par M. E. LACOUR,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DR NANCY.

B e e N

Je me propose d’appliquer & la fonction

O[uD(5) — G;]

’

la méthode générale que j'ai indiquée, dans un travail précédent, pour
les fonctions & multiplicateurs exponenticls (Annales de U’ Ecole Nor-

male; 1895, Supplément).
Soit
J(s,8) =0

une équation algébrique de genre p, et soient T la surface de Rie-

mann (') correspondante, T cette surface
nexe au moyen des coupures
gy gy oony Uy,
/’l’ [)21 LR ] b/n

Ciy Cay  evy Cpy

rendue simplement con-

u(s) Pintégrale normale de premiere espece qui admet la période
amy/— 1 le long de la coupure a;, 28, la période de Uintégrale u®( =)
le long de la coupure by de sorte que Bir= P

Considérons la fonction (*) définie par I’égalité

(0] ( Wiy llyy oo vy (l/,) e Sg”h'h%-m,n,i—...-+-/nl,nl,~‘-:p(/n,/nx...ml,)’

(1) Poir AvpiLL et (Goursat, Thdorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales,

p-1gh et 233.
(%) Brior, Fonctions abéliennes, p. 114.
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‘

ot les p nombres entiers m,, m,, ..., m, varient de — % i + et olt
a(m,, my, ..., m,) désigne la forme quadratique

SXBmim=0Qmi4. . aBpmymy, ..
posons
= 'l (3) — Gy,
en désignant par G, Gy, ..., G, des constantes arbitraires, el repré-
sentons la fonction ainsi obtenue par

F(5) =0[a(s)—,].

Cette fonction est réguliere en tous les points de la surface T, reste
continue quand on traverse une coupure ; ou ¢; et admet, le long
d’une coupure b, un multiplicateur défini par I’égalité

F(L)y=F(p)e ~ufe) -,

Blle s’annule en p points de la surface 1", et les valeurs correspon-
dantes de s vérifient les p relations

W () - et (5,) 4. o4 @D (5,) — Grz== O (E=1,9, v..yn),

dans lesquelles les constantes C; sont indépendantes des quantités
arbitraires G; et ot le signe == rappelle que I'égalité a lica & des mul-
tiples pres des périodes de seconde espece.

D’apres une formule de Clebsch et Gordan (Theorie der Abelschen
Functionen, S. 198), on a pour la fonction O]« (z) — G;| une décom-
position en facteurs analogue & une décomposition connue pour les
fonctions & multiplicateurs constants. Cette formule peut s’éerire

O (35)— u?(5y) — 0 (5y) —...— u(z,)~++ C]
Olulv(a)— wh(5;) — ' (z5,) —...— w'(z,) + (]

NV \ o B o
— ot S (lRz) - r®N )] L D [Uﬂzktu,— I[S,‘zk(rl) ],

en désignant par Hz;,zk Iintégrale normale de troisieme espece qui se
comporte, dans le voisinage des points 5, ¢t 5;, comme

Log(s— =) et — Log(s—z},)

O

et par =i, z,, ..., 5, des valeurs de z qui se déduisent algébrique-
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ment de =, 5,, ..., 5, d’'une part et de « et de = d’autre part, d’apres
une regle dont1'énoncé géométrique est tres simple.

Nous allons rattacher ce résultat & une formule qui s’obtient d’apres
une méthode de Riemann, en évaluant I'intégrale

f Hu:’. (’5) d LO{.’,“I’ (7)
oS

prise suivant le contour de Ia surface T" et en appliquant ensuite i la
méme intégrale le théoreme de Cauchy ou du moins P'extension de
ce théortme aux surfaces de Riemann. On trouve ainsi
Log a;—(—(:,g =X (5) — uP(a)] -+ Zl,;(5,) -+ @ (3) (k=1.2..p),
®(z) étant une fonction assujettie seulement a avoir les propriétés
suivantes de la fonetion F(z) : Elle est réguliere sur toute la surface
de Riemann T et admet les mémes multiplicateurs que F(z) le long
des coupures a;, b;, ¢;. Cela suffit pour établir que cette fonction®a
p #éros, et les valeurs =, qui figurent dans la formule désignent ces
76ros.
fg(;) est une fonction qui ne change pas quand on change la fonc-
tion ® (=) en lui conservant les propri¢tés précédentes. La valeur de
2 (z) est
] - J
@(35) == e II,,z(p)du“)—{—/Il,w(p)du“)-}—...—(-—/Hm(p)du(l’) ;
o \/—- I by by

by

les intégrales qui figurent dans le second membre sont prises le long
des coupures b;, la variable déerivant le bord négatif de la coupure
dlans le sens qui correspond & ce bord négatif.

Appliquons cette formule & la fonction F(=) et & une fonction qui
se déduit de F(=) et, changeant les valeurs des zéros,

O (z) — u®(5) — D (53)—...— uP(z,) + (]

l‘()g('JL(l,f"/(rt)—— wD(5) — wli)(5y) —. .. — ) (5,) + (]
== Xl [0 (5) — w(a)] 4+ 2l (50) -+ @ (5).

Lo O (5) — wlD(s,) —ud(5,) —...— wD(35}) + C;]

OB [t (a) — al (3) — W (5y) — . .— uD (3,) + C7]

’

Ann. de UFe, Normale, 3° Série. Tome XIII. Novemsre 1896, 53
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Or, on peut établir entre les deux systemes de points

S - s Sy aees 5,

une velation telle que les logarithmes qui figurent dans les premiers
membres des égalités précedentes soient égaux et de signes con-
traires. Nous allons le montrer dans un instant.

Supposons cette relation établie; en retranchant membre & membre

les deux égalités nous ferons disparaitre ¢ (=) et il viendra
O[uD(5) = 0D {5)) = a1 (2)) oo (3, ) - Gf]
O (a)— D (zy) — ul(zy) —. =0t 5,) - (]
s N[t (5) — al D (a)] - X[ M (ar) — W (27)]

2 L(‘){.’;

Il "y a plus qu’d se servir de la relation
2 Tk o
/ Al o= / Al -,
:.,2 "

appelée théoréme de Uéchange duw paramétre et de Uargument, et i
passer des logarithmes aux nombres pour obtenir la formule de dé-
composition

Ol (5) = !0 (5)) — 1!V (5y) —. .= et (5,) 1 (]
O ' (@)=t () — 18 (gy) == o= a0 (3,) + (]

‘‘‘‘‘ )1 Yuhig) — u”/?(:r,i»yfﬁ[”z‘h,’.l:m ”";"'A“”I
qu’il s’agissait d’établir.
Il reste & définir la relation entre le systtme des points z; et le sys-
teme des points z.
Soient
717 '/'.h LR ] 7:1-—2

les n — 2 points d’intersection de la courbe
S y)=o

avee la droite joignant les deux points a et z. Considérons une courbe
adjointe C,_, d’ordre n — 2, passant par ces points vy, ...y Yu—s. Llle
rencontre encore la courbe en 2p points, dont p peuvent étre pris
arbitrairement. Prenons pour les p points qui peuvent étre choisis
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arbitrairement

Sty Sa, ’ :[H
et soient

!-' HI -(

~1 ~ a0 ’ ~p

les p autres points.
En appliquant le théoreme d’Abel aux points d’intersaction de la
courbe donnée avee la droite @z d’une part et avec la courbe ad-

il

jointe C,_, d'autre part, nous trouverons successivement

Y

t .(5) Y WY Yns
/ clu’”—}-/ (/u'-”—{-/ (/l{f""--+~/ (/{I.“.)--F...*f‘/ duth =A,

- '

2T =2 S 031 22
/ it - / (//1"’+...-4~/ clelt) - / (///f’)+...—1—/ dud

i ) ) 2 Y1 ’ Yn—s
-+ / da'D +, . .—1—/ du =B,

ou bien

w (@) - D (s) - D () - D (yy) 4. 1l (Ypmg) = Ay,
U (3 ) oottt (3 )@ ) (1)) () e (s = By

¢t nous pouvons en déduire par soustraction

w5y — ) (3)) — aD(5) —. .. — ul(s,)
Al (@) — wlD(5)) — aW(5y) —...—uV(s)) =—H,

H, étant une quantité qui reste fixe quand la droite @z etla courbe C,_,
se déplacent de facon que leurs » — 2 points d’intersection restent sur
la courbe donnge.

On a, d’apres cela et en remarquant que ® ne change pas quand on
change les signes des p arguments,

OV (3)—u'D(5;) —...—u(5,)+ C]
=0O[uD(a) —ad () —...—uD(z,) +H;— C;).

Si I'un des points du second groupe, s, par exemple, vient se con-
fondre avec a, les p points du premier groupe sont sur une courbe
adjointe d’ordre (n— 3) (Cuepscn et GorbaN, Abelschen Functionen,
S. 206), le premier membre de I’égalité précédente s’annule alors et
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I’on en déduit
O[ut(5)) + al(3) 4+ o w0 (s, ) — Hi =+ G ] = 0.
Ceei exige (Brior, Fonetions abéliennes, p. 146) que 'on ait
H;—C;=0C;

cette condition nous détermine H, et la relation entre los fonctions 6

devient
Ofud(z) — uD(5) —...— ul?(5,)+ C]
=O[a (@) — u?D () —. . .— wD(5),) - Gl

On trouve de méme, en ¢changeant les points ¢ et z,

O (a)—u(z)—...—auD(z,)+ C;]
= O[0! (5) — D () —. .. — «(5),) + G,

et Pon peut en conclure immédiatement que Pexpression

O et () — wl (z3)) = 0ttt (3,) 4 Gy ]

Log Ol (a) ~— u® (z) .. .= 'V (3,) 4 C/]

change de signe quand on remplace les points du premier groupe

~
S Sy vy ~pa

C’est ce que I'on avait admis dans la démonstration de la formule qui
donne la décomposition en facteurs de la fonction F(z).

e



