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LES TETRAEDRES CONJUGUES
PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE,

ET DONT LES ARETES SONT TANGENTES A UNE AUTRE QUADRIQUE,

Par M. H. VOGT,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENGES DE NANGY.

1. Pour que deux quadriques jouissent de la propriété qu’il existe
un tétraedre conjugué par rapport i 'une, et dont les arétes sont tan-
gentes & D'autre, il est nécessaire, comme on sait, que linvariant
appelé @ par M. Salmon (") soit égal & zéro; les démonstrations que
Pon a données pour montrer que cette condition est suffisante sont
incompletes ou trop compliquées; de plus, elles n’indiquent pas le
nombre et la nature des arbitraives qui subsistent dans la détermina-
tion des tétratdres répondant & la question, et n’en donnent aucune
propriéteé.

Je me propose de reprendre la question & un autre point de vue;
nous verrons que ¢ = o est la condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe un tétraedre au moins jouissant de la propriété énoncée,
que ces tétracdres forment une simple infinité, et que le lieu de leurs
sommets est une courbe gauche du huitieme ordre; les coordonnées
des points de cetle courbe, ainsi que les éléments des tétracdres, s'ex-
priment au moyen d’un parametre variable. L’équation qui existe
entre les parametres relatifs & deux sommets différents d’un méme té-
tratdre étant de genre deux, on est amené & les exprimer en fonction

(1) SaLMON, Traité de Géomdéirie analytique a trois dimensions, traduction CHEMIN,
I'¢ Partie, p. 252 et suivantes.
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quadruplement périodique de deux variables, reliées par une équation
particuliere.

L’introduction des fonctions hyperelliptiques de genre deux s’est
présentée dans plusieurs questions, notamment dans I’étude de la sur-
face de Kummer, qui a fait I'objet de nombreux Mémoirves de Cayley,
Borchardt, Weber, etc., dans celle des lignes géodésiques de I L“l]_)—
soide, étudiées par Weierstrass. Le théoreme d’addition des intégrales
hyperelliptiques a conduit M. Staude & une ¢tude du systeme des tan-
gentes communes & deux surfaces homofocales (*); les coordonnées
des points de I'espace sont alors exprimées en fonction de quatre
riables dont deuxsont reliées par une ¢quation. L'étude des tétragdres
dont il est question dans cet article, faite au moyen des fonctions
hyperelliptiques, semble étre une généralisation des recherches de
Halphen sur les relations biquadratiques entre deux variables, et les
polygones de Poncelet inscrits dans une conique et circonserits & une
autre (*). l montre qu'une relation biquadratique exprime la relation
qui existe entre f/(w) et /(w +-u,), ot / est une fonction doublement
périodique et zz, une constante; nous rencontrerons une relation bicu-
bique qui en est la géndéralisation, et que Pon peut interpréter d’une
manicre analogue; on peat Pobtenir en éliminant deux varviables entre
trois relations olt entrent des fonetions hyperelliptiques de ces deux
variables.

. Soient deux quaquucq..mt S; en les rapportant & leur tétraedre
conJuguc commun, on peut écrire leurs équations X == 0, S =0, ol

S axA byt ¢zt + dir.

Le discriminant de S + AX est
A = Al 01+ DA2+ O -+ A,

(V) Sravpe, Geometrische Deutung der flz[cl/'tio/us6/1(-()/-('/:20 der hyperelliptischen Inte-
grale, cte. (Mathematische dnnalen, Bd. 22, p. 1 ot 1.45.)

(2) aLpueN, Traité des fonctions elliptiques, 11 Parnc Chap. IX, p. 329, ot Chap. X
p. 367
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oll
A— I,
O=a+b+c+d,
D == ab + ac+ ad + be + cd + bd,
O == hed ++ acd + abd 4 abe,

Al == abed;

ce sont les invariants des deux quadriques; en formant les équalions
tangenticlles X, == 0, S,==0 des deux surfaces, les quadriques inscrites
dans la développable qui leur est circonscrite ont pour équation tan-
gentielle X, + A8, == o, ¢l pour équation ponctuelle (Satnon, loc. eit.,
p. 273):
A2 b AT - 22ATT 4203 A28 = o,

ol
T = a(be ~- cd -~ bd ) 2>

4+ b(ac + ad 4 cd)y* 4 ¢ (ab + ad + bd) 5* +- d(ab + ac -+ be) 2,

)

T=a(b+4c+d)yx? 4 bO(a ¢4 d)yr-c(a+ b+ d)2+d(a+ b~ c)i;

T et T’ sont les deux covariants ponctuels des deux quadriques. On
sait que, si d’un point de 'espace on circonserit un edne i chacune des
surfaces X el S, le sceond sera harmoniquement inscrit dans le premier,
si-les coordonnées du sommet commun satisfont & 'équation T=o0;
il lui sera harmoniquement circonscrit si le sommet est sur la surface
T =o.
Nous désignerons enfin par 8" la quadrique polaire réciproque de S
parrapport & X, el nous ¢erirons son équation S'= o, ol
. I.L.‘Z 2 52 l?
S g
Gela posé, supposons qu’il existe un tétragdre A, A, A, A,, conjugué
par rapport 4 %, et dont les arétes sont tangentes & S. Les cones de
sommet A,, circonserits 2 S et X, sont tels que le premier est capable
d’un triedre conjugué par rapport au second; leur sommet A, doit,
des lors, se trouver sur la surface covariante T'= o; mais, d’autre
part, si 'on transforme la figure par polaires réciproques, relative-
ment h X comme surface directrice, le tétraedre se transforme en lui-
méme, et ses arétes sont tangentes a S'; autrement dit, elles appartien-
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nent a la congruence des droites tangentes & S et §'; les sommets
doivent alors se trouver sur la surface covariante T” analogue & T,
formée au moyen de T et S', et ayant pour équation T” = o ol

T = (be+ bd+cd) x* + (ac + ad +cd) y* + (ab + ad +- Dd)3*+ (ab + ac + be)e2.
Silon remarque que on a identiquement
,11/+ -rll: ‘I,(.,I;‘l_‘__(yQ_*_:‘l._*_ Lﬂ),

on voit que, si ® = o, les deux surfaces T" et T” coincident et forment
un premier licu pour les sommets du tétraddre A, A, A A5 au con-
traire, si ® n’est pas nul, les sculs points communs aux deux surfaces
T et T” font partic de X; les sculs tétragdres répondant & la question
auraient leurs sommets sur cette surface X, el n’existeraient plus. On
en conclut que la condition @ = o est une condition nécessaire pour
Pexistence d’un tétraedre conjugué par rapport & X et ayant ses arétes
tangentes & S el, par suite, i 8.

3. Ensupposant désormais @ = o, les sommets du tétracdre doivent
étre d’abord sur la surface T/, mais remplissent une autre condition.
Soient, en effet, (x,y,2,¢,) les coordonnées d’un sommet; ce sont,
en méme temps, les coordonnées tangentielles du plan de la face
opposée, conjuguce du sommet par rapport 4 X; ce plan détermine,
dans T' et S, deux coniques telles qu'il existe un triangle inserit dans
la premiere et circonserit & la seconde; on sait que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il existe un tel triangle est que les in-
variants des deux coniques satisfassent & la condition

0 — 4AQ =0

(SsuyoxN, Géomeélrie plane, Sections coniques, p. 483).

Les invariants des deux coniques de section de T" et S par un plan
de coordonnées we w r sont précisément proportionnels aux covariants
tangentiels des deux surfaces; formons, en effet, Uéquation tangen-
ticlle des quadriques du faisceau T -+ A8 = o; soit

1w P2
a(brerdrn) Thaxerdsn
(o r?
e I -0

clat+bad-+1)  dla—+ b4 c+1)
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ou
1+ 2oy + 220+ 2o, =0

cette équation; ses trois racines sont les valeurs de A pour lesquelles
la surface T+ AS = o est tangente au plan (wewr), ¢’est-a-dire pour
lesquelles la section se décompose en un systeme de deux droites; ce
sont done les valeurs de A annulant le discriminant de la conique de
section de la surface T" + AS = o par le plan considéré; on a par suite

et la condition @* — A0 = o devient 9 — 43,9, = o, (quise véduit,
tous calculs faits, &
, . , N ” A 2 (2 re
(6 0 A= w2 o 12)2 = G (at® + O A= e+ dr?) (| — 4 — + — + — | =0.
a b ¢ d
Les coordonnées des sommets du tétraedre satisfont des lors & la re-
lation

, . .1/'2 2 ~2 £2
(2 ya4- 5% ) — f(ax?+ Dy*+ ¢+ dﬂ)(?{ w2 _)-_—0_

Nous poserons

W = X2 — 4S8/
nous voyons que les condilions nécessaires pour l'existence du té-
tracdre A, A, A, A, sont : 1° que Iinvariant ® des deux surfaces soit
nul; 2° que les sommets du tétraedre soient sur la courbe du huitieme
ordre T', intersection des deux surfaces T"= o et W= o.

4. Je montrerai plus loin que ces conditions sont suffisantes, et que
tout point de cette courbe du huitieme ordre est le sommet d’un té-
tracdre et d’un seul répondant a la question.

Je fais d’abord la remarque suivante : si un point quelconque A, est
le sommet d’un tel tétraedre, les arétes issues de ce point appar-
tiennent aux deux cones de sommet A, circonscrits aux surfaces S
et 8. Je vais vérifier que pour tout point A, pris sur la surface T', les
génératrices communes i ces deux cones vont rencontrer cette surface
T en des points situés sur le plan polaire du sommet A, par rapport
a X. Soient pour cela x,y,5,¢, les coordonnées du point considéré,



368 . VOGT.

S, S, B, T, les résultats de substitution de ces coordonnées dans S,
S, Tet T, G et C les cones circonscrits & S et 8, C” le cone de
sommet A, ayant pour directrice lintersection de T’ par le plan P,
polaire de A, par rapport 2 X; les équations de ces cones sont

Ci=(aS,—aa?)x*+...—2abr,yzy —.. .=z 0,
8 3 1)1

C=( = — A )? 4. . — 2= L L IR0

“ a a* ab ’

C=[a(b+c+d)E—aa(b-+c—+d)xt]a+4...
—ala(b+cd)+ b(a~+c—+d)]wy yrxy —...=0.

Comme on a identiquement
Cy— abed C)— C' == T, % v D XX\~ (g yyy -+ 35+ U)o,

les trois cones font partie d’'un méme faisceau et ont quatre généra-
trices communes.

Il resterait & vérifier que la condition imposée & A, de se trouver sur
la courbe T" est suffisante pour que (rois de ces génératrices soient les
arétes d’un tétragdre; mais je vais suivre une autre voie; en supposant
simplement que les sommets se trouvent sur la surface T/, je vais
chercher de nouveau les conditions nécessaires et suffisantes pour que
denx tels points soient deux sommets d'un tétracdre répondant i la
question, je retrouverai ainsi la courbe I,

Soient A, et A, deux points de coordonnées x,y,z,¢,, ®,y.5:0,
situés sur la surface T, conjugués par rapport a X et tels de plus que
la droite D qui les joint soit tangente aux deux surfaces S et 8/, ¢’est-
a-dire soit unpe génératrice commune aux cones C,, €|, C”; en posant

Pur= xpxp + yayr ~+ 3435 + tnty,
Qui==axpz;-+ by Y-t a3, dbyly,

- L pXye YiYi Snsk "
O = “LEE 4 LBSE L TRTE L
ik 17 b ¢ o

et introduisant les six coordonnées de la droite D,

A=y 8y = 5 ), Pozaily— ey,
B == 5,24~ 25y, Q==yiby— by yy,
Cz=21yy~— ¥ Row= sty — b5y,






