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SUR

LES T É T R A È D R E S C O N J U G U E S
PAR RAPPORT A ONE QUADRIQUE,

ET DONT LES ARÊTES SONT TANCyENTES A UNE AUTRE QUADR1QUË,

PAR M. H. VOG-T,
M A I T K E OE (K:)NFlhŒN(;KS A L,V FACULTÉ DES Sf31ENOES DIS NANCY.

L Pour que deux quadr iques jouissent de la propriété qu' i l existe
un tétraèdre conjogué par rapport à l 'une, et dont les arêtes sont tan-
gentes à l 'autre, i l est nécessaire, comme on sait , que l ' i nva r i an t
appelé $ par M. Salmon (1) soit égal à zéro; les démonst ra t ions que
l'on. a données pour montrer que cette c o n d i t i o n est suff isante sont
incomplètes ou trop compliquées; de plus, elles n ' i n d i q u e n t pas le
nombre et la nature des arbitraires qu i subsistent dans la dé te rmina-
t ion des tétraèdres répondant à la quest ion, et n'en donnent aucune
propriété.

Je me propose de reprendre la question à un aut re point de vue ;
nous verrons que <1> == o est la condit ion nécessaire et suf f i sante pour
qu ' i l existe un tétraèdre au moins jouissant de la propriété énoncée,
que ces tétraèdres forment une simple in f in i t é , et que le l ieu de leurs
sommets est une courbe gauche du hu i t i ème ordre; les coordonnées
des points de cette courbe, a insi que les éléments des tétraèdres, s'ex-
pr iment au moyen d 'un paramètre variable. L'équation qui existe
entre les paramètres re la t i f s à deux sommets différents d 'un même té-
traèdre étant de genre deux, on est amené à les exprimer en fonction,

( 1 ) SALMON, Traité (le Géométrie cmaïf tique à trois dimensions, traduction C H E M I N ,
Ï110 Partie, p* a5'2 et suivantes.
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quadruplement périodique de deux variables, reliées par une équa t ion
part iculière.

L ' in t roduct ion des fondions hype re l l i p t i ques de genre deux s'est
présentée dans plusieurs quest ions, no tamment dans l 'étude de la sur-
face de K u m m e r , qui, a fa i t l 'objet de n o m b r e u x Mémoires de Cayley,
Borchardt, Weber, etc., dans celle des lignes géodésiques de l 'ellip-
soide, étudiées par Weierstrass. Le théorème d 'addi t ion des intégrales
hypere l l ip t iques a c o n d u i t M'. Staude à une étude du système des tan-
gentes communes à deux surfaces liomofocales ( < ) ; les coordonnées
des points de l'espace sont alors exprimées en fonc t ion de quatre va-
riables dont deuxsont reliées par une é q u a t i o n . L 'é tude des tétraèdres
d o n t il est question dans cet ar t icle , f a i t e au moyen des f o n c t i o n s
hypere l l ip t iques , semble être une généra l i sa t ion des recherches de
Halphen sur les relat ions h i q u a d r a t i q u e s entre d e u x variables, et les
polygones dePonccIe t inscri ts dans une con ique et circonscrits a u n e
aut re (^). 11 montre q u ' u n e relat ion h iquadra t iq iH: î expr ime la r e l a t ion
q u i existe entre/(^) et / { a 4-^), osi/ est une f o n c t i o n doub lemen t
périodiqu.e et u^ une constante; nous rencontrerons une relation b ien"
biqoe qui en est la général isa t ion, el que l'on peut in terpré ter d ' u n e
manière analogue; on peut l ' ob ten i r en é l i m i n a n t deux variables ent re
trois relat ions oïl entrent des fonctions Ilyperell iptiques de ces deux
variables.

1.

2, Soient deux quadr iquesSe tS ; en les rappor tan t a l eu r tétraèdre
conjugué commun , on peut écrire leurs équa t ions £ ̂  o, S == o, ou

^^^^-j8^-^2-^1^,
S — ax2 4- by^ 4" CZ1 + d^.

Le discr iminant de S -+- }i2 est
A (5,) = A}.4 -h- ©P + W .+• ©'À + A^

( 1 ) STAUDE, Geometrische DcuUmg dur Jdditioiisthcorame cler /tJf•pcrcUiptisc^^ eit. îrite"
grcdo^ (HC. ( MeUhaincuische Anfuilcn^ Bd. â2, p. î et î45. )

(^II^LPHEN, Tmité de^ fonctions elliptique.^ ï^ Partie, Chap. IX, p. 3^9, ôl Chap. X,
p. 367 , 1 '
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OÙ
A:-:i,
0 == a -4- b 4- c 4- ci,

<!> -r rt^ 4- ac -+-• <^ -4- ^c -4- cd 4~ &<:/,
("̂  ::,:.= ^CY/ 4- ffc^/ 4- abd 4- a^c,
A^a^W;

ce sont les i n v a r i a n t s des deux qiiadriqucs; en fo rmant les équa t ions
tangentielles S^ :=o, S i = = o des deux surfaces, les quadriques inscri tes
dans la développable q u i l eu r est circonscrite ont pour équation tan-
gentielle Si + AS, == o, e(, pou r équa t ion ponctuel le (SALMON, loc. cil,,
p. 273} :

A2^ •+- ?. AT -h y^T 4- PA^S ̂  o,
o ù

T^a(bc+cd+ bcl).^
+ À» (ac -4- ^^ "•{"• cd)^ -h 6" ( ff/^ 4- ad -h <W) .c'2 4- d( cib 4- (^^ "-{- bc)^,

r -̂= a ( b 4- c 4"- ^) ̂  -h ^ ( ̂  4- c 4- ^)j'2 •4~ c ( a 4" ^ 4- d) J'2 + <?/( a 4- ^ 4- c ) ̂  ;

T et T' sont 'Ic^ deux covariants ponc tue l s des deux quadr iques . On
sait que, si d ' u n po in t de Fespace on circonscr i t u n cône à cîiacune des
surfaces S et S, le second sera l i a r m o n i q u e r n e n t inscr i t dans le premier,
si les coordonnées du sommet commun s a t i s f o n t à l ' équa t ion T = o;
il lui sera I i a r m o i l i c j u e m e n t c i rconscr i t si le sommet est sur la surface
T == o.

Nous désignerons en f in par S' la q u a d r i q u e polaire réciproque de S
par rapport à £, et nous écrirons son équa t ion S'^ o, où

„,, .y;2 ' y 2 ^ r2

S' = —- 4- "r + 1"-1 + •-7 •a b c d

Cela posé, supposons qu ' i l existe un tétraèdre A - ^ A ^ Â g A^, conjugué
par rapport à S, et dont les arêtes sont tangentes à S. Les cônes de
sommet A^, circonscrits à S et S, sont tels que le premier est capable
d'un triedre conjugué par rapport au second; leur sommet A< doit,
dès lors, se trouver sur la surface covariante T==:o; mais, d 'autre
part, si l'on transforme la figure par polaires réciproques, relative-
ment à 2 comme surface directrice, le tétraèdre se transforme en lu i -
même, et ses arêtes sont tangentes à S'; au t rement dit , elles appartien-
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nent à In congruence des droites tangentes à S et S'; les sommets
doivent alors se trouver sur la surface covar iante T^ ana logue à T,
formée au moyen (le S et S', et ayant pour équat ion r\" = o où
T" = Çbc 4- bd 4" cd) ,z"2 4- (ac -4- ad •+- cd) y2 4- [cib "h ad 4" bd)^ 4- (a b 4- ac 4- ^c) ̂ 2.

Si l'on remarque que l 'on a i d e n t i q u e m e n t
r 4- r' = ̂  ( -2?2 + y2 4- .s2 -4- ̂  ),

on, voit que, si <I> == o, les deux surfaces T et T' co ïnc iden t et forment
un premier l i eu pour les sommets du tétraèdre A^A^A^A,,; au. con-
traire, si. <& n'est pas n u l , les seuls points c o m m u n s aux deux surfaces
T et T' font partie de S; les seuls tétraèdres r épondan t a la quest ion
auraient leurs sommets sur cette surface S, el n 'exis tera ient plus. On
en conc lu t que la cond i t i on ^ == o est une cond i t ion nécessaire pour
l 'existence d 'un tétraèdre con jugué par rapport à £ et ayan t ses arêtes
tangentes à S et, par sui te , à S'.

3. En supposant désormais <1> === o, les sommets du tétraèdre do iven t
être d'abord sur la surface T7, mais remplissent u n e a u t r e c o n d i t i o n .
Soient, en effet, (,r,iy^.i^) les coordonnées d 'un sommet ; ce sont ,
en même temps, les coordonnées tan^entiel les du plan de la face
opposée, conjuguée du sommet par rapport à S; ce plan dé te rmine ,
dans T et S, deux coniques tel les qu ' i l existe un t r i a n g l e inscr i t dans
la première et circonscri t à la seconde; on, sait que la cond i l ion néces-
saire et suf f i san te pour q u ' i l existe un tel, t r iangle est que les in-
va r i an t s des deux coniques satisfassent à la cond i t ion

02 — 4 W == o

(S .YLMON, Géométrie plane. Sériions coniques, p. 483).
Les invar ian ts des deux coniques de section de T et S par un plan

de coordonnées z / ^ w r s o n t précisément propor t ionnels aux covar ian t s
tangenliels des deux surfaces; formons» en effet , l ' é q u a t i o n tangen-
tielle des quadr iques du faisceau T^-h ^.S == o; soit

u^ ^
a ( b -h c -h" d + À ) +" ̂ ^Tc +""'̂ "4 Ï̂)

^ ^
c(al4"•;À'4:"<ï"4:"À") + ̂ ^•^^•-^^^•y^ ,-,.-o
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Oïl
91 -+- }.9â •+- ^2 ?3 •4- P ©'.. == o

cette équatiol i ; ses trois racines sont les valeurs de ^ pour lesquelles
la surface T-{- ^S == o est tangente au p lan (^wr), c'est-à-dire pour
lesquelles la section se décompose en un système de deux droites; ce
sont donc les valeurs de \ annu lan t le d i s c r i m i n a n t de la conique de
section de la surface r-4- "AS === o par le plan considéré; on a par s u i t e

œ! _ ?1 __ ?.'î _ ?4

A '"""" © "̂  e7 ~" A73

et la condi t ion ©2 — 4 AQ' == o devien t 9^ — 4 Ç i Ça == û» ('lui se rédui t ,
tous calculs fa i t s , à

c^^- ç,ï^^^ ,.2)â_ ^.(a^^ ^p2-»- cn^-h €lrî}(uî~ -+- •t"2 -h ̂  4- ̂  ==o./ T • \ ci b c ci J

Les coordonnées des sommets du tétraèdre satisfont dès lors à la re-
lat ion

(^.^y^. ,^2^ ^)2__ 4(^,y2^ ^y2,^ ^^2+ d^)^ + ^2 + ̂  + •Ç')= 0.

Nous poserons
W^^-^SS7 ;

nous voyons que les cond i t ions nécessaires pour l 'existence du té-
traèdre A, iAaA; tA/ , sont : :i° que l ' invar iant <& des deux surfaces soit
nul ; ^° que les sommets du tétraèdre soient sur la courbe du huitième
ordre F, intersection des deux surfaces T== o et W== o.

4. Je montrerai p lus lo in que ces condit ions sont suffisantes, et q u e .
tout po in t de cette courbe du hu i t i ème ordre est le sommet d'un té-
traèdre et d'un seul répondant à la quest ion.

Je fais d'abord la remarque s u i v a n t e ; si un point quelconque A^ est
le sommet d 'un tel té t raèdre^ les arêtes issues de ce point appar-
tiennent aux deux cônes de sommet A^ circonscrits aux surfaces S
et S'. Je vais vérifier que pour tout point A^ pris sur la surface T, les
génératrices communes à ces deux cônes vont rencontrer cette surface
r en des points situés sur le plan polaire du sommet Ai par rapport
à S. Soient pour cela ^ji^i^ les coordonnées du point considéré,
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S^ S^, S,, T^ les résul tats de subs t i tu t ion de ces coordonnées dans S,
S', 2 et T, Ci et G^ les cônes circonscrits à S et S', C7 le cône de
sommet A, ayant pour directrice l ' in tersec t ion de T par le p lan P,
polaire de A^ par rapport à S; les équa t ions de ces cônes sont:

(̂  === ( aSi — ce x\ ) .z'2 -l-.. . — 2 abXi y^ xy — ... -:= o,

/„ /S'i ^\ , x.^ j'-i(^ = ~..1 —• —i a?-2 4-... -. a —•— ^y -- • • • ̂  o,1 \ a a2/ ab J '

^"^[a^^rc-^ci)^— ^a^b +c-^d)^]x2^-...
-— a [ a ( b 4- c -h û?) 4- ^ ( a -4- c 4- <;Q] ,t..'i j^ <zy -- . .. ::;;::: o.

Connne on a iden l iquernent

Ci - abcdC, — G"^: T^ Ï ~ <I>[.SIi - (^,y, +yy, + ̂ ^ 4- II; )2 ] =::•: <:),

les [rois cônes font partie d'un même faisceau et ont quatre généra-
trices communes.

Il resterait à vérifier que la condition imposé^i à A< de se trouver sur
la courbe F est sulïîsanle pour que (rois de ces génératrices soient les
arêtes d'un tétraèdre; mais je vais suivre une autre voie; en supposant
simplement que les sommets se trouvent sur la surface T, je vais
cherclierde nouveau, les conditions nécessaires et suffisantes pour que
deux tels points soient deux sommets d'un tétraèdre répondant à la
question, je retrouverai ainsi la courbe F.

Soient A, et Aa deux points de coordonnées x^y^^t^ ^"a7a^2»
situés sur la surface F, conjugués par rapport à S et tels de plus que
la droite I) qui les joint soit tangente aux deux surfaces S et S', c'est-
à-dire soif upe génératrice commune aux cônes C^ C\, (7; en posant

p^-.̂  x^/c 4- y/,yk 4- z f^k •+- 44?
Q/u- ̂  a:]c/,Xk 4- by^y/, 4- es/, s/, 4- dt/, t/,,

(V ^ ^h^'k y/tf/e , ^h^ls t'ht'kVA//— -—---•i 4" - • - . : - 1 1 ' - 1 - 4- -——..- 4- ,..-,—.. y
a b c d

et introduisant les six coordonnées de la droite I),

A = Ji ̂  — z^y^ p r^ Xi ̂  — /i x^,
B = -Si x^ — x^ z^ Q ::= y^ t^ — ti y^,
C =: ̂ yg — y, x^ B -= ^i ̂  — ^ z^
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on peut écrire les condi t ions imposées aux deux points sous la forme

( -i ) ad.^ 4- bcl'y -!- cdC2 4- bc^î 4- ça Q2 •+- ab 1'̂  -= o,
( 2 ) bcp^ 4- caW 4- ^(P4- adP'2-}- bdW --h c^R2 = o,
(3) P,,=cs T^o, T^o;

nous avons vérifié que l 'une des trois dernières c o n d i t i o n s est une
conséquence des autres.

S o i t m a i n t c n a n t D ' la droite conjuguée de D par rapport à S; ses coor-
données sont A/== P, ir== Q, (7==R, P'== A, Q'^ B, ir^ C, et elle
est tangente a S et S'; soient A;(A.^ A ^ A ^ les points où elle rencontre
respectivement les cônes C, et C» de sommets A^ et Aa circonscri ts
à S; nous véri t îerons plus loin que A;} et A.i, ainsi que A\ e l 'A^ sont
conjugués par rapport 'à S. Pour que 1) et I)' so ient deux arêtes oppo-
sées d 'un tétraèdre répondan t à la question il f a u t et il suf f i t alors
que A;, et A^ soient confondus avec A^ et A^ ; en efict, la condi t ion est
évideini 'nent nécessaire; elle est de plus suffisan'tp, car, si elle est
remplie, les cônes ('̂  et (^ de sommets A ^ et A.a, circonscrits à S\
seront coupés par lY aux mêmes points A^A^ et les six arêtes du
tétraèdre A i A ^ A ; ( A ^ seront tangentes à S et S'.

Pour former la cond i t i on cherchée, nous écrirons d'abord l ' équa t ion
tangcïTiiclIe du, couple de po in ts A^A/ . ; nous l 'obtiendrons en é l imi-
nant xyzl entre les équations

(^-irj^A^
!V,r-.- P^ =:=B^1,
IVy^.Q^:=C^

ff .r 4"" ^ / 4" ^^ 4- /' t == û,
Ci == IL ab ( xj\ — j^i )2 = o ;

les quatre premières donnent

.r . ' y ! s _ ^
^jF^^^^^^^ ::= ^/^^^^"^Qy — ̂ ^^^^ ^ ̂ ^^-^^^

et, après division par S, du résultat obtenu en remplaçant dans (^ xyzt
par les dénominateurs des fractions précédentes, on forme l 'équation

ïi[Sah (w^—/-^)2]— 2 (̂ rr-l- ̂ 7i4-^^i+/^0[3a^(.^i^—^^2)(^â—r^)]=o,
^/w. ^<- rAc. Normale, 3° Série. Tome XII.— DÉŒMBnE 1895. 47


